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Uvod

U svakodnevnom nas Zivotu Cesto zanima kako razli¢iti ¢imbenici utjecu na neki dogadaj
od interesa. Primjerice, moZe nas zanimati kako naSe Zivotne navike, poput nacina pre-
hrane, puSenja, koli¢ine sna i tjelovjezZbe utjecu na nas godiSnji broj posjeta lije¢niku. Kada
bismo to znali, mogli bismo donijeti neke odluke o poboljSanju svojih Zivotnih navika kako
bismo smanjili broj posjeta lijecniku. Takoder, financijske institucije, poput banaka, Zele
biti u mogucénosti procijeniti rizik vezan uz svakog svog klijenta, tj. procijeniti kolika je
vjerojatnost da klijent nee moci otplatiti kredit. U skladu s tom vjerojatnosti, banka se
moze odluciti ne odobriti kredit klijentu koji ima visok rizik te samim time izbjeci gubitke.
U sportu, trenere 1 sportske analitiCare obi¢no zanima kako razli¢ite performanse igraca te
stil igre utjecu na konacan ishod utakmice. Rezultati tih analiza mogu pomo¢i trenerima
da donesu odluke kojima ¢e poboljsati uspjeh svog tima u utakmicama. Svi ovi, ali i mnogi
drugi primjeri pomaZzu nam u boljem razumijevanju kako razliciti ¢imbenici utje€u na nas
svakodnevni Zivot te u lakSem donosenju odluka. Metoda u statistici koja nam omogucava
analizu utjecaja raznih faktora (tzv. nezavisnih varijabli) na neki dogadaj od interesa (tzv.
zavisnu varijablu) naziva se regresijska analiza. Regresijska se analiza opisuje mate-
matickom jednadZbom koja kvantificira povezanost izmedu nezavisnih i zavisne varijable.

Najjednostavniji oblik kvantifikacije u regresijskoj analizi je linearan oblik, koji pret-
postavlja da postoji linearna veza izmedu nezavisnih i zavisne varijable. Dodatne pretpos-
tavke na takav model ukljucuju, izmedu ostalog, normalnost zavisne varijable. Takvu vrstu
modela nazivamo normalni linearni regresijski model. Iako su ovi modeli korisni zbog
svoje jednostavnosti i lakoc€e u interpretaciji rezultata, njihova primjena i preciznost moze
biti ogranicena u slucaju kada radimo s podacima koji nisu normalno distribuirani ili su
diskretni, kao S§to su to gore navedeni primjeri, te kada veza izmedu nezavisnih i zavisne
varijable nije linearna. Iz ovoga je razloga postojala potreba za proSirenjem teorije normal-
nih linearnih modela na opcenitije generalizirane linearne modele koji ukljucuju razlicite
tipove zavisne varijable te razli¢ite veze izmedu nezavisnih i zavisne varijable. Koncept ge-
neraliziranih linearnih modela prvi se put formalno opisuje u radu Johna Neldera i Roberta
Wedderburna iz 1972. godine.

U ovome radu kroz Cetiri poglavlja opisujemo klju¢ne koncepte 1 primjenu generali-
zirnih linearnith modela u statistici. U prvom ¢emo se poglavlju upoznati s osnovnim sta-
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tistickim pojmovima i pruZziti kratak pregled regresijske analize s posebnim naglaskom na
normalne linearne modele i njihova ogranic¢enja. U drugom ¢emo poglavlju uvesti pojam
generaliziranih linearnih modela koji ¢ine proSirenje teorije normalnih linearnih modela te
opisati njihove klju¢ne komponente: zavisna varijabla dolazi iz Sire klase distribucija koju
nazivamo eksponencijalna familija distribucija, linearni predviditelj opisuje kako pre-
diktori utjeCu na distribuciju zavisne varijable te funkcija poveznica koja povezuje linearni
predviditelj i o¢ekivanu vrijednost zavisne varijable. U tre¢em ¢emo poglavlju koristiti me-
todu najvece vjerodostojnosti za procjenu parametara modela pomocu iterativne teZinske
metode najmanjih kvadrata. Konacno, u Cetvrtom ¢emo se poglavlju baviti statistickim
inferencijama kojima provjeravamo valjanost nasega modela kako bismo se uvjerili da su
procjene koje nam model daje dovoljno precizne te da ih moZemo koristiti za donoSenje
odluka.



Poglavlje 1
Motivacija

U ovom ¢emo se poglavlju posvetiti definiranju osnovnih statistiCkih pojmova koji su neo-
phodni za dublje razumijevanje i1 izgradnju teorije generaliziranih linearnih modela. Uz
to, predstavit ¢emo najpoznatije distribucije i njihova svojstva te pruZiti kratak pregled re-
gresijske analize s posebnim naglaskom na normalne linearne modele. Ideja je ilustrirati
kako ogranicenja normalnih linearnih modela stvaraju potrebu za proSirenjem teorije na
generalizirane linearne modele.

1.1 Slucajne veli¢ine

U podrudju statistike 1 teorijske matematike, kljucno je razumjeti slu€ajne veliCine 1 nji-
hova svojstva kako bismo mogli analizirati podatke 1 modelirati razne fenomene. Slucajne
velicine predstavljaju osnovnu ideju koja nam pomaze u kvantifikaciji nesigurnosti i vari-
jabilnosti u nasim opazanjima. Tvrdnje navedene u ovom odjeljku prate [5], [6] i [9].

Definicija 1.1.1. Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija Y : Q — R" je
n-dimenzionalna slucajna veli¢ina na Q ako vrijedi

VMyeR)WY <yl={weQ:Y(w) <yl eTF.

Ako je n = 1, onda kazemo da je Y slu¢ajna varijabla, a za n > 2 kaZemo da je Y
n-dimenzionalni slucajni vektor (ili, krace, sluc¢ajni vektor).
Nadalje, funkciju Fy : R" — [0, 1] definiranu s

Fy(y)=P(Y <y), yeR"

zovemo funkcija razdiobe (ili funkcija distribucije) slucajne velicine Y.
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Da bismo izbjegli zabune oko notacije slucajnih varijabli i slu€ajnih vektora, u ovome
¢emo radu slucajne varijable oznaCavati s velikim tiskanim slovima, npr. Y, dok ¢emo
slucajne vektore oznacavati podebljanim velikim tiskanim slovima, npr. Y. Takoder, poz-
nat statisticki rezultat kaze da su komponente n-dimenzionalnog slu¢ajnog vektora slucajne
varijable, tj. vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 1.1.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostorte Y = (Yy,...,Y,)T : Q — R~
Tada je Y n-dimenzionalni sluc¢ajni vektor ako i samo ako su Y; : Q — R slucajne varijable,
zasvakii=1,...,n.

Jos jedan koristan statisticki rezultat koji ¢e nam koristiti kasnije kod eksponencijalne
familije distribucija kaZe da je kompozicija izmjerivog preslikavanja i slucajne veliCine
ponovno slucajna veliCina, tj. vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 1.1.2. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosni prostor, Y : Q — R" slucajna velicina i
g : R" — R" Borelova funkcija. Tada je g(Y) = go Y : Q — R" slucajna velicina.

Slucajne se veliCine klasificiraju u dvije glavne kategorije ovisno o tome poprimaju li
beskonacno ili kona¢no mnogo vrijednosti na temelju sljedece dvije definicije:

Definicija 1.1.2. Slucajna velicina Y : Q — R" definirana na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) je aposlutno neprekidna (ili, krace, neprekidna) slucajna veli¢ina ako postoji
Borelova funkcija fy : R" — [0, +00) takva da za sve y € R" vrijedi

y
Fy(y)=P(Y <y) = f fr(®) dt,

gdje je t € R". Funkciju fy iz gornje jednadzbe zovemo funkcija gusto¢e neprekidne

slucajne veli¢ine Y.

Definicija 1.1.3. Slucajna velicina Y : Q — R" definirana na vjerojatnosnom prostoru
(Q, 7, P) je diskretna slucajna veli¢ina ako postoji prebrojiv skup D C R" takav da je

P(YeD)=1.

Funkcija gustoce diskretne slucajne veli¢ine je funkcija fy : R" — [0, 1] takva da za sve
y € R" vrijedi
fr(y) =P =y).

Iz svojstava funkcija razdiobe slijedi da funkcija gustoce slucajne veli¢ine Y : Q — R”
zadovoljava sljedece jako vazno svojstvo

(i) fRn fr(t)dt = 1, ako je sluCajna veli¢ina Y neprekidna, (1.1)
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(ii) Xyep fr(y) = 1, ako je sluCajna veli€ina Y diskretna. (1.2)

Pored razumijevanja pojma slucajnih veli¢ina, vazno je znati i neSto o njihovim o-
cekivanjima. Matematicko ocekivanje, ili oCekivana vrijednost, predstavlja neku vrstu
“prosjecne” vrijednosti koju bismo mogli ocekivati ako bismo isti eksperiment ponavljali
mnogo puta.

Definicija 1.1.4. Neka je Y : Q — R slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q, ,P). Matematicko ocekivanje slucajne varijable Y, u oznaci E[Y],

(i) za neprekidnu slucajnu varijablu takvu da je fR Iyl - fr(y)dy < +o0 definira se kao
B = [y o) ds (13)
R

(ii) za diskretnu sluc¢ajnu varijablu takvu da je ), cp |yl - fy(y) < +oo definira se kao

E[Y]= ) v /().

yeD

Nadalje, za Borelovu funkciju g : R — R je ocekivanje sluc¢ajne varijable g(Y), u oznaci
E[g(M)],

(i) za neprekidnu slucajnu varijablu takvu da je fR lg)| - fr(y)dy < +o0 definirano kao
Bl )] = [ 800 fitndy (14)
R

(ii) za diskretnu slucajnu varijablu takvu da je Y.yep 18(V)| - fy(y) < +oo definirano kao

E[g(N)] = ), 80 - ().

yeD

Kako su komponente n-dimenzionalnog slu€ajnog vektora slucajne varijable potpuno
je intuitivna i sljedeca definicija ocekivanja slucajnog vektora:

Definicija 1.1.5. Neka je Y = (Y,...,Y,)" : Q — R" n-dimenzionalni slucajni vektor na
vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P). Matematicko ocekivanje slucajnog vektora Y rakvog
da je E[|Y]] < +oozasvei=1,...,n, uoznaci E[Y)], definira se

E[Y] = (B[Y;],...,E[Y,]D".
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Sljede¢a nam propozicija daje neka od najvaznijih svojstava matematickog ocekivanja
koja ¢emo koristiti u ovome radu.

Propozicija 1.1.3. Neka suY = (Y,,...,Y,)" : Q — R" n-dimenzionalan slucajni vektor
definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) takav da E[|Y;|]] < +co za svei =1,...,n.
Nadalje, neka je a = (ay, . ..,a,)" € R" konstantan vektor. Tada vrijedi
(i) ocekivanje konstante: Ela] = a, (1.5)
(i) linearnost ocekivanja: Ela’Y] = E[YL, a;Y;] = YL, aE[Y;] = a" E[Y], (1.6)

(iii) ocekivanje produkta: E[Y ;Y] = E[Y;1E[Y;] za sve j # k takve da su Y; i Y}
nezavisne. (1.7)

Takoder, uz pojam matematickog ocekivanja Cesto vezemo pojam varijance i stan-
dardne devijacije sluCajne velicine. Varijanca mjeri koliko se vrijednosti slu¢ajne veli¢ine
u prosjeku razlikuju od ocekivane vrijednosti te nam time pomaZzZe razumjeti disperziju
podataka. Standardna devijacija, koja je korijen varijance, daje intuitivniju sliku o raspros-
tranjenosti podataka jer je izraZena u istoj jedinici kao 1 sama varijabla. Kovarijanca, s
drugu stranu, mjeri kako se dvije slu¢ajne veli¢ine zajednicki ponasaju u odnosu na svoje
ocekivane vrijednosti. Pozitivna kovarijanca sugerira da, kada jedna veli¢ina raste, druga
takoder ima tendenciju rasta, dok negativna kovarijanca implicira suprotnu teZnju. Kovari-
janca je temelj za razumijevanje odnosa izmedu viSe slu€ajnih veli¢ina i igra klju¢nu ulogu
u regresijskoj analizi.

Definicija 1.1.6. Neka su X,Y : Q — R slucajne varijable definirane na vjerojatnosnom
prostoru (Q, ¥, P) takve da E[X?] < +o00 i E[Y?] < +0c0.

(i) Varijanca sluc¢ajne varijable Y, u oznaci Var(Y), definira se kao

Var(Y) = E[(Y - E[Y])?]. (1.8)
(ii) Standardna devijacija slucajne varijable Y, u oznaci std(Y), definira se kao
std(Y) = «/Var(Y).

(iii) Kovarijanca sluc¢ajnih varijabli X i Y, u oznaci Cov(X, Y), definira se kao

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y - E[Y])].

U nastavku slijede najcesce koriStena svojstva varijance i kovarijance koja ¢e se koristiti
u ovome radu.
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Propozicija 1.1.4. Neka su X, Y : Q — R slucajne varijable definirane na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P). Nadalje, neka su E[X?] < 400 i E[Y?] < 400 te a,b € R. Tada vrijedi:

(i) Var(Y) = E[Y?] - (E[Y])* (1.9)
(ii) Var(aY + b) = a*Var(Y) (1.10)
(iii) Cov(Y,Y) = Var(Y) (1.11)
(iv) Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]. (1.12)

Definicija 1.1.7. Neka je Y = (Yy,...,Y,)" : Q — R" n-dimenzionalni sluc¢ajni vektor
definiran na vjerojatnosnom prostoru (QQ, ¥ ,P) takav da E[Yiz] < +4ocozasvei=1,...,n
Kovarijacijska matrica slucajnog vektora Y, u oznaci Cov(Y), je nXn matrica definirana
kao

Cov(Y) = E|(Y - E[Y])(Y - E[¥])]. (1.13)

U nastavku su dana svojstva kovarijacijske matrice koja ¢emo koristiti u ovome radu.

Propozicija 1.1.5. Neka je Y = (Yy,...,Y,)! : Q — R" n-dimenzionalni slu¢ajni vektor
definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q,F,P), a = (ay, . ..,a,)" € R" konstantan vektor

.....

(i) Cov(Y +a) = Cov(Y) (1.14)
(ii) Cov(AY) = ACov(Y)AT (1.15)

1.2 Razdiobe slucajnih velicina

Fokusirajmo se na razdiobe slu¢ajnih veli¢ina, koje se opisuju funkcijom gustoce vjerojat-
nosti. Postoji mnogo razliCitih razdioba koje se koriste u statistici, no za potrebe ovog rada,
dat ¢emo kratak opis i najvaznija svojstva Bernoullijeve, binomne i Poissonove razdiobe
koje su diskretne te normalne, eksponencijalne 1 gama razdiobe koje su neprekidne.

Bernoullijeva razdioba

Bernoullijeva distribucija je diskretna vjerojatnosna distribucija koja opisuje rezultat eks-
perimenta s dva moguca ishoda: “uspjeh”, koji se dogada s vjerojatnoscu p, te “neuspjeh”
koji se dogada s vjerojatnoséu 1 — p.

Ova se distribucija koristi za modeliranje dogadaja s binarnim ishodom, kao §to su ba-
canje simetricnog novc¢ica, pitanja na koja se odgovara s ’da” ili ’ne”, testiranje proizvoda
na ispravnost (ispravan ili neispravan proizvod) i mnogih drugih.
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Definicija 1.2.1. Neka je Y diskretna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q,F ,P). KaZemo da slucajna varijabla Y ima Bernoullijevu distribuciju s
parametrom p € {0, 1), u oznaci Y ~ Bernoulli(p), ako joj je funkcija gustoce

fosp) =p (0 -p'7, ye{0,1} (1.16)

fuly)

Slika 1.1: Funkcija gustoce slucajne varijable Y ~ Bernoulli(0.3)

Propozicija 1.2.1. Neka je Y ~ Bernoulli(p), p € (0, 1). Tada vrijedi

E[Y] = p, (1.17)
Var(Y) = p(1 - p). (1.18)

Binomna razdioba

Binomna distribucija je diskretna vjerojatnosna distribucija koja opisuje broj uspjeha u nizu
od n nezavisnih Bernoullijevih eksperimenata s vjerojatnoséu uspjeha p.

Ovu distribuciju koristimo za modeliranje situacija kao $to su broj dobivenih “glava” u
bacanju simetricnog novcica, broj tocnih odgovora na testu s pitanjima tipa ’to¢no/netoc¢no”,
broj uspjesnih prodaja u kampanji te drugih.

Definicija 1.2.2. Neka je Y diskretna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F ,P). KaZemo da slucajna varijabla Y ima binomnu distribuciju s para-
metriman € N i p €0, 1), u oznaci Y ~ B(n, p), ako joj je funkcija gustoce

fy(yin, p) = (Z)py(l—p)”_y, y=0,1,...,n. (1.19)
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Slika 1.2: Funkcija gustoce slucajne varijable Y ~ B(n, p)

Propozicija 1.2.2. Neka je Y ~ B(n, p),n € N, p € (0, 1). Vrijedi

Poissonova razdioba

E[Y] = np,

Var(Y) = np(1 — p).

(1.20)
(1.21)

Poissonova distribucija je diskretna vjerojatnosna distribucija koja se najcesée koristi za
modeliranje broja rijetkih i nezavisnih dogadaja u fiksnom vremenskom periodu ili pros-
tornom okruZenju, kao Sto su broj telefonskih poziva u odredenom vremenskom intervalu,
broj automobila koji prolaze kroz odredeno raskrizje u odredenom vremenskom intervalu,
broj pravopisnih greSaka na stranici novina, itd.

Parametar Poissonove distribucije je A koji predstavlja ocekivani broj dogadaja u nekom
vremenskom periodu ili prostornom podrucju.

Definicija 1.2.3. Neka je Y diskretna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P). KaZemo da slucajna varijabla Y ima Poissonovu distribuciju s pa-
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rametrom A > 0, u oznaci Y ~ P(Q), ako joj je funkcija gustoce

Yot

A
frs ) = EE y € Ny =N U {0}. (1.22)

T N
o

0.2 0.3
-
»

fy(y)

0.1

Slika 1.3: Funkcija gustoce slu¢ajne varijable Y ~ P(1)

Propozicija 1.2.3. Neka je Y ~ P(1), A > 0. Vrijedi

E[Y] = A, (1.23)
Var(Y) = A. (1.24)

Normalna razdioba

Normalna distribucija jedna je od najvaznijih i najpoznatijih neprekidnih vjerojatnosnih
distribucija koja se Siroko primjenjuje u statistici. Njena vaznost proizlazi iz ¢injenice da
se mnogi prirodni i drustveni fenomeni, poput visine, teZine te krvnog tlaka osobe, mogu
opisati normalnom distribucijom. Osim toga, normalna je distribucija temelj mnogih sta-
tistickih teorija 1 metoda. Jedan od najvaznijih rezultata u teoriji vjerojatnosti je Centralni
granicni teorem, Koji navodi da Ce distribucija prosjeka sluc¢ajnog uzorka biti priblizno nor-
malno distribuirana, ¢ak i kada originalni podaci nisu normalni. Ovaj teorem igra klju¢nu
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ulogu u statistici, omogucujuéi primjenu normalne distribucije u razlicitim statistickim ana-
lizama i testovima.

Normalna je distribucija opisana s dva parametra: srednjom vrijednos$¢u yu i standard-
nom devijacijom o. Srednja vrijednost oznaCava aritmeticku sredinu distribucije i pred-
stavlja srediSte krivulje normalne distribucije. Standardna devijacija mjeri rasprSenost po-
dataka oko srednje vrijednosti i odreduje Sirinu krivulje.

Definicija 1.2.4. Neka je Y neprekidna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q,F ,P). KaZemo da slucajna varijabla Y ima normalnu razdiobu s parame-
trimapu € Rio? >0, uoznaci Y ~ N(u,0%), ako joj je funkcija gustoée

1 1
2 2
M, 07) = expl—-—z—=0 - , €R. 1.25
Frip, 07) Ny p( 752 u)) y (1.25)
_u=0,c§=0.3
o | — pn=106 =1
= 7u=—1‘202=0‘7
n=2,6 =05
S o —
4 . 0 : .

Slika 1.4: Funkcija gustoée slu¢ajne varijable Y ~ N(u, o)

Propozicija 1.2.4. Nekaje Y ~ N(u,0?), u € R, 0> > 0. Vrijedi

E[Y] = u, (1.26)
Var(Y) = o2 (1.27)
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Eksponencijalna razdioba

Eksponencijalna distribucija je neprekidna vjerojatnosna distribucija koja opisuje vrijeme
izmedu dogadaja u Poissonovom procesu, gdje se dogadaji dogadaju kontinuirano i ne-
zavisno jedno od drugog s konstantnom srednjom brzinom. Koristimo ju za modeliranje
vremena ¢ekanja, poput vremena do kvara uredaja, trajanja poziva ili vremena do sljedeceg
dolaska kupca.

Eksponencijalnu distribuciju opisujemo parametrom A koji predstavlja brzinu (ili in-
tenzitet) dolaska dogadaja.

Definicija 1.2.5. Neka je Y neprekidna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q,F ,P). KaZemo da slucajna varijabla Y ima eksponencijalnu razdiobu s
parametrom A > 0, u oznaci Y ~ Exp(Q), ako joj je funkcija gustoce

fr(y; ) =™, y>0. (1.28)

fy(y)
06 0.8 1.0
I I

04

02
|

00
!

Slika 1.5: Funkcija gustoe slu€ajne varijable Y ~ Exp(21)

Propozicija 1.2.5. Neka je Y ~ Exp(1), 4 > 0. Vrijedi

) (1.29)

) (1.30)
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Gama razdioba

Razmotrimo situaciju u kojoj pratimo dogadaje koji se javljaju u nekom vremenskom raz-
doblju, a brzina tih dogadaja je stalna i ne mijenja se, kao Sto su vrijeme izmedu pojava
zemljotresa, vrijeme izmedu promjena cijena, vrijeme izmedu stvaranja potomstva ili vri-
jeme izmedu doziranja lijeka. Ako nas zanima koliko ¢e vremena proci prije nego se
dogodi odredeni broj tih dogadaja, moZemo koristiti gama distribuciju.

Ova se distribucija opisuje s dva parametra: jedan nam parametar govori koliko dogadaja
trebamo da bi se postigao cilj (taj broj nazivamo ’broj dogadaja” ili ’koli¢ina” i u ovome
radu oznaCavamo s @), dok drugi parametar opisuje koliko su dogadaji ucestali ili brzi (taj
parametar nazivamo “intenzitet” i oznaCavamo s 3).

Definicija 1.2.6. Neka je Y neprekidna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q,F ,P). KaZemo da slucajna varijabla Y ima gama razdiobu s parametrima
a>0iB>0,uoznaci Y ~ I'(a,B), ako joj je funkcija gustoce

ya— lﬁae—yﬂ

W, y>0, (131)

fY(y’ a,ﬁ) =

gdje funkcija I'(a) oznacava gama funkciju evaluiranu u a, tj.

+00
(@) = f e dt.
0

Propozicija 1.2.6. Neka je Y ~ I'(a,8), @ > 0,8 > 0. Vrijedi
E[Y] = —, (1.32)

Var(Y) = —. (1.33)

B ESRNES
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Slika 1.6: Funkcija gustoce slucajne varijable Y ~ I'(«, )

1.3 Regresijska analiza

U statistici Cesto prou¢avamo kako jedna mjerena veliCina, poput visine place, ovisi o
drugim mjerenim veli¢inama, kao $to su spol, razina obrazovanja i broj godina iskustva.
Veli¢inu od interesa modeliramo kao slucajnu varijablu koju nazivamo zavisnom varija-
blom ili odgovorom (engl. response variable) jer se pretpostavlja da njena vrijednost ovisi
o vrijednostima drugih varijabli. S druge strane, varijable koje utjeCu na zavisnu varijablu
nazivamo nezavisne varijable, prediktori ili regresori (engl. explanatory variables).

Da bismo formalizirali na§ pristup, uvodimo notaciju za zavisne i nezavisne varijable
koju ¢emo koristiti kroz ovaj rad. Pretpostavimo da imamo n mjerenja (Cesto kazemo
1 opservacija). Zavisnu varijablu oznacavamo kao n-dimenzionalni slucajni vektor ¥ =
(Y1, ..., YT, a njene pripadne realizacije (tj. mjerenja) oznatavamo sy = (yi,...,y.) .
Prediktore mozemo predstaviti u n X (p + 1) matrici X koju nazivamo matrica dizajna,
gdje je p broj prediktora. Svaka opservacijai = 1,...,n ima p + 1 vrijednost nezavisnih
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varijabli koje oznacavamo s x” = (1, x;1, . .. x;,) pa matricu dizajna moZemo zapisati kao
i ! p

T
1 X1 X2 oo Xip X
1 X1 X2t X2p sz

X=1. . . . =l |

T

I X X2 oo Xnp x,

U ovom kontekstu, svaki redak matrice X predstavlja jednu opservaciju, dok svaki stupac
predstavlja jednu nezavisnu varijablu.

Otkrivanje nacina na koji prediktori utjeCu na zavisnu varijablu predstavlja jedan od
kljuc¢nih izazova u statistici. Prema [2], regresijska analiza je metoda ispitivanja i analize
ovisnosti jedne zavisne varijable o jednoj ili viSe nezavisnih varijabli. Kao rezultat regresij-
ske analize, razvija se regresijski model, koji se moZe opisati kao matemati¢ka jednadzba
koja kvantificira povezanost izmedu zavisne varijable i prediktora. Ova je veza obi¢no
izraZena funkcijom f koja se definira kroz regresijske parametre 8 = (Bo.f1,-..,58,)". U
najopcenitijem obliku, regresijsku jednadZbu moZemo zapisati kao:

Yi=f(,xi,....%ip: Pos B1s ... Bp) + &, i=1,...,n,
gdje su
- Y; zavisna varijabla za i-tu opservaciju,
- Xil,. .., Xjp Nezavisne varijable za i-tu opservaciju,
- f(-) funkcija koja modelira odnos izmedu zavisne 1 nezavisnih varijabli,
- ¢ slucajne varijable koje zovemo slu¢ajnim pogreskama ili Sumovima.

Zavisne varijable Y; tretiraju se kao slucajne varijable koje slijede odredenu distribuciju
vjerojatnosti jer njihove vrijednosti mogu varirati zbog razlicitih nepredvidljivih ¢cimbenika
€, kao $to su slucajni utjecaji, pogreske u mjerenju ili fluktuacije koje nije mogucée una-
prijed odrediti. Na primjer, visina plae moZe ovisiti o spolu, dobi, razini obrazovanja i
broju godina iskustva. Medutim, ¢ak i kada uzmemo u obzir sve te informacije, varijacije
u visini place mogu nastati zbog dodatnih faktora, kao Sto su individualne pregovaracke
vjestine ili trenutno stanje trziSta rada. Zbog ovih se utjecaja, zavisna varijabla tretira kao
slu¢ajna varijabla.

S druge strane, prediktori ili nezavisne varijable x;, ..., x;, obiCno se tretiraju kao
neslucajna mjerenja ili opazanja. To znaci da se njihove vrijednosti ne mijenjaju sluc¢ajno
za pojedinacne opservacije unutar naseg uzorka podataka. Prediktori su Cesto fiksne ili
unaprijed odredene vrijednosti koje su prikupljene na temelju odredenog dizajna eksperi-
menta ili studije. Na primjer, ako provodimo anketu o placama, razina obrazovanja (os-
novna, srednja Skola ili fakultet) 1 spol (muSkarac, Zena) ispitanika su unaprijed poznate
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1 ne mijenjaju se tijekom prikupljanja podataka. Pretpostavka da su prediktori neslucajni
pomaze u pojednostavljivanju modela i analize, omogucuju¢i nam da se usredoto¢imo na
proucavanje utjecaja tih prediktora na slucajne odgovore.

Funkcija f koja modelira odnos izmedu zavisne varijable i prediktora moze poprimiti
razne oblike. U ovome radu fokusirat ¢emo se na regresijske modele Cija je funkcija f
linearna u parametrima 8 = (Bo, 1, ...,B,)". To znali da éemo modelirati odnos zavisne
varijable Y; 1 nezavisnih varijabli x;;, ... x;, pomoCu linearnog izraza. Regresijska se jed-
nadZba u ovom slucaju moze zapisati kao

Y;=fBo+Pixi+...+Bpxip) +&=fxIB)+e i=1,...,n

Osnovni je cilj svake regresijske analize predvidanje oCekivane vrijednosti zavisne va-
rijable. Zai=1,...,n1ifiksne x;,. .., x;, iz svojstava matematickog ocekivanja slijedi:

wi = B[Yi] = E[f(x!B) + €]
= f(x] B) + E[e]
= f(x{ B).

Kljucna je pretpostavka regresijske analize da je o¢ekivanje slucajnih pogreSaka E[¢] = 0.
To nam osigurava da model ne podcjenjuje ili precjenjuje zavisnu varijablu. Na primjer,
pretpostavimo da modeliramo visinu plaée na temelju broja godina iskustva, razine obra-
zovanja i spola. Kada bi ocekivanje pogresaka E[e;] = 500 , to bi znacilo da nas§ model
sustavno promasuje pravu vrijednost place za 500, Sto dovodi do neto¢nije procjene place
svakog zaposlenika. Time bi u prosjeku na§ model bio u pravilu losiji, jer bi izostav-
ljao relevantne informacije koje utjecu na placu. S druge strane, kada pretpostavimo da
je Ele] = 0, to znaci da su pogreske ravnomjerno rasporedene oko nule - uz povremeno
podcjenjivanje i povremeno precjenjivanje.

Normalni linearni modeli

Kada se statisticari susretnu s podacima gdje Zele modelirati jednu zavisnu varijablu na os-
novu jedne ili viSe nezavisnih varijabli, obi¢no prvi pokusaj ukljucuje koriStenje normalne
linearne regresije. Ova se metoda Cesto koristi jer je relativno jednostavna za interpretaciju
i primjenu.

U daljnjem ¢emo tekstu istraziti koncept normalnih linearnih modela, pocevsi od nji-
hove matematiCke definicije 1 osnovnih pretpostavki. Istrazit ¢emo i1 ogranicenja koja se
mogu javiti kada pretpostavke linearnih modela nisu zadovoljene, naglasavajuci vaznost
razumijevanja uvjeta pod kojima ovi modeli pruzaju valjane rezultate. Cilj nam je pruZiti
¢vrst temelj za daljnje istrazivanje generaliziranih linearnih modela, Cija se primjena pro-
Siruje na Siri spektar distribucija 1 situacija koje normalni linearni modeli ne mogu rijesiti.
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Nekaje Y = (Y4,...,Y,)! vektor nezavisnih slu¢ajnih varijabli za koje pretpostavljamo
da ovise o vrijednostima x;,..., x,. Normalni linearni regresijski modeli su modeli koje
opisujemo jednadZbom

Y,-:ﬁ0+ﬁ1xl~1+...+ﬁpx,-p+6,~:xiTB+6,-, i=1,...,n.

Dodatne pretpostavke na normalni linearni regresijski model usmjerene su na karakte-
ristike slucajnih pogreSaka unutar modela te prema [5] one ukljucuju da su slucajne po-
greske:

(i) centrirane: E[¢;] =0zasvei=1,...,n,
(ii) homoskedasti¢ne: Var(e) = o> zasvei=1,...,n,
(iii) nekorelirane: Cov(e;, €;) = 0 zasve i # j,
(iv) normalno distribuirane: ; ~ N(0,0?) zasvei=1,...,n.

Nadalje, pretpostavka o normalnosti slucajnih pogresaka implicira normalnost zavisne va-
rijable, tj. ¥; ~ N(x! B, o).

Osnovni je cilj linearne regresije predvidanje vrijednosti zavisne varijable Y; na temelju
formule

E[Y,]=Bo+Bixa+...+Byxi, =%/ B, i=1,...,n

Medutim, ako pretpostavke (i)-(iv) nisu zadovoljene, a pretpostavimo ih u procesu sta-
tistickog zakljucivanja, tada mogu utjecati na tocnost nasih procjena i dovesti do pogresnih
zakljucaka.

Primjer 1.3.1. Neka je Y = (Y1,...,Y,)! vektor nezavisnih slucajnih varijabli takvih da
Y ~ B(n;, pi), gdje sun; e Nip; €{0,1) zasvei =1,...,n. Nadalje, pretpostavimo da su
Y; zavisne varijable koje ovise o vrijednostima x;, . . ., X;, linearno, tj.

E[Y;] = x!B.
ZaY; ~ B(n;, p;) je iz (1.20) E[Y;] = n;p;, odakle slijedi
nip; = x. B. (1.34)

Kako je p; € {0, 1) vjerojatnost uspjeha, onda je lijeva strana jednakosti n;p; € {0, n;).
Medutim, linearna kombinacija prediktora x! B nije ograni¢ena na {0, n;), nego moZe po-
primiti bilo koju realnu vrijednost, ukljucujuci negativne vrijednosti ili vrijednosti vece od
n;. Stoga, modeliranje normalnom linearnom regresijom u ovom slucaju ne bi bilo prik-
ladno. Probleme ovakvog tipa rijesit cemo definiranjem odgovarajuce funkcije poveznice
kod generaliziranih linearnih modela.
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Nadalje, iz (1.21) slijedi da je varijanca slucajne varijable Y; jednaka
Var(Y;) = npi(1 - p;).

Ovdje je jasno da varijanca ovisi o vjerojatnosti p; koja moZe poprimiti razlicite vrijednosti
ovisno o nezavisnim varijablama, sto je vidljivo i na slici 1.7. Plava krivulja prikazuje kako
se varijanca mijenja s p; - doseZe svoj maksimum kada je p; = 0.5 i smanjuje se kako se p;
pribliZava 0 ili 1. Dakle, svojstvo (ii) nije zadovoljeno sto nas ponovno dovodi do zakljucka
da modeliranje normalnom linearnom regresijom nije prikladno za ovakav tip podataka.

25
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Slika 1.7: Heteroskedasti¢nost varijance slucajne varijable Y; ~ B(n;, p;)

Osnova za izradu ovog rada doSla je iz prepoznavanja upravo ovakvih ograni¢enja nor-
malnih linearnih modela. Ti nedostaci Cesto su se odnosili na probleme s normalno$c¢u
slucajnih greSaka, heteroskedasti¢nost i teSkoce u modeliranju zavisnih varijabli koje nisu
neprekidne. Generalizirani linearni modeli, koje ¢emo detaljnije opisati u sljede¢em po-
glavlju, Cine proSirenje teorije normalnih linearnih modela, pruzaju vecu prilagodljivost u
proucavanju razlicitih tipova zavisnih varijabli 1 omogucuju koriStenje razlicitih distribu-
cija pogreSaka. Ovim pristupom nastojimo bolje razumjeti odnose izmedu varijabli i1 dobiti
preciznije rezultate u analizi podataka.
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Generalizirani linearni modeli

Generalizirani linearni modeli (skraceno GLM) predstavljaju fleksibilan okvir za modelira-
nje Sirokog spektra podataka i odnosa izmedu varijabli. Osnovna je ideja GLM-a proSirenje
normalnog linearnog modela kako bi se omogucilo modeliranje podataka u kojima pretpos-
tavke za modeliranje normalnom linearnom regresijom nisu zadovoljene.

Kao $to smo vidjeli, u normalnim linearnim modelima polazimo od pretpostavke da
postoji linearna veza izmedu oCekivanja varijable odziva Y; i Kovarijata x;i, ..., X, tj. za
i=1,...,nsu

Y, " N, o)
i = x .

Medutim, dosadaSanje analize pokazale su nam da odredene vrste varijabli odziva ne
zadovoljavaju prvu pretpostavku o normalnosti pa samim time ni nisu prikladne za mo-
deliranje normalnom linearnom regresijom. Takve varijable odziva ukljucuju binomnu,
Poissonovu, eksponencijalnu, gama distribuciju i mnoge druge. Osim toga, veza izmedu
varijable odziva i prediktora ne mora nuZno biti linearna, tj. oblika y; = x!B.
Generalizirani linearni modeli ove probleme rjeSavaju kroz sljedeée tri komponente:

(i) distribucija varijable odziva pripada Siroj klasi distribucija koju zovemo eksponenci-
jalna familija distribucija,
(ii) linearni predviditelj opisuje kako prediktori utjecu na distribuciju zavisne varijable
putem linearne kombinacije prediktora,
(iii) funkcija poveznica povezuje oCekivanu vrijednost zavisne varijable s linearnim pre-
dviditeljem.

Prije nego Sto damo definiciju generaliziranih linearnih modela, upoznat ¢emo se s
gore uvedenim pojmovima eksponencijalne familije distribucija, linearnog predviditelja i
funkcije poveznice.

19
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2.1 Eksponencijalna familija distribucija

Eksponencijalna familija distribucija ¢ini jednu od najvaznijih klasa distribucija u statistici.
Mnoge poznate i Cesto koriStene distribucije, poput normalne, binomne, Poissonove ili
gama distribucije, imaju neka zajednicka svojstva te pripadaju ovoj klasi distribucija.

U narednim odlomcima dat éemo definiciju eksponencijalnih familija distribucija, s po-
sebnim naglaskom na njihovu standardnu (kanonsku) formu. Ova nam je forma od posebne
vaznosti jer igra klju¢nu ulogu u uvodenju i razumijevanju generaliziranih linearnih mo-
dela. Iako ova familija distribucija posjeduje brojne zanimljive karakteristike, fokus ¢emo
staviti na ona svojstva koja ¢e nam biti kljucna za razvoj teorije generaliziranih linearnih
modela - izvest éemo formulu za ocekivanje 1 varijancu slucajne varijable iz eksponenci-
jalne familije distribucija. Za opseZniju razradu ove teme, Citatelj moZe konzultirati [3].

Definicija
Funkcija gustoée svake slucajne varijable koja pripada eksponencijalnoj familiji distribu-
cija ima specifi¢an oblik. U razlicitim literaturama moze se pronaci viSe varijanti te funk-

cije gustoce, no vazno je naglasiti da su sve te varijante medusobno ekvivalentne. U ovome
radu slijedimo definiciju eksponencijalne familije distribucija po [1].

Definicija 2.1.1. Neka je Y : Q — R slucajna varijabla cija vjerojatnosna distribucija
(diskretna ili neprekidna) ovisi o jednom parametru 6. Distribucija slucajne varijable Y
pripada eksponencijalnoj familiji distribucija ako se gustoca fy moZe zapisati kao

Tr(r;6) = s(ni(®) exp [a(y)b(0)] , 2.1)

zay € S gdje je S C R takav da je fs fr(;0)dy = 1 u neprekidnom slucaju, odnosno
2yes Jr(0;0) = 1 u diskretnom slucaju te s : S — (0,+00), 1: ® — (0,+00),a:§ > Ri
b : ® — R poznate funkcije.

Ukoliko je a(y) = y za distribuciju kaZemo da je u standardnoj (kanonskoj) formi s
prirodnim parametrom b(6). Tada pisemo Y ~ EF D(0).

U slucaju da uz parametar od interesa 6 postoje i drugi parametri distribucije, njih ¢emo
smatrati poznatima te ih neCemo procjenjivati.

Nadalje, ako stavimo s(y) = expd(y) za neku funkcijud : § — R11#(0) = expc(f) za
neku funkciju ¢ : ® — R tada se jednadZba (2.1) moZe zapisati na sljedeéi nacin

fr(y;0) = exp [a(y)b(O) + c(0) + d(3)]. (2.2)

U daljnjem tekstu rada koristit ¢emo taj oblik funkcije gustoce, buduéi da je ovaj zapis
analiticki povoljniji za izvodenje i daljnje formulacije statistickih rezultata koje ¢emo pri-
kazati.
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S obzirom da nastojimo generalizirati teoriju normalnih linearnih modela, pokazimo
prvo da normalna razdioba pripada eksponencijalnoj familiji distribucija u standardnoj (ka-
nonskoj) formi.

Primjer 2.1.1. Neka je Y ~ N(u,0?), gdje je u € R parametar od interesa i o> > 0
poznata. Funkciju gustoce iz (1.25) moguce je napisati u obliku (2.2) na sljedeci nacin:

1
Frsp) = exp (_Tﬂ(y - #)2)

no?

_ — 1 1 2

- v toe( L o500 |

’ 1

exp (—F(y2 — 2yu + /12))”

R T
202 o? 202

= exp |log ((27r0'2)_%) + log

= exp V—% log (2710'2) -

= exp V—y T 357 T2 llog (27r0'2)] .

Vidimo da su

ay) =y,
b(u) = —p.
e
W=

1 2 1 2
d(y) = =5y —Elog(ZﬂO')

Dakle, normalna razdioba pripada eksponencijalnoj familiji distribucija u standardnoj
formi.

Pogledajmo i primjer distribucije iz eksponencijalne familije koja nije u standardnoj
formi te distribucije koja ne pripada eksponencijalnoj familiji distribucija.

Primjer 2.1.2. Neka je Y : Q — R neprekidna slucajna varijabla kojoj funkcija gustoce
ovisi o jednom parametru a > 0 te je dana jednadzbom

) =ay™', y>0. (2.3)

Tada vrijedi

fr; @) =exp[(—a - 1)logy + loga].
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Za
a(y) = logy,
b)) =—-a -1,
c(a) =loga,
dy)=0

je dana funkcija gustoce u obliku (2.2) pa zakljucujemo da pripada eksponencijalnoj fami-
liji distribucija. Kako je a(y) = logy, gustoca nije u standardnoj formi.

Primjer 2.1.3. Neka je Y : Q — R neprekidna slucajna varijabla kojoj funkcija gustoce
ovisi o jednom parametru n > 0 te je dana jednadzbom

Iz -7
fr(y;n) = A (1 + lyz) , YER. (2.4)
1" n

Tada vrijedi

1 1 1 1
fr(y;n) = exp [logT’ i B logr(ﬁ) — = log(nn) — nt log(1+ —y*]].
2 2 2 2 n

Kako log (1 + %y2) ne moZemo raspisati u obliku a(y)b(n), ocito ovakva distribucija ne
pripada eksponencijalnoj familiji distribucija.

Distribuciju kojoj je gustoca dana s (2.4) nazivamo Studentova t-distribucija s n stup-
njeva slobode i oznacavamo s Y ~ t(n). Ona nam je bitna za analizu podataka u situaci-
jama s malim uzorcima, kod procjene varijance populacije te testiranja statistickih hipo-
teza.

Tablica 2.1 prikazuje poznate distribucije koje pripadaju eksponencijalnoj familiji u
standardnoj formi te izraze za funkcije b, ¢ i d iz (2.2). Ove se distribucije najc¢esce koriste
za modeliranje varijable odziva kod generaliziranih linearnih modela.



POGLAVLIJE 2. GENERALIZIRANI LINEARNI MODELI 23

Distribucija b c d
Y ~ Bernoulli(p), p € [0, 1] log % log(1 - p) 0
Y ~ B(n,p),p €[0,1],n € N poznat log % nlog(l — p) log (;)
Y ~P(1),1>0 log A -A - logy‘
Y ~ N(u,0?),u € R, 0% > 0 poznat LU —s it —55y? — 1 log (27r0' )
Y ~ Exp(d),1> 0 ) log A 0
Y ~T'(a,B),8 > 0,a > 0 poznata -B alogp (@ —1)logy —logI'(a)

Tablica 2.1: Distribucije unutar eksponencijalne familije distribucija

Napomena 2.1.1. U ovom radu, veéina analiza i rezultata bit ¢e predstavijena koristenjem
integrala koji impliciraju pretpostavku o neprekidnosti slucajne varijable. Medutim, kako
eksponencijalna familija distribucija, pa samim time i generalizirani linearni modeli, u-
kljucuju i diskretne distribucije, isti zakljucci i rezultati mogu se analogno primijeniti na
diskretne slucajne varijable odgovarajucom zamjenom integrala sumom.

Ocekivanje i varijanca

Jedno od svojstava eksponencijalne familije distribucija je da ocekivanje ovisi jedino o
parametru od interesa 6, dok varijanca predstavlja funkciju ocekivanja, Sto ¢emo pokazati
u sljedecem teoremu.

Teorem 2.1.1. Neka je Y : Q — R slucajna varijabla ¢ija distribucija pripada eksponen-
cijalnoj familiji distribucija. Tada je

(i) Ela(Y)] = -59 (2.5)
(ii) Var(a(Y)) = b’/(e)laizag))]];u'(e) b”(a)c'[(g?(—g;;;(e)b'(e) , (2.6)
gdje sub'(6) = L, c'(6) = %, b"(0) = L2 i c"(6) = L.

Dokaz. Dokaz ovog teorema prati [1]. Neka je Y : Q — R slu€ajna varijabla kojoj distri-
bucija pripada eksponencijalnoj familiji distribucija.
Iz (1.1) znamo da funkcija gustoce slucajne varijable Y zadovoljava

fﬁm®®=L
R

Pretpostavimo da gornji izraz moZemo dvaput diferencirati po € uvodenjem znaka dife-
renciranja pod integral (Sto je uvijek moguce kod eksponencijalnih familija), odakle slijedi
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(@) [, &fv(:0)dy=0, 2.7)

(b) [, & fr(y:60)dy = 0. (2.8)

9 pomocu (2.7).

(i) Pokazat ¢emo da je E[a(Y)] = -5

Iz (2.2) slijedi
0
@fy(y; 0) = [a()b' () + ' (O)] fr(y; 0). (2.9)

UvrStavanjem ovog rezultata u (2.7) 1 koriStenjem svojstva linearnosti integrala dobi-
vamo

b(6) f ) fy (26 dy + ¢'(6) f 1526 dy = 0.
R R
Na kraju, iz definicije matematickog ocekivanja slucajne varijable a(Y) slijedi da je
(1.4) .
J aG)fr(v:0)dy =" Ela(Y)] pa je

c'(0)
b6

Ela(Y)] = -

b (@)E[a(Y)]+c"(0)

R pomocu (2.8).

(ii) Pokazat ¢emo da je Var(a(Y)) =
1z (2.9) slijedi

0
602fY(y,9) = 6_(09]()’()}’9))
0

= [(a(y)b'(G) +c'(0)) fy(y: 0)]

= (a(y)b"(@ +¢"(6)) fr(v;0) + (@' (@) + ¢ (0)) fr(y;0)
T (@b (O) + ¢ (©)) fr(v:0) + (' (0))* (a(y) — ELa(V)])’ fr(y; 6),

UvrStavanjem ovog rezultata u (2.8) 1 koriStenjem svojstva linearnosti integrala dobi-
vamo

b"(0) fR a(y) fy(y; ) dy +c”(6) fR fr:0)dy+(b' () fR (a(y) = Ela(M)])’ fr(y;:6)dy = 0.

Iz definicije matematickog ocekivanja i varijance slucajne varijable a(Y) slijedi da je

f (a(y) — ElaM*fr(v: 6, 9) dy ‘=" E[(a(Y) - Ela(V)])*] ‘= Var(a(Y))
R
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pa je
b"(OE[a(Y)] + c"(0)

[’ (0)]
s b"(0)c'(6) — " (@) (6)

@)1

Var(a(Y)) = —

O

Uvjerimo se da ovako dobivene formule za oCekivanje i varijancu zaista daju dobre
rezultate na primjeru normalne razdiobe.

Primjer 2.1.4. Neka je Y ~ N(u,0?),u € R,0* > 0 poznata. Iz (2.5), (2.6) i tablice 2.1

slijedi
_ W e
E[Y]__b'—gl)__# =M,
7’ ’ _ ’’ ’ L . L
Var(Y) _ b (/,l)C (/J) c (/J)b (/J) — o2 o2 — 0_2-

bl =]
Dakle, formule daju ocekivane rezultate za normalnu razdiobu.

Sli¢no se moZemo uvjeriti 1 za ostale distribucije iz tablice 2.1 koriste¢i odgovarajuce
izraze za funkcije b 1 c.

2.2 Linearni predviditelj

Linearni predviditelj predstavlja linearnu kombinaciju nezavisnih varijabli koje utjecu na
zavisnu varijablu, odredujuéi time njezinu razdiobu. U nastavku slijedi definicija linearnih
predviditelja u najopcenitijem obliku.

Definicija 2.2.1. Neka sux = (1,xy,...,x,)" prediktori te B = (Bo. 1, - . ..B,)" parametri.
Linearnu kombinaciju prediktora

n=PBo+pixi+...+B,x,=x'B (2.10)
nazivamo linearnim predviditeljem.

Ovako definirani, linearni predviditelji omogucuju analiziranje utjecaja nezavisnih va-
rijabli na zavisnu varijablu. Medutim, linearni predviditelji pruZaju i fleksibilnost u mode-
liranju sloZenijih odnosa jer njihovom primjenom moZemo jednostavno ukljuciti interak-
cijske efekte izmedu varijabli ili modelirati nelinearne odnose. Pogledajmo kako bismo to
napravili kroz sljedecih nekoliko primjera.
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Pretpostavimo da Zelimo modelirati visinu place ¥ pomocu dobi x;, razine obrazovanja
X, (gdje su: osnovna Skola = 1, srednja Skola = 2, fakultet = 3) i broja godina iskustva x3.
U nastavku dajemo primjere mogucih linearnih predviditelja za modeliranje visine plaée
pomocu navedenih varijabli.

Primjer 2.2.1. Najjednostavniji linearni predviditelj.

n = Po +Pix1 + Paxy + B3x3

Ovdje se svaki prediktor linearno kombinira s odgovarajucim koeficijentom kako bi se
modelirala visina place.

Primjer 2.2.2. Model s interakcijama izmedu prediktora.

n = Bo + Bix1 + Poxa + B3x3 + Palxy - X2) + Ps(x1 - x3) + Pe(x2 - X3)

Ovaj model ukljucuje sve moguce interakcije izmedu prediktora, omogucujuci istraZivanje
njihovih medusobnih utjecaja na placu.

Primjer 2.2.3. Model s nelinearnim efektom.

2
1 =Po+Li1x1 +Loxy + Baxs + Baxy.

Kvadratni ¢lan ﬁ;;x% omogucuje modeliranje situacije u kojoj visina place raste do odredene
dobi, a zatim stagnira ili opada.

Primjer 2.2.4. Model s indikatorskom varijablom.

n = Bo + Pix1 + Poxon + B3xaz + Paxs

U ovome su modelu varijable x5, x,3 € {0, 1} indikatorske (engl. dummy) varijable koje
predstavljaju razine obrazovanja. Konkretno, x,, ¢e imati vrijednost 1 za srednju skolu (1j.
kada je x, = 2) i 0 za ostale razine obrazovanja, dok ¢e x, 3 imati vrijednost 1 ako je razina
obrazovanja fakultet (1. kada je x, = 3), a u suprotnom 0. Osnovna je skola referentna ka-
tegorija, pa se efekti srednje Skole i fakulteta mjere u odnosu na osnovnu skolu. Model nam
tako omogucuje procjenu utjecaja razlicitih razina obrazovanja na visinu place, uzimajuci
u obzir i kako dob te broj godina iskustva doprinosi placi.

U ostatku rada linearni ¢emo predviditelj zapisivati u obliku (2.10), pri ¢emu podrazu-
mijevamo da to moze ukljucivati sve moguce transformacije prediktora, kao Sto su interak-
cije 1 nelinearni odnosi, prikazane u prethodnim primjerima.
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2.3 Funkcija poveznica

Funkcija poveznica igra kljuénu ulogu u povezivanju o¢ekivane vrijednosti zavisne va-
rijable s linearnim predviditeljem. Ona omogucuje modelima da se prilagode razlicitim
distribucijama podataka, poput binomne, eksponencijalne ili Poissonove distribucije, jer
uspostavlja odnos izmedu parametara distribucije i linearnog predviditelja kroz specificnu
funkciju.

Definicija 2.3.1. Neka je Y = (Yy,...,Y,)! vektor nezavisnih slucajnih varijabli za koje
pretpostavljamo da ovise o vrijednostima xi,...,x,. Nadalje, neka je n; = x;* B linearni
predviditelj i u; = E[Y;], zai = 1,...,n. Monotono diferencijabilnu funkciju g : R — R
takvu da je

n=gWw), i=1,....n (2.11)

nazivamo funkcijom poveznicom.

Primjer 2.3.1. (Normalni linearni modeli.) Nekaje Y = (Y,...,Y,)! vektor nezavisnih
sluc¢ajnih varijabli koje ovise o vrijednostima x, ...,x, takoda zai=1,...,n vrijedi

Yi ~ N, o 2)

pi = x;B.

Ovdje je funkcija poveznica funkcija identiteta, tj. g = id.

U praksi Cesto Zelimo razumjeti kako linearni predviditelj utjece na ocekivanu vrijed-
nost zavisne varijable pa bi iz (2.11) bilo korisno izracunati y;. Kako svaka monotono
diferencijabila funkcija ima svoj inverz, tako za funkciju g iz prethodne definicije postoji
inverz g7! : R — R takav da

pi =g m). (2.12)

Ovaj nam je rezultat koristan jer omogucuje interpretaciju rezultata modela u smislu
ocekivane vrijednosti zavisne varijable, a ne samo u smislu linearnog predviditelja.

Primjer 2.3.2. Vratimo se na primjer 1.3.1 te pretpostavimo da su Y; ~ B(m, p;), p; €
0,1),m € NiE[Y;] = u; = mp;. Utom smo primjeru zapravo pokazali da funkcija povez-
nica ne moZe biti funkcija identiteta jer bi tada iz jednadzbe (1.34) slijedilo da vjerojatnosti
pi; mogu biti negativne ili vece od jedan, Sto znamo da nije moguce. Sada cemo pokazati
da ovaj problem moZemo rijesiti tako da umjesto funkcije identiteta uzmemo odgovarajucu
Sfunkciju poveznicu.

Funkciju g : (0,m) — R definiranu s

g(x) = log
m-—Xx
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moZemo uzeti kao funkciju poveznicu i pretpostaviti da vrijedi (2.11), tj.
g(mp;) = xiT B.
Kako je funkcija g bijekcija, onda postoji inverz g=' : R — (0, m) koji je dan s

g0 =
odakle iz (2.12) slijedi
me*i B
mp; =g (x[B) = = €0, m).
1+ 5P

Vidimo da smo koristenjem odgovarajuce funkcije poveznice osigurali da ocekivane vri-
Jjednosti ostanu unutar intervala {0, m) sto smo i htjeli posti¢i. Dakle, funkcija poveznica
nam je omogucila da binomnu zavisnu varijablu modeliramo kao odgovarajucu funkciju
linearnog predviditelja.

Opcenito, bilo koja monotono diferencijabilna funkcija moze biti funkcija poveznica,
ali prakti¢nost 1 razumljivost modela klju¢ni su pri njenom izboru. Vazno je razmotriti kako
ta funkcija odgovara prirodi podataka i vrsti distribucije zavisne varijable. Izbor funkcije
poveznice moze utjecati na preciznost i stabilnost rezultata, pa je Cesto najbolje koristiti
standardne funkcije poveznice prikazane u tablici 2.2 jer olakSavaju razumijevanje modela
i daju pouzdanije rezultate.

Distribucija ElY] =pu Standardna funkcija poveznica g(u)
Y ~ Bernoulli(p), p € (0, 1) U=p log 1”7#
Y ~ B(n,p),p €{0,1),n € Npoznat u=np log n’%ﬂ
Y ~P1),1>0 u=Aa1 log u
Y ~ N(u,0?),u € R,0? > 0 poznat U=u u
Y ~ Exp(1),4> 0 p=1 log i1
Y ~I'(a,B),8 > 0,a > 0 poznata p=g log £

Tablica 2.2: Standardne funkcije poveznice nekih distribucija

2.4 Formulacija generaliziranih linearnih modela

Prisjetimo se, u uvodu ovoga poglavlja naglasili smo da generalizirani linearni modeli
imaju tri vaZzne komponente: varijabla odziva pripada eksponencijalnoj familiji distribu-
cija, linearni predviditelj opisuje kako prediktori utjeCu na distribuciju zavisne varijable te
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funkcija poveznica koja povezuje ocCekivanu vrijednost zavisne varijable s linearnim pre-
dviditeljem. Sada moZemo dati i formalnu definiciju generaliziranih linearnih modela koju
¢emo koristiti dalje u radu.

Definicija 2.4.1. NekajeY = (Y,,...,Y,)! vektor nezavisnih slucajnih varijabli koje ovise
o vrijednostima xi, ..., x,. Takoder, neka je g : R — R funkcija poveznica te x! B line-
arni predviditelj za B = (Bo,B1, . .,B,)". Generalizirani linearni modeli su modeli koje

moZemo prikazati na sljedeci nacin:

Y; "< EFD(6;
e (2.13)
ui=g (x;pB), i=1,...,n
Primjer 2.4.1. Neka je Y = (Y,,...,Y,)" vektor nezavisnih slucajnih varijabli koje ovise
o vrijednostima xi, ..., x, te x{ B linearni predviditelj. Za i = 1,...,n su sljedeci modeli
generalizirani linearni modeli:
Y; ~ Bernoulli(p;) (iii) Yi ~ P(A) ) Y; ~ Exp(4;)
(i) < i _ v L T
Ki = DPi = =75 = =ef T eti’
1+e7i
iy {7 [ N o) iy [¥i~ T
mexi 1A% 1%
Hi = Mpi =" ""Tp pi = x; B. =4 = ae*’
Da bismo mogli predvidati oCekivane vrijednosti zavisne varijable, kljucno je znati
vrijednosti parametara 8 = (Bo, 1, - - -, 8,)" . Medutim, u praksi te parametre ne poznajemo

unaprijed te ih stoga moramo procijeniti koristeci statisticke metode. U sljede¢em ¢emo se
poglavlju fokusirati na procjenu parametara generaliziranih linearnih modela primjenom
metode najvece vjerodostojnosti. Ova nam metoda omogucava da na temelju dostupnih
podataka odredimo parametre koji najbolje objaSnjavaju promatrane podatke.
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Procjena parametara

Nakon Sto smo definirali generalizirane linearne modele 1 razumjeli klju¢ne komponente
koje ih ¢ine, sljedeéi je korak odrediti kako ¢emo procijeniti parametre B = (Bo, B1, - - -, ,)"
ovih modela. Metoda najvece vjerodostojnosti predstavlja jedan od najpouzdanijih i naj-
cesce koriStenih pristupa u statistici za procjenu nepoznatih parametara u modelima.

Ovo ¢emo poglavlje zapoceti kratkim pregledom osnovnih principa metode najvece
vjerodostojnosti 1 klju¢nih svojstava koje ¢emo koristiti. Zatim ¢emo tu metodu primijeniti
na generalizirane linearne modele, kako bismo dobili precizne procjene parametara.

3.1 Metoda najvece vjerodostojnosti

Metoda najvece vjerodostojnosti je statisticka tehnika koja se koristi za procjenu parame-
tara odredenih vjerojatnosnih distribucija na temelju dostupnih podataka.

Ponavljanjem eksperimenta n puta dolazimo do skupa podataka y = (yi,...,y,)! pri
¢emu svaki podatak y; predstavlja realizaciju slucajne varijable Y;, zai = 1,...,n, koja
modelira na$ eksperiment. Pretpostavimo da su sva ponavljanja eksperimenta medusobno
nezavisna te da pripadaju istoj klasi distribucija. Nadalje, neka gustoce fy, sluajnih vari-
jabli Y; ovise o nepoznatom parametru 6;, zai = 1,...,n. Vazno je naglasiti da parametri
6;, mogu, ali i ne moraju biti medusobno jednaki.

Da bismo procijenili parametar distribucije, vazno je uzeti u obzir sve opservacije y;.
Zbog toga ¢emo definirati funkciju gustoée slu¢ajnog vektora Y = (Y, ...,Y,)T, koja opi-
suje zajedniCku distribuciju svih Y;.

S obzirom na nezavisnost slucajnih varijabli Y;, funkcija gustoce slucajnog vektora Y
moze se izraziti kao produkt marginalnih funkcija gustode, tj.

fr(y:;0) = l_l Sr.(vis 6),
i=1

30
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gdjejey = (y1,...,yn,)! opaZeni uzorak, a @ = (6,,...,0,)" vektor parametara.

Ideja metode najvece vjerodostojnosti je definirati funkciju vjerodostojnosti koja ce
biti funkcija parametra od interesa € te koja ¢e procijeniti koja je najvjerojatnija vrijednost
parametra koja opisuje opazene podatke y. Drugim rijeCima, trazit cemo maksimum te
funkcije.

Graf na slici 3.1 prikazuje ideju procjene parametra € metodom najvece vjerodostojnosti
u jednodimenzionalnom slucaju, vizualizirajuci funkciju vjerodostojnosti i naglasavajuci
klju¢ne tocke.

L(®)
1.5e-09 2.0e-09 2.5e-09
| | |

1.0e-09
]

5.0e-10
|

0.0e+00
|

Slika 3.1: Metoda najvece vjerodostojnosti nalazi to¢ku 8 koja je najvjerodostojnija obzi-
rom na opazene podatke y.
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Funkcija vjerodostojnosti i log-vjerodostojnosti
Definicije navedene u ovome poglavlju prate [7].

Definicija 3.1.1. Za n-dimenzionalni slucajni vektor Y = (Y1, ..., Y,)" nezavisnih slucajnih
varijabli sa zajednickom gustocom fy koja ovisi o parametru @ = (6,,...,6,)" funkciju
L : ©O" — R definiranu s

LB:y) = fr3:0) = | | fris 00, (3.1)
i=1
nazivamo vjerodostojnost parametra 0 s obzirom na opazeni uzoraky = (y,...,yn)".

Nadalje, procjenitelj najvece vjerodostojnosti parametra  je statistika 6 = §(Y) koja
maksimizira funkciju vjerodostojnosti, tj.

6 = arg max L(6;Y),
0cO”

dok je 8(y) procjena metodom najvece vjerodostojnosti od 6 s obzirom na opazeni uzo-
rak y.

Vidimo da je funkcija vjerodostojnosti ista kao 1 funkcija gustoée slu¢ajnog vektora Y,
samo §to sada promatramo parametar @, a y smatramo fiksnim.

U praksi se Cesto koristi prirodni logaritam funkcije vjerodostojnosti, koji se naziva
log-vjerodostojnost.

Definicija 3.1.2. Za n-dimenzionalni slucajni vektor Y = (Y,, ..., Y,)! nezavisnih slucajnih
varijabli sa zajednickom gustocom fy koja ovisi o parametru @ = (0,,...,6,)" funkciju
[: @" — R definiranu s

16:y) = log L(B; y) = log []‘[ frvis e»] = D log fy,(: 0). (3.2)
i=1

i=1

nazivamo log-vjerodostojnost parametra 6 s obzirom na opaZeni uzorak y.

Trazenje maksimuma funkcije vjerodostojnosti

TraZenje maksimuma log-vjerodostojnosti ¢esto je jednostavnije od traZzenja maksimuma
funkcije vjerodostojnosti, buduci da derivacija sume iz jednadzbe (3.2) Cesto daje jed-
nostavnije jednadzbe nego derivacija produkta iz jednadzbe (3.1). Kako je logaritamska
funkcija monotona, ona raste i opada u istim to¢kama kao i funkcija vjerodostojnosti pa
je maksimum funkcije log-vjerodostojnosti uvijek u istoj tocki kao i maksimum funkcije
vjerodostojnosti. U to se moZemo uvjeriti na slici 3.2.
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Slika 3.2: Funkcije vjerodostojnosti i log-vjerodostojnosti daju istu procjenu parametra 6
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Iz tih ¢emo se razloga ovdje fokusirati na traZenje maksimuma funkcije log-vjerodo-
stojnosti, tj. trazimo vektor § = (4, ..., 0,)T koji zadovoljava

0= argmax [(6;y).
6cO"

Maksimizacija log-vjerodostojnosti ¢esto se svodi na analizu njezinih parcijalnih deri-
vacija. U okviru teorije analize, izraCunavanje prve derivacije funkcije log-vjerodostojnosti
omogucuje nam identifikaciju kriticnih toc¢aka, odnosno onih tocaka gdje bi se mogao na-
laziti maksimum funkcije.

Prema osnovnim teoretskim rezultatima analize, procjena maksimalne vjerodostojnosti

parametra @ = (6,,...,6,)" je vektor 0=@,...,0,)" koji je rjeSenje sustava jednadZzbi
ol y) :
— =0, i=1,...,n 33
00; lo=p l " ©G-3)

Da bismo se uvjerili da se zaista radi o to¢ki maksimuma, potrebno je utvrditi da je funkcija
log-vjerodostojnosti konkavna funkcija. Vazno je napomenuti da su log-vjerodostojnosti
vecine vjerojatnosnih distribucija, posebno onih iz eksponencijalne familije, konkavne. U
ovome radu neemo u detalje ulaziti u dokaz ovog svojstva.

U nekim je slucajevima moguce eksplicitno rijesiti sustav (3.3). Medutim, u vecini
slu¢ajeva situacija nije tako jednostavna. Cesto se suo¢avamo s modelima za koje ne postoji
analiticko rjeSenje za procjenu parametara. U takvim situacijama koristimo numericke
metode optimizacije koje nam omogucéuju da aproksimiramo rjesenja tako Sto iterativno
trazimo maksimalnu vrijednost funkcije vjerodostojnosti. U nastavku ¢emo opisati kako
dolazimo do procjene parametra 6 tzv. Fisherovom iterativnom metodom.

U tu svrhu definirat ¢emo pojmove skor statistike 1 Fisherove informacijske matrice.

Definicija 3.1.3. Za n-dimenzionalni slucajni vektor Y = (Y1, ..., Y,)! nezavisnih slucajnih
varijabli sa zajednickom gustoéom fy koja ovisi o parametru @ = (6, ...,6,)", skor sta-

tistika u parametru 0; je slucajna varijabla definirana s

0l6;Y)

U =U@®) = 50

i=1,...,n (3.4)
U nastavku ¢emo pokazati da ocekivana vrijednost skor statistike za pravu vrijednost
parametra 6 iznosi 0.

Propozicija 3.1.1. Neka je Y = (Yi,...,Y,)" niz nezavisnih slucajnih varijabli sa za-
jednickom gustoéom fy koja ovisi o parametru @ = (6, ...,6,)". Tadajezasvei=1,...,n
ocekivanje skor statistike U; = U(0;) u pravoj vrijednosti parametra 60; jednako nuli, od-
nosno vrijedi

E[U;]1=0, zai=1,...,n. (3.5)
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Dokaz. Neka je U; zai = 1,...,n skor statistika definirana s (3.4). Iz definicije mate-
mati¢kog oCekivanja sluCajne varijable U; slijedi
ol(8; y)
s = [ P2 poi0ay. (36)
R7 i

Nadalje, kako je I(6;y) = log L(0;y) = log fy(y; 8), onda je

66 y) _ 1 9fr(r;0)
00; _fY()’;o) a0,

(3.7)

Konacno, slijedi

3, ol(o;
U, & f ©:3) . (v:0) dy

00;
3.7 1 0 ;0)
2 D) 6y ay
Rn fY(y, 0) 691
_ f fy(y;6) J
= —Qan
- f fr(y:0)d
- (99, - Y\, Yy
0
= —1
00;
=0,
pri cemu pretpostavljamo da moZemo mijenjati poredak difereciranja i integriranja kao do
sada. O
Definicija 3.1.4. Za n-dimenzionalni slucajni vektor Y = (Y,, ..., Y,)! nezavisnih slucajnih
varijabli sa zajednickom gusto¢om fy koja ovisi o parametru @ = (0, ...,0,)" Fisherova
informacijska matrica 7 = (7 j) k=1, je n X n matrica kojoj su elementi dani s
Iy =Cov(U;,Uy), jk=1,...,n (3.8)

Buduci da ocekivanje skora za pravu vrijednost parametra € iznosi nula po prethodnoj
propoziciji, jednazbu (3.8) moZemo pojednostavniti

Ijk = COV(U]', Uk)

=% BlU,Uy] - ELUJE[U,]

) EBlU,U (3.9)

(3_.4)E 0l0;Y) 0l6;Y)
- 96, 0 |

(3.10)
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Propozicija 3.1.2. Neka je Y = (Yi,...,Y,)" niz nezavisnih slucajnih varijabli sa za-
jednickom gustocom fy koja ovisi o parametru @ = (0,,...,60,)" te I = (I i) jk=1,..n Fi-

sherova informacijska matrica. Elementi Fisherove informacijske matrice mogu se zzrazltz
kao

Ijk:_

2100
= [6 [(6;Y)

b ‘,k:]‘,"',' 3.11
aejaek] / " (-11)

Dokaz. 1z definicije matematickog ocekivanja slu€ajne varijable Uy i prethodne propozi-
cije znamo dazasve k = 1,...,n vrijedi

ol(e;
E[U,] = f (aey)fy(y;a)dy = 0.
R” k

Diferenciramo gornju jednakost po ¢; i pretpostavimo da mozemo zamijeniti redoslijed
diferenciranja i integriranja. Tada imamo

ol(6: y)
fwae [ a0, V" 0)]d =0

&U(6;y) 0lB;y) dfr(y;0)
f [ 96,06, Fr(:6) + 36, 06,

odakle iz svojstva linearnosti integrala slijedi

odnosno

[av=o.

&1(6;y) olB;y) Ify(y; 0)
.0)d 0.
oo YO0 y+fR,, 20, 96,
Dakle, imamo
olB;y) dfy(y; 9) f d*1(6;y)
;0)dy. 12
fn oo, Y7, oee OOD (5.12)

Primijetimo da je

d*1(0;y) 0%1(6;Y)
10)dy =E .
fRn a0,6, YO [ 96,0, ]

Da bismo dokazali tvrdnju propozicije preostaje pokazati da lijeva strana jednakosti (3.12)
iznosi 1 j, .

f o8 y) dfy(y; 6’)d _ 7.
B/
Rl

06 00,
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Naime,

f ol6;y) Ofy(y;0) dy = f ol6;y) dfy(y;0) fr(y:6) dy
R Rn

06 80/‘ 00k 56’j fr(y;60)
an [ 0lB;y) 0l(6;y)
3 ) ) -0)d
fR R O
000;Y) 0l0;Y)]| 3.10)
= E . =" 1.
[ 06, 06, ] *

O

Fisherova informacijska matrica daje nam uvid u koli¢inu informacija koju skup poda-
taka y nosi o nepoznatom parametru 6.

Primjerice, na slici 3.3 prikazan je primjer funkcije Fisherove informacije Z(6) u od-
nosu na jednodimenzionalni parametar 6. Graf funkcije pokazuje da se koli¢ina informa-
cija o parametru 6 znaajno mijenja kada su vrijednosti 6 male, dok se za veée vrijednosti
6 kolic¢ina informacija stabilizira i gotovo ne varira. To znaci da su male promjene u pa-
rametru 6 u blizini manjih vrijednosti povezane s velikim promjenama u informacijama
koje moZemo izvudi iz podataka, dok su promjene u informacijama manje izraZene kada 6
postane veca.
azé(é)%y )| visoka, $to znadi da
se log-vjerodostojnost brzo mijenja u okolini tog parametra. To sugerira ostriji vrh funkcije
log-vjerodostojnosti i samim time precizniju procjenu parametra.

Takoder, visoka Fisherova informacija 7 (6) implicira da je '
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100
1

I(6)

Slika 3.3: Graf funkcije Fisherove informacije Z(6) u odnosu na parametar ¢

Vratimo se sada na sustav

ole;y)

Ui =U) = 90

0, i=1,...,n.

Vidjeli smo da ovaj sustav predstavlja uvjet za maksimizaciju funkcije log-vjerodo-
stojnosti, ali pretpostavimo da ne mozemo analiticki pronadi rjeSenje tog sustava, nego ga
traZzimo iterativno pomoc¢u Newton-Rapshonovog algoritma.
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100
1

u(e)
0

Slika 3.4: Newton-Raphsonov algoritam u jednodimenzionalnom slucaju

Na slici 3.4 prikazana je ilustracija Newton-Raphsonove metode, koja pokazuje postu-
pak iterativnog priblizavanja nultocki funkcije. Naime, u jednodimenzionalnom slucaju,
trazimo @ takav da U(f) = 0. Metoda polinje odabirom poletne tocke H#© u blizini
ocekivane nultocke i crtanjem tangente na graf funkcije U u odabranoj tocki. Ova tan-
genta daje novu aproksimaciju 8 nulto¢ke kao sjeciite tangente s osi apscisa. Algoritam
se nastavlja sve dok apsolutna razlika izmedu uzastopnih aproksimacija ne padne ispod
unaprijed definiranog praga e, ¢ime se osigurava da su iteracije dovoljno blizu stvarnoj
nultocki funkcije.

Sada, s obzirom na to da Zelimo rijeSiti sustav od n jednadZbi s n nepoznanica, Newton-
Raphsonov algoritam generaliziramo na vektorske funkcije. U viSedimenzionalnom slucaju,
funkcija U = U(8;y) = (Ui,...,U,)" postaje vektorska funkcija sa n komponenti, a
parcijalne derivacije funkcije U = (Uy, ..., U,)" s obzirom na parametre § = (6,,...,6,)",
tj. elementi Jacobijeve matrice su oblika:

_0U; 4 0165 y)

Ji=— = , Lk=1,...,n. 3.13
*= 56, 9600, "’ ©-13)
Za m € N, u m-toj iteraciji, umjesto pronalazenja nultocke tangente kao u jednodimen-
) . . ) Am) A (m) A (m)\
zionalnom slucaju, izraCcunavamo novu aproksimaciju za procjenu @ = (6, ,...,6, )

rjeSavanjem linearnog sustava:

A(m)  A(m—1) “1)q— _
0m — 0m _ [j(m l)] lU(m l),
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gdje su U™V = (Uim_l),..., U™ N takvi da Ufm_]) = U(@Em_l)) zasvei = 1,...,n

te gD = (j](.ZH)) ik=1..n Jacobijeva matrica s elementima iz (3.13) evaluirana u tocki
sm-1) .

7] , 4.

gD _ oU;

J B 80; lg=p""

Iteracije se ponavljaju dok norma razlika izmedu uzastopnih aproksimacija ne postane
dovoljno mala, tj. dok ne postignemo Zeljenu to¢nost €.

Kada se procjenjuju parametri metodom najvece vjerodostojnosti, ¢esto se koristi Fi-
sherova informacijska matrica umjesto Jacobijeve matrice za poboljSanje procjena i brzu
konvergenciju algoritma.

Konkretno, kod Newton-Raphsonovog algoritma, Jacobijeva matrica J "~ iz prethod-
nih iteracija moZe se zamijeniti s Fisherovom informacijskom matricom

.....

oG 0°1(6;Y)
e 96,00,

pa se m-ta iteracija moZe izraziti kao:

] VBT, jik=1,....n (3.14)

Am)  Am=1)

0 0 + [P gD, (3.15)

Ova metoda, poznata kao Fisherova iterativna metoda, sluZi kao temelj za procjenu pa-
rametara u generaliziranim linearnih modelima.

3.2 Procjena parametara generaliziranog linearnog
modela

Neka je Y = (Y),...,Y,)! niz nezavisnih slucajnih varijabli za koje pretpostavljamo da
ovise o vrijednostima xi, ..., x,. Nadalje, pretpostavimo da Y zadovoljava pretpostavke
generaliziranih linearnih modela, tj. zai = 1,...,n vrijedi

{n "% EFD(6;) .16

i = E[Yi] = g7'(x] B),
gdje sux? = (1, x;1,...,x;,) te B=(Bo,Bi.....B,)" vektor parametara. Kako su parametri
B nepoznati, zelimo ih procijeniti metodom najvece vjerodostojnosti kako je opisano u

prethodnom odjeljku. Dakle, moramo definirati funkciju log-vjerodostojnosti te pronaci
parametre b = (bo, by, ...,b,)" takve da

8_1
op;

=0, j=0,1,...,p
p=b
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koriStenjem analit¢kog pristupa ili Fisherovom iterativnom metodom. U tu ¢emo se svrhu,
slijedeci [1], u nastavku fokusirati na derivaciju formula za funkciju gustoce slucajnog vek-
tora Y, kao i na formulacije funkcije vjerodostojnosti, log-vjerodostojnosti, skor funkcija
i Fisherove informacijske matrice za generalizirane linearne modele. Ovi ¢e nam rezultati
posluziti kao osnova za procjenu parametara u naSem modelu od interesa.

Funkcija gustoce

Kako je po pretpostavci generaliziranih linearnih modela Y; ~ EFD(6;), zai = 1,...,n su
funkcije gustoce svake slu€ajne varijable Y; dane s
Jri i 6) = exp [yib(6;) + c(6:) + d(y:)] (3.17)

pa je zajedniCka gustoca fy dana s

A0S [ | oo
i=1

[ [exp byt + c®) + din)

i=1

= exp| > yib(B) + Y c(B) + Y dk)|. (3.18)
i=1 i=1 i=1
Funkcija vjerodostojnosti i log-vjerodostojnosti
Zai=1,...,n vjerodostojnost parametra ; je funkcija
(3.17)
Li = L6;y) = fr, (i 6) =" expyib(6) + c(6;) + d(y)], (3.19)
dok je vjerodostojnost parametra @ = (6y,...,6,)" s obzirom na opaZeni uzorak y = (y,
..,yo)! danas
(3.18) - - -
L=L©:y) = fr(3:0) =" exp| ) yib0)+ ) c®)+ ) di)|. (3.20)
i=1 i=1 i=1
Nadalje, za i = 1, ..., n log-vjerodostojnost parametra 6; je oblika
= 163 y) = 1og L@ ) = yib(6) + c(6) + d(vy), (321)
dok je log-vjerodostojnost parametra @ = (6, . ..,6,)" s obzirom na opaZeni uzorak y

3.20) n n n
I=16;y) = log LB:y) =" > @)+ Y @) + Y d(y).
i=1 i=1 i=1
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Napomena 3.2.1. U nastavku ¢emo istraZivati oblik skor funkcije i Fisherove informacij-
ske matrice generaliziranih linearnih modela. S obzirom da smo u vektor parametara

B = (Bo.Bis-...Bp)" ukljucili presjecnu tocku (engl. intercept) By kao prvi parametar te
samim time promijenili indeksiranje tako da pocinje od 0 umjesto 1, prilagodit cemo in-
deksiranje i za skor funkciju i Fisherovu informacijsku matricu. Ova prilagodena notacija
olaksava jasno predstavljanje svih parametara u analizi.

Skor funkcija

Nakon odredivanja log-vjerodostojnosti, potrebno je pronaci parcijalne derivacije funkcije
log-vjerodostojnosti s obzirom na parametre 8 = (Bo,B1,--.,B,)" kako bismo pronasli
tocke b = (by, by, ...,b,)" ukojima funkcija doseZe svoj maksimum. Buduéi da funkcija
log-vjerodostojnosti ovisi o parametrima 3; kroz razliCite funkcije, potrebno je primijeniti
lancano pravilo za deriviranje kojim dobivamo sljedeci izraz za skor funkcije U; u parame-
trima §3;

n n

ol 81, Bl, 89, du, .
Ui=U@B)=— = [—]: [—~—~—], i=0,1,...,p, (3.22)
! ’ aﬁj ; 0,31 ; 89, 8/1, 8,3]

pri ¢emu smo u trecoj jednakosti koristili svojstvo linearnosti parcijalne derivacije.
Svaku parcijalnu derivaciju s desne strane jednakosti razmotrit ¢emo sada zasebno.
Prvo, vrijedi

ol; @2y , o @)\ es ,
90 yib'(6;) + c'(6;) = b'(6)) (yz + b’(@i)) ="D0'(0) (i — ) - (3.23)
Nadalje,
i 25) ¢'(6)b"(6) — C2(0i)b (0:) @6 b (6)Var(Y))
06; [b7(6)]
paje
00; 1
L — (3.24)
6,u,~ b’(@,-)Var(Yi)
Na kraju, imamo
Opi _ Opi Omi _ Opi (3.25)

= = Xij.
aB; om; 9B, om Y
Sadaiz (3.23), (3.24)1 (3.25) uvrstavanjem u (3.22) dobivamo

C Vi — Mi O, .
U; = =1, =0,1,...,p. 3.26
J Z[Var(Yl)xj(an,)] J p ( )

i=1
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Fisherova informacijska matrica

Fisherova informacijska matrica 7 = (£ i) k=0,1,.p j€ (p + 1) X (p + 1) matrica Ciji su
elementi oblika

69 ey 620 oo [ Yi— i (O [ Y- (O
Ijk = E[U]Uk] = E{;[Var(Yi)xtj(am)];[Var(Yl)xlk(am)]}
oo [ = ) (Y = ) O \ (Oru
E{Z Z[ Var(¥;)Var(¥)) (%)(%)}}
anzn: E[(Y; _,Ui)(Yl_,ul)]x”x (%) (%)
Ci | Var(YpVar(y) " \on: ) \om

_ Z [E[(Y,- —’l (%)zl
(Var(Y;))> "\ om;

i=1

"y oxxk (O 2
ijM i
- | > 3.27
Py Var(Y,-) (87]1) ( )

gdje smo u petoj jednakosti za [ # i koristili svojstvo E[(Y; — u)(Y; — ;)] = 0 zbog
nezavisnosti varijabli ¥; zai = 1,...,n Sto slijedi iz

1.
E[(Y; — u) (Y — )] = BIY,Y) — Y — ¥y + py] = B[Y;Y,] — B[V]E[Y;] ="

te smo u estoj jednakosti koristili definiciju varijance, tj. E[(Y; — ;)*] = Var(Y;).

Maksimizacija funkcije log-vjerodostojnosti

Nakon odredivanja skor funkcije i Fisherove informacijske matrice prelazimo na rjeSavanje
sustava

U=UP) =0,
gdje je U = (U, Uy,..., U,,)T vektor skor funkcija definiranih s (3.26). Kao Sto smo
u prethodnom odjeljku pokazali, ovisno o kompleksnosti skor funkcije rjeSenje sustava

b = b 4 [100] g (3.28)
gdje su
(i) b = (bg”), b(lm), e b;,m))T vektor procjene parametara 8 = (Bo,S1, - - -, ,) u m-toj
iteraciji,

(i) U™D =i, UV, ..., UP)T je vektor skor funkcija (3.26) evaluiran u 5™,
(iii) 7Y = (T ;’,f_l)) jik=0,1,...p Fisherova informacijska matrica ¢iji su elementi dani s (3.27)
evaluirani u bV,
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Iterativna tezinska metoda najmanjih kvadrata

Iterativna teZinska metoda najmanjih kvadrata koristi se za poboljSanje procjena parame-
tara putem Fisherovog algoritma. Klju¢ne komponente ove metode ukljucuju tezinsku ma-
tricu W, koja prilagodava utjecaj opazanja prema njihovoj pouzdanosti, 1 pseudo-odgovor
Z, koji pomaze modelu da se prilagodi na osnovi trenutnih procjena.

.....

W;; = Var(Yl-)(am) T ) (3.29)
0, I+ ]

Ova formula pokazuje da je teZinska matrica dijagonalna, pri cemu svaki njen dijago-
nalni element, W;;, predstavlja koliko je vazno svako pojedinacno opaZanje Y;. OpaZanja s
manjom varijancijom i veCom osjetljivoS¢u srednje vrijednosti i; na promjene u predvidi-
telju n; dobivaju vecu tezinu. Ovo omogucuje modelu da bolje uvazi pouzdana opazanja i
smanji utjecaj manje pouzdanih podataka.

S druge strane, pseudo-odgovor predstavlja niz vrijednosti z = (z1,...,2,)" definiranih
P on;

a= ) xabi+ i —p) 52|, i=1.n (3.30)
k=0 Op

Iz gornje formule vidimo da pseudo-odgovor z; pomaze modelu da se prilagodi na
osnovi trenutnih procjena. Prvi sumand u izrazu predstavlja osnovnu procjenu kako se
prediktori kombiniraju sa koeficijentima, dok drugi sumand uzima u obzir razliku izmedu
stvarne i oCekivane vrijednosti, Cime se ispravlja predikcija. Ovo omoguéava modelu da se
bolje uklopi u stvarne podatke, tako da stalno uci i poboljSava svoje procjene.

Sada ¢emo ove dvije komponente uklopiti u Fisherovu metodu. Jednadzbu (3.28)
mozZemo zapisati u ekvivalentnom obliku

Tm=Dpm) _ pm=Dpm=1) | grim-1)
Za j,k=0,1,...,pelemente lijeve strane jednakosti moZemo zapisati kao

n 2
Z XijXik % b
Var(Y;) \ 0n;

i=1

AN N LA
= [; N ar(Y) (8_m) xik} b
[Z x;i Wi -1)x4 b

i=1

(m=1) g (m) (327 (m)
I it b =

(X" WX)j.’:‘”b“"),
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gdje je (Ou;/0n;)* evaluirano u bV . Dakle, lijevu stranu jednakosti moZemo zapisati kao
T=Dp = (XTWX)" Dy (3.31)

Sli¢no, za j = 0, 1, ..., p elemente desne strane jednakosti moZemo zapisati kao

(Z-(m—l)b(m—l) + U(m—l))j Zj(m l)b(m 1) " U(m 1)

_ Zp: o XijXik aﬂz (m Dy Yi— Hi . %
4 Var(Y)) am 4 Var(Y) "\ o

k=0 i=

- 1 o\ <
_ S "Dy
; Nar(Y;) \on; Zx

k=0

Y Oy (22
£ Var(Y;) \ an, ~HO\ s

. 1 ou; [ on
= e — ) lb(m 1Y) ; !
;’”Var(n) o, [Z“ Hoi “)(u)]

k=0 !

n

_ quwon ) (m 1)

i=1

_ (XTWz)g.m‘”, (3.32)

gdije su (Au;/0n)?, ;1 0n;/du; evaluirani u b V. Dakle, desnu stranu jednakosti moZemo
zapisati kao
T=Dp=D 4 g = (XTwz)™ b, (3.33)

Sada jednadZbu (3.28) moZemo zapisati u obliku
" = [(X"WX) " D1 (X W)Y, (3.34)

U sljedecem ¢emo primjeru pokazati kako ove teorijske rezultate primjenjujemo u
praksi.

Primjer 3.2.1. Viasnik male trgovine u gradu Zeli istraZiti kako prosjecna dnevna tempe-
ratura i broj kampanja u danu utjece na broj kupaca koji posjecuju njegovu trgovinu. U
tablici 3.1 zabiljeZeni su podaci o broju kupaca koji su posjecivali trgovinu u zadnjih 30
dana, zajedno s prosjecnim dnevnim temperaturama i brojem kampanja za te dane.
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no i Xiit X ono Y Xi1 X2
1 7 38 4 16 29 857 2
2 9 454 1 17 23 600 2
3 25 812 2 18 2 1.07 3
4 7 514 2 19 12 640 2
5 18 526 4 20 10 405 1
6 37 843 3 21 7 286 2
7 21 592 4 22 16 456 4
8 12 247 4 23 7 295 2
9 11 363 4 24 13 354 4
10 6 411 3 25 12 375 1
11 25 745 4 26 4 163 3
12 12 572 3 27 46 668 7
13 21 580 4 28 17 531 5
14 9 522 0 29 7 272 5
15 8 38 3 30 21 751 1

Tablica 3.1: Broj kupaca y;, prosjeCne dnevne temperature x;; 1 broj kampanja u danu x;,

Napomena 3.2.2. Primjer prikazan u tablici 3.1 je ilustrativne prirode. Slucajne varijable
su generirane koristeci programski jezik R, pri Cemu je x;, (prosjecna dnevna temperatura)
generirana pomocu normalne razdiobe s parametrimma 1 = 5 i 0 = 4 te x;» (broj promo-
tivnih kampanja) pomocu Poissonove distribucije s parametrom A = 3. Nadalje, zavisna
je varijabla y; (broj kupaca) generirana pomocu Poissonove distribucije s parametrima
prilagodenim simuliranim podacima, tj. A; = €%3+03%1+0-2x2

Pretpostavimo da je broj kupaca u danu medusobno nezavisan te neka su 'Y = (Yy,...,
Y,)" slucajne varijable koje predstavljaju broj kupaca, pri cemu je n = 30, takve da je
Yi ~ P(4), 4; > 0,i=1,...,n Nadalje, pretpostavimo da broj kupaca u danu Y; ovisi o
prosjecnoj dnevnoj temperaturi x;; te broju kampanja u danu xp zai=1,...,n.

Lijevi grafikon na slici 3.5 prikazuje ovisnost broja kupaca koji posjecuju trgovinu (na
y-0si) 0 prosjecnoj dnevnoj temperaturi (na x-osi). Iz ovog grafickog prikaza vidimo da
se broj kupaca u danu povecava kako raste temperatura. Medutim, s grafa vidimo da
ta veza nije linearna, Sto implicira da se promjene u broju kupaca ne mogu adekvatno
opisati normalnom linearnom regresijom. Desni grafikon prikazuje odnos izmedu broja
kampanja u danu (na x-osi) i broja kupaca (na y-osi). lako se cini da postoji neki utjecaj
broja kampanja na broj kupaca (posebno u slucaju manjeg broja kampanja), veza nije
tako jasna kao kod temperature. Veci broj kampanja moZda moZe privuci vise kupaca, ali
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podaci sugeriraju da ovaj utjecaj zahtijeva daljnju analizu koju ¢emo napraviti u sljedecem

poglaviju.

40
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W - o o o o

Prosjecna dnevna temperatura (u °C) Broj kampanja u danu

Slika 3.5: Ovisnost broja kupaca u trgovini o prosjecnoj dnevnoj temperaturi i broju kam-
panja u danu

Zbog uoclene nelinearnosti primijenit ¢emo generalizirane linearne modele, tj. za i =
1,...,n pretpostavljamo

{Y,. ~ P(1), ;>0
(3.35)

pi = A; = exp[m;] = exp [x,-Tﬁ] ;
gdje su:

(i) =BV =4

(ii) g :(0,+00) = R, g(4;) = log A; standardna funkcija poveznica iz tablice 2.2,
(iii) xl.T = (1, x;1, x;p) vektor prediktora,
(iv) B = (Bo.B1.B2)! vektor nepoznatih parametara.

Kako su parametri B = (Bo,B1,B82)" nepoznati, procjenjujemo ih metodom najvece vjero-
dostojnosti kako je opisano u prethodnim odjeljcima, tj. traZimo b = (by, by, b,)" takve da
je

Ub;)=0, j=0,1,2
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Iz prethodnog odjeljka znamo da su skor funkcije U; u parametrima Bj za j = 0,1,2

oblika
U U(,BJ (326) Z [Var(yl) ]((9#,)]
e exp ]

- Z (y,- —eXp [xiT /3]) Xijs (3.36)
i=1

gdje smo u drugoj jednakosti koristili:

(i) pi = E[Y] Y ki =exp[xlB),
(i) Var(Y;) =" A = exp[x]B],
ou;
(iii) e = £ (expm) = expm = exp [x[B].
Zbog kompleksnosti funkcije U rjeSenje sustava traZimo iterativnom teZinskom meto-
dom najmanjih kvadrata gdje je aproksimacija u m-toj iteraciji

) 3.34)

b(m [(XTWX)(m_U]_l(XTWZ)(m_l).

Dijagonalni elementi teZinske matrice W= = (W(m Dy, j=1...n Witeracijim — 1 dani su s

won-n (29 1 %
i Var(Y;) \ On;
1

e T\2
© oo )

= exp [xin(m_l)] ,

dok je pseudo-odgovor 2™V = (2", ... )T

m-1) (3:30) m— on;
( D Z zkb( D"‘()’z ,ul)(aZ)

k=0 !

u iteracijim — 1 dan s

Vi — exp [xl.Tb(’"_l)]
exp [xin(m_l)]
exp [xl.Tb(’"_l)] "D — 1) +y,
exp [xl.TbO"_l)]

= x'p" Y+
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Nadalje, elementi 3 x 3 matrice (X" WX)"=V w iteracijim — 1 za j,k = 0,1,2 dani su s
(XTWX)(m n _ Z lJW(m Dy

- Z X;j €Xp [xin(’"_l)] Xiks (3.37)
i=1
paje
XTwx)mb = (3.38)
>, exp [xin(’"_”] S xiexp |xTp" Y > X exp[ Tb(”’_l)]
= |2 xaexp|xTp™ V| XL, X% exp|x > lxllxlz exp [be(m ”]
i1 Xi2 €Xp | X Dic1 i1 Xip €XP [x,-Tb(m_])] PSS CXP[ ;Tb(m ])]

T 1,(m—1)
"b
T 1,(m—1)
b

Elementi 3-dimenzionalnog vektora (X" Wz)" D y iteracijim — 1 za j = 0,1,2 su

T (m—1) _ (m—1) (m 1)
X" W) Z x Wiz

exp [xl.Tb(’"_l)] "D — 1) +y,

= ; X;jexp [xl.Tb(m—l)] - [xin(m_l)]
= Z xijexp [x] B0 | (el B0 = 1) + xipyi. (3.39)
i=1

paje
S exp |2 bV (xTB" Y — 1) +

XTWz)mD = 38, xiexp [xT BV (xTBD — 1) + xuy; (3.40)
Sh xpexp |xTB" D (xTp" Y — 1) + xpyi.

Algoritam pocinjemo s proizvolino odabranom tockom b = (0.7,0.2,0.1)" u kojoj je

XTWX)? =[1326.7859 8335.111 4148.3251 =(4361.9652

235.5016 1326.786 744.9241 723.1991
(XT WZ)(O) _
[744.9241 4148.325 2941.6834 2397.3561
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pa je

b = [(X"WX) O (X Wz)©

0.06194 -0.00689 —0.00597)( 723.1991
=1-0.00689 0.00117 0.00010][4361.9652]
—-0.00597 0.00010 0.00172 J\2397.3561
0.43487
= 0.34649} (3.41)
0.21623

Ovaj postupak nastavljamo sve dok apsolutna razlika dvije uzastopne iteracije ne pos-
tigne Zeljenu preciznost € = 107°, tj. [b"™ — b V| < € = 107°. Tablica 3.2 prikazuje
aproksimacije procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti b u svakoj od 6 iteracija koje su
bile potrebne za postizanje Zeljene preciznosti.

m-ta iteracija 0 1 2 3 4 5 6
b(()’") 0.7 0.43487 0.61443 0.71103 0.71649 0.7165 0.71650
b(l’") 0.2 0.34649 0.29486 0.27875 0.27802 0.27802 0.27802
b(zm) 0.1 0.21623 0.17550 0.15978 0.1588  0.1588 0.15880

Tablica 3.2: Aproksimacije procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti

Dakle, procjena parametra B = (Bo, B1,52)" je vektor
b = (by, by, by))" =(0.71650,0.27802,0.15880)"

odakle slijedi
¥ = A; = exp [0.71650 + 0.27802x;; + 0.15880x;,] . (3.42)

Na slici 3.6 plave tocke predstavljaju opaZene vrijednosti y;, dok je model prikazan cr-
venom krivuljom. Vidimo da model dobro opisuje opaZene podatke jer je vecina plavih
tocaka blizu crvene krivulje, ili na njoj.
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Slika 3.6: Graficki prikaz modela A= exp [bo + b1x;1 + baxp]

Iz ove jednadZbe vlasnik trgovine moze donositi razne zakljucke. Konkretno, ako su proci-
Jjenjene vrijednosti By ~ 0.71650 i 5; ~ 0.27802 i 5, ~ 0.15880, moZemo reci da osnovni
broj kupaca, kada je temperatura 0°C i broj kampanja iznosi 0, iznosi priblizno e*7'%° =~ 2
kupca. Nadalje, svaki stupanj porasta temperature rezultira povecanjem broja kupaca za
oko 32% jer je e*2%% ~ 1.32051, dok svaka kampanja u danu rezultira poveéanjem broja
kupaca za oko 17% jer je e*13%3° ~ 1.172104. Takoder, ako sutra javljaju prosjecnu dnevnu
temperaturu od x;; = 8°C te vlasnik planira imati x;; = 1 kampanju u danu, tada on moZe
ocekivati
A; = exp[0.71650 + 0.27802 - 8 + 0.15880 - 1] ~ 22

kupaca. Ovi rezultati pomazu razumjeti kako promjene temperature i broj kampanja utjecu

na ocekivani broj kupaca u trgovini, omogucujuci bolje planiranje resursa i poslovnih
aktivnosti.
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Poglavlje 4

Statisticke inferencije

U prethodnom smo poglavlju na osnovi uzorka y = (yy,...,y,)! procijenili nepoznate pa-
rametre 8 = (8o, B1, .- ., B,)" naSeg modela od interesa. OpaZeni nam je uzorak omoguéio
dobivanje procjena b = (bo, bi,...,b,)" koje su klju¢ne za predvidanje buduéih vrijed-

nosti. Sada nas zanima koliko su naSe procjene parametara “dobre”, odnosno koliko su
blizu stvarnim vrijednostima parametara, jer o tome ovisi koliko ¢e ”dobro” na§ model
predvidati buduée vrijednosti. Drugim rije¢ima, Zelimo procijeniti preciznost i pouzda-
nost dobivenih procjena kao 1 ukupnu sposobnost naSeg modela da adekvatno opisuje vezu
izmedu varijabli.

Stoga se u ovom poglavlju usmjeravamo na statisticke inferencije, koje obuhvacaju
testiranje statistickih hipoteza i izracunavanje pouzdanih intervala, kako bismo donijeli
zakljucke o pravim vrijednostima parametara 8 na temelju procjena b iz opazenog uzorka
y.

Za oba su nam tipa statistiCkih inferencija potrebne uzoracke distribucije. 1z tog cemo
se razloga u prvom dijelu ovog poglavlja fokusirati na derivaciju uzorackih distribucija po-
trebnih statistika: skor statistike, procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti te devijance.
Zatim ¢emo u nastavku poglavlja vidjeti kako te distribucije koristimo za raCunanje inter-
vala pouzdanosti i testiranje statistickih hipoteza.

4.1 Uzoracke distribucije

Za deriviranje potrebnih uzorackih distribucija definirat ¢emo multivarijatnu normalnu raz-
diobu te y? razdiobu, prateéi metodologiju i opisana svojstva u [10].

Definicija 4.1.1. Neka je Z = (Zi,...,Z,)" vektor nezavisnih i jednakodistribuiranih
slucajnih varijabli takvih da Z; ~ N(0,1) za sve i = 1,...,n. KaZemo da slucajni vek-
tor Y = (Yy,...,Y,)! ima multivarijatnu normalnu razdiobu s parametrom ocekivanja

52
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.....

.....

Choleskyjeva dekompozicija).
Korisno svojstvo multivarijatne normalne razdiobe je svojstvo invarijantnosti.

Propozicija 4.1.1. Neka je Y = (Y,,...,Y,)" n-dimenzionalni slucajni vektor takav da

.....

BY ~ N(Bu, BEB") 4.2)
Dokaz. Neka je Y = (Yy,...,Y,)" n-dimenzionalni vektor takav da ¥ ~ N(u,X). Tada
po definiciji multivarijatne normalne razdiobe postoji vektor Z = (Z, ..., Z,)" nezavisnih
i jednakodistribuiranih slucajnih varijabli takvih da Z; ~ N(0,1) zasve i = 1,...,n te

.....

Y =AZ +p. 4.3)
BY = B(AZ + u) = BAZ + Bu (4.4)
te iz svojstava kovarijacijskih matrica u (1.15) slijedi
Cov(BY) = BCov(Y)B" = BEB" = BAA"B" = BA(BA)". 4.5)
Sada iz definicije multivarijatne normalne razdiobe slijedi BY ~ N(Bu, BEB"). O

Definicija 4.1.2. Neka je Z = (Z,,...,Z,)" vektor nezavisnih slucajnih varijabli takvih
dazai=1,...,nvrijedi Z; ~ N(u,1) za i = (1, ..., 1y’ € R". KaZemo da sluc¢ajna
varijabla

X=X 72=2"2 (4.6)
i=1

ima necentralnu y? distribuciju s n stupnjeva slobode i parametrom necentralnosti A,
u oznaci X* ~ x*(n, A), gdje je parametar necentralnosti A dan s

A=) i =nn (4.7)
i=1
Nadalje, ako je u; = 0 za svei = 1,...,n, tj. Z; ~ N(0,1), onda kaZemo da slucajna

varijabla X* definirana s (4.6) ima centralnu y? distribuciju s n stupnjeva slobode (ili,
kraée, y* distribuciju s n stupnjeva slobode), u oznaci X* ~ y*(n).
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U nastavku navodimo nekoliko svojstava x? distribucije koja ¢emo koristiti kasnije u
radu.

Propozicija 4.1.2. Neka su X7 ~ x*(m) i X; ~ x*(k) za m,k € N takve da k > m i
X% = Y'P,Y, Xf = YT P\Y za neki standardni normalni slucajni vektor Y i ortogonalne
projektore Py i P, takve da P, projicira u potprostor sadrZan u potprostoru u koji projicira
P,. Tada vrijedi

X? = X5 - Xi ~ x*(k — m) (4.8)

iX*i X]2 su nezavisne slucajne varijable.
Prethodna je propozicija posljedica poznatog Fisher-Cochranovog teorema (vidjeti [1]).

Propozicija 4.1.3. Neka je Y = (Yi,...,Y,)! n-dimenzionalni slucajni vektor takav da
Y ~ N(u, ), gdje je X pozitivno definitna (regularna) matrica. Tada

Y'Y ~ 2, A),
gdje je parametar necentralnosti A dan s
A=y

Dokaz. NekajeY = (Yy,...,Y,)" vektor (ne nuzno nezavisnih) sluCajnih varijabli takav da
Y ~ N(u,X). Da bismo pokazali tvrdnju teorema, pretpostavimo da postoji nesingularna

Z=AY. (4.9)
Tada je
Y = AZ,
odakle slijedi
Y'Yy = ZTATS 'AZ

=ZTAT(AAT)'AZ

=ZTAT(ATY 'A7'AZ

=727,
Nadalje, iz propozicije 4.1.1 slijedi

Z~NA'p,A7'5AH)
~NA ' u, A7 AAT (AT
~N@A™'p, I
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gdje je I jedini¢na n X n matrica. Dakle, za sve i = 1,...,n su Z; nezavisne te imamo Z; ~
N(1;, 1), gdje je T = A™'u. Sada iz definicije necentralne y? distribucije slijedi Y"X~'Y ~
x*(n, 2), gdje je parametar necentralnosti A = 77t = u"(AT)'A~y = "= . i

Propozicija 4.1.4. Neka je Y = (Yi,...,Y,)! n-dimenzionalni slucajni vektor takav da
Y ~ Nu,X)iX je regularna matrica. Tada

Y - )" (Y — p) ~ ¥’ (n). (4.10)

Dokaz. Nekaje Y = (Yy,...,Y,)" vektor slutajnih varijabli takav da ¥ ~ N(u,X). Da
bismo pokazali tvrdnju teorema, pretpostavimo da postoji nesingularna n X n matrica A =

Z=A"'Y-p. 4.11)

Tada je
Y =AZ +p,

odakle slijedi

Y- Y -—p)=Z"ATx'AZ
=ZTAT(AAT)'AZ
=ZTAT(AT) 'A7'AZ
=77,

Nadalje, iz propozicije 4.1.1 slijedi

Z ~N@O,A'2A™HT
~ N(0,A7'AAT (AT
~ N(0, 1)

gdje je I jedini¢na n X n matrica. Dakle, za sve i = 1,...,n su Z; nezavisne te imamo Z; ~
N(0, 1). Sada iz definicije centralne y? distribucije slijedi (Y — u)"Z~'(Y — u) ~ x*(n). O

Ako su varijable odgovora normalno distribuirane, uzoracke distribucije koje se koriste
za inferenciju Cesto se mogu tocno odrediti, dok se za druge distribucije, kao §to su one
u ekponencijalnim familijama, moramo osloniti na asimptotske rezultate velikih uzoraka
koji se temelje na Centralnom granicnom teoremu. U ovakvim slu€ajevima, asimptotske
procjene mogu pruZiti pouzdane rezultate za inferenciju ¢ak 1 kada nije moguce tocno
odrediti uzoracke distribucije.
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Iako strogi razvoj i primjena asimptotske teorije zahtijevaju pazljivo razmatranje uvjeta
regularnosti, u ovome radu pretpostavljamo da su uvjeti regularnosti zadovoljeni za ekspo-
nencijalne familije distribucija te samim time i generalizirane linearne modele. Ova nam
pretpostavka omoguduje da se usredoto¢imo na primjenu rezultata asimptotske teorije na
inferenciju bez dubljeg ulaska u uvjete koji osiguravaju njihovu valjanost. Detalje Citatelj
moze pronaci na [4].

Prema [1], osnovna ideja uzoracke distribucije statistike od interesa S temelji se na
pretpostavci da, ako su ispunjeni odgovarajuci uvjeti, tada za dovoljno velike uzorke vrijedi

— _ 2
S BB AN(0,1) = GBS Ay*(1). 4.12)

VVar($) Var(S)

Akoje S = (S0,51,...,S p)T (p + 1)-dimenzionalna statistika s ocekivanjem E[S] i
(p+1)X(p+1) pozitivno definitnom kovarijacijskom matricom X takva da § ~ AN(E[S], X)
te ako su ispunjeni odgovarajucu uvjeti, onda za dovoljno velike uzorke vrijedi

(S —E[SDTZ(S — E[S]) ~ Ax*(p + 1). (4.13)

Skor statistika

U prethodnom smo poglavlju pokazali da su skor statistike generaliziranih linearnih mo-

dela oblika
S Y- Ou; }
U, = —xiil=—]l, =0,1,...,p.
! ;[Varm)x’(ani)] / P

Uzoracka distribucija skor statistika U; za j = 0, 1,. .., p za dovoljno velike uzorke je

U,-ElU] U, U;
i BlU_ Y ~AN(0,1) &= =L ~ Ay*(1) (4.14)

VWar @) T Ty

jerje E[U;] =0zasve j=0,1,..., p prema propoziciji 3.1.1 te

n 2 2

(1.11) (3.8) (3.27) Xii (O

Var(Uj) = COV(UJ', Uj) = Ijj = —(—) .
Z] Var(Y;) \9n

Nadalje, (p + 1)-dimenzionalna skor statistika U = (Uy, Uy, ..., U p)T za dovoljno velike
uzorke ima multivarijatnu normalnu razdiobu, tj. U ~ AN(0, 1) pa je

U'T7'U ~ A (p + 1). (4.15)
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Procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti

Taylorov razvoj prvog reda skor funkcije U = (Uy, Uy, ..., U,)" oko procjene b = (b, by,
...,b,)" koja je dovoljno blizu pravoj vrijednosti parametra 8 = (8o, B1, ..., ,)" danjes

Up) ~Ub)+Tb)B-Db),
gdje je J(b) (p+1)x(p+1)Jacobijeva matrica ¢iji su elementi dani (3.13) i evaluirani u b.

Ako Jacobijevu matricu aproksimiramo njenim ocekivanjem, J (b) ~ E[T(b)] 2 —1(b)

dobivamo
UPB)~UWb)-1(b)(B-D>b). (4.16)

Pokazat ¢emo da za dovoljno velike uzorke b ~ AN(B, I~'). Naime, kako je b procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti parametra 8, onda vrijedi da je U(b) = 0 paje iz (4.16)

b-B~T(b)'UP). (4.17)

Sada iz svojstava matematickog ocekivanja primijenjenog na konstante 8 i 7(b))™! te ¢i-
njenice da je E[U(B)] = 0 slijedi

E[b - B = E[(Z(b))"'U(B)] = Elb] - B = (I (b)) 'E[UB)]
= (k)"0
=0

pa je E[b] = B, sto nam govori da je procjenitelj b nepristran procjenitelj parametra S,
tj. procjenitelj u prosjeku daje to¢nu vrijednost pravog parametra. Nadalje, iz definicije
kovarijacijske matrice slijedi

(1.13)

Cov(b) ‘=" E[b-B(b-P|
SB[l UBNI®) U]

= E|T®) ' UBU@BT (b))

= B)'E[UBU@I| T ®)

= (Z(b)"'Cov(UB)(I (b))

= (T IBI b))

~ (I(b))' I(bYI (b))

= Ik
Dakle, za dovoljno velike uzorke je b ~ AN(B, (I (b))™!) pa je

(b -B)I(B)b~P)~ A (p+1). (4.18)
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Devijanca

U kontekstu testiranja statisti¢kih hipoteza, jedan od nacina za procjenu prikladnosti mo-
dela od interesa je usporedivanje s opéenitijim, tzv. saturiranim modelom. Saturirani model
je model koji ima maksimalni broj parametara koje moZemo procijeniti za dani skup po-
dataka. Drugim rije¢ima, ovaj model moZe savrSeno pristajati podacima, jer ima dovoljno
slobode da opiSe svaki pojedinacni podatak toc¢no.

Ako imamo n opaZzanja y; gdje i = 1,...,n takvih da sva opaZanja imaju razliCite
vrijednosti linearnog predviditelja x/ B, saturirani ¢e model imati n parametara. Ovu vrstu
modela nazivamo i maksimalnim ili punim modelom.

Medutim, ako neka opaZanja dijele iste vrijednosti linearnog predviditelja (odnosno,
ako dvije ili viSe opaZenih vrijednosti ishoda y; odgovaraju istoj kombinaciji varijabli x! B),
tada nije moguce svakom opaZanju pridruZiti zaseban parametar. To se dogada jer se ista
kombinacija nezavisnih varijabli pojavljuje viSe puta, Sto znac¢i da nemamo dovoljno in-
formacija za procjenu razliCitih parametara za svako pojedinacno opazanje. Zbog toga
je maksimalni broj parametara koje moZemo procijeniti u saturiranom modelu manji ili
jednak n i ovisi o broju razli¢itih kombinacija nezavisnih varijabli (tj. razlicitih linearnih
predviditelja).

Neka m + 1 < n predstavlja najveci broj parametara koji se mogu procijeniti u saturira-
nom modelu s vektorom parametara 3, te neka je b« procjenitelj maksimalne vjerodos-
tojnosti koji maksimizira funkciju vjerodostojnosti. S drugu stranu, pretpostavimo da nas
model od interesa ima p + 1 < m + 1 parametara B te neka je b odgovarajuéi procjenitel]
maksimalne vjerodostojnosti.

Bududi da saturirani model uzima u obzir sve moguée parametre, njegova funkcija
vjerodostojnosti L(bn..; y) uvijek ¢e biti vecéa ili jednaka od L(b;y), kao i svih drugih
mogucih kombinacija parametara u manje sloZenim modelima.

Usporedbom maksimalnih vrijednosti funkcija vjerodostojnosti za oba modela, moZzemo
izraCunati omjer vjerodostojnosti

_ L3 y)
L(byy) °

U praksi, za procjenu prikladnosti modela koristi se dvostruki logaritam omjera funk-
cija vjerodostojnosti, poznat kao devijanca. Definira se kao

D =2log A = 2[l(bmax; y) — U(b; y)]. (4.19)

Visoke vrijednosti devijance ukazuju na loSe prilagodavanje modela od interesa podacima
u odnosu na saturirani model, $to sugerira da model od interesa mozda nije adekvatan za
opisivanje skupa podataka. Sljedeci je korak odredivanje uzoracke distribucije devijance.
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Taylorov razvoj drugog reda funkcije log-vjerodostojnosti oko procjene b = (b, by,
b,)" koja je dovoljno blizu pravoj vrijednosti parametra 8 = (8o, 1, - - . ,3,)" dan je s

1
1B ~ Ub)+(B-b"UMD) + 7B~ b)' T (b)B - b)

(3 14)

l(b)——(ﬁ b)" I(b)(B - b)

gdje smo u drugoj jednakosti koristili ¢injenicu da je b procjenitelj maksimalne vjerodos-
tojnosti parametra 8 pa je U(b) = 0 te smo aproksimirali Jacobijevu matricu ocekivanjem,
tj. J(b) = E[J(b)] = —I(b). Dakle, imamo

1
() - 1(B) ~ E(b -B)I(b)b-P),
odakle za dovoljno velike uzorke slijedi

20ihsy) = 1B )] = (b= B I(B)b — B) ~ Ax*(p + 1). (4.20)

Sada raspisivanjem (4.19) dobivamo

D

2[l(bmax;y) - l(b,y)]
2[l(bmax; ¥) = (Bmax; Y)1 = 2[U(b5 ) — 1(B; )] + 2U(Bmax; ¥) — U(B; ¥)],
odakle iz (4.20) slijedi

(i) 2[l(bmax’y) l(ﬁmax;y)] ~ AXZ(m + 1)
(ii) 2[U(bsy) = 1B ] ~ Ax*(p + 1)
(iii) v = 2[l(Bmax: Y) — (B; )] je pozitivna konstanta koja je blizu 0 ako model od interesa
pruza jednako dobru prilagodbu podacima kao saturirani model.

Prema propoziciji 4.1.2 slijedi

D~ x*(m—p,v). 4.21)
Primjer 4.1.1. Neka je Y = (Yi,...,Y,)" vektor nezavisnih sluc¢ajnih varijabli takvih
da Y; ~ P(A),A4; > 0zai = 1,...,n. Funkcija log-vjerodostojnosti parametra B =
(BosBis - - -»Bp)" s obzirom na opaZeni uzorak 'y = (y1,...,y,)" dana je s

lB;y) = i)’i log 4; - Z Ai = Z logy;!
i=1 i=1 i=1
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Za saturirani su model svi A; razli¢iti pa je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti para-
metra B,,. = (A1, ..., )" vektor by, = 01, ..., y.)", odakle slijedi

I(basy) = iyi logy; — iyi - i log y;!
i=1 i=1 i=1

Pretpostavimo sada da nas model od interesa ima p < n parametara te neka je b = (b,
bi,...,b,)" procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti parametra B = (Bo,B1, . . .,B,)". Na-
dalje, neka je ¥; = A; = g '(xT'b), gdje su xi, ..., x, prediktori te g odgovarajuca funkcija

poveznica. Tada je
I(b;y) = )" yilogi— > Fi= ) logy!
i=1 i=1 i=1

Sada je devijanca dana s

4.19
@1 )2

= 2 [Z yilog (%) - Z(yi - )71')] . (4.22)
i=1 ! i=1

Primjer 4.1.2. Vratimo se na primjer 3.2.1 gdje smo modelirati broj kupaca u danu pomocu
prosjecne dnevne temperature i broja kampanji u danu pomocu Poissonove regresije.

Funkcija log-vjerodostojnosti parametra B = (Bo,Pi.....B,)" s obzirom na opaZeni
uzoraky = (y1,...,y,)! dana je s

IB;y) = Zn:yi log 4; — Z Ai = Z log y;!
i=1 i=1 i=1

Za saturirani su model svi A; razliciti pa je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti para-
metra B, = (A1, ..., A,)" vektor b = (1, ...,y,)", odakle slijedi

I(bpaxsy) = Zn: vilogy; — Zn:y,- - Zn: log y;!
i=1 i=1 i=1

Za model s nepoznatim parametrom 8 = (Bo,B1,82)" procjenitelj maksimalne vjerodostoj-
nosti je b = (by, by, by)" = (0.71650,0.27802,0.15880)7, odakle iz

¥; = A; = exp[0.71650 + 0.27802x;; + 0.15880x;,]

slijedi

Ib;y) = an)’i log ; — Zn:)?i - Zn: log y;!
pay i=1 i=1



POGLAVLIJE 4. STATISTICKE INFERENCIJE 61

Za model s nepoznatim parametrom [ = A procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je
b= % Y1 Yi =¥, odakle slijedi

l(b;y) = zn:yilogi - Zn:i - Z log ;!
i=1 i=1 i=1

Sada moZemo izracunati

Dy = 2[l(bmaxay) - l(b,J’)]

=2 Zy,. log(%) - Z(yl- —5:)] ~ 174.631
L i=1 i=1

D, = 2[l(bmaxay) - l(b,y)]
C Vi C A~
=2 Vi log (7) - (yi - yl):| ~ 26.413

Vrijednost Dy u literaturi cemo Cesto naci pod nazivom nul devijanca, koja mjeri odstu-
panje izmedu modela koji predvida samo prosjecnu vrijednost zavisne varijable i stvarnih
opaZanja, odnosno devijancu modela koji koristi samo presjek bez prediktora.U nasem
slucaju visoka vrijednost devijance Dy pokazuje veliko odstupanje prosjeka od opaZenih
vrijednosti, Sto nam sugerira da broj kupaca u trgovini vjerojatno ovisi o nekim nezavis-
nim varijablama koje bi trebalo ukljuciti u model.

S drugu stranu, vrijednost D,.; nazivamo rezidualna devijanca i ona mjeri odstupanje
izmedu modela od interesa i stvarnih opaZanja. Vidimo da je vrijednost rezidualne devi-
Jjance znatno manja od nul devijance Sto ukazuje da model s prediktorima objasnjava puno
vise varijacije u podacima nego model bez prediktora.

4.2 Testiranje statistickih hipoteza

Testiranje statistickih hipoteza klju¢no je za analizu veza izmedu varijabli, testiranje spe-
cifi¢nih pretpostavki te pruzanje informacija o preciznosti nasih procjena. Osnovni koraci u
formiranju statistickog testa ukljuCuju definiranje nulte 1 alternativne hipoteze, odabir tes-
tne statistike, odredivanje kriticnog podrucja te izracun p-vrijednosti. U nastavku slijedi
kratak opis svakog od ovih koraka prema [8].

1. Definicija nulte i alternativne hipoteze. Nulta hipoteza H, je pretpostavka koju
Zelimo testirati. Ona obi¢no predstavlja stanje “nema efekta” ili “nema razlike”. S drugu
stranu, alternativna hipoteza H, je hipoteza koju prihva¢amo ako odbacimo nultu hipotezu.
Ona predstavlja stanje “ima efekta” ili ”ima razlike”.
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2. Odabir testne statistike. Na temelju nulte i alternativne hipoteze, odabiremo testnu
statistiku 7' za koju pretpostavljamo da poznajemo distribuciju f u uvjetima nulte hipoteze,
tj. T % f. Statistika T predstavlja mjeru koja se koristi za procjenu hipoteza.

3. Odredivanje kriticnog podrudja. Za zadanu razinu znacajnosti « (najcescée 0.01,
0.05 ili 0.1), odredujemo kriticno podrucje C. Ovo podrucje predstavlja skup vrijednosti
testne statistike 7' za koje bismo odbacili nultu hipotezu. Kriti¢no se podrucje definira kao

(T € C|H,) = a.

To znaci da, ako je H, istinita, vjerojatnost da ¢emo dobiti vrijednosti testne statistike 7
unutar kriticnog podrucja C ili da ¢emo odbaciti nultu hipotezu, je jednaka «.

4. Izracun p-vrijednosti. Nakon Sto odredimo realizaciju ¢ testne statistike 7', izracu-
navamo p-vrijednost koja predstavlja vjerojatnost dobivanja rezultata koji su ekstremniji
od onog §to smo dobili, pod pretpostavkom da je nulta hipoteza istinita, tj.

p-vrijednost = P(¢ na rubu kriticnog podrucja |Hy).

Na kraju, odluku o odbacivanju ili ne odbacivanju nulte hipoteze H, na zadanoj razini
znacajnosti @ mozemo donijeti na osnovi

(i) kriticnog podrucja C:
t € C = odbacujemo nultu hipotezu Hy,
t ¢ C = ne odbacujemo nultu hipotezu Hy,
(ii) p-vrijednosti:
p-vrijednost < @ = odbacujemo Hj na razini znacajnosti «,
p-vrijednost > @ = ne odbacujemo H, na razini znacajnosti a.

Testiranje parametara

Nulta hipoteza H,, Cesto postavlja okvire za testiranje znacajnosti pojedinih parametara u
modelu, obi¢no navodeci da parametar nije znacajan (tj. da je koeficijent jednak nuli).
Nasuprot njoj, alternativna hipoteza H; sugerira da je parametar znaCajan te da se koefici-
jent razlikuje od nule. Ova analiza omogucuje donoSenje informiranih odluka o koriStenju
odredenih varijabli u modelu.

Opcenito, za j =0, 1, ..., p testiramo hipoteze

H()Zﬁj:aj
H]Iﬁj;taj,
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gdje je a; € R neka konstanta. Za testiranje ovih hipoteza uzimamo jednu od testnih
statistika procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti, tj. za dovoljno velike uzorke je

M@AN(O,D:)Z]Z_:(Z?J:—%)Z’E’
,/I;]?(b) I3 )

U slucaju kada je hipoteza H istinita, oCekujemo da Ce testna statistika Z; biti mala, jer
Ce procijenjena vrijednost parametra b; biti blizu stvarne vrijednosti 8; = a;. Ako je Z;
velika, to sugerira da je H, vjerojatno pogreSna, te ¢emo u tom slucaju odbaciti Hy na
razini znacajnosti @. Ovisno o vrsti statistike koju koristimo, moZemo primijeniti test
na temelju (aproksimativne) normalne distribucije N(0, 1) ili (aproksimativne) y*(1) dis-
tribucije. Konacno, na temelju dobivene realizacije testne statistike, moZemo izraCunati
odgovarajucu p-vrijednost 1 donijeti zakljuCak o pravoj vrijednosti parametra ;.

Zj= Ax*(1)

Primjer 4.2.1. U primjeru 3.2.1 smo iterativnom teZinskom metodom najmanjih kvadrata
smo dosli do procjene parametara B = (By, 81, b2)! koji iznose

b = (by, by, by)" =(0.71650,0.27802,0.15880)".

Kao sto smo vec tada sugerirali, iz desnog grafikona na slici 3.5 nije jasno utjece li
broj kampanja na broj kupaca u danu. Sada to Zelimo testirati. Na razini znacajnosti od
a = 0.05 Zelimo testirati hipotezu o znacajnosti parametra 3,, tj. testiramo hipoteze

Hy:B,=0
Hl Zﬁz # 0.
Koristit ¢emo testnu statistiku
b
Z:_ 2 I:I\SJAN(()’l)a
VIn®)
gdje je
. 454.000 2678.146 1497.000
1) 27 (2678.146 17372.661 8719.750 (4.23)
1497.000 8719.750 6151.332
pa je
0.035730 -0.00396 -0.00308
(Z(b))™' =[-0.00396 0.00064 0.00006 |. (4.24)
—0.00308 0.00006 0.00083
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Realizacija testne statistike iznosi

A

V0.00083

Za zadanu razinu znacajnosti a = 0.05, kriticno podrucje je oblika
C = (=00, =Z1_a2] U [21¢/2, +00) ~ (=00, —1.96] U [1.96, +0).

Kako realizacija testne statistike Z upada u kriticno podrucje C zakljucujemo da odbacu-
Jjemo nultu hipotezu Hy : B, = 0 u korist alternativne H, : 5, # 0 na razini znacajnosti od
a = 0.05.

Nadalje, vrijedi

p-vrijednost = 2[1 = P(Z < |z])] = 2[1 — ®(|z])] = 2[1 — D(5.518)] ~ 3.43 - 107®.

Kako je p-vrijednost ~ 3.43 - 1078 < 0.05 ponovno donosimo odluku o odbacivanju nulte
hipoteze na razini znacajnosti od a = 0.05. Dakle, ovime smo potvrdili da broj kampanja
u danu statisticki znacajno utjece na dnevni broj kupaca u trgovini. Rezultati testiranja
znacajnosti svih parametara prikazani su u tablici 4.1.

Prediktor b, [Z(b)]! z p-vrijednost

1 0.71650 0.18902 3.791 1.5-10™*
X 0.27802 0.02529 10.995 <2-107'°
X2 0.15880 0.02878 5518 3.43-1078

Tablica 4.1: Rezultati testiranja znacajnosti parametara modela

Na osnovi prikazanih rezultata vidimo da su svi parametri modela statisticki znacajni.

Testiranje modela

Osim $to mozemo testirati svaki pojedinacni parametar u modelu, postoji moguénost da
istovremeno testiramo sve parametre zajedno.
Testiramo hipoteze

Hy:B=a
H]Zﬁ?ta,

gdje je a = (agp, ai, . . .,a,)" € RP*! konstantan vektor.
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Definiramo testnu statistiku X? s
X2 =(b-a)Ib)b-a)? A (p+1).

Na temelju testne statistike odredimo kritiéno podrucje i p-vrijednost kako bismo donijeli
odluku o hipotezi od interesa.

Primjer 4.2.2. Za nas model iz primjera 3.2.1 na razini znacajnosti od a = 0.05 testiramo
hipoteze

Ho:ﬂ:O
Hlﬁ?&()

Testna statistiku X* dana je s
X2 =b"T(b)b % AYX(3).

Realizacija testne statistike iznosi

x2:(0.71650 0.27802 0.15880) —-0.00396 0.00064  0.00006 []0.27802

0.035730 -0.00396 -0.00308)(0.71650
—-0.00308 0.00006  0.00083 )J\0.15880

~ 3908.529.

Ve¢ na temelju visoke vrijednosti X* statistike moZemo naslutiti da ¢emo odbaciti nultu
hipotezu u korist alternativne, ali cemo to potvrditi odredivanjem kriticnog podrucja ili
p-vrijednosti.

Kriticno podrucje dano je s

C = [x7_,(3), +o0) ~ [7.81, +o0).

Sada vidimo da x* = 3908.529 € C pa odbacujemo nultu hipotezu u korist alternativne na
razini znacajnosti a = 0.05.
Takoder, p-vrijednost

p-vrijednost = 1 —P(X*> < x*) = 1 — P(X* < 3908.529) ~ 0,

odakle ponovno zakljucujemo da odbacujemo nultu hipotezu u korist alternativne. Dakle,
nas je model statisticki znacajan.
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Usporedba modela

Osim testiranja znacajnosti pojedinih parametara, hipoteze se mogu koristiti i za usporedbu
sloZenijih i jednostavnijih modela. U tom kontekstu, sloZeniji model M; moze ukljucivati
dodatne varijable ili interakcije koje ne postoje u jednostavnijem modelu M. Kljucno je
da jednostavniji model bude specijalni slu¢aj sloZenijeg modela, Sto znaci da oba modela
imaju istu vjerojatnosnu razdiobu i istu funkciju poveznicu, ali je linearni predviditelj jed-
nostavnijeg modela poseban slucaj linearnog predviditelja sloZenijeg modela. Tada nulta
hipoteza moze postaviti pretpostavku da slozeniji model ne donosi znacajno poboljSanje u
odnosu na jednostavniji model, dok bi alternativna hipoteza sugerirala da sloZeniji model
znacajno poboljSava izvedbu modela.
Opcenito, testiramo hipotezu

Ho: B =PBy=BoBi-...B)"

koja odgovara jednostavnijem modelu M, nasuprot alternativne

Hl :ﬂ :ﬂl = (BO?ﬁl" "’ﬁp)T7

koja odgovara sloZenijem modelu M, za g < p < m, pri ¢emu je m + 1 maksimalan broj
parametara koje koji se mogu procijeniti u saturiranom modelu.
Definiramo testnu statistiku

AD = Dy = Dy =27 2[l(Byna:y) — 1(bo: ¥)] = 2[(Bnax ¥) — 1B ¥)]

= 2[l(b1;y) — l(bo; y)]

Ako oba modela dobro opisuju podatke, onda iz (4.21) za dovoljno velike uzorke slijedi
Dy ~ Ax*(m — q) te D, ~ Ay*(m — p) pa iz propozicije 4.1.2 slijedi

AD =2[l(b1;y) = l(bo; )] ~ A*(p = 9)-
Primjer 4.2.3. U primjeru 3.2.1 na razini znacajnosti od @ = 0.05 Zelimo testirati hipotezu
Hy: B =By = Bo.B1) (4.25)

koja odgovara modelu A; = exp|By + B1xi1] nasuprot alternativne
Hy:B =P =BoB1.B)" (4.20)

koja odgovara modelu A; = exp[By + B1xi1 + Baxinl, tj. testiramo je li dodavanje varijable
o dnevnom broju kampanyji statisticki znacajno za poboljSanje modela.
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Definiramo testnu statistiku
AD = Dy~ Dy = 2[l(b1;y) = I(bo; )] ~ AY*(1).

Za model s jednim prediktorom x;; i nepoznatim parametrom B, = (Bo,81)" moze se poka-
zati da je

by = (1.28105,0.26568)" = [$:]o = []o
= exp[1.28105 + 0.26568x;1].

Za model s dva prediktora x;, X, i nepoznatim parametrom B, = (Bo,B1,82)" pokazali smo

b, = (0.71650,0.27802,0.15880)" = [¥;]; = [A;],
= exp[0.71650 + 0.27802x;; + 0.15880x,].

Sada, slicno kao u primjeru 4.1.1 dobivamo

AD = 2[l(by;y) — I(by; y)]

=2 [Z Vi log(gj;) - Z(D?i]l - ilo)
i=1

i=1

~ Ax*(D).

Realizacija testne statistike iznosi
Ad = 28.909.
Kriticno podrucje dano je s
C = [xi_,(1), +o0) ~ [3.84, +c0).

Sada vidimo da Ad = 28.909 € C pa odbacujemo nultu hipotezu u korist alternativne na
razini znacajnosti @ = 0.05.
Takoder, p-vrijednost

p-vrijednost = 1 = P(AD < Ad) = 1 - P(AD < 3.841) ~ 7.59 - 1078,

odakle ponovno zakljucujemo da odbacujemo nultu hipotezu u korist alternativne. Dakle,
model s prosjecnom dnevnom temperaturom i brojem kampanja u danu bolje opisuje dnevni
broj kupaca u odnosu na model s prosjecnom dnevnom temperaturom.
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4.3 Izracun pouzdanih intervala

Izracun pouzdanih intervala pruza pregled raspona vrijednosti unutar kojih se procijenjeni
parametar vjerojatno nalazi. Pouzdani se intervali Cesto smatraju korisnijima od testova
hipoteza jer Sirina pouzdanih intervala pruZa mjeru preciznosti procjena, Sto olakSava ra-
zumijevanje mogucih varijacija u populaciji na nacin koji je jednostavniji od samog sta-
tistickog testa. U nastavku dajemo opcenitu definiciju pouzdanog intervala slijedeci [5], a
zatim ¢emo vidjeti kako se ovi rezultati primjenjuju na generalizirane linearne modele.

Definicija 4.3.1. Neka je Y = (Yy,..., Y, sluc¢ajni uzorak duljine n te neka su L =
(Y,....Y) : Q > RiU = uYy,...,Y,) : Q — R statistike. Slucajni interval [L, U]
je (1 — @) - 100% pouzdani interval parametra 6 ako vrijedi

POe[L,LUD=PL<LO<U)=1-a, a€{0]1).
U praksi se najcesce koriste 95% pouzdani intervali za parametar 6, tj.
P(L<6<U)=0.95,

Sto implicira da ¢e u 95% svih realizacija ovog intervala prava vrijednost parametra 6 biti
unutar granica intervala, dok ¢e u 5% sluCajeva prava vrijednost parametra 6 biti izvan tog
intervala.

Kontrukcija pouzdanih intervala

Pouzdani se intervali u vecini slucajeva konstruiraju pivotnom metodom koja pretpostavlja
da postoji funkcija (Y, 8) strogo monotona u parametru 8 s poznatom razdiobom. Kako je
razdioba A(Y, 6) poznata, trazimo h;, h, takve da

P(W(Y;0) € [h1, ha]) = P(hy < h(Y,0) < hy) = 1 — a. (4.27)

Dakle, vjerojatnost da se statistika 4(Y, ) nalazi u intervalu [y, h,] iznosi 1 — a. To znaci
da je vjerojatnost da statistika (Y, 6) ¢ [hy, h], tj. h(Y,0) € (—oco, hi] U [h,, +00) iznosi «
pa zbog disjunktnosti skupova vrijedi

P(h(Y,0) < hy) + P(W(Y,0) > hy) = «.

Razlikujemo jednostrane i dvostrane intervale, koji procjenjuju raspon vrijednosti statis-
tike u jednom (A(Y,0) < hy ili i(Y,0) > hy) ili oba smjera (W(Y,0) < hy 1 i(Y,0) > hy)
te simetri¢ne intervale (h; = —h,) 1 intervale najkrace duljine. Za raCunanje pouzdanih in-
tervala najcesce se koristi normalna distribucija (ili njena aproksimacija za dovoljno velike
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uzorke) koja je simetri¢na i u tom su nam slucaju simetri¢ni pouzdani intervali ujedno i
intervali najkrace duljine. Dakle, tada vrijedi Ay = —h, te

P(W(Y, 0) < —hy) = P(h(Y, ) > hy) = %
Ako je h(Y,0) ~ AN(0, 1), onda je

B(h(Y,6) < ~hy) = D=hy) = 1 = B(hy) = 5

pa su

a
=0 (1-3)

h] = —]’lz.

Dakle, rubovi intervala su kvantili razdiobe statistike h(Y, 6) pa se Cesto oznacavaju suk-
ladno tome, na primjer za h(Y,6) ~ AN(0, 1) koristimo oznaku h, = z;_o» te za h(Y, 0) ~
Ax*() koristimo /1 = x7_, ().
Sada, zbog pretpostavke o strogoj monotonosti funkcije 4 u parametru 6 postoje statis-
tike L, U takve da L < 6 < U, odakle slijedi
PL<O<U)=1-aq.

Vazno je naglasiti da funkcija A(Y, 6) nije jedinstvena, tj. pouzdani se intervali mogu kons-
truirati na razlicite nacine koriste¢i uzoracke distribucije statistika koje smo u ovome po-
glavlju opisali.

Primjer 4.3.1. Iz primjera 3.2.1 Zelimo konstruirati dvostrani simetricni 95% pouzdani

interval parametara j za j = 0, 1,2 koristenjem statistike

Z;= M ~AN(0,1), za dovoljno velike uzorke. (4.28)
NYs ]T].l(b)
Za a = 0.05 je 71_q0 = 20975 = ©1(0.975) ~ 1.96 pa je

P(=z0.975 < Z; < 20975) = P(=1.96 < Z; < 1.96) = 0.95.
Uvrstavanjem Z; dobivamo

0.95=P(-1.96 < Z; < 1.96)

bj-pB

—P|-196< L2/ <196

V@

= P(b.,- —1.96 \JZ;/(b) <B; < b;+1.96 T ;}(b))
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pa je 95% pouzdani interval parametra fjza j = 0,1,2 dan s

B € |bi - 196 T} ®).6;+ 196 [T} 0.

Tablica 4.2 prikazuje procjene parametara 3; zajedno s njihovim 95% pouzdanim interva-
lima.

Parametar Procjena Donja granica Gornja granica

Bo 0.71650 0.34603 1.08697
B 0.27802 0.22846 0.32758
B2 0.15880 0.10240 0.21520

Tablica 4.2: Procjene parametara s 95% pouzdanim intervalima

Vidjeli smo kako nam generalizirani linearni modeli omogucéuju razumijevanje sloZe-
nijih odnosa te prepoznavanje obrazaca kao $to su trendovi 1 veze izmedu varijabli. Nakon
Sto smo procijenili parametre i provjerili preciznost naSih procjena pomodcu statistickih
inferencija, dobili smo model koji se mozZe koristiti za daljnje analize i donoSenje odluka.
Ove nam metode osiguravaju preciznost i jacaju pouzdanost nasih zakljucaka, Sto pomaze
u boljem donoSenju odluka.
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Sazetak

Za vektor medusobno nezavisnih slu€ajnih varijabli ¥ = (Y1,...,Y,)! za koje pretpostav-
ljamo da ovise o vrijednostima x, ..., x, generalizirane linearne modele definiramo kao
Y; ~ EFD(6;)
E[Yi] = i = ¢~ (x] B),

zai=1,...,n. Slucajne varijable Y; ~ EFD(6;) dolaze iz eksponencijalne familije distri-
bucija u standardnoj formi, ¢ija gustoca ovisi o parametru 6;. Ta familija ukljucuje brojne
poznate statisticke distribucije, ukljucujuéi binomnu, normalnu, Poissonovu i gama distri-
buciju te mnoge druge. Na ovaj nacin generalizirani linearni modeli omogucuju modelira-
nje zavisne varijable Y koja pripada i drugim distribucijama, ne samo normalnoj.

Nadalje, funkcija g iz gornjeg zapisa je monotono diferencijabila funkcija koju nazi-
vamo funkcija poveznica. Ona povezuje distribuciju zavisne varijable, njeno ocekivanje i
varijancu, s linearnom kombinacijom nezavisnih varijabli x! 8. Na ovaj nam na¢in genera-
lizirani linearni modeli omogucuju modeliranje i nelinearnih veza.

Nepoznate parametre 8 = (Bo.f1, - - .,B,)" procjenjujemo metodom najvece vjerodos-
tojnosti, traze¢i maksimum b = (b, b1,...,b,)" funkcije log-vjerodostojnosti na teme-
lju uzorka y. Maksimizacija se svodi na trazenje nultoCaka parcijalnih derivacija log-
vjerodostojnosti. Ovisno o sloZenosti, nultocke moZemo traziti analiticki ili iterativnom
tezinskom metodom najmanjih kvadrata koja koristi Fisherov algoritam za poboljSanje pro-
cjena parametara putem tezZinske matrice i pseudo-odgovora.

Nakon S§to smo procijenili parametre generaliziranog linearnog modela 1 dobili jed-
nadZbu modela, Zelimo provjeriti preciznost modela statistiCkim inferencijama koje uklju-
cuju testiranje statistickih hipoteza o znacajnosti parametara, modela te usporedba modela
koristenjem asimptotske N(0, 1) i y? distribucije, kao i izratunavanje pouzdanih intervala.
Nakon sto potvrdimo da smo dobili precizan model, moZemo ga koristiti za donoSenje
odluka.



Summary

For a vector of independent random variables Y = (Y),...,Y,), where we assume that
they depend on the values x;, ..., x,, generalized linear models are defined as

Y; ~ EFD(6;)

E[Y)) = ui = g ' (x] B),

fori =1,...,n. The random variables Y; ~ EF D(6;) come from the exponential family of
distributions in standard form, with the density depending on the parameter 6;. This family
includes numerous well-known statistical distributions, such as the binomial, normal, Po-
isson, and gamma distributions, among many others. In this way, generalized linear models
allow modeling of the dependent variable Y that belongs to distributions other than just the
normal distribution.

Furthermore, the function g in the above expression is a monotonic differentiable fun-
ction called the link function. It connects the distribution of the dependent variable, its
expectation, and its variance with the linear combination of the independent variables x .
This way, generalized linear models enable the modeling of nonlinear relationships as well.

The unknown parameters 8 = (80,1, . ..,,)" are estimated using the method of maxi-
mum likelihood by finding the maximum b = (by, by, . . ., bp)T of the log-likelihood func-
tion based on the sample y. Maximization reduces to finding the zeroes of the partial deri-
vatives of the log-likelihood. Depending on the complexity, the zeroes can be found either
analytically or by an iterative weighted least squares method, which uses Fisher’s scoring
algorithm to improve parameter estimates via a weight matrix and pseudo-responses.

Once the parameters of the generalized linear model have been estimated and the model
equation obtained, we want to assess the accuracy of the model through statistical inferen-
ces, which include hypothesis testing for the significance of parameters, testing the overall
model, and model comparison using the asymptotic N(0, 1) and y? distributions, as well as
the computation of confidence intervals. Once we confirm the precision of the model, it
can be used for decision-making.
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Zovem se Antonija Andrijevi¢, rodena sam 17.09.1997. godine. Nakon $to sam s odli¢cnim
uspjehom zavrsila srednjoskolsko obrazovanje u X. gimnaziji Ivan Supek, odlucila sam
nastaviti svoje Skolovanje u podru¢ju matematike, te sam upisala preddiplomski studij Ma-
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2020. godine, stekla sam temeljna znanja i vjeStine iz razli¢itih matematickih disciplina, s
posebnim naglaskom na njihovu primjenu u obrazovanju.
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