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Uvod

Matematika je temeljna znanost ¢ija primjena ima veliku, iako ponekad neprimjetnu, ulogu
u svakodnevnom Zivotu, te je kljuna za obrazovanje svakog pojedinca. Razumijevanje ma-
tematickih koncepata od ranih Skolskih dana postavlja temelje za kasnije u€enje i primjenu
steCenog znanja u razliitim podru¢jima. Medu osnovnim matemati¢kim pojmovima, cijeli
brojevi i algebra zauzimaju posebno mjesto zbog svoje apstraktnosti i vaznosti u razvoju
matematickih kompetencija.

Cijeli brojevi, kao skup brojeva koji ukljucuje prirodne brojeve, njihove negativne vri-
jednosti 1 nulu, Cesto predstavljaju izazov za ucenike. Njihovo pravilno razumijevanje 1
primjena zahtijevaju ne samo poznavanje osnovnih aritmetickih operacija, ve¢ i sposob-
nost apstraktnog razmiSljanja. Algebra, s druge strane, predstavlja korak dalje u aps-
traktnom razmiSljanju, uvodeéi pojmove varijabli, nepoznanica i jednadzbi. Algebarsko
misljenje omoguéava ucenicima da generaliziraju aritmeticke operacije i razviju sposob-
nosti rjesavanja problema. Medutim, prijelaz s aritmetike na algebru ¢esto donosi brojne
matematicke poteSkoce koje mogu otezati daljnje ucenje.

U ovom radu predstavit ¢emo metode poucavanja cijelih brojeva i algebarskih izraza
u nastavi matematike, uobicajene poteSkoce 1 miskoncepcije ucenika te u€inkovite pris-
tupe za njihovo prevladavanje kroz razlicite didakticke modele i aktivnosti. Prvo poglavlje
pruzit ¢e formalnu definiciju cijelih brojeva, opisati nacine njihovog uvodenja u nastavu te
prikazati razli¢ite modele koji se koriste za njithovo poucavanje. Drugo poglavlje analizirat
¢e znacaj i ulogu algebarskog miSljenja u obrazovanju, ukljucujuci nacine na koje se alge-
barski koncepti uvode u nastavu te manipulativne modele za rad s algebarskim izrazima. U
treCem poglavlju razmotrit ¢emo razliku konceptualnog i proceduralnog znanja te kako nji-
hova neravnoteza moze dovesti do poteskoca u ucenju. Takoder, analizirat ¢emo najcesce
pogreske 1 miskoncepcije koje se javljaju pri radu s cijelim brojevima i algebarskim iz-
razima te ¢emo u posljednjem poglavlju predloZiti konkretne aktivnosti za adresiranje i
prevladavanje navedenih miskoncepcija.



Poglavlje 1

Cijeli brojevi u nastavi matematike

1.1 Cijeli brojevi

Potreba za proSirenjem skupa prirodnih brojeva proizasla je iz nedostatka zatvorenosti ope-
racije oduzimanja unutar skupa N. Ako zbrojimo ili pomnoZimo dva prirodna broja, rezul-
tat Ce biti prirodan broj. Stoga, kazemo da je skup prirodnih brojeva zatvoren u odnosu na
zbrajanje 1 mnoZenje. Medutim, u skupu prirodnih brojeva N, operacija oduzimanja moze
rezultirati negativnim vrijednostima koje nisu obuhvaéene tim skupom, odnosno kazemo
da je operacija oduzimanja parcijalno definirana.

Cijele brojeve moZemo formalno definirati koriste¢i aksiome prstena i model klase ek-
vivalencije. Prema aksiomima prstena, skup cijelih brojeva zajedno s operacijama zbra-
janja i mnoZenja C¢ini komutativni prsten s jedinicom Sto znaci da su operacije zbrajanja i
mnoZenja definirane tako da zadovoljavaju svojstva komutativnosti, asocijativnosti i dis-
tributivnosti, te da postoji inverzni element za zbrajanje i neutralni elementi za zbrajanje i
mnozenje.

Definicija 1.1.1. Neka je R neprazan skup na kojem su definirane dvije binarne operacije
+ i -. KaZemo da je uredena trojka (R, +, -) prsten ako vrijedi:

i. (R,+)jeAbelova grupa,
ii. (R,-)jepolugrupa,
iii. Distributivnost operacije - obzirom na operaciju +:
a-b+c)y=a-b+a-c i (a+b)-c=a-c+b-c

za sve a,b,c € R.
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Neutralni element grupe (R, +) naziva se nula i oznacava s 0. Ako postoji neutralni element
strukture (R, -) onda se on naziva jedinica i oznacava s 1, a (R, +, -) se tada naziva prsten s
Jjedinicom. Ako je operacija - komutativna, onda govorimo o komutativnom prstenu. [4]

Svaki cijeli broj moZe se prikazati kao razlika dva prirodna broja m—n pri ¢emu sumin
elementi skupa prirodnih brojeva. Ova karakteristika sugerira da cijele brojeve moZemo in-
terpretirati kao uredene parove (m, n) pri Cemu dva uredena para (m, n), (p, g) predstavljaju
isti broj m — n = p — g ako 1 samo ako vrijedi m + g = p + n. U nastavku, Zelimo kons-
truirati model klase ekvivalencije koja zadovoljava prethodno navedena svojstva (aksiome
prstena), stoga definiramo sljedecu relaciju.

Definicija 1.1.2. Neka je ~ relacija na skupu N X N definirana s:

(m,n) ~(p,qg) ©m+qg=n+p

Navedena relacija je relacija ekvivalencije, odnosno zadovoljava svojstva refleksiv-
nosti, simetri¢nosti 1 tranzitivnosti:

e Refleksivnost: (m,n) ~ (m,n)
Za svaki ureden par (m,n) iz N X N, vrijedi m + n = m + n. Dakle, (m,n) ~ (m, n).

e Simetri¢nost: Ako je (m,n) ~ (p, q), onda je (p,q) ~ (m, n).

Pretpostavimo da je (m, n) ~ (p, q), Sto zna¢i m+q = p+n. OCito vrijedi p+n = m+q.
Stoga je (p,q) ~ (m,n).

e Tranzitivnost: Ako je (m,n) ~ (p,q)i(p,q) ~ (r,s), onda je (m,n) ~ (r, s).

Pretpostavimo da je (m,n) ~ (p,q) i (p,q) ~ (r,s). Tada vrijedim+q = p+ni
p + s = r+ q. Zbrajanjem prve jednadzbe s drugom, dobivamo:

m+q+s=p+n+s=n+p+s=n+q+r
Oduzimanjem ¢ s obje strane dobivamo:
m+s=n+r
Stoga je (m,n) ~ (r, ).

Definicija 1.1.3. Skup cijelih brojeva definiramo kao kvocijentni skup, odnosno skup svih
klasa ekvivalencije
Z=NxN/_

e Predstavnici klasa za pozitivan cijeli broj n = [(n + x, x)]
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e Predstavnici klasa za negativan cijeli broj —n = [(x,n + x)]

e Predstavnici klasa za nulu 0 = [(x, x)]

Definicija 1.1.4. Na skupu cijelih brojeva Z definiramo operacije zbrajanja i mnoZenja
koristeci predstavnike klasa ekvivalencije:

[((m,m)] + [(p,@)] = [(m + p,n+ q)]
[((m,n)] - [(p,@)] = [(mp + ng,mq + np)]

Navedene operacije su ”dobro definirane”, tj. ne ovise o izboru predstavnika klasa, Sto
se lako moZe dokazati. U nastavku ¢emo dokazati da skup Z sa definiranim operacijama
zadovoljava sve aksiome prstena.

Teorem 1.1.5. (Z, +, -) je komutativni prsten s jedinicom.
Dokaz. (Z,+) je Abelova grupa

(1) Zbrajanje je binarna operacija na Z:

Neka su a,b € Z. Tada postoje uredenih parovi (m,n) i (p,q) iz N X N takvi da je
a=[m,m]ib=[(p,q]

a+b=[mn]+[(p,q]=I[m+p,n+q)

Bududéi da sum + p i n + g prirodni brojevi, to znac¢i da je (m + p,n + q) € N XN, pa
jea+beZ.

(2) Asocijativnost: [(a,b)] + ([(c, d)] + [(e, ))]) = ([(a, b)] + [(c, )] + [(e, )]
[(a,D)] + ([(c, D] + [(e, ))D = [(a, D)l + [(c + e, d+ fll = [(a+c+e,b+d+ f)]
([(@,D)] + [(c,dD+ (e, N =[@a+c,b+ D]+ (e, Nl =[(@a+c+eb+d+ [)]
(3) Postojanje neutralnog elementa: [(a, b)] + [(0,0)] = [(a, b)]

[(a,b)] + [(0,0)] = [(a + 0,6 + 0)] = [(a,b)]

(4) Postojanje inverza: Za svaki [(a, b)] postoji suprotni element —[(a, b)] := [(b,a)]
takav da je [(a, b)] + [(b, @)] = [(0,0)]

[(@,b)] + [(b,a)] = [(a+b,b+a)] = [(a+b,a+b)]=[(0,0)]
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(5) Komutativnost: [(a, b)] + [(c,d)] = [(c,d)] + [(a, b)]
[(@,D)] + [(c,d)] = [(a +c,b +d)]
[(c,d)] +[(a,b)] = [(c +a,d+Db)] = [(a+c,b+d)]
(Z,-) je polugrupa

(1) MnoZenje je binarna operacija na Z:

Neka su a,b € Z. Tada postoje uredenih parovi (m,n) 1 (p,q) iz N X N takvi da je
a=[(mmn]ib=[(p,qgl

a-b=[(m,n)]-[(p,q)] = [(mp+ng,mq+np)]

Buduci da su mp + ng 1 mq + np prirodni brojevi, to znaci da je (mp + nq, mqg + np) €
NxN,pajea-beZ.

(2) Asocijativnost: [(a,b)] - ([(c,d)] - [(e, /D) = ([(a, D)] - [(c,d)]) - [(e, /)]

[(a,D)] - ([(c,d)] - [(e, /D = [(a,D)] - [(ce + df,cf + de)]
= [(a(ce + df) + b(cf + de),b(ce + df) + a(cf + de))]
= [(ace + adf + bcf + bde,acf + ade + bce + bdf)]

([(a,D)] - [(c,d)]) - [(e, )] = [(ac + bd, ad + bc)] - [(e, f)]
= [(ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + bc)e]
= [(ace + adf + bcf + bde,acf + ade + bce + bdf)]

Dodatno vrijedi
(3) Postojanje neutralnog elementa: [(a, b)] - [(1,0)] = [(a, b)]

[(a,D)]-[(1,0)]=[(@a-1+b-0,a-0+b-1)] =[(a,b)]

(4) Komutativnost: [(a,b)] - [(c,d)] = [(c,d)] - [(a, b)]
[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)]
[(c,d)] - [(a,b)] = [(ca+db,cb + da)] = [(ac + bd,ad + bc)]

Distributivnost operacije - obzirom na operaciju +:
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(1) Lijeva distributivnost: a- (b+c)=a-b+a-c

[(@, D)] - ([(c, )] + (e, ))]) = [(a, )] - [(c + e,d + f)]
= [(a(c + &) + b(d + [),blc + €) + a(d + [))]

(L@, D)1 - [(c, D) + ([(a, b)] - [(e, O] = [(ac + bd, ad + bc)] + [(ae + bf,af + be)]
= [(ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be)]

(2) Desna distributivnost: (¢ +b)-c=a-c+b-c

([(a,D)] + [(c,d)]) - [(e, Nl = [(a+ ¢, b+ d)] - [(e, )]
=[((a+c)e+b+d)f,(a+c)f +(b+de)]

([(a,b)] - [(e, HD + ([(c, D] - [(e, /H]) = [(ae + bf,af + be)] + [(ce + df,cf + de)]
=[(ae+bf +ce+df,af + be+ cf +de)]

Time smo pokazali da je (Z, +) Abelova grupa, (Z, -) komutativni monoid i1 da vrijedi dis-

tributivnost mnozenja prema zbrajanju, ¢ime je (Z, +, -) komutativni prsten s jedinicom.
O

Unutar navedenog modela mogu se dokazati svojstva prstena koja koristimo prilikom
izvodenja racunskih operacija s cijelim brojevima, no u ovom radu usredotoc¢ili smo se na
dokazivanje specificnih svojstava koja ¢emo kasnije metodicki objasniti. Pri ovim doka-
zima polazimo od aksioma prstena.

Teorem 1.1.6. Neka su a,b € Z. Tada vrijedi:
(~a)-b=~(a"b)
Dokaz. Vrijedi
a-b+(=a)-b=>b-(a+(-a))
=b-0
=0

Dakle,
a-b+(-a)-b=0

Odavde zakljuCujemo da je (—a) - b aditivan inverz elementa a - b, Sto znaci:

(=a)-b=—(a-b)
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Korolar 1.1.7. Neka su a,b € Z. Tada vrijedi:
(-a)-(-b)=a-b

Dokaz. Vrijedi
(—a)-(=b)+(=a-b) =(-a)- (=b) +(-a) - b
=(=a)- ((=b) + D)
=(-a)-0
=0

Dakle,
(—a)- (=b)+(-a-b)=0

Odavde zakljucujemo da je (—a)-(—b) aditivan inverz elementa —a-b. No, budu¢i da znamo
daje —(—a- b) = a - b slijedi tvrdnja.

(~a)-(~=b)=a-b

Kako uvodimo cijele brojeve?

Cijeli brojevi pocCinju se sustavno uvoditi u nastavu matematike u Sestom razredu osnovne
Skole te se Cesto uvode kroz svakodnevne situacije koje su ucenicima poznate, poput tem-
perature, razina lifta ili nov€anih transakcija. Analizom tri udzbenika [3, 16, 23] vidimo da
se pojmu cijelih brojeva ve¢inom pristupa kroz prakti¢ne primjere temperature. Ucenici se
susrecu s konceptom temperature ispod i iznad nule, $to im pomaze da intuitivno razumiju
pojam negativnih brojeva. Primjeri ukljucuju graficke prikaze termometara s temperatu-
rama te realne situacije kao Sto su zimske temperature u razlic¢itim gradovima. Ovi primjeri
smatraju se u¢inkovitima jer omogucéuju ucenicima da povezu apstraktne matematicke kon-
cepte s realnim Zivotom, olakSavajuéi im shvaéanje znacenja negativnih brojeva i njihovog
odnosa s pozitivnim brojevima.

Medutim, u ovom radu opisat ¢emo metodu toplih i hladnih Zetona, koja se rjede pojav-
ljuje u hrvatskim udzbenicima. Ova metoda potiCe iz rada Hansa Freudenthala [5] 1 nudi
drugaciji pristup razumijevanju negativnih brojeva. Tradicionalne metode Cesto se osla-
njaju na svakodnevne primjere, koji se temelje na predkoncepcijama oblikovanim Zivotnim
iskustvima. Primjerice, roditelji Cesto daju objaSnjenja negativnih brojeva koja mogu biti
neto¢na, ali ipak znacajna za pocetno razumijevanje ucenika. U nastavi radimo na identi-
fikaciji i korekciji tih predkoncepcija, osiguravajuci da svi ucenici dosegnu jednaku razinu
razumijevanja, ¢emu spomenuta metoda moze znacajno pridonijeti.
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Model toplih i hladnih Zetona

Jedan od nacina metodickog uvodenja cijelih brojeva je uvodenje dvije vrste brojeva —
pozitivnih i negativnih, pri ¢emu je njihovo glavno definirajuée svojstvo da se medusobno
poniStavaju. Na primjer, broj —3 je onaj broj koji se ,,poniStava“ s 3 1 daje nulu. Kako bismo
ovaj koncept ucinili jasnim i razumljivim, moZemo koristiti dvije boje: crvenu za pozitivne
brojeve i plavu za negativne brojeve. Uz boje, Cesto se koriste Zetoni kao vizualno sredstvo
koje pomaze ucenicima u shvacanju ovog principa. Pritom crveni Zeton moze predstavljati
+1, dok plavi Zeton predstavlja —1 te ucenici tada jasno vide kako se pozitivni i negativni
brojevi medusobno poniStavaju, Sto je kljuéno za razumijevanje cijelih brojeva. Na ovu
metodu prirodno se nadovezuje koriStenje modela toplih i hladnih Zetona za izvodenje
racunskih operacija s cijelim brojevima, posebno zbrajanja i oduzimanja, $to ¢emo detaljno
objasniti u sljede¢em potpoglavlju.

Ova metoda naglasava medusobnu suprotnost pozitivnih i negativnih brojeva bez po-
trebe da ih smjeStamo na odredene pozicije (lijevo-desno ili gore-dolje), ve¢ se fokusira
na njihovo svojstvo poniStavanja. Time uCenicima dajemo “pravila igre” koja definiraju
Sto smiju raditi u matematici. Opcenito, kada uvodimo novi pojam, objaSnjavamo §to s
njim smijemo raditi i koja svojstva smijemo koristiti. Iako ta svojstva ne nazivamo nuzno
aksiomima ili definicijama, ona su klju¢na za nacin na koji ucenici prihvacaju i razumiju
matematiku. Ovaj metodicki pristup omogucuje nastavnicima da ucenike vode kroz proces
otkrivanja 1 razumijevanja matematickih koncepata na konkretan i vizualno bogat nacin.
On se prirodno nadovezuje na ideju realisticnog matematickog obrazovanja, koje se temelji
na dva klju¢na nacela: matematika kao ljudska djelatnost i smislena matematika koja pro-
izlazi iz bogatih konteksta ([17]). Realisticno matemati¢ko obrazovanje naglasava vaznost
pruzanja ucenicima prilike da sami otkriju Cinjenice i definicije uz stru¢no usmjeravanje
nastavnika, ¢ime ucenici postaju odgovorni za svoje ucenje. U takvom pristupu nastavi
naglasak je na razumijevanju sadrZaja, a ne na jednostavnom usvajanju postupaka i algo-
ritama. Hans Freudenthal, zaetnik realisticnog matematickog obrazovanja, smatrao je da
proces ucenja treba zapoceti s konkretnim i u¢enicima poznatim kontekstom. Upravo kroz
postupno razvijanje vlastitih metoda i kroz dobro dizajniran niz primjera te intervencije
nastavnika, ucenici postupno stjecu formalno znanje. Ovaj proces naziva se progresivna
formalizacija te se moZe prikazati modelom ledenjaka, gdje vidljivi dio predstavlja for-
malno znanje, dok su ispod povrSine skriveni svi neformalni primjeri, koncepti 1 ideje koji
su ucenike postupno doveli do tog znanja.
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Slika 1.1: Model ledenjaka za koncept negativnog broja

Na taj nacin Zelimo razvijati koncept negativnog broja. Kao S$to smo ve¢ spomenuli,
ucenici su ve¢ upoznati s negativnim brojevima kroz konkretne primjere iz svakodnev-
nog zivota, poput temperature ispod nule, razina lifta ispod zemlje ili dugovanja. Zatim
kroz niz primjera i didaktickih modela dolazimo do formalnog razumijevanja ujedno im
omogucujuci da zakljuCuju koristeéi formalni jezik bez potrebe za referenciranjem na mo-
dele.

1.2 Razliciti modeli za cijele brojeve

U nastavi matematike koriste se razli¢iti modeli za prikazivanje i razumijevanje cijelih
brojeva. Iako ne primjenjujemo formalni model s klasama ekvivalencije zbog njegove
apstraktnosti, koristimo druge pristupe koji omogucuju lakSu vizualizaciju matematickih
operacija. Svaki od tih modela ima svoje prednosti 1 ograni¢enja, no svi su osmisljeni kako
bi uCenicima olakS$ali razumijevanje sloZenih ideja kroz konkretne primjere i vizualne pri-
kaze. U nastavku ¢emo detaljno opisati nekoliko razli¢itih modela, pri ¢emu svaki zahtijeva
rjeSavanje veceg broja primjera kako bi ucenici putem induktivnog zakljucivanja usvojili
pravila za cijele brojeve.

Model lifta najcesce se koristi za ilustraciju usporedivanja cijelih brojeva kroz kretanje
lifta izmedu razli¢itih razina zgrade. Zgrada je prikazana kao vertikalni brojevni pravac
gdje je prizemlje oznaceno s 0, katovi iznad prizemlja su oznaceni pozitivnim cijelim bro-
jevima, a garaza ispod razine zemlje negativnim cijelim brojevima. Ovaj model omogucuje
ucvrs¢ivanje razumijevanja usporedivanja pozitivnih cijelih brojeva, odnosa izmedu pozi-
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tivnih brojeva i nule te izmedu negativnih brojeva i nule. Takoder, pomaze u usporedivanju
negativnih cijelih brojeva.

Primjenom ovog modela moZemo postavljati pitanja poput: ,Jesmo li na viSoj ra-
zini ako se nalazimo na —1. katu (jedna razina ispod zemlje) ili na —2. katu (dvije ra-

zine ispod zemlje)?* Ovim pitanjima kod ucenika poticemo konceptualno razumijevanje
usporedivanja cijelih brojeva.

@ 3. KAT @ 3. KAT @ 3. KAT @ 3. KAT
@ 2.KAT @ 2.KAT @ 2.KAT @ 2KAT
@ 1.KAT @ 1.KAT @ 1.KAT
() PrizemuE () PrizemUE () PrizemuE () rizeMUE
@ LKAT & @ JLKAT @& @ 1 KAT &

@ 2. KAT @ @ 2.KAT &

Jesmo li na vigoj razini ako se nalazimo na -2.katu ili na 1. katu? Jesmo li na visoj razini ako se nalazimo na -2 katu il na -1. katu?

Slika 1.2: Model lifta

Sli¢no prethodno spomenutom modelu, model temperature mjerene u stupnjevima
Celzijusa koristi se za usporedivanje cijelih brojeva pomocu termometra. Termometar je
takoder prikazan kao vertikalni brojevni pravac gdje su temperature iznad nule pozitivne, a
ispod nule negativne. Pitanjima poput U kojem gradu je viSa temperatura?” ili ’Je 1i hlad-
nije ako je temperatura —20° ili —5°?” potiC¢emo ucenike na konceptualno razumijevanje
usporedivanja cijelih brojeva.

Modeli koji koriste vertikalne brojevne pravce umjesto horizontalnih mogu biti intu-
itivno jasniji ucenicima jer mogu lakSe povezati da od dvaju brojeva na termometru, gornji
broj uvijek pokazuje viSu, a donji niZu temperaturu. Na taj nacin ucenici jednostavnije
zakljuCuju da je —20 manje od -5, iako je 20 vece od 5.

U kojem gradu je viia temperatura?

20 20 20 20
15 15 15 15
10 10 10 10
5 5 c 5
0 0 0 0
] 5 -5 3
10 10 -10 10
15 15 -15 13
20 20 -20 20
Ogulin Gospic Gospic Zadar Ogulin Gospit

Slika 1.3: Model temperature
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Model klase ekvivalencije formalno zadovoljava sva svojstva i omogucuje njihovu jed-
nostavnu provjeru. Nasuprot tome, provjera svojstava u drugim modelima moZe biti teZa
zbog njihovih specifiénih ogranicenja. Na primjer, u modelu lifta i modelu temperature
tesko je zamisliti beskonacnost u oba smjera. Zbog toga za vizualizaciju zbrajanja i oduzi-
manja cijelih brojeva koristimo model brojevnog pravca i toplih 1 hladnih Zetona. Brojevni
pravac je Siroko prihvacen kao osnovni model za uvodenje negativnih brojeva i1 operacija
zbrajanja i oduzimanja. S druge strane, model toplih i hladnih Zetona, koji Freudenthal
naziva model neutralizacije, rijetko se koristi u u¢ionicama zbog sloZenosti pripreme i
upotrebe, kao i nedostatka znanja i razumijevanja medu nastavnicima. Istrazivanja su po-
kazala da model Zetona pruza dublje 1 smislenije razumijevanje koncepata negativnih bro-
jeva i operacija u usporedbi s modelom brojevnog pravca. [7]. Ova dva modela klju¢ni su
za razumijevanje operacija s cijelim brojevima te ¢emo u nastavku opisati kako se svaki
model moZe primijeniti u nastavi.

Model brojevnog pravca predstavlja ucinkovit alat za vizualizaciju zbrajanja i odu-
zimanja cijelih brojeva, omogucujuéi ucenicima da lakSe shvate ove operacije pomocu
jednostavnih pomaka na brojevnom pravcu. Ucenicima podijelimo nastavne listie s bro-
jevnim pravcem i figuricu kojom e se kretati po njemu. Bitno je da ucenici figuricu, koju
¢emo nazvati klokan, mogu okretati tako da on gleda udesno i ulijevo. Klokanov pocetni
polozaj uvijek je u ishodistu brojevnog pravca.

Zbrajanje 1 oduzimanje interpretiramo kao kretanje po pravcu. Ako zbrajamo dva ci-
jela broja, klokan se krece naprijed, dok se prilikom oduzimanja klokan krece unatrag.
Predznak brojeva odreduje smjer u koji klokan gleda — pozitivan predznak znaci da gleda
udesno, a negativan predznak znaci da gleda ulijevo.

U sljede¢im primjerima prikazat ¢emo kako ovaj model funkcionira na zadacima s
kojima su ucenici imali najviSe poteSko¢a, spomenutim u treCem poglavlju.

-5+2=-3

Prvi broj je negativan, stoga klokan gleda ulijevo i kreée se 5 koraka naprijed do broja
—5. Drugi broj je pozitivan pa se klokan okreée udesno i krece 2 koraka naprijed. Klokan
zavrSava na broju —3. Dakle, rezultat zbrajanja -5 + 2 je —3.

Slikal.4: -5+2=-3
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44+ (-2)=-6

Buduci da je prvi broj negativan, klokan gleda ulijevo i krece se 4 koraka naprijed do broja
—4. Drugi broj je takoder negativan pa se klokan pomice jos 2 koraka naprijed do broja —6.
Klokan zavrSava na broju —6. Dakle, rezultat zbrajanja (-4) + (-2) je —6.

Slika 1.5: =4 + (=2) = -6

0—(—4) =4

Buduci da je prvi broj 0, klokan ostaje u ishodiStu. Zatim se okrece ulijevo jer je drugi broj
negativan, ali se zbog oduzimanja krece unatrag, ¢ime zavrSava na broju 4. Dakle, rezultat
oduzimanja 0 — (—4) je 4.

Slika 1.6: 0 - (—4) =4

-2-(-5)=3

Prvi broj je negativan pa klokan gleda ulijevo i krece se naprijed dva koraka. Drugi
broj je takoder negativan pa i dalje gleda ulijevo, ali se zbog oduzimanja kreCe unatrag
zavrSavajuéi na broju 3. Dakle, rezultat oduzimanja -2 — (-5) je 3.
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Slika 1.7: =2 - (-5) =3

-3-2=-5

Prvi broj je negativan, pa klokan gleda ulijevo i krece se naprijed 3 koraka. Zatim se okreée
desno jer je drugi broj pozitivan, ali se zbog oduzimanja krece unatrag. Klokan zavrSava

na broju —5. Dakle, rezultat oduzimanja -3 — 2 je 5.

Slika1.8: -3 -2 =-5

5-(=3)=8
Prvi broj je pozitivan pa klokan gleda udesno i krece se naprijed 5 koraka. Drugi broj
je negativan pa se okrece ulijevo i kree se unatrag jer je zadana operacija oduzimanja.
Klokan zavrSava na broju —8. Dakle, rezultat oduzimanja 5 — (-3) je 8.

Slika 1.9: 5 - (-3) =8

Model toplih i hladnih Zetona koristi se za vizualizaciju zbrajanja i oduzimanja ci-
jelih brojeva putem koncepta temperature mjerene u stupnjevima Celzijusa. Ovaj model
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ukljuCuje posudu i Zetone u dvije boje: crvenoj i plavoj. Zbog njihovog utjecaja na pro-
mjenu temperature, crvene Zetone nazivamo toplim, a plave hladnim. Polazna pretpostavka
modela je da je temperatura u praznoj posudi 0°C.

Slika 1.10: Model toplih i hladnih Zetona

Jedna od glavnih prednosti koriStenja modela je da pruZa operacijama s cijelim broje-
vima konkretnu i lako upravljivu fizicku i vizualnu reprezentaciju, koristeci interpretaciju
zbrajanja kao dodavanje Zetona u posudu i oduzimanja kao vadenje Zetona iz posude.

Dodavanjem jednog crvenog Zetona u posudu, temperatura u posudi se povecava za
1°C, dok dodavanjem jednog plavog Zetona temperatura opada za 1°C. Ako iz posude iz-
vadimo jedan crveni Zeton, temperatura u posudi se smanjuje za 1°C, dok vadenjem jednog
plavog Zetona temperatura raste za 1°C. Vazno je napomenuti da dodavanje ili vadenje para
crvenog i plavog Zetona u posudu ne mijenja temperaturu jer se oni medusobno poniStavaju.
Ovaj model se prirodno nadovezuje na ranije opisanu alternativnhu metodu uvodenja cijelih
brojeva, koja takoder naglasava medusobno ponistavanje pozitivnih i negativnih brojeva.

Sli¢no kao kod prethodnog modela, opisat cemo primjenu ovog modela na zadacima
koji su u€enicima predstavljali najvece izazove.

-5+2=-3

Zbrajanje —5 + 2 mozemo vizualizirati dodavanjem 5 plavih i 2 crvena Zetona u posudu.
Dodavanje 5 plavih Zetona smanjuje temperaturu za 5°C, dok dodavanje 2 crvena Zetona
povecava temperaturu za 2°C. Ukupna promjena temperature u posudi je —3°C, Sto odgo-
vara rezultatu —3.

o | QOOOO
—_— —_—
eeeee ..~ (oo o00

Slika 1.11: =5+2 = -3
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44+ (-2)=-6

Zbrajanje —4 + (—2) moZe se prikazati dodavanjem 4 plavih plava Zetona i 2 dodatna plava
zetona u posudu. Ukupno dodavanje 6 plavih Zetona smanjuje temperaturu u posudi za
6°C, Sto rezultira ukupnom temperaturom od —6.

DODAVANIJE
2000 00000

—————

Slika 1.12: =4 + (=2) = —6

0—(~4) =4

Oduzimanje 0 — (—4) moZe se interpretirati kao vadenje 4 plava Zetona iz prazne posude.
Pocetna temperatura je 0°C. Da bi se moglo izvrSiti oduzimanje, u posudu se prvo moraju
dodati 4 crvena i 4 plava Zetona kako bi temperatura ostala nepromijenjena (0°C). Nakon
vadenja 4 plava Zetona iz posude, ostaju 4 crvena Zetona, Sto rezultira ukupnom tempera-
turom od 4°C. Dakle, rezultat je 4.

DODAVANIE . . . . VADENJE
W o900 2299 o000

Slika 1.13: 0 — (=4) = 4

—2—(-5)=3

Oduzimanje -2 — (—5) moZemo interpretirati dodavanjem 2 plava Zetona u posudu, Sto
smanjuje temperaturu za 2°C. Da bismo mogli izvrSiti vadenje, dodajemo 3 crvena i 3
plava Zetona kako bi temperatura ostala nepromijenjena. Nakon toga, vadenjem 5 plavih
Zetona iz posude, u posudi ostaju 3 crvena Zetona te je ukupna temperatura u posudi 3°C,
Sto odgovara rezultatu 3.
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DODAVANIE VADENJE
®o0 oo | 9 OOOO® -
e [epeg— 0000
(11}

Slika 1.14: =2 — (=5) = 3

—3-2=-5

Oduzimanje —3 -2 moZe se vizualizirati dodavanjem 3 plava Zetona u posudu, $to smanjuje
temperaturu za 3°C. Kako bismo mogli izvrsiti vadenje 2 crvena Zetona, dodajemo 2 crvena
1 2 plava Zetona kako bi temperatura ostala nepromijenjena. Zatim, vadenjem 2 crvena
Zetona iz posude, temperatura se smanjuje za dodatnih 2°C, Sto ukupno daje rezultat -5.

DODAVANIE VADENIJE
o000 00000 00000

Slika 1.15: -3 -2 =-5

5-(=3)=28

Oduzimanje 5 — (—=3) moZe se vizualizirati dodavanjem 5 crvenih Zetona u posudu, Sto
povecava temperaturu za 5°C. Dodajemo 3 crvena 1 3 plava Zetona kako bi temperatura
ostala nepromijenjena i obavimo vadenje. Nakon vadenja 3 plava Zetona iz posude, tempe-
ratura se povecava za 3°C, Sto ukupno daje rezultat 8.

PPV Y DODAVANIE :::: VADENJE . . . .
eoe 000 eoo - e w
L 11}

Slika 1.16: 5—-(=3) =8

U nastavku ¢emo opisati modele koji omogucuju interpretaciju mnoZenja cijelih bro-
jeva. Do sada je mnozZenje bilo uvedeno kao uzastopno zbrajanje, no s obzirom na uvodenje
negativnih brojeva, primjeri poput —3 - 4 ili =3 - (—4) nisu intuitivno jasni kroz uzastopno
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zbrajanje. Stoga koristimo razli¢ite modele za njihovo objasnjenje. Poseban fokus cemo
staviti na modele koji objaSnjavaju zaSto je rezultat mnoZenja dvaju negativnih brojeva
pozitivan, odnosno zasto ,,minus puta minus daje plus®.

Jedan od najcesce koriStenih pristupa u nastavi za objasnjenje zasSto ,,minus puta minus
daje plus‘ je metoda niza. Ovaj pristup Cesto zapoCinje prakti¢nim primjerima iz svakod-
nevnog Zivota pomocu kojih dolazimo do zakljucka da je rezultat mnoZenja dva pozitivna
cijela broja pozitivan cijeli broj, dok je rezultat mnoZenja pozitivnog i negativnog cijelog
broja negativan cijeli broj. Na sljede¢em primjeru ¢emo opisati ovu ideju.

Primjer 1.2.1. Mama treba kupiti tri cokolade za kolac, pri cemu svaka cokolada kosta
cetiri eura. Koliko joj novaca treba?

Ucenici ¢e racunati troSak zbrajajuci tri puta Cetiri eura: 4 + 4 + 4 = 12. Bududi da je
mnoZenje kraci nacin zapisivanja zbrajanja istog pribrojnika, zapisujemo 3 - 4 = 12.

Primjer 1.2.2. Leon posuduje od tate Cetiri eura svaki dan. Nakon tri dana, koliko ce
ukupno eura biti duZan tati?

Ucenici ¢e zbrajati dug: (—4) + (—4) + (—4) = —12. Ovo pomocu mnoZenja zapisujemo kao
3.-(-4)=-12.

Preostala dva slucaja, —3 -4 1 -3 - (—4), ne moZemo prikazati primjerima iz svakodnev-
nog zivota, pa se primjenjuje metoda niza. Ako su ucenici ve¢ upoznati s ovakvim na¢inom
aktivnosti, mogu raditi u parovima kako bi uocili pravilnosti, a ako se prvi put susrecu s
ovakvom aktivnoScu, nastavnik moze voditi proces otkrivanja pravilnosti.

Pitamo se koliko je -3 - 4.

lzratunaj i nastavni niz: lzratunaj i nastavni niz:
44= 4-4=16
34=_ 34=12
24= 24=8
14=__ 14=4
04= ‘1C 04=0 >_4
A= 14=-4
_ A= —24=-8
= 84512

Slika 1.17: Primjer i rjeSenje nastavnog listica
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Pitanja koja moZemo postaviti uenicima tijekom aktivnosti:

Kakav je prvi faktor u svakoj od jednakosti? Mijenja li se?
Sto se dogada s drugim faktorom?
Sto se dogada s vrijedno§¢u umnoska?

Ucenici Ce zakljuciti: ako smanjujemo prvi faktor za jedan, umnozak se smanjuje za
Cetiri. Tako nastavljanjem niza dolazimo do zakljucka da je umnoZzak negativnog i pozitiv-
nog cijelog broja negativan cijeli broj.

Nakon toga, pitamo se $to se dogada kada mnoZimo negativan broj negativnim brojem.
Vodeni sli¢nim pitanjima i metodom niza, ucenici ¢e zakljuciti da ako smanjujemo prvi
faktor za jedan, umnoZzak se povecava za Cetiri, Sto vodi do zakljucka da je umnozak dvaju
negativnih brojeva pozitivan.

Izraunaj i nastavni niz: Izratunaj i nastavni niz:
—44= -44=-16
wdlfi= —~dB=uig
425 —42=-8
—41=__ —41=—4
= _1C -40=0 >+4
~, L 4(-1)=4
—4 = ~4-(-2)=8
— 4= —4-(=8)=12

Slika 1.18: Primjer i rjeSenje nastavnog listica

Ovaj pristup omogucéava ucenicima da kroz postupno otkrivanje i logicko zakljucivanje
sami dodu do zakljucka da je rezultat mnoZenja dvaju negativnih cijelih brojeva pozitivan
cijeli broj.

Drugi model kojim moZemo vizualizirati mnoZenje cijelih brojeva je model toplih i
hladnih Zetona. Ovaj model je ve¢ objasnjen kod zbrajanja i oduzimanja cijelih brojeva,
pa ¢emo sada samo opisati kako on funkcionira u kontekstu mnoZenja.

Operacija mnoZenja je predstavljena dodavanjem Zetona u posudu i vadenjem iz posude
pri cemu predznak prvog faktora oznacava radi li se o dodavanju (+) ili vadenju (-), a
predznak drugog faktora odreduje radi li se o crvenom (+) ili plavom (—) Zetonu. Sljedeci
primjeri opisuju mnoZenje pomocu spomenutog modela.
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MnozZenje 2 - 3 predstavljeno je dodavanjem 2 puta po 3 crvena Zetona u posudu. U
posudi se tada nalazi 6 crvenih Zetona te je ukupna temperatura u posudi 6°C. Dakle,
rezultat je +6.

DODAVANIJE . . .
—_—

(e0®) 000

aD)

Slika 1.19: Pozitivan cijeli broj - pozitivan cijeli broj

Mnozenje 2 - (—3) predstavljeno je dodavanjem 2 puta po 3 plava Zetona u posudu.
U posudi se tada nalazi 6 plavih Zetona te je ukupna temperatura u posudi —6°C. Dakle,
rezultat je —6.

DODAVANIE . . .
—_—

(000) 000

(e0®)

Slika 1.20: Pozitivan cijeli broj - negativan cijeli broj

Mnozenje (—2) - 3 je predstavljeno vadenjem 2 puta po 3 crvena Zetona iz posude.
Bududi da je posuda prazna, temperatura je 0°C. Da bismo mogli obaviti vadenje, prvo
u nju dodajemo 6 crvenih 1 6 plavih Zetona kako bi temperatura ostala nepromijenjena
tj. 0°C. Zatim obavimo vadenje. U posudi se tada nalazi 6 plavih Zetona te je ukupna
temperatura u posudi —6°C. Dakle, rezultat je —6.

DODAVANJE .....’ VADENJE

@eeeee 000000 (oo (000000
aD

Slika 1.21: Negativan cijeli broj - pozitivan cijeli broj

Zadnji slucaj, mnoZenje (—2) - (—3) predstavljeno je vadenjem 2 puta po 3 plava Zetona
iz posude. Ponovno, buduéi da je posuda prazna, temperatura u posudi iznosi 0°C. Prvo



POGLAVLIJE 1. CIJELI BROJEVI U NASTAVI MATEMATIKE 20

u nju dodajemo 6 crvenih i1 6 plavih Zetona, a zatim obavimo vadenje. U posudi se tada
nalazi 6 crvenih Zetona te je ukupna temperatura u posudi 6°C. Dakle, rezultat je +6.

DODAVANIJE . . . ... VADENIJE
B — _—
000000 (000
(000

Slika 1.22: Negativan cijeli broj - negativan cijeli broj

Ovaj model jasno prikazuje kako mnozenje pozitivnih i negativnih brojeva utjece na
ukupnu temperaturu u posudi, pomazu¢i ucenicima da intuitivno shvate kako se mijenja
rezultat mnoZenja ovisno o predznaku brojeva koji se mnoZze.

Prema [22], postoji alternativni nacin prikazivanja operacija s cijelim brojevima. Po-
zitivne brojeve moZemo vizualizirati kao pomake slijeva nadesno ili odozdo prema gore,
dok negativne brojeve zamiSljamo kao pomake u suprotnome smjeru, zdesna nalijevo ili
odozgo prema dolje.

Slika 1.23: Prikazivanje cijelih brojeva

Kako bismo objasnili mnoZenje cijelih brojeva na ovom modelu, promotrimo pravokut-
nik sa stranicama duljina x i y. PovrS$ina tog pravokutnika iznosi x - y, pri ¢emu te stranice
nisu pomaci 1 nemaju dva moguca smjera (slijeva nadesno ili zdesna nalijevo, te odozdo
nagore ili odozgo nadolje). Stoga, Zelimo 1i mnoziti cijele brojeve, promatramo pravo-
kutnike ¢ije su stranice pomaci. Osim povrsine, takav pravokutnik ima i smjer pri ¢emu
¢emo smjer kazaljke na satu smatrati negativnim, a smjer obrnut smjeru kazaljke na satu
pozitivnim.

Pogledajmo sada Sto se dogada kod mnoZenja “minus puta minus”, koristeci primjer
pravokutnika koji predstavlja umnozak (-3) - (=2).
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Slika 1.24: MnoZenje na modelu

Smyjer tog pravokutnika je suprotan smjeru kazaljke na satu, $to znaci da je pozitivan:
(=3) - (=2) = 6. Dakle, "minus puta minus je plus”.
Sva Cetiri moguca slu¢aja mozemo prikazati sljedecim dijagramima:

+ i

ot el {e| {9

T =

-+

Slika 1.25: Prikaz sva Cetiri moguca slucaja pomocu dijagrama

Ovaj model omogucava ucenicima jednostavno vizualno razumijevanje zasto je umnozak
dvaju negativnih brojeva pozitivan.

Posljednji model koji ¢emo spomenuti u kontekstu mnozenja cijelih brojeva rijetko se
koristi u praksi, ali moze se provesti kao zanimljiva aktivnost na satu. Osnovna ideja ovog
modela je vizualizirati kako razli¢iti smjerovi kretanja i nacini pustanja videa mogu pomoci
u razumijevanju mnozenja cijelih brojeva.

Predznak prvog faktora predstavlja smjer u kojem osoba tr¢i: osoba tr¢i naprijed (+) ili
osoba tr¢i unazad (-). Predznak drugog faktora predstavlja kako se pusta video: video je
normalan (+) ili video je puSten unatrag (-).

Model moZemo opisati na sljedeci nacin:

Ako snimimo osobu kako tr¢i naprijed (pozitivno) i zatim pustimo video normalno
(pozitivno), tada osoba tr¢i naprijed (pozitivno). To mozZemo prikazati kao (+1)-(+1) = +1.

Ako snimimo osobu kako tr¢i naprijed (pozitivno) i pustimo video unatrag (negativno),
tada izgleda kao da osoba tr¢i unatrag. To moZemo prikazati kao (+1) - (—1) = —1.
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Isto vrijedi 1 ako snimimo osobu kako tr¢i unazad (negativno) i zatim pustimo video
normalno (pozitivno), tada vidimo osobu kako tr¢i unazad (negativno). To moZemo prika-
zati kao (—1) - (+1) = —1.

S druge strane, ako snimimo nekoga kako tr¢i unazad (negativno) i pustimo snimku
unatrag (negativno), ¢ini se da osoba tr¢i naprijed (pozitivno). To moZemo prikazati kao
(-1)-(-1)=+1.

Ovi rezultati ostaju isti neovisno o brzini osobe ili premotavanja videa.



Poglavlje 2

Algebra u nastavi matematike

Algebra predstavlja prirodni nastavak 1 proSirenje aritmetike pruzaju¢i nam moguénost da
generaliziramo aritmeti¢ke operacije i zakonitosti. Dok se aritmetika bavi konkretnim bro-
jevima i operacijama nad njima, algebra se fokusira na manipulaciju simbolima, pravila i
svojstva, Sto nam omogucéava rad s opéim brojevima i nepoznanicama.

U ovom radu usredotocCit ¢emo se na Skolsku algebru koja se razlikuje od one koja
se izuCava na viSim razinama matematickog obrazovanja. Prema kurikulumu, algebra se
opisuje kao jezik za opisivanje pravilnosti u kojem slova i simboli predstavljaju brojeve,
koli¢ine i operacije, a varijable se koriste pri rjeSavanju matematickih problema.

2.1 Algebarsko miSljenje u nastavi matematike

Algebarsko miSljenje ili algebarsko zaklju€ivanje prisutno je u svim dijelovima matematike
1 predstavlja klju¢nu komponentu matematickog obrazovanja koja omogucuje ucenicima
razumijevanje i primjenu apstraktnih matemati¢kih koncepata u svakodnevnom Zivotu.
Unutar matemati¢kog obrazovanja ne postoji jedinstvena definicija koja opisuje Sto je al-
gebarsko misljenje. Ono zapravo nije pojam koji obuhvaca samo jednu ideju, vec se sas-
toji od razumijevanja simboli¢kog formalnog jezika i razliCitih vrsta miSljenja. Algebar-
sko misljenje ukljucuje stvaranje generalizacija na osnovi iskustva raCunanja i manipula-
cije brojevima, formaliziranje tih ideja pomocu simbola te upotrebu funkcija, Sto je sve
ukljuceno u proces modeliranja ([12]).

Prema Usiskinu [21], razvoj algebarskog misljenja u obrazovanju javlja se 1 razvija
kroz nekoliko klju¢nih aspekata koji koreliraju s razli¢itim na¢inima koriStenja varijabli i
nepoznanica: algebra kao generalizirana aritmetika, algebra kao proucavanje postupaka za
rjeSavanje odredenih vrsta problema, algebra kao proucavanje odnosa medu veli¢inama te
algebra kao proucavanje struktura. U nastavku ¢emo detaljnije razmotriti svaki od ovih
aspekata.

23
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Algebra kao generalizirana aritmetika

Algebra se u obrazovanju Cesto smatra generalizacijom aritmetike u kojoj se pravila i ope-
racije primjenjuju na opée brojeve. Generalizacija ili poopéavanje je proces prijelaza s
razmatranja danog skupa objekata na odgovarajuCe razmatranje njegova nadskupa ([9]).
Krece se od pojma kojem je pridruzen odredeni skup objekata i njegov opseg, te se utvrduje
neko svojstvo koje vrijedi za sve elemente zadanog skupa. Potom se razmatra opcenitiji
pojam, a svojstvo se prenosi na sve elemente dobivenog nadskupa ili se izgraduje opcenitije
svojstvo. Generalizacija ima Siroku primjenu u nastavi matematike koja je ve¢inom induk-
tivna, pri ¢emu ucenici na temelju odredenih primjera zakljuCuju pravila, odnosno dolaze
do generalizacija. Na taj nacin ova metoda postaje vazan i bogat izvor novih saznanja.
Generalizacija, odnosno prijelaz s konkretnog i1 pojedina¢nog k opéem, je sloZen misaoni
proces koji dopusta u€enicima da razmiSljaju izvan okvira posebnosti matematicke situ-
acije.

Jedan od primjera u kojim se ucenici susrecu s generalizacijom opisan je u prvom
poglavlju. Primjenom metode niza, ucenici otkrivaju pravilo da mnoZenje negativnog i
pozitivnog broja daje pozitivan rezultat. Na primjer:

3-5=15
2-5=10
1-5=5
0-5=0
-1-5=-5
-2-5=-10

Ova ideja generalizira sljedece svojstvo: —x -y = —xy.
Kljucne upute za ucenike u ovom pristupu algebri su prevodenje i generalizacija pri
¢emu varijable promatramo kao generalizaciju odredenih uzoraka.

Algebra kao proucavanje postupaka za rjeSavanje odredenih vrsta
problema

Promotrimo sljedeci problem: Ako broj 3 dodamo nekom broju pomnoZenom s S, zbroj je
43. Koji je to broj?

Ovaj problem lako se prevodi na jezik algebre: 5x + 3 = 43.

Pristupamo li algebri kao generalizaciji aritmetike, ne koristimo pojam nepoznanica, te
stoga problem smatramo rijeSenim jer smo pronasli trazeni uzorak. Medutim, gledamo li
na algebru kao proucavanje postupaka, Zelimo pronaci konkretno rjeSenje jednadzbe.
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RjeSavanje jednadzbi najceS¢e podrazumijeva izvodenje uvjezbanih postupaka i pro-
cedura, no vazno je da ucenici razumiju osnovne korake u njihovom rjeSavanju. Jedan
od pristupa rjeSavanja jednadzbi je metoda otkrivanja smisla pri cemu ucenici vjezbaju
matematicko izrazavanje. Manipulacija simbolima Cesto se oslanja samo na proceduralno
razumijevanje, Sto moze dovesti do negativnog stava prema matematici. UCenicima treba
predstaviti algebru kao dio matematike s prakticnom svrhom i primjenom u svakodnev-
nom Zivotu, gdje njihovi postupci imaju jasno znacenje i nisu samo beznacajno baratanje
simbolima.

Primjer rjeSavanja metodom otkrivanja smisla je da uCenici razmisle o tome koji broj
zbrojen s 3 daje 43? To je broj 40. Dakle, 5x = 40. Zatim se pitamo koji broj pomnoZen s
5 daje 40. To je broj 8. Stoga, rjeSenje polazne jednadzbe je x = 8, Sto je lako provjeriti. U
nastavi trebamo poticati ovakav nacin razmisljanja kako bi uenici razvili vjeStine potrebne
za rjeSavanje jednadZzbi.

Mnogi ucenici nailaze na poteskoce prilikom prelaska s aritmetickog na algebarski
nacin rjeSavanja problema. Dok aritmeti¢ko rjeSenje ukljucuje oduzimanje 3 i dijeljenje s
5, postavljanje izraza koji opisuje problem ukljucuje dodavanje 3 i mnoZenje s 5, Sto su
inverzne operacije. To znaci da moramo razmisljati suprotno od nacina kako bismo inace
rijeSili zadatak koristeéi aritmetiku. Usiskin istiCe da je u ovom pristupu algebri kljucni
koncept nepoznanica, a osnovne upute pojednostavi i rijesi.

Algebra kao poucavanje odnosa medu velicinama

Formulom za povr§inu pravokutnika P = a - b opisujemo odnos izmedu triju veli¢ina. Te-
meljna razlika izmedu ovog i prethodnih pristupa je u tome Sto ovdje varijable variraju, a ne
generaliziramo aritmeticki uzorak niti trazimo nepoznanicu. Formula poput ove razlikuje
se od generalizacije —x - y = —xy, iako se formule mogu smatrati specificnim slu¢ajevima
generalizacije.

Promatramo li algebru kao proucavanje odnosa medu veli¢inama, varijabla moZe imati
ulogu argumenta ili parametra. Kao argument, varijabla predstavlja vrijednost domene
funkcije, dok kao parametar oznacava broj o kojem ovise drugi brojevi. Ova specificnost
uvodi pojmove zavisne 1 nezavisne varijable. U ovom kontekstu, nezavisne varijable su
one koje djeluju kao argumenti funkcije, odredujuci vrijednosti koje funkcija moZze pri-
miti, dok su zavisne varijable one Cije se vrijednosti izraunavaju na temelju nezavisnih
varijabli. Takav pristup omogucuje jasnije razumijevanje kako promjene u jednoj veli€ini
mogu utjecati na promjene u drugoj, ¢ime se istice dinamicna priroda matematic¢kih od-
nosa i funkcija. Dakle, u ovom aspektu bavimo se funkcijskim vezama i ovisnostima, kao 1
op¢enitim vezama medu veli¢inama pri ¢emu su klju¢ne upute za ucenike povezi i graficki
prikazi.
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Algebra kao proucavanje struktura

Ucenje algebre na visokoSkolskoj razini ukljucuje proucavanje algebarskih struktura kao
Sto su grupe, prstenovi, polja i vektorski prostori. Na prvi pogled, ¢ini se da nema puno
sli¢nosti s algebrom koja se uci u srednjoj Skoli. Medutim, polja realnih 1 kompleksnih
brojeva te razli€iti prstenovi polinoma predstavljaju dobru podlogu za teoriju algebre, dok
svojstva grupa objasnjavaju zaSto se neke jednadZbe mogu rijesiti, a druge ne. Algebru
prepoznajemo kao proucavanje struktura kroz svojstva koja pripisujemo operacijama nad
realnim brojevima i polinomima. Promotrimo sljede¢i primjer: Faktoriziraj 3x* + 4ax —
1324°.

Pojam varijable u ovom primjeru tumacimo drugacije nego u prethodnim slucajevima.
Ovdje ne razmatramo funkcije ili relacije, pa varijablu ne promatramo kao argument.
Takoder, nema jednadzbe koja se rjeSava niti aritmetickog uzorka koji se generalizira.
RjeSenje problema je: (3x + 22a)(x — 6a).

U ovom kontekstu algebre, od uenika se oéekuje da faktoriziraju zadani izraz. Cesto, u
takvim zadacima, ucenici tretiraju varijable kao oznake na papiru, bez pridavanja stvarnog
znacenja ili vrijednosti. Iako ne Zelimo da ucenici uvijek razmiSljaju o varijablama kao o
konkretnim brojevima, vazno je da razumiju kako varijable predstavljaju viSe od obi¢nih
simbola.

Cilj je da ucenici koriste varijable s razumijevanjem njihove referentne vrijednosti,
obi¢no realnih brojeva, ali takoder da mogu racunati s varijablama bez uvijek pozivanja
na te vrijednosti. Na primjer, kada radimo s trigonometrijskim identitetima, ne Zelimo da
ucenici razmisljaju o sinusu i kosinusu odredenog broja ili o funkcijama sinus 1 kosinus kao
ni o omjerima u trokutu. Zelimo na drugadiji na¢in zapisati sin x i cos x koristeéi svojstva
koja su jednako apstraktna kao i identiteti koje Zelimo izvesti. U ovakvom pristupu algebri,
upute za ucenike su manipuliraj i opravdaj, a varijabla je objekt u strukturi povezanoj
odredenim svojstvima, Sto odraZzava nacin na koji se varijablama pristupa u apstraktnoj
algebri.

2.2 Varijable i nepoznanice

Skolska algebra je usko povezana s razumijevanjem simbola i njihovih operacija, a sma-
tra se da ucenici pocinju uciti algebru kada se prvi put susrecu sa slovima u matematici.
Medutim, bududi da je sam koncept zamjene broja slovom viSeznacan, svodenje algebre na
proucavanje simbola ne daje potpun odgovor na pitanje ’Sto je Skolska algebra?”. U nas-
tavi matematike, apstraktni pojmovi poput varijabli 1 nepoznanica igraju klju¢nu ulogu u
razvoju algebarskog misljenja. Takvi koncepti predstavljaju izazov za ucenike jer zahtije-
vaju pomak od konkretnih i vizualno shvatljivih pojmova prema apstraktnim i simbolickim
reprezentacijama.
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Postoje dva osnovna aspekta zamjene broja slovom u matematici koja se znacajno raz-
likuju: varijable i nepoznanice. Varijable se mogu razumjeti kao vrijednosti koje se mije-
njaju i koriste za izraZavanje generalizacija u matematici, omogucujudi istraZivanje odnosa
medu brojevima i formuliranje op¢ih matematickih pravila. One ne oznacavaju specificnu
numericku vrijednost, ve¢ generaliziraju skup brojeva na koje se svojstva primjenjuju. Ne-
poznanice, s druge strane, predstavljaju specificnu vrijednost koju treba odrediti. Osim
ovih osnovnih aspekata, slova u matematici mogu predstavljati i druge pojmove kao §to su
parametri, konstante i koeficijenti.

Razvoj zamjene broja slovom u nastavi zapocinje prikrivanjem broja u jednakosti, a
zatim zamjenom broja znakom uz pitanje ,,s kojim brojem treba zamijeniti znak kako bi-
smo dobili istinitu jednakost?“. Ovaj korak zahtjeva oslonac na relacijsko razumijevanje
znaka jednakosti, koje se izgraduje kroz razrednu nastavu s ciljem pomicanja ucenika od
operativnog doZivljavanja znaka = kao upute ,,izvedi operaciju®.

Primjer 2.2.1.
2+ ]=5 T-[]=-2
[[]+9=13 []-3=17
Uvodenje slova umjesto brojeva dolazi s predmetnom nastavom te poti¢e ucenike na ap-
straktno razmiSljanje i simbolicku reprezentaciju matematickih problema. Pritom je vaZzno
da shvate kako slova mogu jednostavno zamijeniti kvadratice bez promjene sustine za-
datka. Na ovaj nacin razvijamo koncept jednadzbe u Skoli.
Razmotrimo sljedece jednadZzbe, od kojih sve imaju isti oblik: umnoZzak dva broja jed-
nak je treCem.
P=a-b
40 = 5x
sin X = cos X - tan x
1
n
y=k-x

l=n-

Svaka od ovih matematickih jednakosti ima razlicitu ulogu. Prva se obi¢no naziva formu-
lom, druga linearnom jednadZbom, treca identitetom, Cetvrta svojstvom, a peta jednadZbom
linearne funkcije. Ovi razliCiti nazivi odrazavaju raznolike nacine na koje se koristi koncept
slova u matematici. U prvoj jednakosti, odnosno formuli, P, a i b predstavljaju povrSinu,
duljinu i Sirinu te se smatraju poznatim vrijednostima. U drugoj, linearnoj jednadzbi, x je
nepoznanica koju treba odrediti. U identitetu, x je argument funkcije. Cetvrta jednakost,
za razliku od ostalih, generalizira aritmeticki uzorak. U petoj jednadzbi, x je ponovno ar-
gument funkcije, y je vrijednost, a k je konstanta (ili parametar, ovisno o uporabi). Samo
kod pete jednadzbe postoji osjecaj ,,varijabilnosti, odakle i dolazi termin varijabla. Ipak,
taj osjecaj nestaje ako tu jednadzbu smatramo jednadzbom pravca s nagibom k ([21]).
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2.3 Algebarski izrazi

Matematicki izrazi koji ukljucuju kombinacije brojeva, varijabli i aritmetickih operacija
nazivaju se algebarski izrazi. Ovi izrazi ne samo da omogucuju opisivanje matematickih
problema, vec€ i pruzaju alat za manipulaciju nepoznatim veli¢inama. Uvodenjem varija-
bli u nastavi matematike, uenici se postupno upoznaju s konceptom algebarskih izraza
koji ih prati kroz cijelo osnovnosSkolsko i srednjoSkolsko obrazovanje. U petom i Sestom
razredu osnovne Skole uce izraCunavati vrijednosti jednostavnih algebarskih izraza za za-
dane vrijednosti, a u sedmom i osmom razredu uce opisivati monome i binome te postupke
pojednostavljivanja izraza. Poseban naglasak na rad s algebarskim izrazima stavlja se u
prvom razredu srednje Skole, gdje se nastavlja s obradom algebarskih izraza i operacijama
nad njima te se uvode algebarski razlomci.

Algebarske izraze mozemo klasificirati prema broju ¢lanova koje sadrze. Monom je
najjednostavniji oblik algebarskog izraza, koji se sastoji od jednog Clana i predstavlja pro-
dukt konstante i varijable, na primjer 3x ili 7ab. Binom se sastoji od dva Clana povezana
operacijama zbrajanja ili oduzimanja, kao §to su —17x+29 ili x>y +xy. Polinom je sloZeniji
oblik algebarskog izraza te ukljucuje operacije zbrajanja, oduzimanja i mnoZenja, primje-
rice 2x° + 9x% ili y* + xy* — x*. Polinome dijelimo na one s jednom varijablom i one s
viSe varijabli, ovisno o broju varijabli koje sadrze. Poseban oblik algebarskih izraza su
algebarski razlomci, gdje su brojnik i nazivnik takoder algebarski izrazi. Njih u ovom radu
necemo pokrivati, ve¢ ¢emo se fokusirati na generaliziranu aritmetiku bez dijeljenja.

Algebarski izrazi dobivaju specificne numericke vrijednosti ako se varijable zamijene
brojevima i provedu racunske operacije naznacene simbolima. Taj rezultat nazivamo vri-
jednoscéu algebarskog izraza. UvrStavanjem razli¢itih brojeva umjesto varijabli, dobivamo
razliCite vrijednosti algebarskog izraza. Iako toga moZzda nisu svjesni, ucenici se s alge-
barskim izrazima susrecu kroz razne formule koje koriste tijekom obrazovanja, kao Sto su
formule za izraCunavanje opsega, povrsine 1 volumena.

Formalno, algebarski izraz je polinom u viSe varijabli te skup svih polinoma s operaci-
jama zbrajanja i mnozenja ¢ini komutativni prsten s jedinicom. U ovom radu fokusiramo
se na nacin kako se koncept algebarskog izraza gradi kod ucenika u osnovnoj i srednjoj
Skoli, dok se u matematickoj literaturi moze pronaci apstraktni pristup.

2.4 Algebarske plocice

Algebarske plocice su vrlo u€inkovit vizualni 1 manipulativni alat koji olakSava reprezen-
taciju operacija s algebarskim izrazima te uenicima pruza priliku za poboljSanje njihovih
vjesStina u algebri. Vecina ucenika ¢e koncept algebarskog izraza lakSe shvatiti i usvojiti
koriStenjem konkretnih primjera prikazanim algebarskim plo¢icama pomocu kojih mogu
zbrajati, oduzimati, mnoZiti, dijeliti, pojednostavljivati i faktorizirati algebarske izraze, t;.
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algebarske operacije prikazati geometrijski. Ove dvodimenzionalne ploCice temelje se na
modelu povrsine te se koriste za reprezentaciju varijabli i konstanti. Standardni skup alge-
barskih plocica sastoji se od Cetiri boje: plave, zelene, Zute i crvene. Plava plocica pred-
stavlja kvadrat povrSine x°, zelena ploCica predstavlja pravokutnik povrine x, dok Zuta
plocica predstavlja kvadratnu plocicu jedinicne povrSine i predstavlja broj 1. Te plocice
simboliziraju pozitivne vrijednosti, dok crvene ploCice predstavljaju negativne vrijednosti.
U kasnijim fazama uvode se i druge plocice, omogucujuci rad s algebarskim izrazima s
viSe varijabli. Boje i oblici razlicitih algebarskih plocica prikazani su na sljedecoj slici. 2.1

Slika 2.1: Algebarske plocice

Prikazat ¢emo kako se algebarske plocice koriste za zbrajanje 1 oduzimanje algebarskih
izraza.

2 +3x+9+ (P +2x—-4) =3 +5x+5

Slika 2.2: Zbrajanje algebarskim plocCicama

(P +2x)) = Cx+2y—y) = x> +2xy - 2x =2y +y*
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Slika 2.3: Oduzimanje algebarskim plo¢icama

Jedna od Cestih miskoncepcija ucenika je pogresno pojednostavljivanje algebarskih iz-
raza, primjerice, zapisuju 3x + 2x = 5x? ili 2x + 2y = 4xy. Algebarske plo¢ice omoguéuju
ucenicima da fizi¢ki manipuliraju ¢lanovima izraza, Sto smanjuje ucestalost ovih pogreSaka
jer se oslanjaju na vizualne prikaze.

Zaizvodenje sloZenijih algebarskih operacija, poput mnoZenja binoma, koristi se predloZzak
nalik tablici mnoZenja koji nam pomaze pravilno postaviti i organizirati plo¢ice na odgo-
varajuca mjesta.

Slika 2.4: Primjer predloZzka

MnozZenje algebarskih izraza mozemo interpretirati kao raCunanje povrSine pravokut-
nika pri ¢emu su stranice duljina danih algebarskih izraza. Algebarske izraze mnoZimo
tako da uz vertikalnu os predloska postavimo ploc¢ice koje predstavljaju prvi faktor u
umnosku, a uz horizontalnu os predloska plocice koje predstavljaju drugi faktor u umnosku.
Na taj nacin, faktori definiraju duljine stranica pravokutnika. Zatim algebarskim plo¢icama
popunjavamo prostor unutar pravokutnika. Kako bismo dobili trazeni umnozak, raunamo
povrSinu pravokutnika zbrajanjem svih plocica od kojih je sastavljen dobiveni pravokutnik.
Kako bi uc€enici pravilno rasporedili plo¢ice na danom predloSku mogu nacrtati mreZu koja
im olakSava vizualizaciju i1 postavljanje ploCica na odgovaraju¢a mjesta. PokaZimo to na
primjeru.
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3-x+3)=3x+9
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Slika 2.5: MnoZenje algebarskim ploCicama

1z slike primjecujemo da smo povrSinu pravokutnika stranica duljina 3 i x + 3 poplocili
s 3 pravokutnika povrSine x i 9 jedini¢nih kvadrata pa je rjeSenje 3 - (x + 3) = 3x + 9.
Takoder primijetimo da broj plocica koriStenih za poplo¢avanje odgovara koeficijentima u
rezultirajuem izrazu.

Na sljedecoj slici 2.6 prikazani su joS neki primjeri kako algebarskim plo¢icama moZemo
vizualizirati mnoZenje algebarskih izraza.

Slika 2.6: MnozZenje algebarskim plo¢icama



Poglavlje 3

Matematicke poteskoce

Uclenje matematike moZe predstavljati znacajan izazov za mnoge ucenike, osobito kada
se suocavaju s apstraktnim konceptima. U literaturi o matematicCkom obrazovanju cesto
se koriste izrazi poput poteskoca, pogreSaka i miskoncepcija kako bi se opisali razliiti
problemi koji se pojavljuju tijekom usvajanja matematickih sadrzaja. Poteskoce su opéi
pojam koji obuhvaca sve vrste izazova s kojima se ucenici susrecu, ukljucujuci i pogreske
te miskoncepcije.

U ovom poglavlju analizirat ¢emo razlike izmedu konceptualnog i proceduralnog zna-
nja te kako nedostatak u jednom ili oba podru¢ja moze dovesti do poteSkoca u ucenju
matematike. Takoder ¢emo se osvrnuti na specificne pogreske i miskoncepcije koje se
pojavljuju pri radu s cijelim brojevima i algebarskim izrazima. Razumijevanje ovih iza-
zova kljuéno je za razvoj uCinkovitih nastavnih strategija koje mogu pomoc¢i uc¢enicima u
njihovom prevladavanju.

3.1 Konceptualno i proceduralno znanje u ucenju
matematike

Jedan od klju¢nih aspekata matematickog obrazovanja je razumijevanje razlike izmedu
konceptualnog i proceduralnog znanja. Konceptualno znanje omogucava ucenicima da
shvate matematicke ideje i odnose medu njima, dok proceduralno znanje obuhvaca korake
1 algoritme potrebne za rjeSavanje matematickih zadataka. Iako su ova dva oblika znanja
usko povezana i zajedno doprinose dubljem matemati¢kom razumijevanju, svaki od njih
ima svoju specifi¢nu ulogu u procesu ucenja i primjene matemati¢kih koncepata.

Ideja o razli¢itim vrstama matematickog znanja potjece iz ranih radova u podrucju kog-
nitivne psihologije i obrazovanja. Richard Skemp je prvi uveo pojmove instrumentalnog i
relacijskog znanja. Instrumentalno znanje odnosi se na poznavanje pravila 1 procedura bez
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dubljeg razumijevanja razloga zasto ta pravila funkcioniraju. Relacijsko znanje, s druge
strane, podrazumijeva razumijevanje matematickih odnosa i principa koji stoje iza tih pra-
vila. [18]

Nastavljajuci na ovu podjelu, Hiebert i Lefevre [8] uvode klasifikaciju matematickog
znanja na konceptualno 1 proceduralno, opisujuci ih na sljedeci nacin:

Konceptualno znanje karakterizira se kao znanje bogato u odnosima. MoZemo ga shvatiti
kao mreZu znanja koja povezuje odvojene dijelove informacija. Ti su odnosi proZeti poje-
dina¢nim ¢injenicama i pravilima tako da smisleno umreZavaju sve dijelove informacija.
Proceduralno znanje sastoji se od dva razlicita dijela. Prvi dio odnosi se na formalni
jezik, odnosno uporabu matematickih simbola. Drugi dio proceduralnog znanja sastoji
se od pravila i algoritama kojima se rjeSava matemati¢ki zadatak. To su korak-po-korak
upute koje propisuju kako rijesiti zadatak. Klju¢na znacajka tih postupaka je da se provode
unaprijed odredenim linearnim slijedom.

Iako se u danasnjem obrazovnom kontekstu ¢esto naglasava vaznost razumijevanja ma-
tematike iznad Ciste primjene procedura, cesto se susreCemo s praksom koja ipak viSe na-
glaSava proceduralno razumijevanje.

Interakcija izmedu konceptualnog i proceduralnog znanja ima klju¢nu ulogu u mate-
mati¢kom obrazovanju. Matematicko znanje, u svojem punom smislu, obuhvaca temeljne
odnose izmedu konceptualnog i proceduralnog znanja. Ucenici nisu u potpunosti kompe-
tentni u matematici ako je bilo koji od ovih tipova znanja nedostatan ili ako su oba steCena,
ali ostaju odvojene cjeline. Kada koncepti i postupci nisu povezani, uenici mogu imati
dobar intuitivni osje€aj za matematiku, ali ne uspijevaju rjeSavati probleme ili mogu gene-
rirati odgovore, ali ne razumjeti Sto rade ([8]). Sposobnost pravilnog izvodenja postupaka
nesumnyjivo je klju¢na komponenta uspjeha u matematici, no u€enici koji razviju samo pro-
ceduralno znanje Cesto se mogu osjecati nesigurno kada se suoce s netipi¢nim problemima
ili kada pokuSavaju primijeniti svoje znanje u novim kontekstima. S druge strane, ucenici
s jakim konceptualnim znanjem imaju bolje temelje za razumijevanje novih matematickih
ideja i fleksibilniji su u rjeSavanju problema.

Da bismo razumjeli razliku izmedu proceduralnog i konceptualnog razumijevanja, moze-
mo promotriti primjer algebarskih izraza. Proceduralni pristup ucenju algebarskih izraza
fokusira se na manipulaciju izrazima 1 primjenu pravila za rjeSavanje zadatka. Na primjer,
ucenik moZe znati pravila proSirivanja izraza i primijeniti ih na konkretne primjere bez
dubljeg razumijevanja zasSto su ta pravila ispravna. Tako ucenici mogu koristiti formulu za
kvadrat zbroja (a + b)*> = a® + 2ab + b? i primijeniti je za pojednostavljivanje izraza poput
(x +3)%

S druge strane, konceptualni pristup poti¢e ucenike da razumiju zasto i kako odredene
algebarske operacije funkcioniraju. To moZe ukljucivati geometrijsku interpretaciju alge-
barskih izraza. Kroz konceptualno razumijevanje, u€enici razvijaju dublje znanje koje im
omogucuje primjenu naucenih koncepata u razlicitim situacijama i problemima, umjesto
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da se oslanjaju isklju¢ivo na memorizaciju postupaka. Na primjer, izraz (x + 3)> moZe se
geometrijski interpretirati kao povrSina kvadrata s duljinom stranice x + 3.

¥ 3

Slika 3.1: Geometrijska interpretacija algebarskog izraza (x + 3)?

Vazno je naglasiti da oba tipa znanja imaju svoje mjesto u nastavi matematike 1 da
su medusobno povezana. Ucenici moraju postiéi ravnotezu izmedu konceptualnog razu-
mijevanja i proceduralne to¢nosti u svim podru¢jima matematike. Proceduralna to¢nost
potrebna je kako bi ucenici radili u¢inkovito i precizno, dok je konceptualno razumijevanje
klju¢no za povezivanje, opravdavanje i provjeru matematickih postupaka ([2]).

3.2 Pogreske i miskoncepcije

Pogreske u u¢enju matematike mogu nastati iz raznih razloga. Neke su rezultat nepaZnje,
krivog tumacenja simbola ili teksta, dok druge proizlaze iz nerazumijevanja zadatka, po-
greSaka u pretvaranju problemske situacije u matematicki problem, koriStenja neadekvat-
nih operacija ili racunskih pogreSaka. Ponekad uenici naprave pogreSku koja ukazuje na
neispravno razumijevanje matematickih koncepata, Sto nazivamo miskoncepcijama.
Razumijevanje nacina na koji u€enici uce matematiku klju¢no je za prepoznavanje po-
greSaka 1 miskoncepcija te prilagodbu poucavanja. Ucenici dolaze u uCionicu s odredenim
predznanjem koje moze, ali i ne mora biti ispravno. Takvo prethodno znanje nazivamo
predkoncepcijama i ono proizlazi iz osobnog iskustva ili prethodnog ucenja, igrajuéi kljucnu
ulogu u oblikovanju njihovog ucenja. Ako su predkoncepcije ispravne, one omogucéuju na-
dogradnju znanja, dok neto¢ne predkoncepcije mogu dovesti do razvoja miskoncepcija.
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Iako su pogreske i miskoncepcije povezane, one se razlikuju. ViSestruke pogreske
mogu rezultirati miskoncepcijama koje ukazuju na konceptualno nerazumijevanje, a mi-
skoncepcije pak mogu dovesti do viSestrukih pogresaka.

Pogreske su proceduralne prirode i obi¢no nastaju zbog nepaznje, nedostatka vjezbe
ili nesigurnosti u primjeni pravila. One su povezane s proceduralnim razumijevanjem te
su obic¢no lako uocljive u ucenickim radovima i ispravljive kroz dodatnu praksu i povratne
informacije. Manje pogreske, koje ¢esto nazivamo omaskama ili propustima, takoder spa-
daju u ovu kategoriju.

S druge strane, miskoncepcije su pogreSna shvaéanja koja se javljaju kada ucenici
imaju iskrivljeno ili nepotpuno razumijevanje matematickih koncepata. One su pove-
zane s konceptualnim razumijevanjem matematickog pojma i Cesto su jednostavna, 1ako
neto¢na objaSnjenja koja ucenici lakSe i1 brZze usvajaju, ali mogu postati duboko ukorije-
njena, oteZavajuci ispravljanje i promjenu.

TIPICNA POGRESKA TIPICNA MISKONCEPCIJA
Slucajna pogreska u ratunu | Vjerovanje da je zbroj uvijek veci od bilo kojeg pribrojnika
-7 +5 = -3 umjesto -2 -7+5=12

Tablica 3.1: Tipicna pogresaka i miskoncepcija

Prepoznavanje i ispravljanje miskoncepcija klju¢no je za osiguranje uspjeha ucenika
u matematici. Da bi nastavnici mogli ucinkovito ispraviti miskoncepciju, moraju je naj-
prije prepoznati. Stoga ¢emo dati pregled naj¢eS¢ih miskoncepcija koje se javljaju pri
radu s cijelim brojevima i algebarskim izrazima. Za adresiranje miskoncepcija korisne su
razlicite aktivnosti formativnog vrednovanja koje imaju za cilj otkrivanje i ispravljanje za-
bluda. No, miskoncepcije se ponekad mogu pojaviti i u tocnim odgovorima kada su to¢ni
odgovori slucajni. Zato je vazno je potaknuti diskusiju s u€enicima, pazljivo slusati i ana-
lizirati njihove odgovore kako bi pravilno razumjeli njihovo razmiSljanje 1 pratili njihove
zakljucke.

Jednom kada je miskoncepcija identificirana, nastavnici trebaju popuniti praznine u
znanju Koristeci razli¢ite didakticke modele. Primjeri takvih modela za cijele brojeve i
algebarske izraze opisani su u prethodnim poglavljima. Klju¢no je da ispravljanje bude
pravovremeno i prilagodeno specifi¢nim potrebama ucenika. Nakon ispravljanja miskon-
cepcije, nastavnik treba procijeniti razumijevanje ucenika. To se moZe postiéi postavlja-
njem dodatnih pitanja slicnih originalnim ili traZzenjem od ucenika da ponovno objasne
koncept. Ako se zabluda i dalje javlja, potrebno je dodatno istraziti praznine u znanju i
prilagoditi metode poducavanja kako bi se osiguralo potpuno razumijevanje.

Prepoznavanje i ispravljanje miskoncepcija ne samo da poboljSava matematicko razu-
mijevanje ucenika, ve¢ osigurava njihov dugoro¢ni uspjeh u u€enju matematike.
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Miskoncepcije vezane uz cijele brojeve

Razumijevanje cijelih brojeva Cesto predstavlja izazov za ucenike, posebice u kontekstu
operacija i usporedivanja. U istraZivanju o miskoncepcijama vezanim uz cijele brojeve
83.3% ispitanika pokazalo je da ima miskoncepcije, dok 16.7% pokazuje proceduralne
pogreske [10]. Prema istrazivanjima [10, 7], izdvojit ¢emo klju¢ne miskoncepcije koje
ucenici imaju u radu s cijelim brojevima.

U oba istrazivanja pokazalo se da usporedivanje cijelih brojeva cesto predstavlja pro-
blem ucenicima. Iako ucenici obi¢no nemaju problema s usporedivanjem pozitivnih bro-
jeva i znaju da su negativni brojevi manji od pozitivnih, izazov nastaje kada trebaju uspo-
rediti dva negativna broja. Ucenici Cesto koriste svoje prethodno znanje gdje su naucili da
je 9 vece od 3, pa stoga pogresno vjeruju da je =9 vece od 3.

Pri zbrajanju cijelih brojeva, ucenici imaju tendenciju zbrajati brojeve bez obzira
na njihove predznake. Ako je jedan od brojeva negativan, pretpostavljaju da Ce i rezultat
biti negativan. Sli¢no tome, ako su oba broja negativna, pogreSno misle da ¢e rezultat
biti pozitivan. Ova miskoncepcija proizlazi iz Cinjenice da su ucenici navikli na pravila
zbrajanja pozitivnih brojeva te vjeruju da je zbroj uvijek veci od oba pribrojnika. Medutim,
ta pravila ne vrijede kada zbrajamo cijele brojeve.

Na primjer, kod zbrajanja —5 + 2 neki ucenici zakljucuju da je rezultat —7 ili potpuno
zanemare negativan predznak i daju rezultat 7. Sli¢no tome, kod zbrajanja —4 + (-2),
ucenici daju rezultat 6, Cesto objasnjavajuéi to 1 kao “minus 1 minus daju plus” Sto nam
pokazuje da uCenici pogresno tumace pravila mnoZenja negativnih brojeva.

Prilikom adresiranja miskoncepcija oduzimanja cijelih brojeva, uo¢eno je mnoStvo
razlicitih neto¢nih odgovora u svakom zadatku. Ovo ukazuje na nesposobnost ucenika da
pravilno tumace matematicke izraze, nedostatak razumijevanja osnovnih koncepta i vjero-
jatnu zbunjenost pravilima oduzimanja. Ucenici Cesto samo promatraju operaciju oduzi-
manja izmedu brojeva i1 oduzimaju manji broj od veceg, bez obzira na predznake. Osim
toga, odredivanje predznaka rezultata predstavlja poseban izazov. UoCeno je da nema jasne
metode ili pravila koje ucenici slijede prilikom odredivanja predznaka rezultata, Sto dovodi
do Cestih pogresaka.

NajniZzi rezultati, prema [7] postignuti su na zadatku 0—(—4) gdje su u€enici Cesto davali
odgovor —4 1li 0. Ovo moZe biti posljedica intuicije da je nemoguce oduzeti negativni broj
od nule.

Primjecuje se da ucenici imaju znacajne poteSkoce prilikom oduzimanja dva negativna
broja. Na primjer, izraz —6 — (—4) rezultirao je mnogim neto¢nim odgovorima, kao i izraz
—2 — (=5). Najcesci netoni odgovori su —10 1 =7 zbog tumacenja i1 raCunanja izraza
-6 — (—4) kao —(6 — (—4)) = —(6 + 4), Sto su neki ucenici objasnili kao ’dva minusa €ine
plus, pa je 6 + 4 = 10, a minus ispred daje odgovor minus”. Isto objasnjenje dano je za
drugi primjer.

Mnozenje cijelih brojeva takoder predstavlja izazov za ucenike. Ucenici Cesto kao
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rezultat daju tocan broj, ali pogreSan predznak. Na primjer, za zadatak —2 - —7 mnogi
ucenici dali su odgovor —14. Ovo ukazuje na to da mnogi ucenici ne vladaju pravilima o
predznacima.

Usporedba podataka pokazuje da mnogi ucenici imaju vise poteskoca s oduzimanjem
cijelih brojeva od zbrajanja 1 mnoZenja. Oduzimanje koje ukljucuje negativne brojeve
pruza viSe mogucnosti za pogreSno tumacenje i stoga veci raspon neto¢nih odgovora.
Takoder, ovi podaci ukazuju na znacajnu potrebu za poboljSanjem poucavanja ovih konce-
pata kako bi se smanjile pogreske i miskoncepcije. Prema [10] istie se da se miskoncepcije
cesto javljaju zbog nedostatka konceptualnog razumijevanja i preuranjene uporabe kalku-
latora. Ucenici koji se oslanjaju na kalkulatore ¢esto ne razvijaju razumijevanje operacija
s negativnim brojevima, Sto dovodi do proceduralnog, a ne konceptualnog razumijevanja.

Istaknimo joS§ da prema istrazivanju [7], uCenici koji koriste model neutralizacije, poz-
nat kao model toplih i hladnih Zetona, za uCenje cijelih brojeva postiZzu bolje rezultate u
kratkoro¢nim i dugoro¢nim vjesStinama rada s negativnim brojevima u usporedbi s u¢enicima
koji su poucavani modelom brojevnog pravca. Eksperimentalna skupina, koja je koristila
model toplih i hladnih Zetona, postigla je bolje rezultate prilikom rjeSavanja svih tipova
zadataka.

Miskoncepcije vezane uz algebarske izraze

Mnogi ucenici imaju problema s razumijevanjem koncepta varijable ¢im se uvede u nas-
tavu, koristeci slova u algebri bez stvarnog razumijevanja njihovog znacenja. Prema rado-
vima [1, 19], opisat éemo miskoncepcije koje se javljaju u radu s algebarskim izrazima.
Pri prvom susretu s algebarskim konceptima ucenici svoja pocetna tumacenja slova i alge-
barskih izraza temelje na intuiciji, nagadanju ili analogijama s drugim sustavima simbola
koje poznaju. Primjerice, izraz 17m tumace kao 17 metara, umjesto kao 17 puta broj m.
Pretpostavljaju da slovo b ima vrijednost 2 jer je b drugo slovo abecede, ili vjeruju da, ako
Zele prikazati neku veli¢inu poput sati, moraju koristiti slovo 4. UobiCajene miskoncep-
cije ukljuCuju i vjerovanja da jedno slovo moZe predstavljati samo jedan odredeni broj, da
razli¢ita slova moraju predstavljati razli¢ite brojeve ili da slova mogu predstavljati samo
cijele brojeve. Smatraju da je nemoguce da a + b bude jednako a + c jer slova nisu ista.
U izrazima poput 3x — 7, misle da x mora biti cijeli broj jer se u izrazu nalaze samo cijeli
brojevi.

Ove miskoncepcije jasno ukazuju na manjak razumijevanja pojma varijable. Nastavnici
koji razumiju da ova prethodna razumijevanja ometaju ucenje algebre te prepoznaju ove
poteSkoce mogu odmah intervenirati 1 ispraviti ucenike, ili ¢ak preventivno objasniti ove
pogreske kako bi ih izbjegli.

Prevodenje algebarskih izraza iz svakodnevnog jezika u simbole i obrnuto takoder pred-
stavlja izazov ucenicima. Vazno je da ucenici ovladaju prevodenjem svakodnevnog jezika
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u matematicki zapis simbolima, ali i obrnutim procesom. Prevodenje algebarskih izraza iz
rijeci u simbole djelomi¢no se oslanja na proceduralni pristup, pri ¢emu nastavnici obi¢no
ucenicima daju popis klju¢nih rijeci koje ukazuju na razli¢ite matematicke operacije. Na
primjer, izraz “’za pet veCi” predstavlja zbrajanje s 5, ,,za pet manji* predstavlja oduzimanje
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s 5, ’pet puta veci” predstavlja mnoZenje s 5, “peterostruko manji”’ predstavlja dijeljenje s
”oduzmi broj od 7” za oduzmi 7 od broja”. Ovaj problem cesto nastaje zbog redoslijeda
rijei u izrazu jer ucenici automatski zapisuju onako kako ¢itaju pa “oduzmi broj od 7”
mnogi neto¢no zapisu kao x — 7 umjesto 7 — x. Zbog toga je bitno da nastavnici naglase
vaznost Citanja s razumijevanjem te potaknu ucenike da uvijek provjere algebarski izraz
kako bi se uvjerili da odgovara znacenju teksta.

Nerazumijevanje pojma istoimenih izraza je jo§ jedna Cesta miskoncepcija. Ucenici
¢esto pogreSno pojednostavljuju izraze poput 3¢ + 7d kao 10cd ili 8x + 6 kao 14x.

Umjesto mnoZenja, Cesto zbrajaju ¢lanove, Sto pokazuje neto¢no primjenjivanje pret-
hodno naudenih procedura. Na primjer, umjesto da ispravno pomnoZe 4m - m i dobiju 4m?,
ucenici rezultat zapiSu kao Sm.

Cesto se dogada da udenici pogresno primjenjuju pravilo distribucije. Primjeri takvih
pogreSaka ukljuduju izraze poput 2(3a + 4) = 6a + 4 ili 2m — n) + n = 2mn — n°.

Takoder, ucenici pogreSno mnoZe binome tako da kvadriraju prvi i zadnji ¢lan. Na
primjer, izraz (x + 2)? esto pojednostavljuju kao x> + 4, §to je neto¢no.

Problemi s radom s cijelim brojevima i nerazumijevanje operacija takoder su Cesti. U
prethodno spomenutom radu [7] testiralo se koriStenje negativnih brojeva u algebarskim
kontekstima. Mi ¢emo izdvojiti one koji se odnose na algebarske izraze.

Ucenici imaju poteskoce s evaluacijom algebarskih izraza. NajceSce pogreske uglav-
nom su posljedica nepravilnih operacija s cijelim brojevima. Ostale pogreske proizlaze iz
pogresnog tumacenja algebarskih izraza ili neopreznosti. Na primjer, za zadane a = 2,
b = =3, ¢ = —4, neki ucenici su interpretirali izraz —2¢ kao =2 + ¢ = =2 + —4. Zamjenji-
vanje slova bez izvodenja operacija mnoZenja rezultiralo je vrijednostima kao Sto su —234
za abc, =24 za —2c¢ 1 —323 za 3ab.

Jedna od najces¢ih pogreska kod proSirivanja algebarskih izraza bila je izvodenje arit-
metiCke operacije prije proSirivanja zagrada. Na primjer, 7 — 2(x + 3) Cesto je pojednos-
tavljeno kao 5(x + 3), Sto je zatim pojednostavljeno kao 5x + 15. Ucenici takoder imaju
poteSkoca s pravilnim primjenjivanjem pravila distribucije i operacija s cijelim brojevima.
Na primjer, izraz 3(x —2y) —2(x —y) Cesto je pogresno pojednostavljen kao x — 7y ili x — 8y.

Ovi primjeri jasno pokazuju da ucenici imaju znacajne miskoncepcije i proceduralne
pogreske u radu s algebarskim izrazima, posebno kada su ukljuceni negativni brojevi. Kako
bi se poboljSalo razumijevanje, vazno je koristiti vizualne alate 1 konkretne primjere koji
jasno prikazuju pravila i korake potrebne za pravilno izvodenje ovih operacija.



Poglavlje 4

Aktivnosti za adresiranje miskoncepcija

Nakon analize najces¢ih pogresaka i miskoncepcija koje se javljaju pri ucenju cijelih bro-
jeva i algebarskih izraza, vaZzno je usredotoCiti se na strategije i aktivnosti koje mogu
pomoci ucenicima u njihovom prevladavanju. Fokusiranje na interaktivne i prakti¢ne
metode ucenja klju¢no je za razumijevanje matematickih koncepata. Uzevsi to u obzir,
predlozit cemo razne aktivnosti koje nastavnici mogu primijeniti kako bi adresirali 1 ispra-
vili postojece poteskoce te primjenom modela opisanih u prvom i drugom poglavlju ojacali
temeljne matematicke vjestine i konceptualno razumijevanje.

4.1 Cijeli brojevi

Usporedivanje cijelih brojeva

AKTIVNOST 1. Temperaturna karta

Cilj aktivnosti: : Ucenici ¢e usporedivati cijele brojeve na modelu karte koja prikazuje
temperaturu zraka u razli¢itim geografskim poloZajima.

Potrebni materijal: Nastavni listi¢ Temperaturna karta

U prethodnom poglavlju detaljno smo opisali miskoncepcije ucenika vezane uz uspore-
divanje cijelih brojeva. lako ucenici Cesto pravilno usporeduju pozitivne cijele brojeve,
susrecu se s poteSko¢ama kada trebaju usporediti negativne brojeve. Kako bismo primijetili
ove poteskoce, osmislili smo aktivnost koja za cilj ima adresiranje ucenickih miskoncepcija
vezanih uz usporedivanje cijelih brojeva s posebnim naglaskom na negativne brojeve.

Ucenici ¢e na nastavnom listiCu samostalno poredati oznacene gradove prema izmjere-
noj temperaturi, od najhladnijeg do najtoplijeg. Kako bismo osigurali raznolikost zadataka
1 primjera, moZemo pripremiti razlicite karte s oznacenim temperaturama koje prikazuju i
pozitivne 1 negativne vrijednosti. Nakon Sto u€enici zavrSe zadatak, provest cemo diskusiju

39
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tijekom koje ¢e imati priliku objasniti svoje razloge za odabir odredenog poretka gradova,
¢ime se potiCe kriticko razmisljanje 1 verbalizacija matemati¢kih odluka.

Pitanja koja moZemo postaviti u¢enicima tijekom diskusije:

Koji grad je najhladniji? Koji je najtopliji?

U kojem gradu je nizZa temperatura, Ogulinu ili Zagrebu? Kolika je temperatura u tim gra-
dovima? Zasto ste odredeni grad postavili na odredeno mjesto?

Na slici je prikazana jutarnja temperatura u hrvatskim gradovima. Oznaéene
gradove poreda] prema izm]ereno] temperaturi, od najhladnijega do najtoplijega.

(-3)
2agreb

ESTSS (11
- - S T Rapubrovnik

Slika 4.1: Nastavni listi¢ Temperaturna karta

Ova aktivnost omogucava ucenicima da prevladaju miskoncepcije o negativnim bro-
jevima kroz prakti¢an i vizualan pristup. Redanje gradova prema temperaturama pruza
im kontekst koji je blizak stvarnom Zivotu, Sto dodatno olakSava razumijevanje. Kroz di-
skusiju, ucenici ne samo da vjezbaju svoje vjeStine usporedivanja brojeva, ve¢ takoder
uce kako verbalizirati i obraniti svoje matematicke odluke. Na ovaj nacin, jaCaju svoje
razumijevanje matematickih koncepata i njithovu primjenu u svakodnevnim situacijama.
Osim matemati¢kog znanja, kroz rad s kartama ucenici razvijaju i svoje geografsko zna-
nje te sposobnost povezivanja matematickih koncepata s realnim svijetom. Ova integra-
cija razli¢itih podru¢ja znanja doprinosi cjelovitom obrazovanju i boljoj pripremljenosti
ucenika za buduce izazove.
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Zbrajanje i oduzimanje cijelih brojeva

AKTIVNOST 2. Zbrajanje i oduzimanje cijelih brojeva
Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e zbrajati i oduzimati cijele brojeve.
Potrebni materijal: Nastavni listi¢ Zbrajanje i oduzimanje cijelih brojeva

Jedan od osnovnih izazova u€enja u osnovnoj i srednjoj Skoli je pravilno razumijevanje
cijelih brojeva i operacija s njima, posebno zbrajanja i oduzimanja. Ucenici Cesto nailaze
na poteskoce i razvijaju miskoncepcije koje ih mogu ometati u daljnjem ucenju. Aktivnost
zbrajanje i oduzimanje cijelih brojeva osmisljena je kako bi pomogla u¢enicima prevladati
ove izazove kroz strukturiranu, interaktivhu metodu koja ukljucuje dijagnosticka pitanja i
diskusiju. Cilj ove aktivnosti je adresiranje ucenickih miskoncepcija vezanih uz zbrajanje
i oduzimanje cijelih brojeva.

Aktivnost zapocinje podjelom nastavnih listica ucenicima. Svaki ucenik samostalno
rjesSava listi¢ koji sadrzi devet pitanja s viSestrukim izborom. Svako pitanje ima jedan tocan
odgovor 1 tri pazljivo odabrana neto¢na odgovora koja su osmisljena kako bi identificirala
1 istaknula temeljne miskoncepcije. Kada odgovaraju na ova pitanja, u€enike treba poticati
da objasne zaSto su odabrali odredeni odgovor i zaSto su ostala tri odgovora netocna. To
moZemo uciniti usmeno u malim grupama ili pisanjem na nastavnom listicu.

Kroz rad u grupama i objasnjenje zasto su ostali odgovori neto¢ni, ucenici mogu pre-
poznati svoje pogreske i1 pogresno zaklju€ivanje. Takoder, kako bi prevladali miskoncep-
cije u zadacima s kojima imaju poteskoce, ucenike mozemo potaknuti na koriStenje modela
opisanih u prvom poglavlju. Vizualni prikazi, poput brojevnog pravca ili toplih i hladnih
Zetona, mogu im pomoci da bolje razumiju zbrajanje i oduzimanje cijelih brojeva.

Dijagnosticka pitanja omogucuju nastavnicima brzo i efikasno procjenjivanje znanja
1 razumijevanja ucenika o specifiénoj temi. Ova pitanja su pazljivo osmisljena kako bi
ne samo provjerila to¢nost odgovora, ve¢ i omogucila nastavniku identifikaciju specifi¢nih
miskoncepcija koje ucenici mogu imati. Na primjer, kada ucenik odabere neto¢an odgovor,
nastavnik moZe odmah uociti o kojoj se miskoncepciji radi, bilo da je rije¢ o pogreSnom
razumijevanju pravila operacija ili o netocnom radu s negativnim brojevima. Ova saznanja
omogucuju nastavniku da ciljano intervenira i dodatno objasni koncepte koji ucenicima
stvaraju poteskoce.
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Izra¢unajte i odaberite tocan odgovor

—5+2 a. —7 b. -3 c. 3 d. 7
—4+(-2) a. —2 b. —6 €2 d. 6
8+(-8) a. —16 bh. 16 ¢, 8 d. 0
-2-(-5) a. =7 b. 3 c. 7 d -3
—6—(—4) a. —2 b. =10 «c 10 d. 2
-3-(-3) a. —6 b. 0 €l d. 6
8—(-6) a. —2 b. —14 .2 d. 14
0—-(—4) a. —4 b. 4 c. 0 d. 2
-3+ (-5) a. —2 b. —8 c 2 d. 8

Slika 4.2: Nastavni listi¢ Zbrajanje i oduzimanje cijelih brojeva

Mnozenje cijelih brojeva

AKTIVNOST 3. Minus i minus daju plus
Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e dati objasnjenje za pravilo ,,minus i minus daju plus®.
Potrebni materijal: olovka i papir, ploca i online alati za dijeljenje odgovora

Ucenici u srednju Skolu dolaze s puno znanja koje su stekli tijekom osnovne Skole.
Dio tog matematickog znanja treba prilagoditi i uciniti preciznijim. Jedan primjer toga
je pravilo ,,minus i minus daje plus” koje ucenici Cesto koriste kada izvode matematicke
operacije koje ukljuCuju negativne brojeve. Unato¢ poznavanju ovog pravila ili mozda
upravo zbog neprecizne formulacije samog pravila, nastavnici ¢esto primjecuju da ucenici
imaju poteSkoca s raCunanjem kada su u pitanju negativni brojevi te da ucenici pogresno
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primjenjuju ovo pravilo jer im nije o€ito da se ono odnosi na mnoZenje.

Kako bismo pomogli u¢enicima da bolje razumiju ovo pravilo opisat ¢emo aktivnost
koja je provedena u Danskoj u sklopu projekta TIME [20] pod nazivom ,,Minus and minus
gives plus: Making sense of a principle learnt by heart”. Aktivnost je provedena u prvom
razredu srednje Skole s ciljem da ucenici bolje razumiju negativne brojeve i mnoZenje koje
ukljucuje negativne brojeve.

Aktivnost je zapocela provjerom sposobnosti uenika za raCunanje s negativnim broje-
vima kroz zadatke poput 3 +(=5), 3-(=5) 1 (—=3) - (—5). Nakon toga, nastavnik je ucenicima
predao problem: ,,PrisjeCamo se aritmetickog pravila iz osnovne Skole da minus i minus
daju plus. Sto to zapravo zna&i? Kako biste objasnili zasto je to tako?” U&enici su trebali
sami pronaci objaSnjenje za pravilo ,,minus i minus daju plus” i dati argument zaSto to
pravilo funkcionira. Ucenici su potom raspravljali o problemu i unosili svoje prijedloge u
OneNote kako bi njihova razmatranja bila vidljiva nastavniku i drugim uenicima, a pred-
stavnici odabranih grupa prezentirali su svoj rad dok su ostali uCenici slusali i postavljali
pitanja.

Analiza odgovora pokazala je da uCenici prilikom rada s cijelim brojevima nisu koristili
modele, ve¢ su se oslanjali na kalkulator. Ve¢ina grupa koristila je CAS (Computer Alge-
bra System) alate za izvodenje raCuna, dok su neki pokusSavali koristiti te alate za graficka
objasnjenja, ali su imali potesSkoca s davanjem jasnih objasnjenja. Neki ucenici su koris-
tili usmene argumente ili primjere, poput: ,,Ne ne odmarati se isto je kao odmarati se”.
Tijekom aktivnosti moglo se primijetiti da ucenici nisu osjecali potrebu za dodatnim argu-
mentom zaSto mnoZenje dva negativna broja daje pozitivan rezultat. Oni su to prihvacali
kao nesto Sto znaju od prije. Za vecinu njih bilo je dovoljno Sto su racunajuci kalkulatorom
potvrdili pravilo na nekoliko primjera, dok su neki opravdavali pravilo pozivajuci se na
svog ucitelja u osnovnoj skoli kao izvor istine.

Ova aktivnost moZe se provesti na razliite nacine, ovisno o kontekstu i dostupnim re-
sursima. U Danskoj su se ucenici oslanjali na tehnologiju, dok se u drugim kontekstima
moze naglasiti koriStenje modela za objasnjavanje. U prvom poglavlju formalno smo doka-
zali da minus puta minus daje plus, ali smo takoder uveli konkretne modele za vizualizaciju
mnoZenja cijelih brojeva, poput premotavanja videa unazad i prikaza pravokutnika. Sada
ocekujemo da ucenici pruze alternativne dokaze i1 argumentaciju koriste¢i ove modele.
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4.2 Algebarski izrazi

Prevodenje algebarskih izraza

AKTIVNOST 4. Algebarski izrazi

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce prelaziti iz prikaza algebarskih izraza rijeCima u simbole i
obratno.

Potrebni materijal: Nastavni listi¢ Algebarski izrazi

Jedan od klju¢nih aspekata ucenja algebre u osnovnoj i srednjoj Skoli je sposobnost
prevodenja algebarskih izraza iz prikaza rijeCima u simbole i obrnuto. Ucenici Cesto nailaze
na poteskoce u razumijevanju i pravilnom zapisu ovih izraza zbog razli¢itih miskoncep-
cija. Aktivnost algebarski izrazi osmiSljena je kako bi pomogla u€enicima da prevladaju
te izazove kroz strukturiran, dvosmjerni pristup koji ukljucuje prevodenje izraza zadanih
rijeima u simbole i obratno.

Aktivnost je podijeljena u dva dijela. Prvi dio se fokusira na prevodenje izraza zadanih
rijeCima u algebarske izraze, dok se drugi dio fokusira na prevodenje algebarskih izraza
u izraze rijeCima. Nastavnik aktivnost moZe zapoceti s kratkim objasnjenjem vazZnosti
razumijevanja prevodenja izraza rije¢ima u algebarske izraze 1 obrnuto te na ploci prika-
zati nekoliko primjera kako bi ucenici dobili osnovnu ideju o zadatku koji ih ¢eka. Nakon
toga, svakom uceniku podijeli nastavni listi¢ koji rjeSava samostalno. Primjeri izraza mogu
ukljucivati jednostavne operacije, kao 1 sloZenije izraze koji zahtijevaju pravilno postavlja-
nje zagrada.

Nakon Sto zavrSe s rjeSavanjem listica, nastavnik vodi zajedni¢ku diskusiju o svakom
zadatku, a ucenici dijele svoja rjeSenja i objasnjavaju svoje postupke.

Ocekujemo da Ce neki ucenici izraze krivo zapisati simbolima jer ¢esto zapisuju izraze
kako citaju (s lijeva na desno), ne pokazujuéi razumijevanje redoslijeda operacija koji je
impliciran ili mogu pogresno postaviti zagrade, Sto moZe rezultirati neto¢nim rjeSenjima.

Razgovor izmedu nastavnika i u€enika moze biti kljuan za razjaSnjavanje nespora-
zuma i uéenje preciznog izrazavanja algebarskih izraza. Kroz dijalog, uenici mogu razviti
bolje razumijevanje kako verbalizirati matematicke izraze na nacin koji je jasan i nedvo-
smislen. Na primjer, prilikom provjere zadnjeg zadatka u drugom dijelu aktivnosti moguce
je da ucenici krivo verbaliziraju zadani matematicki izraz. Ocekivani odgovor ucenika je:
,»tr1 plus n podijeljeno s 2.” Nastavnik tada na plo€u piSe izraz 3% 1 pita ucenike kako bi
onda procitali ovaj izraz. OcCekuje se isti odgovor: ,,Tri plus n podijeljeno s dva, ali u dru-
gom izrazu sve dijelimo s dva.” Nastavnik tada moZe uCenicima dati uputu da pokusaju
ponovno procitati prvi izraz tako da zvuci drugacije od drugog. Moguci odgovori mogu
biti: ,,Tri plus ... n podijeljeno s dva” ili ,,n podijeljeno s dva, zatim dodaj tri.”
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ZapiSite pomocu simbola, odnosno brojeva i varijabli izraze zadane rije¢ima: Zadane izraze rije¢ima zapiSite pomoc¢u simbola:

1.PomnoZi n brojem 3, zatim dodaj 7. 6n + 2

2. Dodaj 2 broju n, zatim pomnozi s 5.

3. Dodaj 7 broju n, zatim podijeli s 5. 8—10n

4. PomnoZin s n, zatim pomnoZi s 3.

5. PomnoZin s 2, zatim kvadriraj rezultat. n®—5

6. Oduzmi broj 5 od umnoska brojeva 3 in.

n
7.Pomnozis 2 zbroj brojevani 5. 3+ 5

Slika 4.3: Nastavni listi¢ Algebarski izrazi

Algebarske operacije

AKTIVNOST 5. Algebarske operacije

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e pojednostavljivanjem algebarskih izraza prepoznati ekviva-
lentne razlomke te ¢e kroz prepoznavanje i ispravljanje greSaka izvoditi algebarske opera-
cije.

Potrebni materijal: Nastavni listi¢ Algebarske operacije

Ucenje algebre Cesto ukljucuje suoCavanje s kompleksnim izrazima 1 pravilima za nji-
hovo pojednostavljivanje. Ucenici ponekad razvijaju miskoncepcije koje mogu ometati
njihovo razumijevanje. Cilj ove aktivnosti je omoguciti u¢enicima da kroz prakti¢ne pri-
mjere i rad u paru identificiraju i isprave te greske, Sto ¢e im pomod¢i da bolje razumiju
algebarske operacije. Kroz aktivnost ucenici ¢e prepoznati ekvivalentne izraze, objasniti
zaSto su ekvivalentni te ispraviti pogreSke u pojednostavljivanju izraza, ¢ime ¢e poboljSati
svoje razumijevanje i tocnost u izvodenju algebarskih operacija.

Na pocetku sata nastavnik podijeli nastavni listi¢ svakom uceniku, a zadatke rjeSavaju
u paru dok nastavnik prati njihov rad. Rad u paru omogucava ucenicima da aktivno sudje-
luju u procesu ucenja. Dok suraduju ucenici mogu razmjenjivati ideje, objasnjavati jedni
drugima postupke te zajedno rjeSavati probleme. Ovakva interakcija pomaze ucenicima
da prepoznaju vlastite i tude greSke te uce iz njih. U situacijama kada ucenici naidu na
poteskoce, rad u paru omogucuje im da dobiju pomoc¢ od svog partnera.

Jedan od zadataka na nastavnom listi¢u ukljucuje prepoznavanje i zaokruZivanje ek-
vivalentnih algebarskih izraza. Ova vrsta zadatka je klju¢na za razvijanje sposobnosti
ucenika da prepoznaju razliCite oblike istog algebarskog izraza. Prepoznavanje ekviva-
lentnih izraza pomaZe ucenicima da razumiju da se razliciti algebarski izrazi mogu zapisati
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na viSe razli¢itih nacina. Nakon Sto uCenici zaokruzZe ekvivalentne izraze, morat ¢e objas-
niti svoje postupke i kako su dosli do zakljucka da su izrazi ekvivalentni. Ovo ¢e pomo¢i
nastavniku da razumije njihove misaone procese i prepozna bilo kakve miskoncepcije koje
ucenici mogu imati. Ako neki izraz nije ekvivalentan ostalima, ucenici ¢e morati napisati
izraz ekvivalentan tom algebarskom izrazu.

U zadacima u kojima ucenici trebaju ispraviti pogreske, zadane su uobicajene pogreske
koje ucenici Cesto Cine. Ucenici Ce trebati prepoznati pogreske u ovim izrazima, precrtati
pogreSan odgovor i napisati ispravan. Takoder ¢e morati rije¢ima ili slikom objasniti §to
je pogresno. Ovaj zadatak pomaze ucenicima da razviju dublje razumijevanje algebarskih
operacija jer moraju analizirati i ispraviti greSke. Ako ucenici napiSu da je pojednostavljen
izraz tocan, a nije, to moZze ukazivati na odredene miskoncepcije. Ova aktivnost omogucuje
nastavniku da identificira i adresira te miskoncepcije. Takoder je Cesto da uc€enici identifi-
ciraju pogreske, ali ne daju objasnjenja, Sto moZe ukazivati na proceduralno razumijevanje,
ali nedostatak konceptualnog razumijevanja.

ZaokruZi ekvivalentne algebarske izraze,
6x+18—3x—9 6x—3(3x—-3) -3(x-3) —6x+3(3+3x)—6x

Objasni kako zna3 da su zaokruZeni izrazi ekvivalentni.

Ako neki izraz nije ekvivalentan ostalima, napisi izraz ekvivalentan tom algebarskom izrazu.

Tea je za domacu zadaéu trebala pojednostaviti algebarske izraze. Zamisli da si uitel] i trebas
provjeriti jesu li njena rje3enja toéna. Ake nisu, precrtaj pogresan cdgovor i napisi ispravan.
Rijeéima ili slikom objasni §to je pogregno.

2(3a+4)=6a+4

10y®—2xy
2

=5y?—xy
7—2(x+3)=5(x+3)=5c+15
(r—3)=x-3=x"-9
(r+3)x+4)=x2+7x+12

3a—4+12a=15a> -4

Slika 4.4: Nastavni listi¢ Algebarske operacije
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Sazetak

Ovaj rad opisuje klju¢ne aspekte poucavanja cijelih brojeva i algebarskih izraza u nas-
tavi matematike s naglaskom na prevladavanje uobicajenih poteskocéa i miskoncepcija koje
ucenici susrecu pri ucenju ovih temeljnih koncepata. Algebarsko misljenje, koje se uvodi
postupno, Cesto zahtijeva od ucenika da savladaju apstraktne koncepte poput negativnih
brojeva i nepoznanica, $to moze dovesti do razlic¢itih miskoncepcija i poteskoca u razu-
mijevanju. Rad obuhvaca metode i didakticke pristupe za uvodenje cijelih brojeva, poput
modela toplih i hladnih Zetona te upotrebu algebarskih plocica za vizualizaciju algebarskih
izraza. Takoder se opisuje kako uravnotezen pristup konceptualnom i proceduralnom zna-
nju moze doprinijeti uinkovitijem ucenju matematike te pruza pregled aktivnosti kojima
se ove miskoncepcije mogu adresirati.



Summary

In this thesis, key aspects of teaching integers and algebraic expressions in mathematics
education are described, with a focus on overcoming common difficulties and misconcepti-
ons that students encounter when learning these fundamental concepts. Algebraic thinking,
which is introduced gradually, often requires students to master abstract concepts such as
negative numbers and variables, which can lead to various misconceptions and difficulties
in understanding. The thesis covers methods and didactic approaches for introducing in-
tegers, such as the use of the neutralisation model, as well as the use of algebra tiles for
visualizing algebraic expressions. It also describes how a balanced approach to conceptual
and procedural knowledge can contribute to more effective learning of mathematics and
provides an overview of activities that can address these misconceptions.
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Rodena sam 3. oZujka 2001. u Zagrebu. Osnovnu $kolu Bedekovcina zavrS$ila sam 2015.
godine, nakon ¢ega sam upisala prirodoslovno-matemati¢ki smjer Gimnazije Antuna Gus-
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sveuciliSni studij Matematika; smjer: nastavnicki na Prirodoslovno-matematickom fakul-
tetu u Zagrebu te sam 2022. godine stekla titulu sveuciliSne prvostupnice edukacije mate-
matike. Iste godine nastavila sam svoje obrazovanje na nastavni¢kom smjeru diplomskog
studija matematike. Od rujna 2024. godine radim u Srednjoj Skoli Bedekovcina kao nas-
tavnica matematike.
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