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1 Uvod

Kombinatorika je grana diskretne matematike koja se bavi problemima pre-
brojavanja, svrstavanja i rasporeda, tj. prebrojavanjem elemenata konac¢nih
skupova i nacina da te elemente poredamo. Jednostavnije re¢eno, bavi se
diskretnim strukturama koje su konacne ili se mogu brojiti. Ona je pove-
zana s brojnim drugim granama matematike kao sto su algebra, geometrija
i teorija vjerojatnosti, ali i raznim podru¢jima racunarstva. No, primjena
kombinatorike sveobuhvatna je i u svakodnevnom zivotu, gdje nam pomaze
optimizirati rjesenja nekih problema, a pomaze nam i nadi rjeSenje nekog
problema na laksi, brzi i efikasniji nac¢in. Samu kombinatoriku mozemo jos
podijeliti na neke grane kao sto su enumerativna i algebarska kombinatorika.
Interes za kombinatoriku pokazivao se ve¢ u antickom svijetu, i to najvise u
Grékoj 1 Indiji, a njome su se bavili i Zidovi u srednjem vijeku. Medutim, na
njezin je razvoj najvise utjecao razvoj teorije vjerojatnosti u prvoj polovici
17. stoljeca, a za njega su zasluzni Blaise Pascal, Isaac Newton, Jacob Ber-
noulli te Leonhard Euler. Najbrzi razvoj kombinatorike dogodio se u drugoj
polovici 20. stoljeca, za Sto je zasluzan razvoj racunala.

Jedna od najvaznijih osoba za razvoj kombinatorike bio je upravo
Svicarski matematicar Leonhard Euler (1717.-1783.) koji se, osim kom-
binatorike, bavio i brojnim drugim granama matematike, ali i fizikom te
astronomijom. On je do kasnije nazvanih Eulerovih brojeva dosao trazeci
formulu za alterniraju¢u sumu potencija 1" — 2™ 4+ 3" — - - - u knjizi Institu-
tiones calculi differentialis, proucavajuci diferencijalni racun. Kombinatorna
interpretacija Eulerovih brojeva javlja se tek sredinom 20. stoljeca.

Kako se Euler bavio i drugim granama matematike, po njemu je nazvan
i iracionalan broj e ~ 2.71828 koji je baza prirodnog logaritma, ali i brojevi
koji se pojavljuju kod ekspanzije funkcije (ch )~ = M% u Taylorov red, no
u ovom ¢e se radu izraz Eulerovi brojevi (engl. Eulerian numbers) koristiti
samo za kasnije definirane brojeve kojima se u ovom radu i bavimo.

Ovaj rad sastoji se od sedam poglavlja. Nakon uvoda, u drugom ¢emo
se poglavlju prisjetiti svih otprije poznatih definicija i tvrdnji potrebnih za
lakse razumijevanje ostatka rada. U tre¢em poglavlju dolazimo do definicije
samih Eulerovih brojeva, navodimo njihova osnovna svojstva te iskazujemo i
dokazujemo neke identitete koje Eulerovi brojevi zadovoljavaju, medu kojima
je i eksplicitna formula za njihovo racunanje. Ovdje valja napomenuti kako
¢e se kombinatorni dokazi u ovom radu koristiti svugdje gdje je to moguce.

U cetvrtom poglavlju prisjetit ¢emo se Stirlingovih brojeva druge vrste i
nekih osnovnih svojstava koje oni zadovoljavaju, a nakon toga ¢emo iskazati
i dokazati neke teoreme koji govore na koji su nacin Eulerovi i Stirlingovi
brojevi povezani. U petom poglavlju definiramo funkcije izvodnice ¢iji su



¢lanovi odredeni Eulerovi brojevi.

Sesto poglavlje posveéujemo nizovima Eulerovih brojeva gdje prvo navo-
dimo neka opcenita svojstva nizova pozitivnih realnih brojeva, a nakon toga
dokazujemo da i nizovi Eulerovih brojeva zadovoljavaju neka od njih, pri
cemu poseban naglasak stavljamo na svojstvo log-konkavnosti. U posljed-
njem poglavlju re¢i ¢emo nesto o Eulerovim brojevima druge vrste te isto
tako navesti njihova svojstva i eksplicitnu formulu koju zadovoljavaju.



2 Poznate definicije i rezultati

Na pocetku navodimo neke poznate definicije i tvrdnje koje ¢emo koristiti u
ovom radu.

2.1 Osnovni principi prebrojavanja

Navodimo nekoliko jednostavnih principa prebrojavanja koje ¢emo koristiti
u radu, i to kao propozicije bez dokaza.

Propozicija 2.1 (Princip bijekcije). Neka su S ¢ T konacni skupovi. Vrijedi
|S| = |T| ako postoji bijekcija izmedu ta dva skupa.

Propozicija 2.2 (Princip sume). Neka je n € N i neka su Sy,5,...,5,

konacni, u parovima disjunktni skupovi (S; N S; = 0 za sve i,j takve da je
i # 7). Tada je Sy USyU---US, konacan skup i vrijedi

Us

i=1

n
= > [8].
=1

Propozicija 2.3 (Princip produkta). Neka jen € N i neka su Sy, 55, ...,S,
konacni skupovi. Tada vrijeds

s

i=1

n
= |15
=1

gdje je [1i—, Si = S1x Sy x---x S, Kartezijev produkt skupova Si, Ss, . .., Sy.

Za kraj ¢emo jos iskazati formulu ukljucivanja-isklju¢ivanja (FUI) koja se
koristi kada nemamo medusobno disjunktne skupove te ne mozemo iskoristiti
princip sume.

Teorem 2.4 (Formula ukljucivanja-isklju¢ivanja). Neka je {A1, Aa, ..., An}
familija konacnih skupova te neka je N = {1,2,... ,n} skup indeksa. Za
podskup I C N neka je Ap = (,c; Ai- Tada vrijedi

AT U A U UA = > (1)1 4],
0AICN
Napomenimo jos kako postoji analogni zapis gornje formule pomoc¢u kom-
plemenata. Neka su Aq, As, ..., A, podskupovi kona¢nog skupa X. Komple-

ment S¢ oznacava X \ S, dok je “prazan” presjek Ay cijeli X. Tada vrijedi
(A UAU---UA) | =|X|—-]AUAU---UA,|, odnosno

(A UA U U A = (=114,

ICN



2.2 Permutacije

Prvo ¢emo navesti definiciju permutacije, zatim definiciju permutacije stup-
nja n (odnosno, n-permutacije), a nakon toga ¢emo reéi nesto o ciklusima.

Definicija 2.5. Neka je S neprazni skup. Bijekciju f:S — S sa skupa S u
samoga sebe nazivamo permutacijom skupa S.

Definicija 2.6. Kada je S = {1,2,...,n}, bijekciju f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} nazivamo permutacijom stupnja n, odnosno n-permutacijom.
Skup svih permutacija f : S — S w slucaju kada je S = {1,2,...,n}
oznacavamo S, i nazivamo simetricnom grupom stupnja n.

Alternativno, permutaciju stupnja n mozemo definirati i kao uredenu n-
torku razlicitih elemenata skupa {1,2,...,n}. Permutaciju p € S, mozemo
zapisati i kao

b= < 1 2 ... n )
p(1) p2) - p(n))"
Permutaciju p najcesée prikazujemo kao samo donji redak gornje matrice,
odnosno p = p(1)p(2)---p(n) ili p = p1pa - - - Pu.

Propozicija 2.7. Broj permutacija n-clanog stupnja jen!=1-2---n.

Dokaz. Imamo n moguc¢ih odabira za prvi element permutacije. Za drugi
element pertmuacije postoji n — 1 moguc¢ih odabira, a to su svi elementi
osim onog koji je ve¢ odabran na prvom mjestu. Za k-ti element permutacije
mozemo odabrati sve osim ve¢ prethodno odabranih k—1 ¢lanova. Iterirajuci
ovaj postupak, za predzadnji element preostaju nam 2 moguca odabira, dok
nam za zadnji element ostaje samo jedan clan. Sada je po principu produkta
broj moguéih permutacija jednak n- (n —1)---2-1=mnl. O

Postoji jos jedan nacin zapisivanja permutacija i to kao produkt disjunk-
tnih ciklusa.

Definicija 2.8. Ciklus ili ciklicka permutacija je permutacija koja preslikava
Ty V> Lo, To > Ty, ... , Tg—> 1, a ostale elemente iz {1,2,... n} preslikava
u same sebe. Ovakav ciklus zapisujemo kao (x1 xo ... x4), a broj d nazivamo
duljinom ciklusa.

Ciklicki zapis ocito nije jedinstven. Na primjer, (1 2 3) je isti ciklus kao
i(312). Ciklusi mp = (i3 -+ iq) 1 m2 = (j1 -+ Je) su disjunktni ako vrijedi
{ir, .. ia} N {J1, .-, jet = 0 . Sljedecu propoziciju navodimo bez dokaza.



Propozicija 2.9. Svaka permutacija p € S,, moZe se zapisati kao kompozicija
medusobno disjunktnih ciklusa. Taj zapis je jedinstven do na poredak ciklusa
1 odabira pocetnih tocaka ciklusa.

Primjer 2.10. Permutacija
(1 23 4567
P=\3 176542
u ciklickoj notaciji moze se zapisati kao p = (1 3 7 2)(4 6)(5) te je to jedan

od 48 zapisa za ovu permutaciju. Naime, cikluse mozZemo posloziti na 3! = 6
nacina, dok pocetnu tocku ciklusa mozZemo odabrati na 4 -2 -1 = 8 nacina.

2.3 Binomni koeficijenti

Definicija 2.11. Neka je S neprazni konacni skup. Svaki k-élani podskup
nekog skupa nazivamo k-kombinacijom, dok skup svih k-kombinacija skupa
S oznacavamo (i)

Definicija 2.12. Binomni koeficijent (Z) oznacava broj k-clanih podskupova
n-¢lanog skupa, odnosno broj k-kombinacija n-clanog skupa.

Vrlo je jednostavno pokazati da vrijedi

ny n! ~nn—1)---(n—k+1)
(k) C(n—k)E k!
za svaki prirodni n te svaki nenegativni cijeli broj k takav da je k& < n.
Buduéi da vrijedi 0! = 1, imamo (8) = (Z) =1.

Prisjetimo se jos kako je binomni koeficijent (Z) jednak koeficijentu uz
element x* u razvoju polinoma (1 + z)". Upravo te koeficijente mozemo

iS¢itavati iz Pascalovog trokuta.

(o) () () () () G) 6 () ()

1
3 1
6 4 1

10 10 D 1

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1

00O ULk W~ O3
— —_ R B = ==
00 1 O UL W N -

Tablica 2.1. Binomni koeficijenti (Z) za0<k<n<8§

b}



Za konstrukciju Pascalovog trokuta koristi se sljedec¢a rekurzija koju ¢emo
dokazati kombinatorno.

Propozicija 2.13. Za nenegativne cijele brojeve k in, takve da je0 < k < n,

rijedi <Z) _ <Z - 1) + (n k 1)'

Dokaz. Lijeva strana jednakosti broji k-clane podskupove n-¢lanog skupa.
Na primjer, neka to u ovom slucaju bude odabir k ucenika koji ¢e i¢i na
ekipno natjecanje iz matematike iz razreda u kojem je n ucenika.

S desne strane takoder biramo £ ucenika koji ¢e i¢i na natjecanje iz ma-
tematike, no imamo dva sluc¢aja ovisno o tome je li u ekipi jedan konkretni
ucenik. Nazovimo ga Petar. Ako je Petar odabran u ekipu, tada nam pre-
ostaje odabrati jos k — 1 ucenika od preostalih n — 1, Sto mozemo uciniti

na (Zj) nacina. S druge strane, ako Petar nije odabran u ekipu, tada nam
preostaje odabrati jos svih k£ ucenika od preostalih n — 1, Sto se moze uciniti

na (”;1) nacina.

Sada tvrdnja propozicije ocito vrijedi po principu sume te je kombinatorni
dokaz gotov. O]

3 Eulerovi brojevi

Ovo poglavlje zapocet ¢emo definiranjem samih Eulerovih brojeva te ¢emo
zatim navesti neka od njihovih svojstava, no za to nam je najprije potrebna
definicija padova.

3.1 Padovi permutacija

Definicija 3.1. Neka je p = pips - - - pn permutacija te © < n prirodni broj.
Kazemo da je i pad u permutaciji p ako vrigedi p; > pir1. Skup padova u p
0zZnacavamo

Pad(p) = {i: pi > pis1}.
Nadalje, broj padova u p oznacavamo
pad(p) = [Pad(p)| = [{i : pi > pis1}].
Primjer 3.2. Neka je p = 41782365. Odmah uoc¢avamo da imamo pad za
1 = 1 bududi da je p; = 4, a po = 1, odnosno p; > ps. Promatrajuci daljnje
elemente permutacije, vidimo da imamo pad za ¢ = 4, buduci da je py > ps

jer je 8 > 2 te za i = 7 jer je p; > psg (odnosno 6 > 5). Dakle, u ovom
primjeru vrijedi Pad(p) = {1,4, 7} te pad(p) = 3.
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Znajudi definiciju padova u permutacijama, pitanja koja se namecu te na
koja ¢emo dati odgovor u ovom radu su: koliko postoji permutacija p stupnja
n sa zadanim skupom padova Pad(p), koliko postoji permutacija stupnja n
sa zadanim brojem padova pad(p) te ako dvije permutacije stupnja n imaju
jednak skup padova ili broj padova, imaju li jednaka i neka druga svojstva?
Za odgovore na njih koristit ¢emo upravo Eulerove brojeve, no prvo ¢emo
rijesiti trivijalne slucajeve.

Slucaj pad(p) = 0 imamo kod permutacije u kojoj za svaki i < n vrijedi
pi < pix1, & to je sluéaj samo kod identitete. Drugi trivijalni slucaj pad(p) =
n—1, s maksimalnim brojem padova, imamo za permutaciju u kojoj za svaki
1 < n vrijedi p; > pi11, a to je isklju¢ivo permutacija obrnuta identiteti,
odnosno p =n(n —1)(n —2)---21.

Lema 3.3. Neka je S = {s1,50,...,8x} C [n—1] te s < $9 < -+ <
sk. Oznacimo s «(S) broj n-permutacija p ¢iji je skup padova sadrZan u S,
Pad(p) C S. Tada vrijedi:

= (G670

Dokaz. Kljuc ovog dokaza je rasporediti n elemenata u k+ 1 segmenata tako
da prvih ¢ segmenata zajedno sadrze s; elemenata za svaki . Nakon toga
se, unutar svakog segmenta, elementi sortiraju uzlazno. Na taj nacin smo
osigurali da se padovi ne mogu desiti unutar k£ + 1 segmenata. Jedina mjesta
gdje se padovi mogu dogoditi su na rubovima segmenata, a to su upravo
S1,S9,...,8. Dakle, skup padova ¢e svakako biti sadrzan u S.

Preostaje nam izracunati na koliko na¢ina mozemo rasporediti n eleme-
nata u k + 1 ovako dobivenih segmenata. Prvi je segment duljine s; Sto
znaci da elemente koji ¢e pripadati njemu mozemo odabrati na (8"1) nacina.
Drugi je segment duljine s, — s1, a preostalo nam je n — s; elemenata, pa
tako elemente za taj segment mozemo odabrati na (;;:11) nacina. Opcenito,
-ti segment ¢e biti duljine s; — s;_1 za ¢ < k + 1, a njegove elemente ¢emo
odabrati izmedu preostalih n — s;_; elemenata Sto znaci da to mozemo uciniti

na ukupno (::53111) nacina. Za zadnji segment koji je duljine n — s, imamo
samo jednu moguc¢nost buduéi da je ostalo upravo toliko elemenata. Time
smo dokazali tvrdnju leme. O]

Sada mozemo iskazati i dokazati formulu za broj n-permutacija uz zadani
skup padova.

Lema 3.4. Neka je S C [n—1|. Tada je broj n-permutacija sa skupom
padova S jednak



B(S) = ZTQS<_1)|S_T|Q(T)

Dokaz. Ovaj rezultat zapravo je direktna posljedica formule uklju¢ivanja-
iskljucivanja. Permutacije sa zadanim skupom padova H C S veli¢ine h
se broje a; = Zﬁgm(—l)i('s;m) = (14 (=1))~Hl puta na desnoj strani
jednakosti iz iskaza leme. Vrijednost a; jednaka je nuli u svim slucajevima
osim kada je |S — H| = 0, odnosno S = H. Dakle, na desnoj strani se broje

tocno permutacije sa skupom padova S. O

Sada smo spremni definirati Eulerove brojeve.

3.2 Definicija i osnovna svojstva Eulerovih brojeva

Definicija 3.5. Uz zadane cijele brojeve k i n takve da je 0 < k < n, Fulerov
broj <Z> je broj n-permutacija s tocno k padova, odnosno

(1) = l{p € 5. s pad(p) = K}

Valja napomenuti kako je za £ < 0 te k > n Eulerov broj <Z> jednak nuli
sto je u skladu s definicijom 3.5.

Napomena 3.6. U nekim knjigama Eulerovi se brojevi oznacavaju s A(n, k)
te su definirani kao broj m-permutacija koje sadrze toéno k + 1 rastucih
nizova uzastopnih elemenata. Uocavamo kako je permutacija s k& padova
upravo podijeljena na toéno k + 1 rastucih nizova pa su ove dvije definicije
ekvivalente. Neke tvrdnje bit ¢e lakSe dokazati pomocu ove definicije.

Napomena 3.7. Napomenimo jos kako se u nekim izvorima Eulerov broj
umjesto padovima definira rastovima. Broj i je rast u permutaciji p ako vri-
jedi p; < piv1. Ove definicije su ekvivalente, a u radu ovu definiciju ne¢emo
koristiti, ve¢ iskljucivo definiciju 3.5 te definiciju preko rastuéih nizova uzas-
topnih elemenata.

Valja primjetiti kako je za £ = 0 Eulerov broj <Z> jednak 1 za svakin € N
buduéi da postoji samo jedna permutacija bez padova, a to je identiteta. Isto
0
tako, <0> = 1.

Primjer 3.8. Odredimo sada <i’>, <‘;’> 7 <‘11> Kod <‘z’> trazimo permuta-
cije stupnja 3 s tocno jednim padom. TraZene permutacije su 132,213,231
1 312 pa je <i’> = 4. Kod <§> trazimo permutacije stupnja 3 s tocno dva
pada, a jedina takva mogucénost je 321. Dakle, <§> = 1. U zadnjem slucaju
trazimo permutacije stupnja 4 s toéno jednim padom. Sve takve permutacije
su 1243,1324,1342,1423,2134,2341,2314, 2413, 3124, 3412 4 4123. Vidimo

da je (1) = 11.



Opcenito, <n7_‘1> = 1 za svaki prirodni broj n. Naime, jedina n-
permutacija s n — 1 padova je n(n — 1)(n — 2)---21, odnosno permutacija
obrnuta identiteti.

Propozicija 3.9. Za sve nenegativne cijele brojeve n i k takve da je 0 <

k <n vrijeds
<Z>:<n—2—1>'

Dokaz. Neka je p = pips - - - p, permutacija stupnja n te pretpostavimo da
ona ima k padova. Ona ima (n — 1) — k rastova zbog toga §to se rast moze
dogoditi na n — 1 mjesta te od tog broja oduzimamo broj padova. Oznacimo
sa p' = p,---pap1 njenu obrnutu permutaciju. Omna ima padove na svim
mjestima gdje p ima rastove, a takvih ima n —k — 1. Dakle, za svaku permu-
taciju p stupnja n s k padova postoji njena jedinstvena suprotna permutacija
p' s n—k — 1 padova pa je time tvrdnja dokazana. O

Eulerovi brojevi povecanjem n rastu vrlo brzo. Pomocu racunala odredili
smo njihove vrijednosti za k < n < 9 i prikazujemo ih u sljedecoj tablici, tzv.
Eulerovom trokutu.

AT RO RGN IR RORGRO
0 1

1 1 0

2 1 0

3 1 4 1 0

4 1 11 11 1 0

5 1 26 66 26 1 0

6 1 57 302 302 57 1 0

7 1 120 1191 2416 1191 120 1 0

8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 0

9 1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 0

Tablica 3.1. Eulerovi brojevi <Z> za 0 < k<n<9.

U nastavku ¢emo objasniti kako do Eulerovih brojeva mozemo do¢i na
jednostavniji nacin, pomocu rekurzije. Primijetimo kako je sljede¢i teorem
analogon Pascalove rekurzije za binomne koeficijente.

9



Teorem 3.10. Za sve pozitivne cijele brojeve k i n koji zadovoljavaju k < n,
vrijedi tdentitet

() =E+D ")+ =k (G0)
gdje je (1) =0zan=0 (uzk>0)ili k <0 te <8>:1.

Dokaz. Poénimo s (n—1)-permutacijom p’ = p1ps - - - pr—1 koja sadrzi brojeve
iz skupa {1,2,...,n —1}. Ubacivanjem elementa n u permutaciju p’ broj
padova moze ostati isti ili se moze povecati za jedan. Dakle, n-permutacija s
k padova se iz (n — 1)-permutacije moze dobiti na dva na¢ina. Prvi nacin je
da p’ ima k padova te se ubacivanjem elementa n taj broj neée promijeniti,
dok je drugi nacin kad p’ ima k& — 1 padova te se ubacivanjem n uzrokuje
jedan novi pad tako da ih ima k.

Promotrimo prvi slucaj. Broj padova se nece promijeniti ako n stavimo
ili na zadnje mjesto ili izmedu dva elementa gdje je pad. Naime, ocito je
Pn—1 < n, pa dodavanjem na zadnje mjesto ne¢emo dobiti novi pad. S druge
strane, ubacivanjem izmedu dva elementa p; i p;11, za koje vrijedi p; > p;i1,
u novoj permutaciji imat ¢emo niz ..., p;,n, piy1,.... Buduéi da je n vecéi od
oba elementa, desit ¢e se pad izmedu n i p;41, dok ¢e ostatak permutacije
ostati nepromijenjen. Tako broj padova ostaje isti. Dakle, n mozemo ubaciti
na k mjesta gdje su padovi te na zadnje mjesto u (n — 1)-permutaciju s k
padova sto nam daje prvi sumand, odnosno (k + 1) <”;1> .

U slucaju kada imamo (n — 1)-permutaciju s k& — 1 padova, n mozemo
staviti ili na prvo mjesto ili izmedu bilo koja dva elementa izmedu kojih
imamo rast. Naime, ocito je n > p; dok s druge strane, za i takav da
je pi < pix1 imamo p; < nin > p;y1. Dakle, stvorili smo jedan novi pad
izmedu n i p; 1. Ukupno postoji 1+ (n—2)—(k—1) = n—k moguéih pozicija
za n u ovom slucaju, sto nam daje drugi sumand, odnosno (n — k) <Zj .

Sada po principu sume lako zaklju¢ujemo da identitet iz teorema zaista
vrijedi. [

Teorem 3.11 (Worpitzky). Za sve nenegativne cijele brojene n te za sve
kompleksne brojeve z vrijeds

BT

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je z prirodni broj. U tom slucaju, lijeva
strana gornje jednakosti broji koliko ima nizova duljine n ¢iji su svi elementi iz
skupa {1,2,..., z}. Moramo pokazati da desna strana broji iste takve nizove.
Neka je a = ajas---a, takav niz te neka je o' = a; a4, - - a;, preslozeni
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neopadajuci niz takav da je a;, < a;, < --- < a;, uz uvjet da su jednaki
elementi poslozeni tako da su im indeksi sortirani uzlazno. Ozna¢imo s p(a) =
1119 - - - i, n-permutaciju koja je jedinstveno odredena sa zadanim nizom a.
Broj i; oznacava poziciju u a iz koje dolazi prvi ¢lan a', iy poziciju u a iz
koje dolazi drugi ¢lan o’ te tako sve do n. Jednostavnije receno, i, oznacava
poziciju u a na kojoj se nalazi k-ti po redu ¢lan niza a/. Na primjer, neka je
a = 231143. Tada je o’ = 112334, a permutacija je p(a) = 341265.

Ako dokazemo da se svaka na gore prikazan na¢in dobivena permutacija s
k — 1 padova dobiva iz to¢no (ZJFZ*’“) nizova a, dokazali smo teorem jer nam
upravo to prikazuje desna strana identiteta.

Zamijetimo prvo da ako vrijedi a;; = a;;,, u @', tada je i; < ;41 u p(a).
Po kontrapoziciji, ako je i; > i;41, odnosno ako je j pad u p(a), tada vrijedi
aj; < a;;,, ua’. Ova opservacija pokazuje nam da je a’ strogo rastuca kad
je 7 pad u p(a). Ako pogledamo nas primjer, p(a) ima padove u 21 5 te je
a’ na tim pozicijama zaista strogo rastuéa, no vazno je za zamijetiti kako a’
nije strogo rastuca iskljuc¢ivo na tim pozicijama.

Promotrimo sada iz koliko nizova a mozemo dobiti permutaciju p(a) =
341265, kao u nasem primjeru. Iz gornjeg argumenta o padovima za-
kljucujemo da mora vrijediti slijedec¢i niz nejednakosti.

I1<as<ay<ar<ary<ag<as <z

Strogu nejednakost imamo na mjestima gdje se u permutaciji dogodio pad.
Gornji niz nejednakosti ekvivalentan je s

1<ags<ay+1<a+1<as+2<ag+3<as+3< 243,

Broj nizova koji zadovoljavaju gore navedene stroge jednakosti racuna se
pomocu formule za kombinacije, odnosno binomnih koeficijenata te ih ima
(ZJGF?’) za na$ konkretan p(a). Naime, koriStenjem supstitucije z3 = as, 4 =
as +1,..., x5 = a5 + 3 imamo niz strogih nejednakosti

1<y <zy<ri<ry<zrg<as<z+4+3

odnosno moramo odabrati 6 od moguéih z + 3 pozicija koje zadovoljavaju
gornji niz nejednakosti, a to je upravo broj kombinacija (ZJGF?’).

Ako generaliziramo gornji postupak za za bilo koji n te za bilo koju per-
mutaciju ¢ s k — 1 padova, dobijemo da se svaka takva n-permutacija moze

dobiti iz (”("717);(]“71)) = (ZJFZ*’“) nizova a. Naime, u nizu nejednakosti
I1<a, <aj, <---<a, <z

sve nejednakosti moramo pretvoriti tako da budu stroge te nakon toga
mozemo izracunati trazeni broj nizova tako da izracunamo broj kombinacija,
odnosno binomni koeficijent, analogno kao u nasem gornjem primjeru. Broj
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nejednakosti koje nisu stroge je (n — 1) — (k — 1) jer ima n — 1 nejednakosti
izmedu svih a;; te od njih oduzimamo k — 1 strogih jednakosti na mjestima
gdje su padovi. Upravo taj broj ¢emo pribrojiti z u zadnjoj nejednakosti
zbog toga te ¢emo u njoj dobiti 1 <---<z4+(n—-1)—(k—1)=z+n—k.

Ako z nije prirodni broj, obje strane jednakosti iz teorema mozemo gledati
kao polinome s varijablom z. No, budu¢i da se ta dva polinoma kona¢nog
stupnja podudaraju u beskona¢no mnogo tocaka (za sve z € N), oni moraju
biti identi¢ni ¢ime je dokaz gotov. O]

Primjer 3.12. Neka je n=3. Znamo da je <3> = <§> =1 te <i’> = 4.
Dakle, na desnoj strani identiteta dobivamo izraz

z+2 z+1 z

(53 +4(5) + ()
za koji jednostavnim raspisivanjem zaista dobivamo da je jednak z° sto teorem
1 turds.

Navest ¢emo jednu jednostavnu posljedicu gornjeg teorema.

Korolar 3.13. Za sve n € N vrijedi identitet

BN

Dokaz. Zamijenimo li z sa —z u rezultatu teorema 3.11, dobit ¢emo

Z"(—1>”=i<kﬁ1> (-Hnn—k)

Primijetimo kako je

n!
(z+k—n)z+k—n+1)---(z+k—1)
n!

n

(—z+n—k) (—z4+n—k)(—z+n—-k—-1)---(—2+1—k)

— (-1

(TR
(=1)" = (=1)" k; <k - 1> (Z +’i_ 1)

Dakle, vrijedi



te na kraju

Sto smo 1 trebali dobiti. O

Napomena 3.14. Zamijetimo kako iz teorema 3.11 (a isto i iz korolara 3.13)
mozemo dobiti formulu za sumu prvih n kvadrata prirodnih brojeva. Naime,

00000

Koristenjem ovog identiteta te preslagivanjem sumanada u dvije sume dobi-

vamo
1 2 2 3
12492 4 ... 2 _
+2°4---+n (2)+(2)+(2)+(2)+

+
3

Do |
+ ~—

3.3 Eksplicitna formula za Eulerove brojeve

Nakon sto smo definirali Eulerove brojeve, pokazali kako se do njih dolazi
rekurzivno te dokazali nekoliko identiteta koje oni zadovoljavaju, zanima nas
postoji li neka opcéenita formula pomocu koje mozemo izracunati Eulerove
brojeve. Odgovor na to pitanje pokazat ¢e se potvrdnim, a sada ¢emo iskazati
i dokazati navedenu formulu.

Teorem 3.15. Za sve nenegativne cijele brojeve k i n koji zadovoljavaju

k < n vrijedi
<ki1> Zi(—l)ic;l)(k—i)@

1=0
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Dokaz. Neka je k > 0 (za k = 0, tvrdnja je ocita) te stavimo k — 1 Stapica
sa k pretinaca izmedu njih. Svaki element iz {1,2,--- ,n} stavljamo u to¢no
jedan pretinac. To mozemo uciniti na k™ nacina, Sto nam daje jedan ¢lan
sume iz iskaza teorema za i = 0. Zatim ¢emo unutar svakog pretinca elemente
sortirati uzlazno. Na primjer, za k = 5,n = 9, jedan od valjanih rasporeda
je

257|13|]49(68 (1)

Zanemarimo li §tapice, dobivamo n-permutaciju (u gornjem primjeru
257134968) s najvise k — 1 padova, jer jedina mjesta gdje je pad mogué su
ona izmedu pretinaca.

U ovakvom pristupu imamo dva problema koji se javljaju. Naime, moze
se dogoditi da imamo prazan pretinac te da izmedu dva susjedna pretinca
nemamo pad. U tim slucajevima permutacija ima manje od k£ — 1 padova te
¢emo pokazati kako ¢emo s takvim permutacijama postupiti.

Nazovimo zidom one Stapi¢e nakon kojih neposredno ne slijedi sljedeci
Stapi¢, ve¢ neprazan pretinac. Zid je irelevantan ako njegovim uklanjanjem
opet dobivamo valjan raspored elemenata, odnosno raspored gdje su u sva-
kom pretincu elementi uzlazno sortirani. Na primjer, u (1) je treéi Stapi¢
ocito irelevantan zid bududi da je pretinac prije njega prazan. Njegovim bri-
sanjem dobijemo 257|13|49|68 iz ¢ega vidimo da je i drugi Stapi¢ irelevantan
zid jer ¢emo njegovim brisanjem dobiti pretinac 1349 gdje su elementi sor-
tirani uzlazno. Na$ cilj je prebrojati sve rasporede bez irelevantnih zidova,
jer su oni oc¢ito u bijekciji s permutacijom s k£ — 1 padova, budué¢i da ce
se izmedu svaka dva pretinca dogoditi pad. U tome ¢emo koristiti formulu
ukljucivanja-iskljucivanja.

Nazovimo pozicijom mjesta izmedu dva uzastopna elementa permuta-
cije, kao i mjesto prije prvog te mjesto poslije zadnjeg elementa permutacije.
Dakle, n-permutaciji pridruzujemo n + 1 pozicija. Neka je S C [n+ 1] te Ag
skup rasporeda u kojima se irelevantan zid nalazi na svakoj poziciji koja je
u skupu S. Neka je |[S| =i < k — 1. Tvrdimo da tada vrijedi

[As| = (k — i)™,

Promotrimo prvo bilo koji valjani raspored s k —i—1 stapic¢a. Postoji (k—i)"
rasporeda jer za svaki element od 1 do n mozemo odabrati jedan od k — 1
pretinaca u koji ¢emo ga smjestiti. Sada zelimo smjestiti jos ¢ Stapica tako
da stavimo po jedan na svaku poziciju iz S, a ako na nekoj od tih pozicija
ve¢ postoji Stapi¢, smjestamo ga neposredno desno od njega. Rezultat ovog
postupka je raspored koji se nalazi u Ag. Obrnuto, svaki raspored iz Ag ¢emo
dobiti toéno jednom koriste¢i ovaj postupak. Doista, ako je a € Ag, tada
brisanjem ¢ Stapic¢a koji su na pozicijama iz S dobijemo jedinstveni raspored
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s k — 1 — 1 stapic¢a kojim ¢emo ultimativno dobiti upravo raspored a, i to
dodavanjem ¢ Stapic¢a na pozicije iz S.
Budu¢i da postoji ("J.rl) mogucénosti za odabir skupa S, dokaz teorema

slijedni direktno iz formule uklju¢ivanja-iskljucivanja. O

Teorem 3.15 dokazat ¢emo na joS jedan nacin, i to racunski, u kojem
nije potrebna ideja o Stapi¢ima i pretincima. No, za taj dokaz potreban
je sljededi identitet o binomnim koeficijentima kojeg ¢emo vrlo jednostavno
dokazati kombinatorno.

Lema 3.16 (Chu-Vandermonde). Svi z,y € C te svaki nenegationi n € Z

zadovoljavaju identitet
T4y e Y
() -2 00 @

Dokaz. Pretpostavimo prvo kako su x i y prirodni brojevi. Neka su X i
Y disjunktni skupovi s razlicitim elementima, takvi da X sadrzi x, a Y y
¢lanova. Tada lijeva strana oznacava broj n-¢lanih podskupova skupa X UY'.
No, desna strana broji istu stvar, ovisno o tome koliko od n ¢anova dolazi iz
skupa X, a koliko iz skupa Y. Dakle, (2) vrijedi za prirodne x i y pa nam
preostaje dokazati tvrdnju za realne brojeve.

Uocimo kako obje strane (2) mozemo promatrati kao polinome u x i y.
No, ti se polinomi podudaraju u beskonaéno mnogo tocaka (svi prirodni
brojevi) pa oni moraju biti identi¢ni ¢ime je tvrdnja dokazana. ]

Sada smo spremni za alternativni dokaz u kojem ¢emo koristiti gornju
lemu.

Dokaz teorema 3.15. Prisjetimo se prvo Worpitzkyjevog teorema. Za sve ne-
negativne n € Z i z € C vrijedi

)

Uvrstimo li u to z = 1, zatim z = 2 te za z = 1, © < k, dobijemo

=0 ()6 (),



pri cemu je -ta jednakost

=)

J=
dok je zadnja (k-ta) jednakost

k—1 .
n n+j—1

k:”zg .
j0<k—j—1>< n )

Sada ¢emo pomocu nasih k jednakosti dobiti izraz ¢ija je lijeva strana upravo
jednaka desnoj strani formule iz teorema 3.15. To radimo tako da svaku od
prvih k—1 jednakosti pomnozimo odredenim faktorom te ju zatim pribrojimo
zadnjoj jednakosti. Pomnozimo (k — i)-tu jednakost sa (—1)i("j1) te ju
pribrojimo zadnjoj i tako za sve 0 < ¢ < k. Ovim postupkom dobijemo izraz

g(—l)i(n Z+ 1) (k—i)" = jz; <j g 1> kz:; (n + k; i— j) (n Z+ 1) 1)
(3)

Oznag¢imo s a(n, j — 1) pripadni koeficijent koji se javlja uz jfl na desnoj
strani gornjeg izraza. Uo¢imo da je teorem dokazan ako vrijedi a(n,j—1) =0
za j < k. O¢ito je a(n,k—1) = 1, te nam na desnoj strani ostaje samo <kf1>
Sto i zelimo dobiti.

Neka je b = k — j. Tada a(n,k — 1) mozemo transformirati na sljede¢i

: a(n’]{;_l):zb:(_l)i(n:‘rl)(n_7j+b)'

i=0
Za pozitivni realni broj z vrijedi jednakost (7°) = (”3_1)(—1)“. Iz ovog te
iz ocite jednakosti (—1)° = (—1)*=2 dobivamo

(—1)a(n,k —1) = Xb:(_l)b—i (” ;L 1) (n —;’ + b)

1=0

s (5)
SR

Zadnja jednakost ocito vrijedi za b = k — 7 > 0, dok predzadnja jednakost
vrlo jednostavno slijedi iz Chu-Vandermondeove leme. Time smo pokazali
da na desnoj strani (3) ostaje samo <1£1> pa je dokaz gotov. O]
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4 Stirlingovi i Eulerovi brojevi

U ovom poglavlju éemo se prisjetiti Stirlingovih brojeva te prouciti na koji
su nacin povezani s Eulerovim.

Definicija 4.1. Particija skupa [n] = {1,2,...,n} u k blokova je familija
nepraznih disjunktnih podskupova od [n] ¢ija je unija upravo [n| i kojih ima
tocno k. Te podskupove nazivamo blokovima.

Primjer 4.2. Neka jen =9 te k = 4. Primjeri dviju particija skupa [n] u 4
bloka su {{1,3,9},{2,8},{4},{5,6,7}} i {{1},{2},{4},{3,5,6,7,8,9}}.

Uoc¢imo kako poredak blokova te poredak elemenata unutar bloka nije
bitan. Na primjer, particija {{6,7,5},{1,9,3},{4},{8,2}} jednaka je prvoj
particiji iz prethodnog primjera, {{1,3,9},{2,8},{4},{5,6,7}}.

Definicija 4.3. Broj mogucih particija [n] u k blokova oznacavamo {Z} te
nazivamo Stirlingovim brojem druge vrste.

Na primjer, {7{} =1 za svaki n € N jer moramo imati samo jedan blok,
a to je [n]. Isto tako, {Z} = 1 za svaki n € N jer postoji samo jena takva
particija s n blokova, a to je {{1},{2},---,{n}}. S druge strane, vrijedi
na primjer {3} = 3 jer imamo 3 particije [3] = {1,2,3} s 2 bloka, a to su:
{{1,2},{3}}, {{1,3},{2}} i {{2,3},{1}}. Valja jos napomenuti kako po

dogovoru stavljamo {g} =0zan>0te {8} =1.

n n n n n n
n
0] 1
1] 0 1
21 0 1 1
31 0 1 3 1
41 0 1 7 6 1
51 0 1 15 25 10 1

Tablica 3.1. Trokut za Stirlingove brojeve druge vrste.

Napomenimo kako Stirlingovi brojevi druge vrste takoder zadovoljavaju
rekurziju slicnu Pascalovoj. Ona glasi

SRRV S

za sve n,k € N. Sada ¢emo navesti i dokazati eksplicitnu formulu za
racunanje Stirlingovih brojeva prve vrste.
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Lema 4.4. Za sve pozitivne cijele brojeve n i k vrijedi identitet

(=g (De-or

Dokaz. Neka je uredena particija skupa [n] u k blokova takva particija u ko-
joj je redoslijed blokova bitan. Dakle, ({1,2},{3}) i ({3}, {1,2}) su razlicite
uredene particije [n] u 2 bloka. Uoc¢imo kako je uredena particija od [n] u
k blokova zapravo ekvivalentna surjekciji iz [n] u [k]. Naime, kod uredene
particije svaki element iz [n] preslikavamo u tocno jedan od k blokova, od
¢ega nijedan blok ne smije ostati prazan. Isto tako, u surjekciji iz [n] u [k]
preslikavamo svaki element iz [n] u toéno jedan element iz [k], pri ¢emu za
svaki element iz [k] postoji barem jedan element iz [n] koji se preslikava u
njega. Dakle, uredenih particija skupa [n] u k blokova ima isto koliko i su-
rjekcija iz [n] u [k], a to je Zfzo(—l)i(lj)(k: —1)", $to se dokazuje pomocu
formule uklju¢ivanja-iskljucivanja. Za kraj uocimo kako jedna uredena par-
ticija obuhvaca toc¢no k! ekvivalentnih particija pa stoga cijeli izraz moramo
podijeliti upravo s k!. Time je dokaz gotov. m

U sljede¢em teoremu pokazati ¢emo da su Eulerovi te Stirlingovi brojevi
druge vrste blisko povezani.

Teorem 4.5. Neka sun i k pozitivni cijeli brojevi. Tada vrijedi

EED ST o

=0

Dokaz. Mnozenjem obje strane jednakosti sa k! dobijemo

(-0 ()

Ovdje je lijeva strana ocito jednaka broju uredenih particija [n] u k& blokova
buduéi da iz svake particije s k£ blokova permutacijama mozemo dobiti upravo
k! razlic¢itih uredenih particija. Moramo dokazati da desna strana jednakosti
broji istu stvar. Promotrimo permutaciju p koju broji <:1> Takva permu-
tacija ima 4 rastuéih nizova te ona prirodno definira uredenu particiju [n] u
1 blokova. Za ¢ = k smo gotovi pa trebamo promotriti slucaj ¢ < k. U tom
slucaju ¢emo razdijeliti neke od rastuc¢ih nizova u blokove tako da dobijemo
upravo uredenu particiju s k blokova. Budu¢i da trenutno postoji ¢ blokova,
trebamo dodati jos k — ¢ blokova da bismo ih dobili k. To ¢emo uciniti
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tako da odaberemo upravo k —1¢ “praznih pozicija”, odnosno pozicija izmedu
dva uzastopna elementa unutar istog bloka. Takvih pozicija ima n — ¢ te ih
mozemo odabrati na (Z:Z) nacina.

Ako sumiramo po svim ¢ < k, vidimo da gornjim postupkom mozemo
dobiti upravo Zf:o (M) (Z:Z) uredenih particija [n] u k blokova. Preostaje
jos samo dokazati da se svaka takva particija broji totno jednom. Naime,
ako elemente unutar svakog bloka particije sortiramo uzlazno, tada cijelu
particiju mozemo is¢itati s lijeva nadesno (zanemarujuéi blokove) tako da
dobijemo jedinstvenu permutaciju s najvise k rastuc¢ih nizova. Nakon toga
mozemo jednostavno vratiti blokove da dobijemo uredenu particiju. Time je
dokaz zavrsen. O

Ovaj rezultat ¢emo invertirati tako da dobijemo formulu kojom se
racunaju Eulerovi brojevi preko Stirlingovih brojeva druge vrste.

Teorem 4.6. Neka sun i k pozitivni cijeli brojevi. Tada vrijeds

(2= e

Dokaz. Promotrimo prvo jednakost (4) za svaki i < k te pomnozimo svaku
od njih s i!. Dobijemo niz jednakosti

(=G (5)
2= () ()
pri ¢emu je i-ta jednakost
() 05)

dok je zadnja jednakost

20 60

=1

<
Il

Na$ je cilj eliminirati sve sumande u (6) osim zadnjeg, tj. <I£1> (Z:,’:) =

(,*,). To ¢emo napraviti tako da (5) pomnozimo s (—1)F7(}7}) za svaki
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i€{l1,2,...,k—1} te ih pribrojimo (6). Jednakost koju dobijemo opisanim
postupkom glasi

{1 (i ) -2 ( )G ()

odnosno mijenjanjem poretka sumacije

> (e () -2 () (D) e (1)
(7)

Uoc¢imo kako je lijeva strana gornje jednakosti jednaka upravo desnoj
strani jednakosti iz iskaza teorema. Ocito je na desnoj strani koeficijent uz

<kf1> jednak (Z:Z) = 1. Oznacimo s t(n, j — 1) koeficijent koji stoji uz <jf1>
u (7). Tvrdnja teorema ¢e biti dokazana ako pokazemo da je t(n,7 —1) =0
za sve ] < k.

Uocimo kako je (7:__;) = 0za 1 < j. Zbog toga, za svaki fiksirani j < k
vrijedi
k n—j\[(n—:i i n—j\[(k—nmn-—1
t —1: —1k7i:
nim0=2 ()G =2 02 ()

i=j i=j

k—j—1
k—3j
r+a—1

gdje smo u drugoj jednakosti koristili (7) = ( . )(—1)“, a u predzadnjoj
jednakosti Chu-Vandermondeovu formulu. Dakle, dokazali smo da na desnoj
strani (7) <jf1> nestaje za j < k, dok uz </~:1> stoji koeficijent 1. Time se

na desnoj strani dobije samo < kf1>, a to je lijeva strana u iskazu teorema.
Time je dokaz ovog teorema zavrsen. O

5 Eulerovi brojevi i funkcije izvodnice

Postoji vise nacina na koje mozemo definirati funkcije izvodnice ¢iji su ¢lanovi
odredeni Eulerovi brojevi. Prvo ¢emo iskazati “horizontalnu” verziju.

Definicija 5.1. Neka je n nenegativni cijeli broj. Polinom

zovemo n-ti Fulerov polinom.
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Eulerovi polinomi imaju neka zanimljiva svojstva koja se mogu dokazati
kombinatorno, no njih ostavljamo za kasnije. Sada ¢emo prouciti na koji su
nac¢in povezani Eulerovi polinomi i neke poznate beskonacne funkcije izvod-
nice.

Teorem 5.2. Neka je n nenegativni cijeli broj. Tada se n-ti Eulerov polinom
alternativno moZe zapisati kao

An(2) = (1 — 2)"*t Z "2

i>0
Dokaz. Koristenjem teorema 3.15 dobivamo

Ap(z) = i< ﬁl>z Y Y- (n—i_l)(k—i)"zk

k=1 0<i<k
- In+1
> > (_1)'“( )z”zk> :
k=1 (ogigk k—i

Zamijetimo kako suma u zagradi, jednaka <1£1> nestaje za k > n. Sada
promjenom poretka sumacije u gornjoj jednakosti imamo

= iy <ZJ_F 1) () =1 =)y i

>0 k>i i>0
¢ime je dokaz gotov. O]
Primjer 5.3. Neka je n = 1. Teorem 5.2 daje nam

_ 2 i 2 < _

Za n = 2 imamo

Ag(z) = (1= 2 iz = (1 - 2)° (<12_222)3+(1_Zz)2>:z2—|—z.

i2>0

Cesto je korisno pribrojiti brojeve <kf1> za sve n i k u jednoj funkciji
izvodnici. Ta funkcija izvodnica tada ima jednostavnu formu koju ¢emo sada
dokazati.

Teorem 5.4. Neka je



Tada vrijedi jednakost

1-t

’f’(t, Z) = m

Dokaz. Koristeci teorem 5.2 te raspisivanjem dobivamo

r(t,z) = ZZ

n>0 k>0

(i

(1—1) Zti Z W(ln—_'t))n =(1—1) Ztieiz(l_t) _

>0

1-1

1~ tex(-"

Zn

n!

EEDY

)
1
n>0

n!

> z”t)

>0

((1 — )"t

n>0 i>0

6 Log-konkavnost Eulerovih brojeva

Prisjetimo se trokuta Eulerovih brojeva za n = 6.

n
0

(o)

UL W N~ O3
e e e e

n n n n n n
(0 Gy (5 ) ) (@)
0

1 0

4 1 0

11 11 1

26 66 26 1 0

o7 302 302 o7 1 0

Tablica 6.1. Eulerovi brojevi <Z> 7za0<k<n<6.

Kao sto smo veé¢ zamijetili, niz <Z> je simetrican za svaki fiksni n € N.
primjeéu vaki il nizov oo i
Isto tako, primjeéujemo kako se svaki od tih nizova do njegove polovice stalno
povecava, a zatim smanjuje. To svojstvo u kombinatorici ima i svoj naziv.

Definicija 6.1. Niz pozitivnih realnih brojeva aq, as, . .

ako postoji indeks k, 1 < k < n, takav da vrigedi ay < ag < ---

Apy1 =+ 2 Ay

Niz Eulerovih brojeva <Z> (0<k<n) je unimodalan za svaki fiksni n. Stovise,
u nastavku ¢emo dokazati da on zadovoljava i jedno jace svojstvo koje ¢emo

prvo definirati.
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Definicija 6.2. Niz pozitivnih realnih brojeva aq,as, ..., a, je log-konkavan
ako za sve indekse k vrijedi ag_1ap, 1 < a%.

Propozicija 6.3. Ako je niz pozitivnih realnih brojeva ai,as,...,a, log-
konkavan, tada je © unimodalan.

. . . . .o 2
Dokaz. Promotrimo niz {b;}, definiran s b; = a;/a,_1. Relaciju ay_1ar11 < aj
mozemo zapisati i kao ay/agi1 > ax_1/ar pa tako u log-konkavnom nizu
vrijedi

S
=
=
o
S

N L

)
Qo a1 Ap—2 Qp—1

odnosno by > by > -+ > b, 1 > b,. Postoje tri mogucnosti. Prva moguc¢nost
je by < 1. Tada je cijeli niz {a;}, padaju¢, pa stoga i unimodalan. U drugoj
mogucnosti je by > 11 b; > 1 za svaki 4, 1 <7 < n. Ovdje je cijeli niz {a;};
rastu¢ i unimodalan. Posljednja moguénost je kad imamo b; > 1, no nakon
odredenog vremena se niz {b;}, spusti ispod jedinice. Neka je k najmanji
indeks za koji je by < 1. Tada ocito vrijedi a3 < ay < --- < ap_1 < ap >
Ap+1 > -+ > a, pa je niz takoder unimodalan. Dakle, niz {a;}, je unimodalan
u svim slucajevima te je stoga dokaz gotov. O]

Teorem 6.4. Za svaki n € N niz FEulerovih brojeva <Z>{O<k¢<n} je log-
konkavan. o

Prije dokaza ovog teorema, trebamo definirati neke pojmove te navesti i
dokazati pomo¢nu propoziciju i lemu. Ako put na koordinatnoj mrezi sadrzi
samo pomake (1,0) i (0, 1), nazivat ¢emo ga najkracim putem u resetki.

Oznac¢imo s A(n, k) skup n-permutacija s k padova. Konstruirat é¢emo
bijekciju izmedu toga skupa te skupa navedenih najkrac¢ih puteva u resetki s
n pomaka, od kojih je to¢no k njih vertikalnih (odnosno, (0,1)).

Neka je P(n) skup najkrac¢ih puteva u resetki s rubovima ay,as,...,a,
te neka su pozitivni cijeli brojevi eq, e, ..., e, njihove odgovarajuce oznake
takve da vrijedi sljedece:

(i) rub a; je horizontalan i vrijedi e; = 1,

(ii) ako su rubovi a; i a;41 oba horizontalni ili oba vertikalni, tada je e; >

€i+1,
(iii) ako su rubovi a; i a;1; medusobno okomiti, tada je e; + e;41 < i+ 1.

Napomenimo kako nam startna tocka puta u P(n) nema nikakvog znacaja.
Neka je P(n, k) skup svih puteva u P(n) s k vertikalnih rubova te neka je
P(n, k) = |P(n, k)|
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Propozicija 6.5. Sljedeca dva svojstva puteva u P(n) slijede direktno iz
definicije:
e Nejednakost e; < i — 1 vrijedi za svaki i > 2.

o Fiksiragmo e;. Ako e;y1 moZe poprimiti vrijednost v, tada moze popri-
mati sve vrijednosti w € N takve da je w < v.

Napomenimo jos kako su uvjeti na e;,; zadani iskljucivo sa e;, nezavisno
od prethodnika e;, 7 < i. Sada ¢emo iskazati i dokazati lemu u kojoj ¢emo
objasniti kako ¢emo konstruirati bijekciju izmedu skupova.

Lema 6.6. Sljedeéi proces definira bijekciju izmedu S(n) i P(n), gdje je
S(n) skup svih n-permutacija. Neka je p € S(n). Da dobijemo rub a; i
njegovu, oznaku e; za 2 <1 < n, prvo restringiramo permutaciju p na prvih i
elemenata 1 ponovno ih oznacimo tako da dobijemo permutaciju q = q1qs - - - q;
od [i]. Nakon toga radimo sljedece:

1. Ako je pozicija i — 1 pad u permutaciji p (ekvivalentno, u permutaciji
q), neka je a; vertikalni rub te neka je e; jednako g;

2. Ako je pozicija i — 1 rast permutacije p, neka je a; horizontalan i neka
je oznaka e; jednaka i + 1 — g;.

Stovise, ova bijekcija se moze restringirati na bijekciju izmedu A(n, k) i
P(n,k) 2a0 <k <n-—1.

Dokaz. Opisano preslikavanje je ocito injektivno. Pretpostavimo dasui—11i
1 padovi permutacije p te neka su ¢ i r dobivene restringiranjem permutacije
p redom na prvih ¢ te ¢ + 1 elemenata. Ocito je element ¢; jednak ili r; ili
r; — 1, a bududi da je r; > r;1 (jer je i pad), tada je i ¢; > 741 Cime je
zadovoljen uvjet (ii). Postoje jos tri sluc¢aja, ovisno o tome jesu li 17— 1
padovi ili rastovi, a oni se dokazuju vrlo sli¢no te svi zadovoljavaju uvjete za
P(n). Dakle, ovako dobiven put je u P(n).

Preostaje nam za dokazati da se radi o bijekciji. Naime, trebamo dokazati
da postoji inverz, odnosno da iz zadanog puta u P(n) mozemo dobiti permu-
taciju p. Dovoljno je dokazati da mozemo dobiti p,, te primijeniti indukciju
po n za ostatak permutacije p. Da dobijemo p,, iz puta, jednostavno stavimo
da je on jednak oznaci [ zadnjeg ruba ako je on vertikalan, te n+1 —1 ako je
taj rub horizontalan. Uvjeti (ii) i (iii) osiguravaju da za p, uvijek dobijemo
broj izmedu 1 i n. ]

Na slici 1 vidimo jedan primjer gore opisanog postupka, tj. dobivanje
najkraceg puta iz zadane permutacije.

Sada smo spremni dokazati teorem o log-konkavnosti niza Eulerovih bro-
jeva.
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Slika 1: Put iz P(n) za permutaciju 341652.

Dokaz teorema 6.4. Konstruirat ¢emo injekciju
¢ :P(n,k—1) xP(n,k+1) — P(n, k) x P(n, k)

koja ¢e biti drugacije definirana na razli¢itim dijelovima domene.

Neka je (P, Q) € P(n,k—1)xP(n,k+1). Pozicioniramo P na tocku (0,0)
te @ na tocku (1, —1). Tada su zavrsne tocke od P i@ redom (n—k+1,k—1)
i (n—k,k) sto znaci da @) pocinje ”ispod”, a zavrSava ”iznad” P.

Neka je X prva zajednicka tocka P i (). Uoc¢imo da put P dolazi do tocke
X pomakom udesno, odnosno (1,0), dok @ dolazi do tocke X pomakom
prema gore, odnosno (0, 1). Pokazat ¢emo sada kako postupamo u sluc¢aju
kad ni P ni () ne mijenjaju smjer u X, odnosno P napusta X s pomakom
udesno, a () s pomakom prema gore. Ostale slucajeve ¢emo prokomentirati
kasnije.

Napravimo dekopmozicije P = P, U P te Q = Q1 U Q2 gdje je P, put od
(0,0) do X, P, put od X do (n—k+ 1,k —1), @1 put od (1,—1) do X te
Q2 put od X do (n—k, k). Neka su a, b, ci d oznake sva Cetiri ruba susjedna
X, kao §to mozemo vidjeti na slici 2.

Napomenimo kako rubovi AX i X B pripadaju putu P dok rubovi C'X i
X D pripadaju putu Q. Zbog uvjeta (ii) iz P(n) u ovom slucaju vrijedi a > b
ic>d Nekaje PP=P UQ21Q = Q1 UP,. Sada imamo dva slucaja.

1. Ako su P'i @’ valjani putevi, odnosno ako njihove oznake zadovoljavaju
uvjete (i)-(iii), tada stavimo ®(P, Q) = (P’,Q’). Promotrimo sliku 3
za navedeni postupak.

Na ovaj nac¢in definirali smo ® za parove (P,Q) € P(n,k) x P(n,k)
u kojima vrijedi a +d < i1 b+ ¢ < i, gdje je © — 1 suma dvije ko-
ordinate tocke X. Napomenimo i kako nismo promijenili nijednu oz-
naku, odnosno u (P, Q') jos uvijek vrijedi @ > b1 ¢ > d iako to
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Slika 2: Tocka X te oznake svih vrhova i rubova oko nje.

Slika 3: Novi par puteva, P’ i Q’, vrijedi ®(P,Q) = (P, Q").
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viSe nije nuzno jer a i b te ¢ i d vise nisu dio istog puta. O¢cito je
O(P,Q)=(P,Q") € P(n, k) x P(n, k) te je ® injektivna.

. Postoje parovi puteva (P, Q) € P(n,k — 1) x P(n,k + 1) za koje ne
mozemo provesti prethodni postupak. To se desava u slucaju kada
vrijedi a +d > 7 ili ¢+ b > 7. U ovom ¢emo sluc¢aju mijenjamo oznaku
ruba AX u i — ¢ te oznaku ruba C'X u ¢ — a. Nakon toga postupamo
kao i u prethodnom primjeru. Stavimo ®(P,Q) = (P',Q’) gdje je
P=PUQyiQ =QUDP,. Postupak mozemo vidjeti na slici 4.

L A

°
C
Slika 4: Nove oznake svih vrhova i rubova oko tocke X.

Tvrdimo da su P’ i @’ valjani putevi. Buduéi da vrijedi ili a +d > i ili
c+0b > 1, mora vrijediti i a+c > i zbog toga sto jea > bic > d. Dakle,
vrijedi i —c < ai1—a < ¢ $to zna¢i da smo smanjili oznake rubova AX
i XC. To je uvijek moguce sto nam govori i propozicija 6.5. Vrijede i
sva ogranicenja za puteve P’ i ()’ buduéi da ocito vrijede nejednakosti
1—c+d<1tei—a+0b<i. Takoder, ® je injektivna na ovom dijelu
domene. Zadnje Sto nam preostaje za pokazati je tvrdnja da je slika
ovog dijela domene disjunktna slici prethodnog dijela, iz prvog slucaja.
Budu¢i da na ovom dijelu domene vrijedi barem jedna od nejednakosti
a+d>iic+b>1, vrijedi i barem jedna od nejednakosti i —a < d i
1 — ¢ < b. Dakle, barem jedan od parova rubova AX, XB te CX, XD
ne zadovoljava svojstvo da je oznaka prvog ruba veca ili jednaka oznaci
drugog. To svojstvo je u prvom slucaju zadovoljeno, pa su slike doista
disjunktne.
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Uz ®(P,Q) = (P',Q'), totka X je jedinstveno odredena kao prva tocka
u kojoj se putevi P’ i @' sijeku. Slijedi da je preslikavanje ® injekcija $to

dokazuje nejednakost
n n n\2
< (i)
PRI ELH

¢ime je dokaz ovog slucaja gotov.

Preostaje nam pokazati slucajeve kada P ne izlazi iz tocke X putem
udesno, a () putem prema gore. Te slucajeve pokazat ¢emo na slican nacin,
gdje uvijek postoji prvo sjeciste P i () koje ima svojstvo takvo da je prije
njega P bio iznad @), dok je neposredno poslije njega @) iznad P. U prvom,
ve¢ dokazanom slucaju, to sjeciste je jedna tocka (X)), no to moze biti i cijeli
niz rubova.

Pretpostavimo sada da P ulazi u X udesno i to putem a, dok izlazi
takodet prema desno i to putem b te () ulazi u X prema gore putem ¢, dok iz
njega izlazi udesno putem d. Iz ovoga slijede nejednakosti a > bic+d < 1.
Nastavljamo na sljede¢i nacin.

1. U slucaju kada je a > d i b + ¢ < 7 mozemo jednostavno zamijeniti
dijelove P i ) nakon tocke X. Time ¢emo dobiti valjane puteve.

2. U slucaju b+ ¢ > 4 vrijedi i @ + ¢ > ¢ buduéi da je a > b. Ovdje
zamijenimo oznaku a s @ — ¢ te oznaku ¢ s ¢ — a. Zamijetimo kako ¢e se
obje oznake smanjiti tako da ne¢emo narusiti nijedan uvjet u odnosu
na rubove prethodne njima. Sada takoder zamijenimo dijelove P i ()
nakon tocke X. Kod P imamo dva ruba koja ne mijenjanu smjer s
oznakama ¢ — ¢ i d $to je valjano jer je i —c¢ > d iz ¢+ d < 1, dok u
() imamo dva okomita ruba s oznakama ¢ — a i b Sto je takoder valjano
zbog a > b.

Dakle, u ova dva slucaja ® je injektivna. Preostaje nam zadnji slucaj, kada
imamo b+ ¢ < iia < d. U ovom sluécaju moramo promotriti kako P i ()
izgledaju nakon podudaraju¢ih pomaka udesno koji izlaze iz X. Ta dva puta
mogu imati podudarajuée rubove proizvoljno dugo nakon X, no nakon Sto
se prvi puta razdvoje, ) ¢e imati pomak prema gore, dok ¢e P imati pomak
udesno Sto slijedi iz toga kako smo definirali X u ovom slucaju.

Neka su by, bo, ..., by oznake od P na podudaraju¢em segmentu i neka su
dy,ds, ..., d, oznake od () na istom tom segmentu. Oznac¢imo s b’ oznaka
ruba udesno koji slijedi nakon by te s d’ oznaku ruba prema gore koji slijedi
nakon dj. Sada ¢emo definirati preslikavanje ¢ na sljedeéi nacin.
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1. Ako postoji indeks j takav da vrijedi b; > d; 1 id; > bj1, tada nadimo
najmanji takav te zamijenimo dijelove P i ) pocevsi s rubovima b4 i
d;+1. Primijetimo kako je ovaj postupak reverzibilan, odnosno mozemo
dobiti originalne dijelove od P i @ iz slike.

2. U slucaju da ne postoji takav j, vrijedi d; > b; za sve j. Naime, vrijedi
dy =d > a > by = b. Dakle, dy > b te iz Cinjenice da za j = 1 ne
vrijedi gornje svojstvo imamo d; > by = b > b;. Analogno dokazujemo
za dp 1 by te nakon toga za sve d; i b;. U ovom slucaju mijenjamo
dijelove P i Q) pocevsis b id'.

Na ovaj na¢in dobivamo valjan put jer vrijede nejednakosti by + b < dj, + d’

(gdje je desna strana dovoljno mala da ne krsi uvjete u Q) te dy > b, > V.
Definirali smo injektivnu funkciju ® u svim mogué¢im slucajevima te iz

toga slijedi log-konkavnost niza Eulerovih brojeva. Time je dokaz teorema

gotov.
O

Sada ¢emo navesti jo§ jedno svojstvo nizova pozitivnih realnih brojeva
koje je jos jace od log-konkavnosti.

Definicija 6.7. Neka je aq,as, . . ., a, niz pozitivnih realnih brojeva. KazZemo
da ovaj miz ima samo realne korijene 4/t samo realne nultocke ako polinom
o a2t ima samo realne nultocke.

Napomenimo kako niz mozemo zapisati kao ag, a1, as, . . ., a, te je ponekad

lakse promatrati polinom » - a;2", koji ima samo realne nultocke ako i samo
. . . n ) i+1
ako ih ima i ), a;2""".

Primjer 6.8. Neka je za sve prirodne brojeve n zadan niz ag, ai, as, ..., a, S
a; = (7). Za ovako definiran niz vrijedi Y " a;2" = 31 () 2" = (1+2)" §to
znaci da su sve nultocke polinoma jednake —1. Na ovaj na¢in smo dokazali

da ovako zadan niz zaista ima samo realne korijene.

Svojstvo niza da ima samo realne korijene je jace od log-konkavnosti, sto
¢emo dokazati u narednom teoremu.

Teorem 6.9. Ako niz pozitivnih realnih brojeva ima samo realne korijene,
tada je log-konkavan.

Dokaz. Nekaje ag, a1, as, . . ., a, nas niz te neka su polinomi P(z) = Y " a;2"
1Q(z,y) = >y ax'y"". Tada za sve nultocke (z, y) polinoma Q(x,y) omjer
(x/y) mora biti realan zbog toga $to bi u suprotnom (z/y) bila nultocka od
P(z) koja nije realna sto nije moguce. Po Rolleovom teoremu ovo vrijedi
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i za parcijalne derivacije 0Q/0x i 0Q/0y. lteracijom ovog argumenta za-
kljucujemo da polinom

8a+bQ
ox® Oyb
takoder ima samo realne nultocke za a + b < n + 1. Posebno, ovo vrijedi u

posebnom slucaju kada jea =j —1te b =n —j — 1, gdje je j fiksni. Ovo
implicira da kvadratni polinom

aanQ
R(z,y) = D1 gyit

ima samo realne nultocke, iz ¢ega lako zakljucujemo da je diskriminanta
od R(z,y) nenegativna. Polinom R(z,y) mozemo odrediti gledajué¢i samo
relevantne parcijalne derivacije. Naime, potrebno je gledati vrijednosti od %
samo od j — 1 do j+1 jer svi ostali sumandi polinoma Q(x,y) nestaju nakon
deriviranja. Imamo

R(e,5) = a51(G = Dl(n =+ 1y +al(n — )lay
+aj(n—j— 1)!%@ + 1)lz?
Iz ¢injenice da ovaj polinom ima nenegativnu disktiminantu dobivamo
J+1l n—j+1

a; > .
J n—j

CAjo1 A (8)

iz Cega ocito slijedi log-konkavnost, odnosno a? > aj_1 - aj41 bududi da su
prva dva faktora veca od 1. n

Suprotni smjer ne vrijedi, odnosno log-konkavan niz ne mora imati samo
realne korijene. Primjer navedenog je niz 1,1,1 koji je ocito log-konkavan,
no polinom P(z) =1+ z + z? ima dvije kompleksne nultocke.

Svojstvo niza da ima samo realne korijene je vrlo koristan alat za dokazi-
vanje log-konkavnosti te unimodalnosti zbog toga sto je to ¢esto jedini ili naj-
laksi nacin za dokazati ta svojstva. U nekim slucajevima se log-konkavnost i
unimodalnost mogu dokazati i na druge nacine, no to nam ne govori uvijek
gdje se nalazi maksimum niza i koliko maksimuma sami niz ima. Primije-
timo kako je konstantni niz ujedno i log-konkavan, pa log-konkavan niz moze
imati bilo koji broj maksimuma. S druge strane, kod nizova sa samo realnim
korijenima je situacija drugacija, sto ¢emo vidjeti u sljede¢oj propoziciji.
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Propozicija 6.10. Ako niz {ak}ogkgn ima samo realne korijene, tada ima
il jedan ili dva maksimalna elementa.

Dokaz. 1z (8) dobivamo

aj >]—|—1n—j+1a]+1

aj—1 ¥l n—j a;
te buduéi da je ]]il : "TLL_T strogo vece od 1, ocito je S~ > “ za svaki j
o
takav da je 1 < j < n — 1. Dakle, niz aj;;/a; je strogo padaju¢ te stoga
moze biti jednak 1 za samo jedan j. O

Sljedeé¢im teoremom dokazat ¢emo da nizovi Eulerovih brojeva zadovolja-
vaju i ovo zadnje, najjace svojstvo.

Teorem 6.11. Za svaki fiksni n, niz Eulerovih brojeva <kf1>k ma Samo
realne korijene. Drugim rijecima, sve nultocke polinoma

su realne.

Dokaz. Zamijetimo kako iz teorema 3.10 slijedi
An(2) = (2 — 22)A_(2) + nzA,_1(2)

gdje jen > 1 te Ag(z) = 2. Naime, koeficijent na lijevoj strani uz z* je <I£1>,
dok je koeficijent uz z* na desnoj strani jednak

()~ () (i) -
:k<kﬁl>+(n—k+1)<z:;>:<kﬁ1>.

Zamijetimo sada kako desna strana jednakosti slici formuli za derivaciju pro-
dukta. Pomoc¢u ovoga dobivamo

An(z) = 2(1 — z)"ﬂdi {(1—2)"A4,4(2)}. (9)

z

uz n > 1 te Ag(z) = z.
Polinom Ay(z) = z nestaje samo za z = 0. Pretpostavimo sada induk-
tivno da A, _1(z) ima n — 1 jedinstvenih realnih korijena od ¢ega je jedan
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z = 0, dok su ostali negativni. Iz (9) lako zamije¢ujemo kako A, (z) nestaje u
nuli. Nadalje, po Rolleovom teoremu te iz (9) vidimo da A, (z) ima nultocku
izmedu svakog para uzastopnih nultocaka A,_i(z). Ovime dobijemo n — 1
nultocaka funkcije izvodnice f,(z) pa tako znamo da su sve one realne. Pre-
ostala nam je jos samo jedna nultocka koja takoder mora biti realna zbog
toga Sto nijedan polinom ne moze imati samo jednu kompleksnu nultocku
buduéi da one dolaze u konjugiranim parovima. Ovime je dokaz zavrsen. [J

7 Eulerovi brojevi druge vrste
Na kraju ¢emo definirati Eulerove brojeve druge vrste te navesti neke iden-
titete koje oni zadovoljavaju.

Definicija 7.1. Eulerov broj druge vrste T'(n, k), ili ({})) (0 <k <n—1)
oznacava broj permutacija multiskupa {1,1,2,2,...,n,n} s tocno k padova
(ili rastova) koje imaju svojstvo da za svaki j € {1,2,...,n} svi brojevi koji
se pojavljugu izmedu dva elementa 7 u permutaciji moraju biti veci od j.

Na primjer, 323211 nije valjana permutacija jer se izmedu dva elementa
3 nalazi broj manji od 3.

Primjer 7.2. Neka je n = 3. Imamo samo jednu traZenu permutaciju bez
padova 1 to je 112233. Permutacija s jednim padom imamo 8 @ to su

221133, 223311, 113322,331122, 122133, 112332, 133122, 122331
dok je permutacija s dva pada ukupno 6, @ to
221331, 233211, 133221, 331221, 332211, 123321.

Dakle, {(3)) =1, () =8¢ () =6

Pogledajmo sada trokut Eulerovih brojeva druge vrste.

nl (o G0 G0 (el (€h)) (G)) (6)

Tablica 7.1. Eulerovi brojevi druge vrste <<Z>> za 0 <k <n<6.
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Sada ¢emo dokazati analogon Pascalove rekurzije za Eulerove brojeve
druge vrste i to na vrlo slican nac¢in kao i za Eulerove brojeve prve vrste.

Teorem 7.3. Za sve pozitivne cijele brojeve k 1 n takve da je k < n vrijed:

<<Z>>:(k+1)<<n;1>>+(2n—k—1)<<z:i>>.

Dokaz. Promotrimo prvo permutaciju p’ = pips- - - Pan_3p2,—2 multiskupa
{1,1,2,2,...,n—1,n—1} . Uocimo da dva elementa n u permutaciju p’
moramo ubaciti “zajedno”, zbog toga sto nema elemenata vec¢ih od n te se
stoga izmedu njih ne moze pojaviti nijedan drugi element. Dakle, ubaciva-
njem tog para elemenata u permutaciju p’ broj padova moze ostati isti ili se
povecati za jedan te se stoga 2n-permutacija multiskupa s k padova moze
dobiti na dva naéina iz 2(n — 1)-permutacije multiskupa. Prvi na¢in je kad
p’ veé ima k padova te se ubacivanjem dva elementa n u paru taj broj neée
promijeniti, dok je drugi nac¢in kad p’ ima k — 1 padova te se ubacivanjem n
uzrokuje jedan novi pad tako da ih nakon toga ima k.

Promotrimo prvi slucaj. Broj padova se ne¢e promijeniti ako par ele-
menata n stavimo ili na zadnje mjesto ili izmedu dva elementa gdje se veé¢
nalazi pad. Naime, oCito je ps,_2 < n pa dodavanjem n na zadnje mjesto
ne stvaramo novi pad. S druge strane, ubacivanjem nn izmedu dva ele-
menta p; i p;y1 za koje vrijedi p; > p;11, U novoj permutaciji imat ¢emo niz

s Dis My My Pis1, - ... Bududi da je n vedi i od p; i od p;11, imat ¢emo pad
izmedu n i p;11, dok ¢e ostatak permutacije ostati nepromijenjen te na taj
nac¢in broj padova ostaje isti. Dakle, n mozemo ubaciti na k mjesta gdje veé¢
imamo padove te na zadnje mjesto p’ Sto nam daje prvi sumand.

U slucaju kada (n — 1)-permutacija multiskupa ima k — 1 padova, par nn
mozemo staviti ili na prvo mjesto ili izmedu bilo koja dva elementa izmedu
kojih nemamo pad. Naime, ocito je n > p;. S druge strane, za neki indeks ¢
za koji nemamo rast, odnosno vrijedi p; < p;11, imamo n > p; te n > p;11 te
ubacivanjem nn permutacija izgleda ..., p;,n,n, P11, ..., odnosno stvoren je
jedan novi pad izmedu n i p;41. Ukupno postoji 1+ (2n —3) — (k — 1) =
2n — k — 1 mogucih pozicija za n u ovom sluc¢aju sto nam daje drugi sumand.

Sada po principu sume lako zaklju¢ujemo da identitet iz teorema zaista
vrijedi. O
Teorem 7.4. Fulerovi brojevi druge vrste zadovoljavaju eksplicitnu formulu

<<Z>> - > 1125 - (b + 1) (2(t +2))(2(t + ta) +3) - -

t1+t2+~“+tk+1=n—k—l
t;2>0,7=1,2,....k+1

(20t -+ ) + (k4 1)),
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Dokaz. Koristit ¢emo indukciju po n. Ocito je da tvrdnja vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za n te 0 < k < n—1. Promotrimo
<<"Zl>> gdje je 0 < k < n. Iz teorema 7.3 te pretpostavke indukcije imamo

() =wendGh e ((, ) -

= (k+1) > 11212 o (k1)1 (2t 4 2) - -

t1+t2+“~+tk+1=n—k—l
t;2>0,7=1,2,....k+1

(2t )+ (1) +
+(2n—k+1) > 1020 k(2 +2)(2(t 4 t2) +3) - --

t1+to+-+tp=n—k
t;>0,j=1,2,...,k

2t 4 ) HR)

= > 1028 (k4 1)+ (2t 4 2)(2(ty + L) + 3) - --

ti+tat+ o+t p1+1)=n—k
£2>0,5=1,2,.... k+1

20t 4 ) + (R4 1)

+ > 102% . k5 (2t +2)(2(t 4+ t2) +3) - - -

t1+to+-+Htpg=n—k
t;>0,j=1,2,...,k

2t 4+ ) FR)(2(n — k) + (B + 1))

= > 1M2h2 (4 1)1 (2hy + 2)(2(hy + hy) +3) - -

hi+ho+4(hpy1)=n—k
h]ZO) ]:1)277k’hk+1 >1

e (2(hy A hy) + (B 1)+
+ > 11282 o (k4 1)1 (2t 4 2)(2(ty + L) + 3) - --

t1+t2+“-+tk+tk+1:n—k
t;20,7=1,2,....;k,tp+1=0

2t )+ (k1))
= > 1020 (k4 1)1 (2t + 2)(2(ty + o) +3) - - -

ti+tot-Htpp1=n—k
>0, j=1,2,... k+1

(20t ) F (R 1))

Sto znaci da tvrdnja teorema vrijedi za n + 1. Time je dokaz gotov. O]
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Sazetak

Za prirodni broj ¢ kazemo da je pad u permutaciji p = pips...pn € Sp
ako vrijedi p; > p;y1. Eulerov broj <Z> oznacava broj permutacija stupnja
n s tocko k padova. U radu prvo objasnjavamo matematicke principe po-
put prebrojavanja, permutacija i binomnih koeficijenata kako bismo osigurali
podlogu za razumijevanje nastavka rada. Eulerove brojeve definiramo kroz
koncept padova u permutacijama, sto omogucuje istrazivanje njihovih osnov-
nih svojstava i razlicitih identiteta koje zadovoljavaju. Posebno su naglasene
rekurzivne metode za ra¢unanje Eulerovih brojeva, kao i eksplicitne formule.

Istrazena je i veza izmedu Eulerovih i Stirlingovih brojeva druge vrste,
gdje su navedene formule za njihov medusobni odnos. Nakon toga su defi-
nirane funkcije izvodnice ¢iji su ¢lanovi Eulerovi brojevi, a u posebnom se
dijelu analizira niz Eulerovih brojeva te dokazuje svojstvo log-konkavnosti.
Na kraju rada uvodimo koncept Eulerovih brojeva druge vrste i iskazujemo
neka njihova osnovna svojstva, kao i eksplicitnu formulu za njihovo racunanje.
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Summary

We say that a positive integer ¢ is a descent of the permutation p =
P1P2 - - - Pn € Sy if p; > p;vq holds. Eulerian number <Z> denotes the number
of n-permutations with exactly k descents. The paper begins by explaining
basic mathematical principles such as counting, permutations, and binomial
coefficients, providing the groundwork for understanding the remainder of
the study. Eulerian numbers are defined through the concept of descents in
permutations, enabling the exploration of their fundamental properties and
various identities they satisfy. Recursive methods for calculating Eulerian
numbers, as well as explicit formulas, are emphasized.

The relationship between Eulerian numbers and Stirling numbers of the
second kind is also examined, with formulas provided for their interconnec-
tion. Generating functions whose terms are Eulerian numbers are then defi-
ned, and log-concavity of Eulerian numbers is proved. Finally, the concept of
second order Eulerian numbers is introduced, outlining their basic properties
and presenting an explicit formula for their computation.
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