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Uvod

U danasnje doba, dostupne su nam velike koli¢ine podataka tako da mozemo reci da su
podaci svuda oko nas. Podaci su postali jedan od glavnih orijentira u mnogim podrucjima,
od znanstvenih istrazivanja do svakodnevnog poslovanja. Postoje razliCite vrste podataka,
no svi podaci na kraju imaju zajedni¢ko to da ih je najlakSe analizirati ako ih imamo u
broj¢anom obliku. U ovom radu bavit ¢emo se tekstualnim oblikom podataka koji je Cesto
nestrukturiran $to moZe oteZati izdvajanje korisnih informacija. Naglasak u radu je na
razvoju i primjeni numeric¢kih metoda u kojima trazimo prikladne matri¢ne faktorizacije.
Pocetni korak je pripremiti podatke, odnosno napraviti pretvorbu teksta u matricnu formu
jer ¢e nam takav pristup omoguciti lakSu obradu i analizu. U naSem slucaju imat ¢emo
dostupnu kolekciju dokumenata gdje stupcem Zelimo reprezentirati dokument, a retkom
koriStene rijei. Rad istraZzuje primjenu razli¢itih metoda matri¢nih fatkorizacija poput La-
tent Semantic Indexing (LSI), klasteriranja, nenegativne matri¢ne faktorizacije i LGK bidi-
jagonalizacije. Jedan od ciljeva rada je razviti efikasne tehnike za ekstrakciju i klasifikaciju
informacija Sto moZe znacajno unaprijediti pretrazivanje informacija. Rad je podijeljen u
tri klju¢na dijela: najprije obradujemo osnovne rezultate vezane za rad s matricama i vek-
torskim prostorima, zatim obradujemo numeri¢ke metode, te na kraju vr§imo usporedbu
tih metoda kako bi se procijenila njihova u¢inkovitost.

Sadrzaj rada oslanja se na djelo Fundamentals of Algorithms: Matrix Methods in Data
Mining and Pattern Recognition, 2019, odnosno [4].






Poglavlje 1

Osnovne definicije i motivacija

1.1 Osnovne definicije i teoremi

U ovom potpoglavlju uvodimo osnovne definicije i pojmove koji ¢e nam biti od koristi.
Definicije, iskazi teorema i propozicija su preuzeti iz [2], [5] te [8].

Definicija 1.1.1. Neka su Ai P = {P,,..., P,} skupovi. KaZemo da je P particija od A ako
vrijede sljedeca svojstva:

(1) 0¢P,
(2) UP, = A,
i=1

(3) PPO\Pj#0,zai#j

Definicija 1.1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem ¥, pri cemu je ¥ polje R ili
C. Preslikavanje s : V x V — ¥ koje svakom uredenom paru vektora pridruZuje skalar
s(a,b) = (a,b) € IF naziva se skalarno mnoZenje na prostoru V ako su ispunjena sljedeca
svojstva:

(1) {a,a)y >0, za sve a € V, pri Cemu je {a,a) = 0 ako i samo ako je a = Oy;
(2) {a,by = (b,a)', zasvea,be V;
(3) {da,b) = Aa,b), zasvea,beV, 1€,

(4) {a+ b,c) ={a,c) +<{b,c), zasvea,b,c € V.

!Broj @ predstavlja konjugirano kompleksni broj od a.

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICUE I MOTIVACIJA

Skalar {a, b) zove se skalarni produkt vektora a i b. Uredeni par (V, s) nazivamo unitarni
prostor nad poljem .

Primijetimo da u definiciji skalarnog mnoZenja traZimo svojstva homogenosti i linear-
nosti u samo prvom argumentu. Koriste¢i defincijska svojstva pokaze se da vrijede slicha
svojstva i za drugi argument.

Propozicija 1.1.1. Neka je V unitarni prostor nad . Tada je
(3’) {a,Ab) = Na,b), zasvea,beV, 1€ F,
(4’) {a,b+ c) ={a,b) +{b,c), zasve a,b,c € V.

Definicija 1.1.3. Neka su a i b vektori unitarnog prostora V. KaZemo da su vektori a i b
medusobno ortogonalni ako vrijedi {a,b) = 0.

Teorem 1.1.1 (Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog). Neka je V unitarni pros-
tor. Vrijedi
Ka, b)* < a, a)|b, b)|

za sve a, b € V. Jednakost se postiZe ako i samo ako je {a, b} linearno zavisan skup.

Definicija 1.1.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem I, pri cemuje ' = R ili ' = C.
Preslikavanje
I-1:V->R

koje svakom vektoru a € V pridruZuje realni broj ||a|| sa svojstvima:
(1) |lall = O, pri cemu je ||al| = 0 ako i samo ako je a = Oy,
(2) llAall = 141 - llall
(3) lla + DIl < llall + 151,

za sve a, b € V, 1 € I, naziva se norma na prostoru V. Uredeni par (V,|| - ||) zove se
normirani prostor.

Prirodno je zapitati se mozemo li opéenito u unitarnom prostoru definirati preslikava-
nje koje ¢e zadovoljavati svojstva norme kako bismo time dobili normirani prostor. Naime,
odgovor je potvrdan jer u unitarnim prostorima normu mozemo inducirati skalarnim pro-
duktom Sto pokazuje sljedeéa propozicija.

Propozicija 1.1.2. Neka je (V, (-, -)) unitarni prostor. Preslikavanje

a {a,a)

s prostora V u polje R je norma na prostoru V.
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Dokaz. Oznacimo s ||a|| = V{a,a), za a € V. Provjerimo da preslikavanje || - || : V —
R zadovoljava sva tri svojstva koje posjeduje norma. Svojstvo (/) skalarnog produkta
(pozitivna definitnost) direktno povlaci i svojstvo (/) koje imamo kod normi. PokaZzimo
svojstvo (2),zaa € Vi A € C imamo

[|dal| = /{4a, da) = \//l/_l(a,a = V|AXa, a) = || V{a,a) = |A|||all.

Za pokazivanje svojstva (3) koristimo se svojstvima hermitske simetricnosti 1 aditivnosti
skalarnog produkta. Vrijedi

la+ bl ={a+b,a+b)=(a,a)+{a,b)+(b,a)+ (b,b) = |l + 2Re(a, b) + ||b|]*.

Kako je Re(a, b) < |[Re(a, b)| < [{a, b)|, a koristeéi rezultat Teorema 1.1.1 vrijedii: {a, b)| <
llalllibll- m

U iducih nekoliko primjera konstruirat ¢emo unitarne prostore ako imamo dane vektor-
ske prostore. Dakle, konstruirat ¢emo preslikavanje za koje ¢emo provjeriti da zadovoljava
svojstva iz definicije unitarnog prostora.

Primjer 1.1.1. Na realnom vektorskom prostoru R" za x = (x1,...,x,) iy =V1,...,Yn) i

R” definiramo
n

<X,y> =XVt XY = inyi-
i=1

Da se zaista radi o unitarnom prostoru slijedi iz osnovih svojstava zbrajanja i mnozenja.

Primjer 1.1.2. Na kompleksnom vektorskom prostoru C", zax = (x1,..., X)) iy = V1y .5 Vn)
iz C" stavimo

X, y) =x1y1 + - + Xy, = Zx,ﬂ.
i=1

Primjer 1.1.3. Na vektorskom prostoru matrica M., (R), za matrice A = [ai j], B= [bi j] €
M., (R) skalarno mnoZenje definiramo kao sumu umnoZaka svih odgovarajucih koeficije-

nata na istim pozicijama
n m
(A,B) = Z Z aijbij-
i=1 j=1

Ovo skalarno mnoZenje moZemo zapisati i saZetije pomocu traga umnoska matrica

<Am:w@#)



6 POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICUE I MOTIVACIJA

Definicija 1.1.5. Skup vektora S = {a,,a,, ..., a} unitarnog prostora V je ortonormiran
ako je ortogonalan i ||a;|| = 1, za svei = 1,...,k, to jest ako je

(aj, aj) = 5i,j,

za sve i,j = 1,...,k. Posebno, ako je S baza prostora V i uz to ortonormiran skup, S
nazivamo ortonormiranom bazom.

U praksi je kod unitarnih prostora vrlo korisno imati ortonormiranu bazu s obzirom na
to da se svaki raun koji obuhvaca skalarno mnoZenje vektora zapisanih u toj bazi bitno
pojednostavljuje. Naime, ako imamo vektore

n n
X = inai,y = § yid;
i=1 i=1

koji su zapisani u nekoj opcenitoj bazi nekog unitarnog prostora V dimenzije n, tada pri
racunanju skalarnog produkta

i=

X, y) = i ZH: xyai,a;)
1 j=1

imamo n? pribrojnika. U slucaju da imamo ortonormiranu bazu {a;, a,,...,a,}, Zznamo
da je (a;,a;) = ¢, Cime Ce se prethodna jednakost svesti na najviSe n pribrojnika koji ne
moraju biti jednaki 0

n

XYy = X

i=1
Osim navedenog, vaZna karakteristika ortonormiranih baza je da vrlo jednostavno dola-

zimo do prikaza vektora u takvoj bazi, odnosno ako imamo ortonormiranu bazu {ey, e, . . ., e,},
te vektor v tada nas zanimaju koeficijenti v, vs, . . ., v, takvi da vrijedi

vV=vie +- - +vy.e,.

U ovom slucaju ne¢emo morati rjeSavati sustav s n jednadzbi i n nepoznanica jer ukoliko

prethodnu jednakost redom skalarno pomnoZimo s ey, .. ., e, dobivamo da je opéenito
vi=ve, i=1,...,n.
Napomena 1.1.1. Koristimo oznaku [{a,as, ..., ai}] kako bismo opisali prostor koji Cini

skup svih linearnih kombinacija vektora ay,as, . .., ay.
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Teorem 1.1.2. Neka je V unitarni prostor te {ay, ay, . . . ,a;} linearno nezavisan podskup od
V. Tada postoji ortonormirani podskup {e;, e,, ..., e} u'V takav da je

Hai,as,...,a}] = [{er,ea, ..., ell,
zasve j=1,...,k

Prethodni teorem moZe se dokazati koriStenjem matematicke indukcije konstruirajuci
vektore ey, . .., e, kao

a
e = —
llaill’
J
aji —Z-: (a1, ei)e;
ejr = — e =1, k=1

: ’
a1 — 20 {au, eneill

Dani postupak naziva se Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije. Sljedeéi korolar di-
rektna je posljedica prethodnog teorema.

Korolar 1.1.1. U svakom konacnodimenzionalnom netrivijalnom prostoru postoji ortonor-
mirana baza.

U nastavku ¢emo uvesti osnovne definicije vezane uz svojstva matrica kako bismo us-
postavili temelje za daljnju analizu 1 primjenu.

Definicija 1.1.6. Za matricu A € M,, (IF) kaZemo da je unitarna ako vrijedi A*A = AA* =
I,. Uslu¢ajudajeF = RiATA = AAT = I kaZemo da je matrica A ortogonalna.

Definicija 1.1.7. Matricna norma je svaka funkcija || - || : F"™" — R koja zadovoljava
sljedeca svojstva:

(1) Al = 0, za sve A € ™", a jednakost vrijedi ako i samo ako je A = 0,
(2) llaAll = |al ||All, za svaki @ € R, za sve A € ™",
(3) A + Bl| < ||All + ||Bll, za sve A, B € F"™"
Za matricnu normu ¢emo reci da je konzistentna ako vrijedi
(4) lIABI| < ||l |BI|

kad god je matricni produkt AB definiran.
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Od koristi ¢e nam biti Frobeniusova matri¢na norma koju za A € C"™" definiramo kao

IAllF = (tr(A"A))? = [ > lay .
i=1 j=1

Koriste¢i svojstvo nejednakosti trokuta koje vrijedi kod normi, moZe se pokazati da je
Frobeniusova norma jedna konzistentna matri¢na norma.

Definicija 1.1.8. Za simetricnu matricu A € C™" kaZemo da je pozitivno semidefinitna,
ako vrijedi
xTAx >0,

za svaki x € R”. Ako vrijedi stroga nejednakost kaZemo da je A pozitivno definitna matrica.

1.2 Matricne faktorizacije

U ovom dijelu detaljno ¢emo obraditi QR 1 S VD dekompoziciju, dvije matricne dekompo-
zicije od velike vaZnosti za nas rad.

QR dekompozicija

Definicija 1.2.1. Neka je zadana matrica A € R™" koja ima puni stupcani rang. QR
faktorizacija je rastav oblika

A=QR:Q[’§O],

pri cemu je Q € R™™ ortogonalna matrica, te R € R™" gornjetrokutasta matrica s
pozitivnim elementima na dijagonali.

U praksi se za dobivanje QR faktorizacije koriste Givensove rotacije ili Householderovi
reflektori. Givensove rotacije je pogodnije koristiti u slu¢aju da nam pocetna matrica ima
puno nula jer rotacijama onda ciljano ponistavamo pojedinacne elemente. S obzirom na
to da Ce naSa glavna matrica biti upravo takva efikasnije ¢e biti koristiti Givensove rota-
cije. MoZemo napomenuti da je Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije takoder opcija
za dobivanje spomenute faktorizacije, no ipak numericki nestabilniji i posljedi¢no manje
precizniji.

Givensove rotacije

Krenimo od rotacije u ravnini, tada je Givensova rotacija dana u obliku matrice

_|cosg —sing
G("O)_[singo cosgo]
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koja svaki vektor x € R? rotira za kut ¢ u pozitivnom smjeru. Iz ovog je primjera jasno da
imamo ortogonalnu matricu, a ovo svojstvo ¢e biti prisutno u svakoj Givensovoj rotaciji.
Koristeci istu logiku, u R" definiramo Givensovu rotaciju u (i, j) kao

o .. cosg - —SinQO .o 0
GG jp)=|: R : :
o --- SinSD cos ¢ .- 0

Djelujemo li matricom G (i, j, ¢) na neki vektor x € R", tada vektoru x mijenjamo samo
i-tu i j-tu komponentu, odnosno oznac¢imo li s y = G (i, j, ¢) x dobiveni vektor, tada je
X;cosp — x;sing, akok =i,
Yk ={Xising + xjcos, akok = j,
Xks akok #1,j

Trazimo trigonometrijske vrijednosti cos ¢ 1 sin ¢ uz koje ¢emo ponistiti j-tu komponentu
vektora y, dakle postavljamo uvjet

yj=xjcosp— x;sing = 0.
Uz smislenu pretpostavku da je x; #= 0 imamo
X +ctgpx; =0,

Xi
ctgyp = ——.
Xj

1
sin? @©

Koriste¢i trigonometrijske identite sin? ¢ + cos>¢ = 11 1 + ctg? ¢ = moZzemo dobiti

izraze za sin” ¢ i cos? ¢ preko komponenata x; i x j

x2 x2

2 _ i
) 2,COS Y =
Xi +Xj

sin® ¢ = -
X, + X

Preostaje joS za za odrediti predznake koje ¢emo namjestiti tako da u konacnosti y; bude
pozitivan

. Xj Xi
Singp = —————, CoOSp =
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Na kraju dobivamo izraz i za y;

Yi = X;COS@ — X;SI

X; Aj
= X; + XJ
\/xl.z + x2 \/xl2 + x?
= [x*+ x?

Do QR faktorizacije matrice A € R"™" onda moZemo do¢i uzastopnim koristenjem Gi-
vensovih rotacija na svim ispoddijagonalnim netrivijalnim elementima. NajceS¢e se ove
eliminacije rade po stupcima. Matri¢ni element (7, j) cemo ponistiti Givensovom rotacijom
G; (i - 1,4, go,-,.,-). Uzastopnim primjenjivanjem Givensovih rotacija dolazimo do gornjetro-
kutaste matrice R

Gn (n,n + 1’ (pn,n+1) T Gn (l’l’l - 1’ m, me—l,m) Tt
Gi(n—1,n,¢,-1,) G (m—1,m,@u1m)A:=Q"'A=R

Matrica koju smo oznadili s Q7! je ortogonalna i regularna matrica kao produkt ortogonal-
nih i regularnih. Inverz ortogonalne i regularne matrice je ponovno ortogonalna i regularna,

21
paoznaCimolis Q = (Q‘l) tada imamo
A = OR,

Sto je upravo QR faktorizacija pocetne matrice A.

SVD dekompozicija

Singularna dekompozicija matrice jedna je od najkoriStenijih dekompozicija u numerickoj
linearnoj algebri. Sada smo spremni izre¢i spomenuti teorem koji ¢emo ujedno i dokazati
obzirom da ¢emo ga iskoristiti u glavnom dijelu ovog rada.

Teorem 1.2.1 (Singularna dekompozicija matrice, [2]). Ako je A € C™", tada postoje
unitarne matrice U € C™™ i V € C™", takve da je

U'AV =X, £ =diag (01,02, - . . Cpinimny) »
pri Cemu vrijedi 0y > 03 = -+ 2 Omingmny = 0.

Brojeve 01,0, ... Cminimny 20vemo singularne vrijednosti matrice A. Stupce matrice U
zovemo lijevi, a stupce matrice V desni singularni vektori matrice A.
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Dokaz. Kako je jedini¢na sfera u C" ogranicen i zatvoren skup, on je kompaktan, pa svaka
neprekidna funkcija na njemu dostiZe minimum i maksimum. Funkcija f(x) = ||Cx]|, je
neprekidna, pa postoji jedini¢ni vektor v € C", takav da je

ICVIl> = max{[|Cxll> : |lxll» = 1, x € C"}.

Ako je ||Cv||, = 0, onda je C = 01 faktorizacija u iskazu teorema je trivijalnauz £ = 0
i s proizvoljnim matricama U i V reda m i n, respektivno.

Ako je [|Cv||; > 0, stavimo o = ||CV||, 1 formirajmo jedini¢ni vektor

u = 9 e C".
(O

Nadopunimo u; s m — 1 vektora do baze u C” i onda primijenimo Gramm-Schimdtov
proces ortogonalizacije, tako da dobijemo ortonormiranu bazu uy,...,u, za C". Drugim
rije¢ima, dobili smo unitrarnu matricu U; = [uy,us,...,u,]. Slicno za vi = v postoji
n — 1 ortonormiranih vektora v, vs,...,v, € C", takvih da je matrica V| = [vy,vp,..., V]
unitarna. Tada je

[ 1} Uy

. Uty Uy

C1:U1CV1: . [CVl CV2 CVn]: . [0’1u1 CVZ Cvn]
Upy Upy
oy ujCvy -+ ujCv,
0 wCvy --- wCv, o 7
N SR I Y

|0 u,Cvy -+ u,Cv,

gdje je z € C*!, C, € C=DX=D 74 jedini¢ni vektor

1 (O]
Z 9

y:—
\JTT+22

zbog unitarne invarijantnosti euklidske norme vrijedi

2 * 2 2 (O-% + Z*Z) +ICa2ll; 2, s
IC Vi iz = I(UTCV) I, = lICwIl; = " 201+22
o1+7°2

a ovo je striktno veée od o3 ako je z # 0. Posto je to u surpotnosti s maksimalno$éu od oy,
zakljucujemo da je z = 0. Stoga je

C\ = UCY, = ["1 0],

0 G
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Sada ponavljamo isti postupak za matricu C, € C™~Y*=1_Na taj nac¢in dobivamo unitarne
matrice U i V kao produkt unitarnih matrica koje su dobijene nakon svakog koraka. Ako
je m > n taj postupak vodi do dijagonale matrice X.

Ako je m < n, u zadnjem koraku radimo s matricom C,, € C™*="*D 74 C,, postoji
unitarna matrica takva da je

Cme:[IICmHz 0 ... o]

pa Ce lijeve 1 desne komponente unitarne matrice u zadnjem koraku biti U,, = I, 1 V,,
respektivno. O

Sljedeéi paragraf do Napomene 1.2.1 je izveden iz [7].
Neka je A = UZVT singularna dekompozicija matrice A € R™", tada o stupcima
matrice V moZemo razmi§ljati kao o svojstvenim vektorima matrice C := AT A jer je

ATA = (UsvT) USVT = vV, (1.1)

gdje smo u drugoj jednakosti koristili ¢injenicu da je U unitarna. Nadalje, mnoZenjem
zdesna matricom V imamo

ATAV = V3? — CV = V22

Takoder, moZzemo uociti da su svojstvene vrijednosti matrice C upravo kvadrirane si-
nuglarne vrijednosti pocetne matrice A. Oznacimo li s ay,a,,...,a, stupce matrice A,
tada matrica C na mjestu (i, j) ima skalarni produkt (a;,a;). 1z ovog razloga o matrici C
mozemo razmisljati kao o korelacijskoj matrici izmedu stupaca. O stupcima matrice U
moZemo razmi§ljati na sli¢an nadin ako definiramo matricu D = AA”. Svojstveni vektori
matrice D ¢e odgovarati stupcima matrice U, dok Ce svojstvene vrijednosti matrice D biti
iste kao 1 kod matrice C. MoZemo primijetiti da su ovako definirane matrice C 1 D pozi-
tivno definitne $to ¢e implicirati da imamo realne pozitivne svojstvene vrijednosti.
Napomenimo da ovo nije nacin na koji se trebaju odredivati matrice U,V i X, ve¢ samo
sluzi za bolje razumijevanje.

Napomena 1.2.1. Koristit cemo oznake U (:,1:r) i U (1:r,:) Sto c¢e predstavljati odabir
prvih r stupaca odnosno odabir prvih r redaka matrice U.

Oznacimo li s ¥ = min (m, n), tada matricu A moZemo zapisati koristeci U=UC,1:r),
2 =diag(oy,09,...,0,)te V=V(,1:r) kao

A=UsVT. (1.2)

Ovakva dekompozicija je ekonomi¢nija u odnosu na dekompoziciju iz Teorema 1.2.1
iz razloga Sto nam je potrebno manje memorije za spremanje matrica U,X,V, a ne gubimo
nikakve korisne informacije o strukturi matrice A.
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Osim spomenute Frobeniusove matricne norme, od znacaja u dokazu sljedeceg teorema
bit ¢e nam matri¢na 2 norma koja se definira preko najvece singularne vrijednosti matrice
A

||A||2 = O max (A) .

U sljedeéem teoremu vidimo vaznost i jednu direktnu primjenu singularne dekompozicije.

Teorem 1.2.2 (Ekhard, Young, Mirsky). [2] Neka je A = UXV* singularna dekompozi-
cija matrice A € C"™" ranga r. Neka je k < ri

k
Ak = Z O','I/t,'V?.
i=1

Tada je

min ||A - Kl|r = [|A = Aillr = 041 (1.3)
rang(K)=k

Dokaz. Koriste¢i SVD dekompoziciju uvedenu u Teoremu 1.2.1 znamo da je
U*C\V = diag(oy,07,...,0%,0,...,0),
pa nadalje imamo
IC — Cill = IU" (C = Cp) Vll, = diag (0, ..., 0, 0ks1s - - - s Tpinimn}) = T1-

Ovime smo dokazali drugu jednakost u (1.3), pokazimo da vrijedi i prva.

Uzmimo proizvoljnu matricu K € C™ ranga k. Buduc¢i da je slika linearnog operatora
K k-dimenzionalni potprostor prostora C" moZemo primijeniti teorem o rangu i defektu. Iz
toga zakljuCujemo da je jezgra operatora n — k dimenzionalni potprostor. Uzmimo ortonor-
miranu bazu xi, ..., x,_x koja razapinje jezgru linearnog operatora. Vrijedi sljedece

Hxi, oo X O [y, ooy via 1 # {0,

jer bismo u suprotnom mogli izgenerirati prostor vee dimenzije nego u odnosu na pocetni
C" $to naravno ne mozemo. Ovo nam daje opravdanje da pronademo jedini¢ni vektor z
koji pripada presjeku. Kako vektor z pripada presjeku, posebno pripada i jezgri tako da je
Kz = 0. Takoder, zaklju€ujemo da je

k+1

Cz= Z o (Viz) u;.
i=1

Sada imamo sljede¢i niz nejednakosti

k+1
2 2 2 2 2 2
IC = KIE 2 I1(C = K)2lfy = lIC2lly = )" oyl = ..

i=1
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Zadnje nejednakost vrijedi jer se radi o konveksnoj sumi brojeva o, 1 < i < k+1,a
konveksnost sume slijedi iz Einjenice daje 0 < |viz]* < 11i

k+1

2 2
Dol =i = 1.

i=1

O

Dakle, ukoliko Zelimo pronaéi matricu niZeg ranga koja najbolje aproksimira pocetnu
po Frobeniusovoj normi to moZemo uciniti direktno ako imamo odredenu singularnu de-
kompoziciju.

1.3 Matricna reprezentacija dokumenata

Sadrzaj ove sekcije je raden prema [4]. U cilju nam je niz dokumenata prikazati nekom
matricom A. Matricu A ¢emo nazivati dokument matricom, gdje ¢e svaki stupac te matrice
predstavljati jedan dokument. Najprije ¢emo iz dokumenata izvuci sve rijeci koje se po-
javljuju. Obzirom da ne Zelimo raditi razliku izmedu rijeci koje po€inju malim, odnosno
velikim slovom sve ¢emo rijeci staviti da kre¢u malim slovom. ZavrSetak rije¢i smatramo
da se dogodio u trenutku kada imamo pojavu praznog stringa, odnosno spacea. 1z tog raz-
loga sljedeci korak ¢e biti uklanjanje pravopisnih znakova poput tocke, zareza, dvotocke i
sliénih. Zatim uklanjamo rijeci koje ne obogacuju teskt korisnim informacijama. Ovakve
rijeci nazivat ¢emo stopwordsima. Imamo dostupno 1.460 dokumenata gdje je svaki do-
kument reprezentiran s nekoliko recenica, te 112 upita koji su takoder sastavljeni u obliku
reCenica. Primjeri nekih, naravno ne svih stopwordsa koje uklanjamo su sljededi:

a, the, able, about, above, after, againt, against, all, allow, almost, alone, al-
ready, also, although, always, am, among, amongst, an, and, another, any,
anybody, anyhow, anyone, anything, anyway, anyways, anywhere, apart, ap-
pear, appropriate, are, aren’t, around, as, aside, ask, ...

Naposljetku, Zelimo objediniti razlicite rijeci koje upucuju na isti pojam u jednu rije¢. Kon-
kretno ovo bi mogli napraviti tako da kazemo da 2 razlicite rijeCi predstavljaju istu rijec
ukoliko imaju isti korijen rijec¢i. Ovaj nacin grupiranja rijeci u jednu rije¢ nazivamo stem-
ming. Prije stemminga imali smo 10.625 jedinstvenih rije¢i, nakon primjene stemminga
pali smo na 6.819 razli¢itih korijena rijeCi. Pogledajmo u sljede¢em primjeru Sto smo do-
bili kao rezultat stemminga.

Primjer 1.3.1. U Tablici 1.1 prikazane su neke grupe rijeci koje su reprezentirane jednom
kljucnom rijeci.
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bez stemminga

sa stemmingom

cover

cover

15

covers
covering
covered
originally origin
origins
originator
original
originate
originated
originals
origin
originating
originators adapt
market market
marketing
build build
building
buildings

Tablica 1.1: Prikaz logike dobivanja kljucnih rijeci

U ovom postupku smanjenja rijeci treba pripaziti da ne dode do gubitka sadrzaja.
Ovime smo dosli do finalnog skupa svih rije¢i koje nazivamo klju¢ne rijeci. Ovaj dio
pretprocesiranja podataka napravljen je u Pythonu 3.11, dok ¢emo nastavak racuna raditi u
Octave-u 8.3 1 Matlabu 23.2.

Ono s ¢ime nastavljamo jest s pretpostavkom da imamo m razliitth dokumenata 1 n
kljucnih rije¢i. Prezentirat ¢emo 3 razliCite ideje kako bismo mogli popuniti dokument
matricu A. Najtrivijalniji nacin bi bio popuniti je na indikatorski nacin, gdje bismo na
mjestu a;; imali vrijednost 1 ako postoji pojavljivanje i-te klju¢ne rijeCi u j-tom doku-
mentu, dok bismo u suprotnom stavili vrijednost 0. Ovakvo popunjavanje nije najsretnije
jer o€ito ne dajemo na vaznosti broju pojavljivanja rijeci unutar dokumenta.

Iduca ideja bila bi prebrojati pojavljivanja klju€nih rijeci u svakom od dokumenata, od-
nosno imati frekvencije pojavljivanja kljucnih rije¢i unutar dokumenta. Medutim, ovakvo
dodijeljivanje tezina takoder nije najbolje rjeSenje jer bi tada teZine bile dodijeljene samo u
odnosu na rijeci koje se pojavljuju u tom dokumentu. Htjeli bismo teZine odrediti na skupu
svih kljucnih rijeci, jer Zelimo vecu teZinu dati onim rijeCima koje se rijetko pojavljuju u
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dokumentima te manju teZinu onima koji se ¢esto pojavljuju u dokumentima.

Primjer 1.3.2. U Tablici 1.2 prikazane su frekvencije pojavljivanja najucestalijih rijeci
u dokumentima. U slucaju pojavljivanja takvih rijeci u dokumentu ili upitu njima Zelimo
smanjiti vaznost jer nam ta rije¢ ne ukazuje dovoljno o samom sadrZaju. A i u slucaju
da ukazuje, moZemo zakljuciti da na temelju te rijeci u vecini slucajeva nec¢emo uvidjeti
razliku izmedu dokumenata.

Rije¢ | Zastupljenost
use 43,9%
inform | 42,05%
librari | 35,75%
system | 33,84%
develop | 25,07%
research | 23,42%
studi 23,36%
one 21,85%
present | 21,51%

Tablica 1.2: Relativna frekvencija pojavljivanja najucestalijih korijena rijeci u dokumen-
tima

Konkretno, rije¢ use nalazi se u gotovo svakom drugom dokumentu te bismo htjeli
smanjiti znacajnost pojavljivanja te rije¢i. Odnosno, Zelimo dati teZinu svakoj kljuc¢noj
rije¢i u ovisnosti o tome u koliko dokumenata se ista pojavila.

Ovo bismo mogli posti¢i tako da definiramo sljedece preslikavanje 2 : (1,...,m) X
(1,...,n) > R

h(, j) = fijlog(n/n;), (1.4)

gdje je m broj kljucnih rijeci, n broj dokumenata, f;; broj pojavljivanja i-te rijeCi u j-tom
dokumentu te n; broj dokumenata u kojima moZemo pronadi rije¢ i. Ovako definirano
preslikavanje A Ce biti nenegativno i jednako nuli u slu€aju da se rije¢ pojavljuje u svim
dokumentima. Ovime smo konstruirali i tre¢i nac¢in kako mozemo popuniti dokument ma-
tricu. Obzirom da ¢emo imati matricu velike dimenzije, od koristi ¢e nam biti ¢im veci broj
pojavljivanja nula kako bismo si racunanje ucinili efikasnijim. Kroz rad ¢emo usporediti
koja konstrukcija dokument matrice daje najbolje rezultate.
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1.4 Udaljenost izmedu dokumenata

Nakon S$to smo svaki dokument prikazali jednim stupcem, odnosno vektorom sada bi-
smo htjeli da za zadani upit g pronademo sve relevantne dokumente. Zadani upit takoder
mozZemo prikazati pomocu jednog stupca, gdje bi retci (kljucne rijeci) odgovarali retcima
matrice kojom smo reprezentirali sve dokumente. Dakle, ono $to bi prvo trebalo napraviti
je ocitati kljuCne rijeci iz upita. Za odredivanje slicnih dokumenata mozemo promatrati
kosinus kuta koji vektor g zatvara sa svakim od dokumenata koriste¢i definiciju skalarnog
produkta. Za danu razinu tolerancije fol > 0 mozemo odrediti sve dokumente a; tako da
vrijedi
q'a J

cos (£(q.a;)) = Tl tol. (1.5)

Najprije primijetimo da ¢e svi dokumenti, pa tako i upit imati nenenegativne vrijednosti
u svim retcima Sto ¢e doprinijeti da je

Ag.a)) € [o, g] (1.6)

iz Cega opravdavamo smislenost pronalaZenja relevantnih dokumenata preko skalarnog
produkta. Nadalje, definirat ¢emo dva mjerenja kojima ¢emo utvrdivati uspjesnosti pro-
nalaska. Prvim mjerenjem ¢emo gledati omjer broja vracenih relevantnih dokumenata D,
1 ukupnog broja vra¢enih dokumenata D,. Ovako definiran broj nazivat ¢emo preciznost.
Drugim mjerenjem ¢e nas zanimati broj dobiven omjerom broja vraéenih relevantnih do-
kumenata D, i stvarnog broja relevantnih dokumenata u citavoj bazi N,. Taj broj ¢emo
nazivati pokrivenost. Dakle, imat ¢emo

gdje ¢e P oznacCavati preciznost, a R pokrivenost.

MoZemo primijetiti da smanjenjem tolerancije u izrazu (1.5) ¢emo kao rezultat dobiti
manju preciznost i vecu pokrivenost.
Ovime smo definirali osnovne pojmove koji ¢e nam biti potrebni u nastavku rada.






Poglavlje 2

Numericke metode u analizi teksta

2.1 Osnovna metoda

Ovo je poglavlje motivirano [6] i1 [4], odakle su velikim dijelom preuzeti iskazi i njihovi
dokazi. U ovom potpoglavlju izvest cemo osnovne rezultate koristeci ideju prezentiranu
u Potpoglavlju 1.4. Ovi rezultati ¢e nam biti orijentir u buducnosti kada ¢emo raditi na-
prednije metode da vidimo $to smo i koliko postigli s kojom metodom. Uzet éemo jedan
konkretan upit za koji ¢emo odrediti razine preciznosti i pokrivenosti za sve vece tole-
rancije. Podsjetimo se da u naSoj bazi podataka [1] radimo s 6.820 kljucnih rijeci, 1.460
dokumenata i 112 upita. Dokument matricu éemo popuniti na nacin opisan jednadzbom
(1.4). Nakon popunjavanja, dokument matricu ¢emo normirati na nacin da svaki stupac
bude duljine 1 po 2 - normi.

Upit za koji ¢emo raCunati pokrivenosti i preciznosti je sljedeci:

What problems and concerns are there in making up descriptive titles? What difficul-
ties are involved in automatically retrieving articles from approximate titles? What is the
usual relevance of the content of articles to their titles?

Kako bi upit bio usporediv s dokumentima on mora proci iste transformacije koju je
prosla 1 dokument matrica. Upit Zelimo zapisati u istoj formi kao 1 dokument, odnosno
preko onih kljuc¢nih rijeci koje su se javljale u dokumentima. Postojat ¢e neke kljucne
rijeci koje su se javile unutar upita, a da se nisu javile unutar skupa klju¢nih rije¢i kojima
su opisani dokumenti. Medutim takve rijeci nisu bile dio niti jednog dokumenta pa nam
te rijeci nece biti od koristi. Upit ¢emo na kraju 1 normirati kako bismo imali efikasnije
racunanje.

Rekli smo da éemo dokument proglasiti referentnim ako je kosinus kuta izmedu doku-
menta i upita dovoljno velik. Kako smo dokumente a; 1 upit g normirali imamo

cos (A(q, aj)) = qTaj.

19
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Primijetimo da je sada za odrediti kosinus kuta dovoljno odrediti skalarni produkt, odnosno
imati to¢no onoliko zbrajanja i mnoZenja koliko imamo klju¢nih rije¢i. Sama sloZenost
racunanja ¢e naravno ovisiti i o broju dokumenata te koliko imamo pozitivnih vrijednosti
u zapisu dokument matrice i upita. Na Slici 2.1 prikazujemo odnos preciznosti i pokrive-
nosti za spomenuti upit kako povecavamo toleranciju. Mozemo primijetiti da povecanjem

08 [

Pokrivenost
(=]
=

T

o
~

02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Preciznost

Slika 2.1: Odnos preciznosti 1 pokrivenosti za jedan upit

tolerancije istovremeno doprinosimo sve vecoj preciznosti i sve manjoj pokrivenosti §to
je ocekivano. Treba pripaziti da potpuna pokrivenost doprinosi vracanju prevelikog broja
dokumenata Sto ocitavamo iz preciznosti, isto tako potpuna preciznost doprinosi iznimno
niskoj pokrivenosti.

2.2 LSI metoda

Nastavljamo s istom tematikom, zanima nas i1 dalje kako se pokrivenost i preciznost mi-
jenjaju za sve vecu toleranciju, ali sada koriste¢i LSI metodu. Glavna pretpostavka LSI
metode je da postoji skrivena semanticka struktura u podacima, skrivena iz razloga §to
postoje raznolike rijeci koje opisuju sli¢an pojam. Metoda se bazira na projiciranju poda-
taka na nizedimenzionalni prostor pri ¢emu se gube manje bitni detalji, dok zadrZavamo
semanticku relevantnost podataka. To takoder omogucava da se grupiraju sli¢ni dokumenti
cak 1 ako ne koriste iste rijeci, ve¢ semanticki srodne izraze. Projiciranje moZemo napra-
viti na viSe nacina, no nama ¢e u ovom potpoglavlju zanimljiv slu¢aj biti upravo pronalazak
matrice K manjeg ranga koja ¢e po Frobeniusovoj matri¢noj normi biti najbliZza pocetnoj
matrici A. Konstrukciju ovakve matrice K nam omoguéava Teorem 1.2.2. Konkretno,
dokument matricu A € R"™" ¢emo zapisati koriste¢i memorijski manje zahtjevnu SVD
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dekompoziciju

A=USVT,
gdje koristimo oznake iz (1.2). Tada za singularne vrijednosti vrijedio; > 0,zai=1,...,r,
teoc;=0zaj=r+1,...,k Zak <r mozemo dobiti matricu A, ranga k kao

A= UG LROZ(Lk 1RV 1) = ULV = UH,.

Da se zaista radi o matrici ranga k vidi se iz ¢injenice da prvih k stupaca matrice U Cine
jedan ortogonalan skup vektora kojim ¢emo priblizno opisati svaki od dokumenata. Neka
je H = (hy, hy, ..., h) zapis matrice H preko njenih stupaca. Kako je A ~ U;H, imamo
aj = Uihj, tj.u stupcu h; moZzemo ocitati skalare za priblizan zapis dokumenta j u novoj
ortogonalnoj bazi. Kako bi i dalje mogli promatrati izraz (1.5), moramo i upit g projicirati
na isti nizedimenzionalni prostor u koji smo smjestili i dokumente. Dakle, novi reducirani
upit zapisan u novoj bazi bit ¢e oblika g, = U/ g. Zapise dokumenata i upita ¢emo ponovno
normirati na duljinu 1 pa ¢e izraz (1.5) postati

cos®; = qih;.

Ovime smo postigli da se racunanje odvija u k-dimenzionalnom prostoru ¢ime smanjujemo
vrijeme potrebno za odredivanje udaljenosti izmedu dokumenta 1 upita. Zanimat ¢e nas
koja e biti zadovoljavajuca dimenzija aproksimativne dokument matrice, odnosno rang
k za kojeg bismo postigli zadovoljavajuée rezultate. Rezultate ¢emo interpretirati preko
ve¢ definiranih pojmova preciznosti i pokrivenosti. Graficki na Slici 2.2 prikazujemo pad
singularnih vrijednosti kako bismo pokusali ocitati koji bi nam rang k bio zadovoljavajudi.

Singularne vrijednosti dokument matrice

05

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
k

Slika 2.2: Prikaz pada singularnih vrijednosti
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MoZemo primijetiti da nemamo velike skokove u nizu singularnih vrijednosti tako da
nam je teSko iz ovog grafa ocitati optimalni rang. Upravo iz tog razloga ¢emo za optimalni
rang uzeti onaj za koji dobivamo najbolje rezultate. Na Slici 2.3 prikazujemo odnos pokri-
venosti i preciznosti za aproksimativne matrice rangova: 50, 100, 200 i 500. Na slici ne

Odnos izmedu pokrivenosti i preciznosti za razne rangove
1 . T

—— LSl k=30
—— LSl k=50
—— LSl k=100
LSl k=200 | ]
— LSl k=500
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Slika 2.3: Kretanje pokrivenosti 1 preciznosti za razliite rangove aproksimativne doku-
ment matrice

vidimo znacajniju razliku izmedu rezultata dobivenih uzimanjem razli¢itih rangova. Kada
bismo se fokusirali na rang 50 1 rang 500, zanimljivo za primijetiti je da je plava krivu-
lja koja predstavlja rang 50 u viSe navrata iznad crne koja predstavlja rang 500. Iz slike
mozemo ocCitati da najstabilnije rezultate dobivamo za rozi graf Sto predstavlja rang 30.
Osim navednog razloga, bitna nam je i efikasnost, odnosno brzina ra¢unanja za aproksima-
tivhu dokument matricu. Zato za aproksimativnu dokument matricu uzimamo da je ranga
30 te usporedujemo rezultat u odnosu na osnovnu metodu. Ono Sto nas isto zanima jest
koliko je aproksimativna matrica udaljena od poCetne dokument matrice u Frobeniusovoj
normi, odnosno koliku aproksimacijsku greSku imamo. Tu informaciju moZemo najlakse
uvidjeti iz relativne greske

IA = Aol

llAllF

Vidimo da greska nije mala, no unato¢ tome dobivamo bolje rezultate nego u osnovnoj
metodi. [z ovog razloga se mozemo zapitati jesmo li odabrali dobar nacin za odabir baze
koja ¢e najbolje reprezentirati pocetnu dokument matricu. Mi smo bazu odabrali koristeci
singularne vektore, odnosno onu bazu koja stoji uz najvece singularne vrijednosti. S druge

~ 0.30.
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strane, obzirom na to da smo dobili zadovoljavajuce rezultate smislenije je za zakljuciti da
Frobeniusova norma moZzda nije najbolja mjera za gledati koliko smo uspjesni s aproksi-
macijom. Ono §to je zanimljivo za vidjeti koji su to najvazniji smjerovi u prostoru doku-
menata, te uociti najveée komponente po apsolutnoj vrijednosti tih smjerova. Tako za prva
2 najdominantnija smjera U (:,1) 1 U (;,2) gledamo najve¢e komponente po apsolutnoj
vrijednosti. Koriste¢i upit u Octaveu-u find(abs (U (:,k)) > 0.15) dolazimo do traZenih
komponenti za k = 1, 2, pa uparivanjem indeksa dolazimo i do klju¢nih rijeci prikazanih u
Tablici 2.1.

uG, 1) u(, 2)
countless | cryptarithmet
conflict newark
electron conflict
patient proverbi
belong
zeroon

Tablica 2.1: Tablica najvaznijih klju¢nih rijeci

Usporedba izmedu osnovne metode 1 LSI metode prikazana je na Slici 2.4.

LSl (rang 50) vs osnovna metoda

T
—e— LS|, rang 30
—&— Osnovna metoda
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Slika 2.4: Osnovna metoda nasuprot LSI metode

MoZemo uociti da dobivamo bolje rezultate LSI metodom uzimajuéi rang 30 u odnosu
na osnovnu metodu.
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S obzirom na to koliko imamo efikasnije raCunanje u LSI metodi, a dobivamo rezultate
koji su i bolji od osnovne metode zaklju¢ujemo da u slucaju ovog upita LSI metoda nam je
puno bolja. Konkretno, vrijeme potrebno za odredivanje preciznosti i pokrivenosti je skoro
pa 5 puta manje od osnovne metode. Osnovnoj metodi je potrebno okvirno 2.4 sekunde,
dok je LSI metodi za rang 30 potrebno 0.51 sekundi. Ovu analizu trebamo uzeti s velikom
dozom opreznosti jer je radena na samo jednom upitu.

2.3 Klasteriranje

Klasteriranje je metoda analize podataka koja se koristi za grupiranje skupa objekata ili po-
dataka u tzv. klastere na temelju sli¢nosti ili zajedniCkih karakteristika. Cilj klasteriranja
je otkrivanje skrivenih obrazaca ili struktura. U klasteriranju, mjera udaljenosti je nacin
kvantificiranja sli¢nosti ili razlike izmedu objekata unutar skupa podataka. Klasteriranje
se koristi za grupiranje slicnih objekata, a mjera udaljenosti odreduje koliko su ti objekti
medusobno udaljeni Sto direktno utjeCe na formiranje klastera. NajceS¢e koriStene mjere
udaljenosti su: Euklidska, Manhattanska i kosinusna. Mi ¢emo pri klasteriranju dokume-
nata koristiti Euklidsku udaljenost, no ovdje moramo biti oprezni. Naime, veliku ulogu pri
racunanju Euklidske udaljenosti ima duljina vektora tako da je vazno prije samog klaste-
riranja normirati dokumente da budu duljine 1 jer u naSem slucaju vazZniji nam je smjer
vektora nasuprot njegovoj duljini. Opravdajmo koriStenje Euklidske udaljenost, odnosno
pokaZimo relaciju koja povezuje edukidsku udaljenost i kosinusnu udaljenost. Krenimo od
pretpostavke da imamo dva vektora a i b takvih da vrijedi ||a||, = |||, = 1, tada imamo

lla = b5 = llall; — 2ab +|Ibl; = 2 — 2ab.
Korjenovanjem dobivamo izraz za izracun Euklidske udaljenosti izmedu dvaju vektora

d(a,b) = V2 - 2ab.

Iz ovoga primjecujemo da Euklidska udaljenost ovisi samo o kutu izmedu vektora, aneio
njihovoj duljini i to na nacin da imamo sve manju Euklidsku udaljenost Sto je kut izmedu
vektora manji.

Smisleno za pretpostaviti je da u slucaju kolekcije dokumenata postoje dokumenti
slicnog sadrzaja. Htjeli bismo od skupa dokumenata uciniti jednu particiju, gdje ¢emo
elemente te particije zvati klasteri. SadrZajno sliéne dokumente Zelimo grupirati u isti
klaster, te bismo za svaki klaster htjeli imati njegovog predstavnika kojeg ¢emo nazivati
centroid. Jedan nacin za definiranje centroida jest uzeti prosjeCan dokument tog klastera.
Broj klastera moze biti proizvoljan, te ¢e broj klastera predstavljati kardinalitet baze kojom
¢emo aproksimativno reprezentirati dokumente. Dakle, ovdje je idejno slicno kao u LSI,
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Zelimo smanjiti dimenziju, no sada ¢emo bazu za prostor dokumenata konstruirati koristeci
centroide klastera.

Neka su zadani dokumenti a,a,, ..., a, € R™, te k Zeljeni broj klastera. Zelimo odre-
diti particiju = (7ry, ..., m,) koja Ce biti takva da minimizira funkciju cilja

k Si
Q=) > lla —mib, 2.1)
s=1

i=1

gdje je s; kardinalitet od 7; = {a(li), . ,a(s?}, te m; = Si I a?¥ centroid i-te particije.
Dakle, Q minimiziramo po svim k-particijama skupa od n elemenata. U nastavku prezenti-
ramo iterativni algoritam k-sredina koji nam iz iteracije u iteraciju konstruira novu particiju
1 to takvu da je vrijednost funkcije cilja iz (2.1) sve manja.

Algoritam k-sredina

(1) Zadaj pocCetnu particiju n&o)

t=0

1 izraCunaj pocetne centroide mi.o), gdieje j=1,...,ki

(2) Svaki dokument a; neka potrazi sebi najblizi centroid i pridruzi se novom skupu,
odnosno kreiraj novu particiju takvu da

(+1) _ . DOl = mi -
A0 ={ac . a lla=mll = min lla=ms|

(t+1)
J

(t+1)

(3) Izracunaj centroide m’; "’ skupova & i

Lji=1,... k.

(4) Provjeri kriterij zaustavljanja dan na vrijednost funkcije cilja. Ako je kriterij zado-
voljen, kao konac¢nu partiicju uzmi JTYH), j=1,...,k. istani. U suprotnom, t = ¢ + 1
i vrati se na 2.korak

Pokazujemo tvrdnju od maloprije da ¢e ovakvim konstrukcijama particija vrijednost
ciljne funkcije biti sve manja.

Propozicija 2.3.1. [3] Vrijede sljedeée nejednakosti Q(ﬂ(’)) > Q(ﬂ(’”)) > 0, gdje je O
Jfunkcija cilja iz (2.1), te particija m konstruirana algoritmom k-sredina.
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Dokaz. Imamo sljedeci niz jednakosti i nejednakosti

k ko k

Hn2 112

o) =Y Sha-mP3=5" S ja-m?
j=1 aEn(;> j=1 i=1 aen(;)ﬂn(.”l)

1
k
j=1 i
k

\%

D12
2

k
”(l —m;
=1

012
la = mP3 ="

aeﬂ(jr) m ﬂ;wl) i

k
2 D2 1
2, 0, ammlz 3 ) tla=mi™IE = 0 (x"),
i=1

i=1 aEnEHl) aenﬁ”l)

k k
=1 j=1

J aeny) N rrng)

gdje zadnja nejednakost proizlazi iz ¢injenice:

min Z lla = cll3 = m{"™".
ceR/

a ENEH 1)

O

Pretpostavimo da nakon algortima k-sredina imamo matricu C;, € R™* centroida kojoj
normiramo stupce tako da budu duljine 1. Tada nam ta matrica moZe predstavljati aproksi-
mativni prostor dokumenata. Sada bismo trebali odrediti aproksimativni zapis dokumenata
u takvoj bazi, odnosno matricu G, € R"™" takvu da matrica C,G po Frobeniusovoj normi
bude ¢im bliza pocetnoj matrici A, odnosno

mjn ||A - Cka”F.
Gy

Ovo je diskretni matri¢ni problem najmanjih kvadrata, pa ¢e nam od koristi biti najprije
dobiti ortonormiranu bazu za stupce matrice C; Sto moZemo koriste¢i QR dekompoziciju
¢ime imamo
Ci = PiR, P, € R™*, R € RM*,
Time dobivamo sljedece
r%ikn lA — PeGillF. (2.2)

Zapisemo li svaki stupac matrice A — PG, odvojeno mozemo uociti da je matri¢ni problem
najmanjih kvadrata ekvivalentan s n nezavisnih standardnih problema najmanjih kvadrata
IT;iH||aj —Pgill, j=1,...,n,

J
gdje g; predstvavlja j-ti stupac matrice G. S obzirom na to da stupci matrice P Cine

jednu ortonormiranu bazu za R¥, znamo da je onda rjeSenje prethodnog problema upravo
gj = P} a;, odnosno rjeSenje problema (2.2) mozemo zapisati kao

G = P} A.
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Kako bi upit bio usporediv s novim zapisima dokumenata imamo
T T r \' T
q'A~ q" PG, = (P{q) Gi=q(G

gdje g, = P} q. Tada kosinus kuta izmedu upita g i dokumenta a; u niZedimenzionalnom
prostoru moZemo odrediti kao

Q;{é’j
llgell2llg Il

Na Slici 2.5 za razlicite brojeve klastera prikazujemo odnos preciznosti i pokrivenosti
za sve vece razine tolerancije.

Odnos izmedu pokrivenosti i preciznosti za razne rangove klasteriranja
1 1 . T T

—8— Klaster, k = 50
—#— Klaster, k = 100
Klaster, k = 200

0.8 —a— Klaster, k = 500 | |

02

Preciznost

Slika 2.5: Odnos preciznosti i pokrivenosti u ovisnosti o broju zadanih klastera

Ovdje mozemo primijetiti da u veéini slucaja najbolji rezultat dobivamo kada imamo
aproksimaciju koriste¢i 200 klastera. No, vidimo da ni koristeci aproksimaciju s 500 klas-
tera ne dobivamo puno 10§iji rezultat, StoviSe u nekim dijelovima imamo i uspjesniji re-
zultat. Obzirom na to da ako uzmemo aproksimaciju koriste¢i 500 klastera nismo puno
smanjili dimenziju. 1z ovog razloga odlucili smo se za aproksimaciju koristiti 200 klastera,
Sto je prosjecno po 7 dokumenata u jednom klasteru. Kao i maloprije, mozemo pogledati
koliko iznosi aproksimacijska gresku u odnosu na pocetnu matricu

lIA — Asxoollr
IA||

gdje Ao predstavlja aproksimativnu matricu koriste¢i 200 klastera. U iduéem grafu na
Slici 2.6 usporedujemo rezultat dobiven klasteriranjem u odnosu na osnovnu metodu.

~ (.32,
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Klasteriranje nasuprot osnovnoj metodi

T
—&— Klaster, k = 200
—&— Osnovna metoda
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Slika 2.6: Metoda s 200 klastera nasuprot osnovnoj metodi

2.4 Nenegativna matri¢na faktorizacija

Obzirom da su svi elementi dokument matrice A € R™" nenegativni imamo zadovo-
ljen nuzni uvjet kako bi postojala nenegativna matricna faktorizacija dokument matrice.
Spomenuta faktorizacija je obi¢no aproksimativna gdje za k < min(m, n) traZimo nenega-
tivne matrice W € R™* i H € R*" koje minimiziraju neku funkciju pogreske izmedu A.
Najcesce koriStena funkcija pogreske zasnovana je na Frobeniusovoj normi

m n k 2
f(VVaH):”A_WH”F: ZZ(CIU—ZW,'I,I’ZPJ) .
p=1

i=1 j=1

S obzirom na to da je funkcija pogreske definirana koriste¢i matri¢nu normu, znamo da
je ta funkcija ogranic¢ena odozdo s O te da ¢e norma biti upravo jednaka O u slucaju da je
A = WH. Uoc¢imo da ¢e nam problem minimizacije biti jednostavniji ako se odlu¢imo
promatrati kvadrat funkcije f, odnosno

m n k 2
gW,H):= fP(W,H) = ) > [a,-,- - Zw,-,,h,,j] .
p=1

i=1 j=1

Odlucimo li fiksirati argument H, tada imamo konveksnu funkciju g (W) obzirom da imamo
kvadratnu funkciju u elementima matrice W. Odlu¢imo li fiksirati argument W dolazimo
do sli¢nog zakljucka da je i funkcija g (H) konveksna. Medutim, konveksnost funkcije u
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svakom od njenih argumenata pojedina¢no ne povlaci nuzno da je funkcija globalno ko-
nveksna. Ovakav slu¢aj imamo kod naSe funkcije g. Deriviramo li funkciju redom po W i
H imamo

n k

98

m k
Oh,,; - _ZZ (ai/ - Wiqhqj) wp; = .Vug = -2W'(A - WH).

J=1 g=1

Deriviramo 1i jo§ jednom matri¢ne prikaze iznad, moZemo dobiti blok Hessijan matricu
koja ima sljedeéi oblik

2 2
Vg (W, H) = [ng VWHg]

Viw Vau
_ 2HHT -2(A - WH)
T |2 -WH)T 2WTwW

Iz ovoga mozemo zakljuciti da funkcija g nece biti konveksna, pa time nece postojati glo-
balni minimum, tako da ¢emo se pokusati aproksimativno pribliziti nekom od lokalnih
minimuma. Kako bismo dosli do Zeljene faktorizacije koristit ¢emo ugradenu funkciju
nmf u Matlabu.

Pretpostavimo da imamo odredenu aproksimativnu faktorizaciju dokument matrice:

A=WH, W>0,H>0.

U stupcu j matrice H mozemo ocitati aproksimativni zapis j-tog dokumenta u bazi koja
je reprezentirana stupcima matrice W. Kao 1 maloprije, najprije nas zanima kako izgleda
zapis upita g u novoj bazi. RjeSavamo ponovo problem najmanjih kvadrata miny |lg— W,
ovaj problem ¢emo najelegantnije rijesiti ukoliko odredimo QR dekompoziciju matrice W.
Tada je

W=0R, QeR™ ReR"™,

pa upit u novoj bazi mozemo zapisati kao
- -1 T
g=R"Qq.

Znamo da je vrijednost kosinusa kuta izmedu dokumenta j i danog upita g zapisanih u
novoj bazi upravo
q"h;
G111l 1l
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Odnos izmedu pokrivenosti i preciznosti za razne rangove

1 . T
—e— NMF, k = 50
—8— NMF, k = 100
NMF, k = 200
| —e— NMF, k = 500 | |
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Slika 2.7: Odnos preciznosti 1 pokrivenosti u ovisnosti o rangu

Na Slici 2.7 prikazujemo odnos izmedu preciznosti 1 pokrivenost za razliCite rangove

Zanimljivo za primijetiti je da ne vidimo neku drasti¢nu razliku izmedu rezultata dobi-
venih uzimajuéi matricu ranga 50 i ranga 500. Ovo ima smisla jer o5 = 1.29,a 075090 = 1.05
iz Cega primjeCujemo da su singularne vrijednosti blizu jedna drugoj pa je posljedi¢no
greska koju napravimo sli¢na. Medutim, s 2.7 moZemo primijetiti da rang 100 daje najsta-
bilnije rzultate, zbog ¢ega ¢emo ga Koristiti za usporedbu s osnovnom metodom.

MozZemo primijetiti da nenegativnom matri¢nom faktorizacijom u usporedbi s osnov-
nom metodom u vedini slucajeva imamo vecéu preciznost i pokrivenost. Iznimka je slucaj
kada traZimo preciznost od priblizno 80%, tada osnovnhom metodom moZemo ostvariti
vecu pokrivenost. Jedan od razloga zaSto se ovo dogodilo moZe biti u tome $to namecemo
ogranicenje nenegativnosti kod NMF faktorizacije.

2.5 Bidijagonalizacija

Do sada smo u ovom poglavlju opisali tri metode za poboljSanje osnovne vektorske me-
tode. U sve tri metode smo najprije traZili aproksimativnu matricu nizeg ranga koja nam
je predstavljala dokument matricu A. U svakoj metodi smo na drugaciji nacin odredivali
bazu za aproksimativnu dokument matricu. Nedostatak ovih metoda je u tome Sto dode
li do dodavanja, odnosno brisanja dokumenata moramo aZurirati trenutnu aproksimativnu
matricu Sto nije efikasno. 1z ovog razloga, u ovom ¢emo potpoglavlju opisati metodu ko-
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NMF nasuprot osnovnoj metodi
1 T T T T
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—&— Osnovna metoda
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Slika 2.8: Nenegativna matri¢na faktorizacija nasuprot osnovnoj metodi

jom Ce aproksimativna dokument matrica biti izraCunata za svaki upit. Ovime nemamo
problem ako dode do promjene kolekcije dokumenata, dok s druge strane koli¢ina posla za
podudaranje svakog upita postaje ve¢a. Definirajmo najprije pojam gornje bidijagonalne
matrice i bidijagonalne forme.

Definicija 2.5.1. Matrica A € R™" je gornje bidijagonalna ako vrijedi a;; = 0, za sve
i>jteagnzak=1,...,n-2.

Definicija 2.5.2. Za matricu A € R"™"Y kazemo da ima bidijagonalnu formu ako ju
moZemo zapisati na sljede¢i nacin
_p|Blyr
A=P [ O] we,

gdje su P i W ortogonalne matrice, a B gornje bidijagonalna matrica.

Dakle, dopustimo li dijagonalnoj matrici da ima vrijednosti razli¢ite od nule iznad
glavne dijagonale, tada ¢e takva matrica biti gornje bidijagonalna. Zelimo odrediti bi-
dijagonalnu formu matrice A € R™". Ovaj problem nije znacajno razli¢it od problema
dobivanja QR dekompozicije. Podsjetimo se, kod QR dekompozicije htjeli smo doci do
unitarne matrice Q te gornjetrokutaste matrice R. No, u ovom sluc¢aju imamo nesto stroZi
uvjet jer ne dopustamo vrijednosti koje su razli¢ite od nule na pozicijama koje su od glavne
dijagonale udaljene za barem 2 stupca. Ovaj problem moZemo rijeSiti koriste¢i House-
holderove transformacije kojima ¢emo redom ponistiti Zeljene elemente unutar stupca, te
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zatim 1 Zeljene elemente unutar retka. U nastavku ilustriramo dolazak do bidijagonalne
forme na matrici A € R®®. Najprije, mnoZenjem matrice A slijeva matricom PT € R®®
ponistimo sve elemente ispod glavne dijagonalne prvog stupca (pozicije na kojima je doslo
do promjene ¢emo oznacavati s *):

PIA =P

X X X X X
X X X X X
===

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
¥ ¥ K K ¥ ¥
FEE S S
FEE S S
FEE S A O

X x| |0

Mnozeéi sada zdesna matricu PlTA Householderovom transformacijom W; € R>
poniStimo elemente prvog retka na pozicijama od 3 do 5. Kako bismo ovo postigli, a
prvi stupac ostao nepromijenjen odabiremo sljedecu blok matricu

1 0
55 _
R > W, = [O Zl] ,

gdje je Z; Householderova transformacija. Ovime imamo

PIAW, = Wy =: A

¥ ¥ X ¥ ¥ 0¥
¥ ¥ X ¥ ¥ 0¥
¥ % ¥ ¥ ¥ O
¥ % ¥ ¥ x O
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ O

¥ O¥ ¥ ¥ ¥ ¥

K K K X ¥ ®
l*%****‘
cocoocoox

cococo o %

Ponhistimo sada ispoddijagonalne elemente drugog stupca tako da elementi prvog stupca
ostanu nepromijenjeni. Ovo ¢emo ostvariti uzimanjem matrice P,

1 0
R6X63P2:[O P],

gdje je P € R Householderov reflektor. Ovim mnoZenjem dobivamo

PgAl =

* % % % *x O
* % % % *x O
* % % % x O

X X X X X X

S O OO *x X
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Nakon, mnoZenjem zdesna sljede¢om blok matricom

L 0 1 0
W2 = [0 Zz]’ h= [0 1]'
Ovom matricom poniStavamo elemente u drugom retku pazeci da ne uniStimo tek uvedene
nule

[x x 0 0 O]

0 x = 00

0 0 %= =% =

T _ —.
0 0 = =% =
10 0 = x x|
Primjenjujemo li isti postupak, konacno dobivamo
X X
X X B
PTAW = X X = [ o] . (2.3)

X X
X

U opcenitom slucaju,
P - P1P2 .. Pn e ]Rme’ W — W1W2 .. Wn—2 I R(n+1)><(n+l)
su ovo mnoZenja Householderovih transformacija, te

Vﬁl (03]
,32 (0]

e R(n+1)><(n+1)

o>
Il

Bn
ﬁn+1

je gornje bidijagonalna.

Propozicija 2.5.1. [4] Oznacimo li stupce matrice P u bidijagonalnoj kompoziciji (2.3) s
pi,i=1,2,...,m. Tada vrijedi

1 0
p1 = Bay, WZ[O Z]

gdje je ay prvi stupac od A te je Z € R™" ortogonalna.
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Dokaz. Prva jednazba proizlazi direktno iz injenice da je PTa; = Bje;. Druga tvrdnja
proizlazi iz ¢injenice da W; ima strukturu

W":lll 0]’

0 Z

gdje su I; € R™ matrice identiteta, a Z; ortogonalne. i

Odaberimo A = [b C], gdje 0 b € R™! mozemo razmisljati kao o jednom upitu
te o C € R™" kao dokument matrici. Na toj matrici Zelimo primijeniti proceduru za
bidijagonalizaciju, pa ¢emo koristeci rezultat prethodne propozicije i jednadzbu (2.3) dobiti
sljedece

T _ pT 1 0 _[pr T _ Bier B
PAW_P[b C][OZ_[Pb PAZ]_ o ol (2.4)
gdje je
o
B
B — c R(”+1)X”_
Bn  ay
,8n+1

Ovakav prikaz ¢e nam u nastavku pomoci pri alternativnom opisu postupka bidijagonali-
zacije koji nam omogucuje da izracunamo dekompoziciju (2.3) na rekurzivan nacin. Dio
posljednje jednaZzbe (2.4) moZe se zapisati kao

BZT

TA —
Pa=|%

:| , BZT c R(n+l)><n.

Nadalje, transponiramo li prethodnu jednakost imamo

(@) B

a Ps

AT[pl Py o Pn+1]:ZBT:[Z1 2 ... Zn] o Bi
a;

a, ﬁn+1_

IzjednaCavanjem stupca i (za i > 2) s obje strane, dobivamo

T
A" p; = Bizi- + @z,
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Sto moZemo zapisati kao
T
@z = A" pi — Bizi-1

Sli¢no, izjednacavanjem po stupcima imamo

(a1 B
a ,33

AZ:A[zl 2 Zn]:PB:[pl P2 ... Pn+1]

iz ¢ega dobivamo

Az = @;pi + Bis1 Dir1s
Sto moZemo zapisati kao

Biv1piv1 = Az — a;p;.

Bi

35

(2.5)

a, ﬂn+1,

(2.6)

Nalazimo se na korak do rekurzije, a pocetni uvjet iz prethodne propozicije pomaze nam u

njezinom kona¢nom definiranju.

LGK bidijagonalizacija za upit ¢
(1) Bipi=¢, 20=0
(2) zai=1: kizraCunaj
a;zi = ATp; = Biziay
Bis1pis1 = Az — a;p;

Nacin odabira koeficijenata a;_; i §; nije preciziran u algoritmu. Kako bismo osigurali da
vektori p; i z; budu jedini¢ne duljine, koeficijente odredujemo tako da vrijedi ||p;|| = ||z =

1, odnosno B; = ||pill 1 @; = ||zil|. Vektore p; 1 z; organiziramo u matrice kako slijedi

Pk+1:[P1 P2 o Pk+1], Zk:[Zl 2 ... Zk]

Sazetak izvodenja prikazan je u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.5.2. Neka je AZ, = Py, By, rezultat k koraka LGK rekurzije, te neka je

B}]
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OR dekompozicija bidijagonalne matrice By.,. Tada imamo aproksimaciju ranga k
A= WY! (2.7)

gdje je
I .
Wi = Pry1 Qi [S] , Y =ZkBj.

Stupci vektori matrice W;, ¢ine ortogonalnu, pribliznu bazu za dokumente koji su blizu
upita g. Umjesto izraCunavanja koordinata stupaca matrice A u odnosu na ovu bazu, sada
biramo izracunavanje projekcije upita u odnosu na ovu bazu

q=WWqeR"
Kao i do sada, izracunat ¢emo vrijednost sljedeceg izraza, buduéi da smo upravo na taj

nacin definirali sli¢nost izmedu dokumenta a; i upita g

qATa.
cos(gj) = = L
llg" [l2la;ll>

Na Slici 2.9 prikazujemo usporedbu izmedu osnovnog vektorskog modela i LGK bidi-
jagonalizacije za k = 1, 2.

Usporedba LGK i osnovne metode

—e— LGK, k=1

—i— Vektorska metoda
+— LGK, k=2

08 -

Pokrivenost
o
»

o
'S
T

02

0 0.2 04 0.6 0.8 1
Preciznost

Slika 2.9: LGK bidijagonalizacija nasuprot osnovnoj metodi

MozZemo primijetiti da koriStenjem LGK bidijagonalizacije uzimajuci k = 1 imamo
najbolje rezultate. Zanimljivo za uociti je da uzimajuci k = 2 dobivamo sli¢ne rezultate kao
u vektorskoj metodi. Ovo je iz razloga Sto uzimajuci sve veci k aproksimacijska matrica je
sve blize poCetnoj dokument matrici.



Poglavlje 3

Usporedba obradenih metoda

Prvo je vazno napomenuti da su rezultati iz drugog poglavlja temeljeni iskljucivo na jed-
nom upitu. U ovom dijelu ¢emo odrediti prosjecnu preciznost i pokrivenost na skupu
svih upita za svaku od obradenih metoda, kako bismo dobili Siru osnovu za donoSenje
zakljuCaka vezanih uz ovaj skup podataka. Za neke upite g ne postoje relevantni doku-
menti, te za takve, pojmovi preciznosti 1 pokrivenosti nisu dobro definirani. Iz tog razloga
pokrivenost i preciznost je raCunata samo za one upite koji imaju barem jedan relevantni
dokument u bazi dokumenata. Takoder, treba imati na umu da ¢e se ove metode primijeniti
samo na jednoj kolekciji tekstova, Sto zahtijeva oprez u tumacenju rezultata.

Na Slici 3.1 prikazujemo prosjenu preciznost i pokrivenost na skupu upita za obradene
metode.

Usporedba metoda

—8— Osnovna metoda
—#— LS|, k=30

#— Klaster, k = 200
—e— NMF, k =100
—#— LGK, k=1

08

Pokrivenost
o
[}

o
EN
T

02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Preciznost

Slika 3.1: Usporedba metoda
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MoZemo uociti da sve metode daju bolje prosjecne rezultate od osnovnog vektorskog
modela. Medutim, treba biti svjestan da posljedi¢no imamo vecu sloZenost pri raCunanju.
U slucaju LSI, klasteriranja i nenegativne matri¢ne faktorizacije, dodatni izratuni mogu se
obaviti izvanmreZno, odnosno odvojeno od uskladivanja upita. Problem kod ovih metoda
nastaje kada se ucestalo mijenja skup dokumenata, jer tada mora do¢i do ponovnog iraCuna
aproksimacije, Sto moZze biti skupo. Metoda temeljena na LGK bidijagonalizaciji, s druge
strane, izvodi dodatne proracune u vezi s uskladivanjem upita. Stoga se moZe ucinkovito
koristiti u situacijama gdje je skup dokumenata podloZan Cestim promjenama.

Na kraju, vaZno je napomenuti da link na podatke koriStene u [4] viSe nije dostupan,
zbog Cega su u ovom radu koriSteni alternativni podaci. Osim toga, moguce je da po-
daci nisu ociS¢eni jednako temeljito kao u [4], Sto bi moglo objasniti zaSto je u [4] razlika
izmedu osnovne vektorske metode 1 naprednijih pristupa izraZenija nego u nasSim rezulta-
tima.
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Sazetak

Rad se bavi analizom razli¢itih numeri¢kih metoda za obradu tekstualnih podataka. Kroz
rad se istraZuju osnovni vektoriski model, latentna semanticka indeksacija (LSI), klaste-
riranje, nenegativna matri¢na faktorizacija (NMF) te LGK bidijagonalizacija. Za svaku
od metoda evaluirani su pojmovi preciznosti i pokrivenosti u pretrazivanju dokumenata za
zadane upite.

Najprije smo obradili osnovni vektorski model koji pruZa jednostavan i intuitivan pris-
tup koji je Cesto nedovoljno precizan. Zatim smo se uvjerili da nesto sloZenije matricne
faktorizacije poput LSI i NMF mogu pridonijeti boljim rezultatima jer identificiraju se-
manticke veze medu dokumentima. Klasteriranjem grupiramo sli¢ne dokumente u jedan
klaster, dok LGK bidijagonalizacija pokazuje efikasnost u dinami¢nim skupovima poda-
taka gdje je skup dokumenata sklon Cestim izmjenama. Kroz rad smo se uvjerili da sofis-
ticiranije metode donose bolje rezultate, no ipak uz povecanu racunalnu slozenost.

Zakljucno, rad naglasava vaznost odabira odgovarajué¢e metode ovisno o specifi¢nostima
skupa podataka i zahtjevima korisnika.






Summary

This paper focuses on the analysis of various numerical methods for processing textual
data. It explores basic vector models, Latent Semantic Indexing (LSI), clustering, Non-
negative Matrix Factorization (NMF), and LGK bidiagonalization. For each method, the
concepts of precision and recall in document retrieval for given queries were evaluated.

We first examined the basic vector model, which offers a simple and intuitive approach,
though often insufficiently precise. We then demonstrated that more complex matrix facto-
rizations such as LST and NMF can yield better results by identifying semantic relationships
among documents. Clustering groups similar documents into a single cluster, while LGK
bidiagonalization shows efficiency in dynamic datasets where the document collection is
subject to frequent changes. Throughout the study, we confirmed that more sophisticated
methods provide better results, albeit with increased computational complexity.

In conclusion, the paper emphasizes the importance of selecting an appropriate method
depending on the specifics of the dataset and user requirements.
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