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Uvod

Stohasticki racun ima Siroku primjenu u financijskoj matematici te analizi modernih trZista.
U posljednje vrijeme razvijaju se mnogi matematicki modeli koji nam omogucavaju razu-
mijevanje kretanja trziSta, vrednovanja financijskih instrumenata, kretanja cijena i uprav-
ljanja rizicima. Jedan od najvaznijih modela je Black-Scholes-Mertonov model koji daje
temelj za odredivanje cijena opcija, te koji je kasnije postao kljuCan za daljnji razvoj trzi-
Sta, a njegova geneneralizacija proSirila mu je primjenu na sloZenije instrumente kao §to su
dionice s isplatom dividendi.

U prvom poglavlju uvest ¢emo osnovne pojmove kljuéne za razumijevanje daljnjeg rada.
PobliZe éemo se upoznati sa svojstvima pojedinih opcija i opisati najbitnije vrste. Defini-
ramo Brownovo gibanje, te I[tdv integral i [tdvu formulu kojima se koristimo kroz cijeli rad
kao jednima od najbitnijih rezultata stohastickog raCuna. Drugo poglavlje je fokusirano na
opis Black-Scholes-Mertonovog modela, te izvod Black-Scholes-Mertonove funkcije. U
treCem poglavlju bavimo se vezom izmedu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i stohas-
tickih jednadzbi pomocu Feynman-Kacovog teorema. Navodimo i Hull-Whiteov model za
modeliranje kamatnih stopa. Posljednje poglavlje bavi se opcijama s viSe osnovnih imo-
vina, navode se tri vrste takvih opcija, te ¢emo proucavati njihove karakteristike 1 pokuSati
svesti problem na jednostavniji jednodimenzionalni problem. Ova vrsta opcija ima Siroku
primjenu u financijama jer omogucava sloZene strategije zastite od rizika (hedging) i Spe-
kulacije, a njihove cijene ¢emo opisivati pomocéu Black-Scholesove funkcije za opcije s
viSe osnovnih imovina.



Poglavlje 1

Uvod u stohasticki racun i financijsku
matematiku

U ovom poglavlju uvest ¢emo klju¢ne pojmove za daljnji rad. Prvo ¢emo obraditi pojam
opcija i opisati vrste te njihova najbitnija svojstva. Nakon toga, bavit ¢emo se Brownovim
gibanjem, procesom koji opisuje kretanje cijena instrumenata, koji ¢e se protezati kroz
cijeli rad. Na kraju ovog poglavlja obraditi ¢emo pojmove Itdvog integrala i [tove formule,
kako za jednodimezionalni tako i za viSedimenzionalni slucaj kojim ¢emo se viSe baviti u
zadnjem poglavlju.

1.1 Opcije

Opcije su financijski instrumenti koji daju investitorima mogucnost kupnje ili prodaje imo-
vine po unaprijed dogovorenoj cijeni, u nekom odredenom vremenskom periodu. U svijetu
financija, opcije igraju klju¢nu ulogu u upravljanju rizikom, Spekulaciji i arbitrazi. U ugo-
voru opcije postoje dva sudionika — prodavatelj (pisac) opcije, osoba koja je izdala opciju,
te kupac opcije, koji postaje njezin vlasnik. Razlikujemo dvije vrste opcija obzirom na to
da li kupac kupnjom opcije dobiva prava kupnje ili prodaje.

Call opcije daju kupcu pravo da kupi odredenu koli¢inu osnovne imovine po unaprijed ugo-
vorenoj cijeni, poznatoj kao izvrSna cijena, u odredenom vremenskom razdoblju. Investi-
tori Cesto koriste call opcije kada vjeruju da Ce cijena osnovne imovine rasti.

S druge strane, put opcije daju kupcu pravo prodaje osnovne imovine po dogovorenoj ci-
jeni unutar odredenog vremenskog okvira. Investitori koriste put opcije kada ocekuju da ¢e
doci do pada cijene imovine na trziStu. Druga podjela je na europske i americke opcije,
obzirom na moguénost izvrienja tijekom vremenskog perioda trajanja opcije.



POGLAVLIJE 1. KRATKI NASLOV POGLAVLJA 3

Europske opcije mogu se izvrsiti jedino na datum isteka, odnosno na datum dospijeca.
Iz tog razloga investitori moraju unaprijed planirati svoje strategije i ne mogu iskoristiti
opciju prije unaprijed odredenog trenutka. Ova vrsta opcija Cesto se koristi kod dugoroc-
nih investicija.

Americke opcije, s druge strane, nude vecu fleksibilnost jer se mogu izvrsiti u bilo kojem
trenutku prije ili na datum dospijeéa. Omoguéavaju kupcu da ranije iskoristi opciju i time
iskoristi povoljne uvjete na trziStu kad god se pojave. Americke opcije se koriste za zaStitu
od neocekivanog pada cijena imovina.

Obje vrste opcija imaju svoje specifine prednosti i mane, a njihova primjena ovisi o stra-
tegijama i ciljevima investitora. Europske opcije mogu biti manje rizi¢ne u odredenim
situacijama, dok americke opcije osiguravaju vece mogucnosti prilagodbe strategija u od-
nosu na trziste.

Kada promatramo opcije uglavnom ¢emo se baviti odredivanjem njihovih cijena. Sustav
cijena na trziStu s n+ 1 financijskom imovinom u trenutku # je vektor S, = (S%,S!,...,87),
gdje je S! cijena i-te imovine za trenutak 7. U ovom slu¢aju promatramo jednoperiodni
model u kojem imamo samo dva vremenska trenutka, t = 0 za sadasnjost i # = 1 kada
opisujemo neko vrijeme u buduénosti. Slijedi da je S vektor cijena za ¢ = 0, te nam je on
poznat i vrijedi S|, > 0 zasvei = 0,1,...,n. U fiksnom trenutku = 1 vektor cijena S,
sadrZi nenegativne slucajne varijable S pa je S| nenegativni slu€ajni vektor.

Definicija portfelja u kontekstu financijske matematike odnosi se na zbirku razlicitih finan-
cijskih imovina koju investitor posjeduje. Portfelj moZe ukljucivati razli¢ite vrste imovine
kao $to su obveznice, novac, dionice i drugi financijski instrumenti, a cilj je optimizirati
odnos izmedu rizika 1 povrata. Portfelj koji donosi nerizi€an profit naziva se arbitraza.

Definicija 1.1.1. ([7], Definicija 2.1.1) Vektor ¢ = (¢°,¢",...¢") € R™! koji sadri ko-
licine razlicitih imovina s kojima investitor raspolaZe u trenutku t = 0 nazivamo portfelj.
Svaka komponenta ¢' oznacava broj jedinica i-te financijske imovine. Vrijednost portfelja
¢ u trenutku t = 0, 1 definiramo kao

Vi) =¢-5,= ) 4
i=0
Definicija 1.1.2. ([7], Definicija 2.1.2) Portfelj ¢ naziva se arbitraZa, ako vrijedi ¢-S( = 0,

alije¢d-S1>0P —g.s. tevrijedi P[¢p - S| > 0] > 0.

Definicija 1.1.3. ([7], Definicija 3.1.1) Za slucajni proces X = (X,,t =0, 1,...,T) kaZemo
da je adaptiran u odnosu na filtraciju F = (¥,,t = 0,1,...,T) ako vrijedi da je za svaki
t=0,1,...,T slucajna varijabla X, izmjeriva u odnosu na o-algebru F,.
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S obzirom da za cijenu i-te imovine S! vrijedi da ovisi isklju¢ivo o prethodnim dogadajima,
tj. onima koji su se dogodili do trenutka ¢, slucajni vektor S, je izmjeriv u odnosu na o-
algebru ¥,. Iz Defincije 1.1.3 slijedi da su S* adaptirani u odnosu na o-algebru ¥, za sve
i=0,1,...,n.

1.2 Brownovo gibanje

Brownovo gibanje prvi je opisao Skotski biolog Robert Brown kako bi objasnio model
kretanja Cestice koja se nalazi u tekucini i neprekidno sudara s molekulama. Brownovo
gibanje je stohasticki proces, Sto implicira da njegovo buduce ponasanje nije predvidivo,
ali mozemo odrediti vjerojatnost razli¢itih buducih ishoda. Predstavlja osnovu za modele
financijskog trziSta u neprekidnom vremenu. Za opis Brownovog gibanja potrebno je prvo
uvesti pojam skalirane slucajne Setnje.

Definicija 1.2.1. (/8]) Neka je (Q), F,P) vjerojatnosni prostor i (X, : n € N) niz nezavisnih
Bernoullijevih slucajnih varijabli s parametrom p = % koje mogu poprimiti samo dvije
vrijednosti -1 ili 1. Simetricna slucajna Setnja je slucajni proces M = (M, : n € Ny)
definiran s My = 0, te za n € N vrijedi

M, = kZ:Xk.

Kako bismo aproksimirali Brownovo gibanje trebamo smanjiti korak slucajne Setnje i po-
tom ubrzati vrijeme. Za fiksni n € N definiramo skaliranu simetri¢nu slucajnu Setnju

WO = =M,
\Vn
zat€T,:={t>0:nte€Z). Akot ¢ T,, W"(¢) linearno interpoliramo izmedu njegovih
vrijednosti u najblizim to¢kama s i u, lijevo i1 desno od 7, za koje suns € Zinu € Z.

Uo&imo da je W™(¢) definirano za svaki t > 0, te da je za fiksi w € Q, t = WP()(w)
neprekidna funkcija. Slijedi da pusStanjem limesa n — oo dobivamo Brownovo gibanje.

Definicija 1.2.2. (/6], Definicija 4.5) Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni
proces W = (W, t > 0) je Brownovo gibanje ako vrijedi:

(i) Wo=0.

(ii) Putevit — W/w) su neprekidne funkcije sa R, uR (za g.s. w € Q).
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(iii) Prirasti
th = Wll - W[()’ W[2 - th’ c ey th - W[nz—l

su nezavisni za sve 0 =t < t; < ... < t,.

(iv) Za sve 0 < s < t prirast W, — W je normalno distribuiran s ocekivanjem 0 i varijan-
comt—s, tj. W,— Wy~ NQO,t—s).

Posebna vrsta Brownovog gibanja je geometrijsko Brownovo gibanje (GBM) koje je sto-
hasti¢ki proces te se koristi za modeliranje cijena dionica i financijskih instrumenata u mno-
gim modelima financijske matematike, ukljucuju¢i Black-Scholes-Mertonovu formulu za
cijenu opcija kojom ¢emo se baviti u idu¢em poglavlju. Pomocéu geometrijskog Brownovog
gibanja, cijena opcije moze se procijeniti s obzirom na volatilnost i srednju stopu povrata
trzista.

Definicija 1.2.3. (/5]) Neka su a € R i o > 0 konstante. Geometrijsko Brownovo gibanje
je slucajni proces S = (S, : t > 0) kojeg definiramo na sljedeci nacin:

S, = Soe(rB,+(a—§)t'

Ova formula pokazuje kako cijena imovine evoluira u vremenu, uzimajuci u obzir kako
srednja stopa povrata, volatilnost i slu¢ajni proces W, utjeCu na promjene u cijeni. Parame-
tar o definiramo kao volatilnost ili standardna devijacija, a parametar & nazivamo premija
rizika ili srednja stopa povrata. Volatilnost mjeri koliko cijena dionice varira oko svoje
srednje vrijednosti. Visoka volatilnost znaci da ¢e cijena dionice varirati u velikim ras-
ponima te ona donosi vecu nesigurnost, dok niska volatilnost znaci vec€u stabilnost cijene
dionice. Kljucna je za procjenu cijene opcije, a s obzirom da u veéini slucajeva nije kons-
tantna treba ju procijeniti, Sto ¢emo izvesti pomocu geometrijskog Brownovog gibanja.

Koriste¢i log-povrate dionica kod geometrijskog Brownovog gibanja za vremenske tre-
nutke 7} <t < T, volatilnost procijenjujemo formulom:

1 m—1 S,, 2

2 J+1
R — 1 —) .

7 Tz—le( %875

=0 j
Raspis formule se moZe pronaci u [5].

Bitno svojstvo Brownovog gibanja je martingalnost pa prvo navodimo definiciju martingala
s neprekidnim vremenom.

Definicija 1.2.4. (/8], Definicija 1.9) Neka je (€, F,PP) vjerojatnosni prostor i
F = (F,,t = 0) pridruZena filtracija. Slucajni proces M = (M,,t > 0) je martingal ako
vrijedi:
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(i) M je F-adaptiran,
(ii) za svet > 0, E|M,| < oo,
(iii) zasve 0 < s <t, E[M, | F,] = M g.s.
Teorem 1.2.5. ([5], Teorem 3.3.4) Brownovo gibanje je martingal.

Dokaz. Nekaje 0 < s < t. Tada vrijedi:

E[W; | Fs] = E[W, - W, + W, | F]
= E[W, - W, | F] + E[W, | F]
= E[WI - Ws] + Wi

Il
=

O

U daljnjem radu ¢emo promatrati i viSedimenzionalne slucajeve pa uvodimo pojam d-
dimenzionalnog Brownovog gibanja.

Definicija 1.2.6. (/5], Definicija 4.6.1)) D-dimenzionalnim Brownovim gibanjem nazi-
vamo proces
W, =W,,..., W),

za kojeg vrijede sljedeca svojstva:
(i) Svaki W' je jednodimenzionalno Brownovo gibanje.
(ii) Ako i # j, procesi W i W/ su nezavisni.

(iii) (Akumulacija informacija) Za 0 < s < t, svaki element u filtraciji ¥ je takoder i u

..
(iv) (Adaptiranost) Za svaki t > 0, slucajni vektor W, je F,-izmjeriv.

(v) (Nezavisnost buduéih prirasta) Za 0 < t < u, vektor prirasta W, — W, je nezavisan
od F,.
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1.3 Itov integral i Itova formula

Prije definicije Itdvog integrala potrebno je opisati pojam jednostavnog procesa pomocu
kojeg ¢emo definirati Itov integral.

Definicija 1.3.1. (/8], Definicija 2.1) Adaptiran slucajni proces H = (H;,t € [0,T]) zo-
vemo jednostavan proces ako vrijedi sljedeca relacija:

n—1
Hi =) ¢iliu,0(0), (1.1)
j=0

za neku particijull = {0 =1y <t; < ... <t, = T} na intervalu [0,T]. Slucajne varijable ¢;
su omedene i 7:,j. - izmjerive za svaki j =0,1,...,n— 1.

Definicija 1.3.2. (/8], Definicija 2.2) Neka je H = (H, : t € [0, T]) jednostavan slucajni
proces definiran s (1.1), te W = (W, : t € [0,T]) Brownovo gibanje. Definiramo slucajni
proces = (I, : t€[0,T])s

n—

It = ¢j(Wt‘,‘+1/\t - Wt_f/\t)'

1
j=0

Proces 1 zovemo Itov integral za jednostavni proces H u odnosu na Brownovo gibanje i
oznacavamo ga s

!
Il = f HSdWA = (H . W)l
0
Definicija 1.3.3. (/2], Definicija 3.4.8) Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor, W = (W, :

t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = (¥, : t > 0) pridruZena filtracija. Slucajni proces
X = (X, :t€[0,T]) je Itov proces ako se moZe zapisati kao

! !
X, =Xy + f K.ds + f H.dw,,
0 0

gdje je Xy Fo-izmjeriv, a K, i H, su adaptirani procesi koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
T
f | K| ds <0 P—g.s, (1.2)
0

T
f |H,>ds <o P-g.s (1.3)
0

zasve 0 <t <T.
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Teorem 1.3.4. ([5], Teorem 4.4.1) (Itova formula za Brownovo gibanje) Neka je f{(t,x)
funkcija koja ima neprekidne parcijalne derivacije f,(t, x), f(t,x) i fu(t, x) te neka je W,
Brownovo gibanje. Tada za svaki T > 0 vrijedi:

T T T
FT, W) = £(0, Wo) + f £t Wit + f fit, W)W, + 5 f FultWodt.  (1.4)
0 0 0

Dokaz se moZe pronaci u [5].

1.4 Visedimenzionalna Itova formula

Kod viSedimenzionalnih stohastickih procesa X!, (i = 1,...,n) i nezavisnog standardnog
Brownovog gibanja W/, (j = 1,...,m), Koristit ¢emo visedimenzionalnu Itdvu formulu.
Koristeci svojstva nezavisnosti Brownovog gibanja te formule za ocekivanje i varijancu
slijedi da su diferencijali nezavisnog Brownovog gibanja nezavisni te da vrijede sljedeca
svojstva:

EdW;) =0,
Var(dW,) = dt,

Cov(dW;,dW;) =0, (i # )

gdje je kovarijanca dana u sljedecem obliku:

Cov(X,Y) = E(X — EX))(Y - E(Y))).

Visedimenzionalni 1tdv proces X! zadovoljava sljedeci sustav stohastic¢kih diferencijalnih
jednadzbi:
X! K! H' ... H™ w!
i |=| ¢ |dr+]| Coldlo s
X7 K H' ... H™ wr

t t

gdje su K; te H! procesi koji su F;-izmjerivi, te vrijede uvjeti (1.2) i (1.3).
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Propozicija 1.4.1. ([2], Propozicija 3.4.18) Neka su (X!, ..., X") Itévi procesi definirani s

t m t
Xf:X6+fK§.ds+ZfH§’de{.

Ako je f funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama f,(t,x), f(t,x) i f(t,x), tada

vrijedi:
taf
faex, ..., X" = f(O,Xl,...,X(')’)+fa—(s,X;,...,X"})ds
0 )
n laf 1 )
L (s, X', ..., X"dX' 1.5
+;foax,~(“ ")dX! (1.5)
1< (7 0f .
— XL XA XY,
* 22]{)6%5”(& b XX, X),
i,j=1 J
gdje su

dX! = Kids+ ) HYdW],

J=1

d(X', X)), = ) HI*H]*ds.
k=1
Napokon, d{X', X")s; = Y., Hikaf’kds moZemo prikazati u matricnom obliku:

dXN XY, L dX, X, H' ... H™ [ H' ... H"

dX" XY, L. dXm XM, HY . H™ || HM ... H™



Poglavlje 2

Black-Scholes-Mertonov model

2.1 Ekvivalentna martingalna mjera

U drugom poglavlju bavimo se odredivanjem cijena izvedenih vrijednosnica u neprekid-
nom Black-Scholes-Mertonovom modelu, te je prvo potrebno definirati ekvivalentnu mar-
tingalnu mjeru koju ¢emo primijeniti u modelu. Za to ¢emo koristiti Girsanovljev teorem,
pomocu kojeg raunamo promjenu mjere za Brownovo gibanje.

Prvo promatramo jednostavnu zamjenu mjere pomocu koje moZemo promijeniti distru-
biciju slucajne varijable. Na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P) definiramo nenegativnu
slucajnu varijabla Z takvu da je EZ = 1. Definiramo P* : ¥ — [0, 1] na sljedec¢i nacin:

P* = E[14Z] = fZ(w)dP(a)), Ae¥F. (2.1)
A

Dobivamo da je P* vjerojatnost na prostoru (€2, ¥), te da vrijedi ako je P(A) = 0, tada
slijedi da je 1 P*(A) = 0. Kazemo da je P* apsolutno neprekidna u odnosu na P, tj. P* < P.
Tada za slu€ajnu varijablu X ocekivanje moZemo racunati i s obzirom na novu vjerojatnost
[P*, a za oCekivanje obzirom na obje vjerojatnosti vrijedi:

E*[X] = E[XZ].

Nadalje, uzmimo da vrijedi P(Z > 0) = 1. Ako je P*(A) = 0, zbog pretpostavke da je
Z > 0P —g.s.slijedi da je onda i P(A) = 0. Vidimo da vrijedi i obrnuta relacija P < P*, pa
zakljuCujemo da su P* i P ekvivalentne mjere. Tada vrijedi relacija:
X
E[X]=E [—]
Z

10
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Kazemo da je Z Radon-Nikodymova derivacija od P* s obzirom na PP i piSemo

_dP

Z .
dP

2.2 Girsanovljev teorem

Teorem 2.2.1. ([6], Teorem 6.4) (Girsanovljev teorem) Neka je (Q,F ,PP) vjerojatnosni
prostor i W = (W, : 0 <t < T) Brownovo gibanje definirano na tom prostoru, te neka
je E = (F; : 0 <t <T) filtracija za to Brownovo gibanje. Za adaptiran slucajni proces
®=(0,:0<1t<T)definiramo

! l t
Z, = exp{ - f 0,dwW, - > f ®5du},
0 0

t
Wy =W, + f 0,du,
0

te pretpostavimo da vrijedi

T
E[f @iZidu] < 0o,
0

Nadalje, uzmimo da vrijedi Z = Zy. Tada je EZ = 1, te je slucajni proces W* = (W] : 0 <
t < T) Brownovo gibanje obzirom na vjerojatnost P* koju definiramo formulom (2.1).

Dokaz se moZe pronaci u [6].

Teorem 2.2.2. ([1], Teorem 8.3) (Visedimenzionalni Girsanovljev teorem) Neka je
(Q, F,P) vjerojatnosni prostori W = (W}, ..., W%) d-dimenzionalno Brownovo gibanje
za fiksni T < oo gdje je 0 <t < T. Neka je F = (F, : 0 <t < T) filtracija za Brownovo
gibanje i 0 = (0}, ...,0%) adaptirani slucajni proces. Neka vrijedi
f
ﬂ=W+f@ﬂ
0

te

d 1 d t
1 , . .
L, = exp (—5 E f (92)2 ds — E f o, dWﬁ) .
i=1 ~0 i=1 Y0
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Nadalje, pretpostavimo da vrijedi Novikovljev uvjet:

14 7
exp[iz‘[o (Hi)zdtJ]<oo.
i=1

Tada je L, martingal i vrijedi jednakost E[L,] = E[Ly] = 1 za t > 0. Definiramo novu mjeru
Q kao dQ = LydP. Tada je, za O <t < T, proces X = (X},...,Xtd) d-dimenzionalno
Brownovo gibanje u odnosu na mjeru Q.

E

2.3 Black-Scholes-Mertonova funkcija

U ovom poglavlju opisan je neprekidan model trziSta kojeg su razvili Fischer Black, Myron
Scholes 1 Robert C. Merton 1973. godine pod nazivom “The Pricing of Options and Corpo-
rate Liabilites”. Model se zasniva na stohasti¢koj prirodi kretanja cijene osnovne imovine
koju opisujemo geometrijskim Brownovim gibanjem, a rjeSenje dobivamo u obliku para-
boli¢ne parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Neka je T > 0 proizvoljan trenutak u vremenu, W = (W,,t € [0,T]) Brownovo gibanje
definirano na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P), te F = (¥, : t € [0, T']) pripadna filtracija.
U ovom poglavlju ve¢inom pratimo [5].

Nadalje, pretpostavljamo da u modelu raspolaZzemo s dva financijska instrumenta: dioni-
cama kao rizicnom imovinom te novcem kao nerizicnom imovinom. Novac kao nerizi¢na
imovina donosi siguran prinos te se ukamacuje po kamatnoj stopi r = (r;,¢ € [0, T]) koja
je F-adaptirani proces. U dionice se ulaZe jer se od njih ocekuje veci povrat, ali to donosi 1
ve(i rizik.

Prije nego Sto razvijemo model navesti ¢emo najvaznije pretpostavke:

1. Cijena dionice se modelira kao slucajni proces S = (S, : ¢ € [0, T]) koji je definiran
kao generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje iz Definicije 1.2.3, te je rjeSenje
stohasticke diferencijalne jednadzbe:

ds; = aSdt + oS ,dW,,

gdje su parametri @ (srednja stopa povrata na dionicu), te o (volatilnost dionice)
konstantni. Pretpostavljamo da je o razlicita od nule.

2. Bezrizi¢na kamatna stopa r je konstantna.
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3. Ne isplacuju se dividende po osnovnoj imovini.
4. Ne postoje troSkovi transakcije i porezi.

5. TrziSte ne dopusSta arbitrazu.

Pretpostavimo da investitor posjeduje portfelj vrijednosti X = (X, : t € [0,T]), te da u
svakom trenutku 7 ima A, dionica. A, moZe biti sluCajna varijabla, ali je nuZno da bude
adaptirana s obzirom na filtraciju za Brownovo gibanje W,, za ¢t > 0. Za racunanje diferen-
cijala dX, koristimo ¢injenicu da je portfelj sastavljen od prihoda od dionica A,dS, 1 1znosa
kojeg posjeduje uz kamatnu stopu r u noveu r(X; — A,S,). Dobivamo:

dX,

AtdS[ + I"(X[ - AIS [)dl
= At(aStdt + O-Stth) + F(Xt - AIS t)dt
= I’Xtdt + At(a - I‘)Stdt + AtO-S tth' (2.2)

Cesto ¢éemo promatrati diskontiranu cijenu dionice S, = ¢S, koju dobivamo mnoZenjem
s diskontiranim faktorom e~". Diskontiranu vrijednost portfelja analogno definiramo kao
X, = e7"'X,. Prvo éemo izracunati diferencijale diskontiranih cijena dionica i vrijednosti
portfelja.

Lema 2.3.1. (/8], Lema 3.1) Za diskontiranu cijenu dionice S = (S, : t > 0) vrijedi
dS, = (@ - rS.dt + oS .,dw,,
a za diskontiranu vrijednost portfelja X = (X, : t > 0)
dX, = AdS,.
Dokaz. Primjenjujemo Itovu formulu (1.4) na geometrijsko Brownovo gibanje S i proces

X za funkciju f(¢, x) = ¢ x i dobivamo:

de™S,)

df(,S,)
1
= ft(t, St)dt + fx(t’ S,)dS, + EfXX(t’ S)dS A
= —re"'S,dt+e"dS,
= (@—-ne S dt+oe S, dW,

te
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d(e_”X,) = dft,X)
1
= fi(t, X)dt + f(t, X)dX, + EfXX(t, X)dX,dX,

= —re "X, dt + e "dX,

= —re "X, dt + e " (rX,dt + Ao - r)S dt + A,oS ,dW,) (2.3)
= Ada-r)e 'S dt + Aoe S dW,

= Ade™S)).

Napomena 2.3.2. U cetvrtoj jednakosti kod (2.3) koristili smo (2.2).

Racunamo diferencijal funkcije c(¢, S ;) koriste¢i [tovu formulu (1.4):

1
de(t,S,) c(t, S )dt + c,(t,S)dS ; + EC”(I’ S)dS . dS,

1
ci(t; S )dt + cx(t, S )(aS dt + 7S dW)) + S, S)oS2dt

1
ci(t,S )+ aS e (t,S,) + 5025,2%(;, Soldt + oS ,c.(t,S,)dW,.

Kao i ranije, raCunamo diskontiranu cijene opcije e "c(t,S,), gdje je funkcija f(z,x) =
e”""x. Koristimo Itovu formulu i prethodni rezultat za diferencijal vrijednosti opcije kako
bismo dobili:

d(e™"c(t,S))) df(t,c,S.))

= fult,c(t,S))dt + fi(t, c(t, S ))de(t, S )
+ %fxx(ta c(t, S ))de(t, S )dce(t, S 1)

= —re"c(t,S,)dt + e "dc(t,S,)

= e‘”[ —re(t,Sy) +c(t,S;) +aS;c(t,S)) (2.4)
1
+ 50253%(:, S,)]dt +e oS c(t, S )dW,.

Portfelj zapocCinje s pocetnim kapitalom X, te je cilj ulaganja investitora bezriziCan portfelj
Sto znaci da su vrijednost portfelja X; i cijene c(¢,S,) jednake za sve t € [0,T]. To Ce
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vrijediti ako i samo ako isto vrijedi i za diskontirane vrijednosti za sve t, tj. e "X, =
e "c(t,S,). Sve navedeno povlaci tre¢u jednakost:
d(e™"X,) = d(e™"c(t,S,)) (2.5)

i pocetni uvjet Xy = ¢(0, Sy).
Integriramo (2.5) od 0 do ¢, te za sve ¢ € [0, T') dobivamo jednakost:

e"X, - Xo=e"c(t,S,) - c0,S)).
Uz pocetni uvjet Xy = ¢(0,S) slijedi da vrijedi jednakost vrijednosti portfelja i1 cijene op-
cije.
Sada Zelimo izraCunati funkciju c(z, S,) za koju vrijedi traZzena jednakost. To radimo iz-

jednaCavanjem ranije izraCunatih jednadzbi (2.3) i (2.4). Nakon mnozZenja obje strane s e’
slijedi

Ala—=r)Sdt+ ANoSdW, = | —rct,S;) +c(t,S;) +aS:c,(t,5;)
1
+ 5025,2%@, S)|dt + 7S ,c.(t, S )dW,. (2.6)

Da bi ova jednakost vrijedila moramo s obje strane izjednaciti posebno ¢lanove uz dW, 1
posebno uz dr.

Prvo izjednacavamo ¢lanove uz dW, te dobivamo:

Ay =c(1,S)) (2.7)
zasvet € [0, 7).

Uvjet (2.7) nazivamo delta hedging pravilo.

Definicija 2.3.3. Delta hedging je strategija upravljanja rizikom koja se koristi u trgovanju
izvedenicama kako bi se neutralizirao rizik od promjena cijene dionice. Cilj delta hedginga
je postici delta-neutralnu poziciju, $to znaci da ukupna vrijednost portfelja ostaje stabilna
za male promjene cijene dionice, a to se postiZe konstantnim rebalansom portfelja.

Sada izjednaCavamo Clanove uz dr:

1
Al — 1S, = —rc(t,S,) + c,(t,S,) + aS,cit,S,) + EO'ZS,ZCM(I, S)).
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UvrStavamo (2.7) te s obje strane kratimo izraz asS ,c.(¢, S ;) i dobivamo sljedecu parcijalnu
diferencijalnu jednadZbu:
1
re(t;S.) = et S) + St 1) + 3078 enlt, S ).

Dolazimo do Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Sada preostaje naci funkciju c(x, ¢) koja za sve ¢ € [0,7T) i x > 0 zadovoljava jednadZbu:

1
c,(t, x) + rxc,(t, x) + 50'2xzcxx(t, x) = rc(t, x), (2.8)

te ako gledamo europske call opcije, za rubni uvjet vrijedi:

co(T,x) = (x—K)". (2.9)

Ako investitor na pocetku ulozi Xy = ¢(0,S) 1 koristi delta hedging A, = c¢,(t,S,), tada
jednakost (2.6) vrijedi za sve t € [0, T), iz Cega slijedi X; = c(¢, S ;).

S obzirom da su obje funkcije neprekidne, moZemo pustiti + — T pa slijedi da je X(T) =
oT,S7)=(Sr-K)".

Preostaje joS napisati rjeSenje Black-Scholes-Mertonove jednadZbe. Za to moramo prvo
definirati grani¢ne uvjete za x = 01 x = co. Za x = 0 uvjet dobivamo uvrStvanjem u (2.8)
te dobivamo:

c,(t,0) = re(t,0).

Kao rjesenje ove diferencijalne jednadzbe dobivamo funkciju c(z, 0) Cije je rjeSenje:

c(t,0) = €"¢(0,0).

Supstitucijom ¢t = T i koristeéi da je ¢(7,0) = (0 — K)* = 0, vidimo da vrijedi ¢(0,0) = 0
te za sve t € [0, T] slijedi:

c(,0) =0.

Za drugi uvjet koristimo ¢injenicu da funkcija c(¢, x) neograniceno raste za x — oo. Jedan
nacin definiranja grani¢nog uvjeta za x — oo za europske call opcije je :

lim[c(t, x) — (x —e"""K)] = 0.
Uz ovako odredene terminalne uvjete i (2.9) slijedi da rjeSenje jednadZbe zapisujemo kao:

BSM(t;x;K;0) = xN(d,(1,x)) — Ke "N(d_(t, X)),
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te nazivamo Black-Scholes-Mertonova funkcija.

Pri tome vrijedi:

1 X o2
du(7, %) = [z i ]
(T, X) Y= ogK+(r+ 2)1'

te je N funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable:

1 V2
N(y) = —f e 7dz.
V27T —00

2.4 Generalizirani Black-Scholesov model

U ovom poglavlju bavimo se generaliziranim Black-Scholesovim modelom s isplatama
dividendi te koristimo [3]. Model opisujemo s modificiranim pretpostavkama prvotnog
modela:

1. Cijenu temeljne imovine zapisujemo kao stohasticku diferencijalnu jednadzbu:

dS; = a(®)Sdt + o()S ,dW,,

gdje su @ = a(t) (srednja stopa povrata), te o = o (¢) (volatilnost) funkcije ovisne o
vremenu t.

2. Bezrizi¢na kamatna stopa r = r(f) nije konstantna.
3. Postoji kontinuirana isplata dividendi na osnovnu imovinu po stopi g = ¢(?).
4. Ne postoje troskovi transakcije i porezi.

5. Trziste ne dopusta arbitrazu.

Postupak je slican gornjem primjeru pa ¢emo navesti samo najbitnije korake. Koristimo
ponovno delta hedging tehniku:

AI = Cx(t’Sl‘)a (2.10)

te dobivamo koli¢inu imovine potrebnu da konstruiramo nerizic¢an portfelj IT na intervalu
[t,1 + df]:

IT=X-AS.
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Ocekivani povrat portfelja dan je s

Ht+df - Ht = rtht.

Uzimaju¢i u obzir isplatu dividendi, vrijednost portfelja u vremenu ¢ + dt je

Mivar = Xevar — NS 1qedt — AS riar-

IzjednaCavanjem gornje dvije jednadZbe dobivamo:

dXt = rthdt + AIS tQtdt + AzdSt.

KoriStenjem It6ve formule i uvrStavanjem (2.10) dobivamo formulu:

( (1) .,
c(t, S, + TS’ C(t, S,))dt =r(t)(c(t,S,) — Sc(t,S)dt + q(t)S ;c.(¢, S )dt.

Dobivamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za c(¢, S ;) u sljedeem obliku:
1
it X) + S0 (DXt ) + (r(1) = gD)xe(t, x) = r(Det, x) = 0.

Gornja jednadZba naziva se Black-Scholesova jednadzba za cijenu opcije s isplatom di-
videndi.

Za europsku call opciju navesti ¢emo Black-Scholesovu formulu za funkciju c(¢, x). For-
mulu navodimo bez dokaza, a on se moZe naci u [3].

Cijenu opcije u generaliziranom modelu definiramo na sljedeci nacin:

ct,x) = ePxe®N(d)) — KN(dy)]
= xe K 1OUN@Y — el O N,

gdje su

., i+ [ (o) - g(v) + Z2dr
1 = )

\/ftT o(t)dr

T
d, = d— fo'z(‘r)dr.
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Napokon, koeficijente a(¢) i f(¢) definiramo na sljedeéi nacin:

T
f [r(T) — g(1)]dT,

T
f r(t)dr.

a(t)

B(1)

19



Poglavlje 3

Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ) igraju kljuénu ulogu u financijskoj matematici
jer pomocu njih modeliramo i rjeSavamo razliite probleme. Izrazito su vazne u teoriji
vrednovanja financijskih instrumenata, gdje se opisuje kako se kroz vrijeme mijenja cijena
izvedenica uz neke odredene uvjete.

U ovom ¢emo poglavlju istraziti kako se Feynman-Kacov teorem koristi za rjeSavanje par-
cijalnih diferencijalnih jednadzbi u financijskoj matematici 1 kako Hull-Whiteov model
koristi takve tehnike za izraCunavanje kamatnih proizvoda i opcija.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ) opisuju relacije izmedu nepoznate funkcije u(x) 1

njezinih parcijalnih derivacija. Za funkciju u(x) = u(xy, x5, ..., x,) s n nezavisnih varijabli
X1, X2, . .., Xy, parcijalne derivacije definiramo kao:
ou 0*u
Uy = —, Uy y, =

XiX; - DY
' (9)6,-’ - axiaxj’

Definicija 3.0.1. (/4], Definicija 1.1) Ako funkcija u ima neprekidne parcijalne derivacije
reda k na Q kaZemo da je klase C* na Q, i pisemo u € CK(Q).

Definicija 3.0.2. ([4], Definicija 1.2) Parcijalna diferencijalna jednadzba je jednadzba
oblika

F(-xl9-"9xn9u9ux1’---’uxn9uxlxl9uxlxza'--) = 0

gdje je u = u(xy, xa, ..., X,) nepoznata funkcija u nezavisnim varijablama xi, x,, . . ., X,.

Parcijalne jednadZzbe ¢emo uglavnom promatrati na otvorenom povezanom skupu Q C R”.
Red parcijalne jednadZbe je red najviSe derivacije koja se pojavljuje u jednadzbi.

20
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Definicija 3.0.3. Parcijalnu jednadzbu reda k definiramo kao funkciju
F(D*u(x), D" 'u(x), ..., Du(x), u(x), x) = 0
gdje je
F:R"XR" ' x.-.xR"XRxXxU — R,

a funkcija
u:U—->R

je nepoznata.

3.1 Feynman-Kac teorem

Feynman-Kacov teorem kljucan je teorem u teoriji stohastickih procesa jer povezuje sto-
hasti¢ne diferencijalne jednadzbe i parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ). Razvijen je
1960-ih godina od strane fizicara Richarda Feynmana i matemati¢ara Marka Kaca, koji su
nezavisno jedan od drugog razvili svoje teorije. Od iznimne je vaznosti u financijskoj ma-
tematici jer daje vezu izmedu dvije metode odredivanja cijena opcija ¢ime se i bavimo u
ovome radu. Jedna metoda se temelji na Black-Scholes—Mertonovoj parcijalnoj diferenci-
jalnoj jednadzbi koju smo obradili u potpoglavlju 2.3 i druga je metoda martingala. Preko
Feynman-Kac teorema, rjeSenja odredenih tipova parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, po-
put Black-Scholes—Mertonove jednadZbe, mogu se izvesti kao ocCekivane vrijednosti sto-
hasti¢nih procesa, kao Sto je Brownovo gibanje.

Teorem 3.1.1. ([1], Teorem 13.1) (Feynman-Kac) Neka su F,u,o : [0,T] xR — R
funkcije od t i x, te neka je h : R — R funkcija od x. Razmotrimo parcijalnu diferencijalnu
Jednadzbu

Fy(t, %) + p(t, )F (1, ) + 307 (1, )F (1, ) =0, 0<1<T,
F(T, x) = h(x).

Ako stohasticki proces X, zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadZbu

dX, = u(t, X,)dt + o(t, X;)dW,, (3.1)

vrijedi

F(t,x) = E[h(X7)IF)| = E[h(X7)IX, = x].

Xi=x
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Dokaz. Koristeci Itovu formulu i (3.1) slijedi:

T 1
F(T, X))~ F(t,X) = f (Fs<s,Xs>ds+Fx(s,Xs>dXs+EFxx<s,Xs>dXsts)
t

T
f (Fs<s, X,) + (s, X,)Fr(5. X,)

+

1 T
50-2(5‘, Xs)Fxx(SaXs))dS + f O-(S’ Xs)Fx(Sa Xs)dWs
t

T
= f O-(S,Xs)Fx(S’Xs)de-
t

Primjenjujemo uvjetno ocekivanje E[- | ;] s obje strane gornje jednadZbe i koristimo
¢injenicu da Itov integral ima ocekivanje 0, te dobivamo

E[F(T, Xp)IF:] - F(1, X)) = 0.

Dakle, vrijedi traZena jednakost
F(t,X,) = E[F(T, Xp)IF:] = E[h(X7)IF:].
]

Vazna primjena Feynman-Kac teorema je poseban slucaj gdje se opisuje veza izmedu ge-
ometrijskog Brownovog gibanja i Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne jed-
nadZbe.

Primjer 3.1.2. ([1], Primjer 13.4) (Geometrijsko Brownovo gibanje) Definiramo
stohasticku diferencijalnu jednadZbu za geometrijsko Brownovo gibanje:

dS[ = /.loStdt + O-()S tdWI9

gdje su u(t, x) = uox i o(t, x) = opx.
Tada vrijedi
1
St =S,exp ((uo —~ Eag) (T —1)+ O'OWT_,).

Uzmimo parcijalnu jednadzbu uz funkcije u(t, x) i o(t, x):

1
F, +/,l0XFx+ EO’%XZFXX =0.
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Feynman—Kac teorem 3.1.1 sada povlaci da za funkciju F(t, x) vrijedi
F(t,x) =E|F(T. Xr) | X, = x|,

te stoga dobivamo:

Fit,x)=E [F (T, X exp ((,uo - %O‘S) (T -1+ O'oWT_,))] .

3.2 Hull-White model

Hull-White model jedan je od najpoznatijih stohastickih modela koji opisuje kretanje ka-
matnih stopa. Razvijen je kako bi unaprijedio prethodne modele poput Vasicekovog mo-
dela, s ciljem da bolje odgovara trenutnim trZiSnim uvjetima i terminskoj strukturi kamat-
nih stopa.

Naziva se i proSireni Vasicekov model jer koeficijenti u modelu nisu konstante ve¢ su
ovisni o vremenu. Njegova klju¢na znacajka je fleksibilnost jer omoguéuje vremenski
ovisnu srednju vrijednost kamatnih stopa, ¢ime bolje opisuje stvarne trziSne uvjete. Mo-
del se temelji na stohastickoj diferencijalnoj jednadzbi koja obuhvaca vracanje na srednju
vrijednost, volatilnost i prilagodbu trenutacnih trziSnih uvjeta. Zbog ove prilagodljivosti,
Hull-White model se koristi za vrednovanje kamatnih izvedenica, obveznica i upravlja-
nje rizicima. Neka je W = (W,,t > 0) Brownovo gibanje uz mjeru neutralnu na rizik P.
Hull-Whiteov model dan je stohastickom diferencijalnom jednadZbom:

dR(u) = (a(u) — b(w)R(w))du + o-(u)dW(u),

gdje su a(u), b(u) 1 o(u) pozitivne neslucajne funkcije ovisne o vremenu u. Potrebno je po-
kazati da postoji rjeSenje stohastiCke diferencijalne jednadZbe. Uzimamo r kao pomoénu
varijablu umjesto x te definiramo B(u, r) = a(u) — b(uw)r, y(u,r) = o(u). Za pocetni uvjet
uzimamo R(¢#) = r. Jednadzbu ¢emo rijesiti koriste¢i prvo stohasti¢ku diferencijalnu jed-
nadzbu za formulu:

d(eh POVRwYY = b POV (b R(u)du + dR(u))
= b PO q()du + o ()dW ().

Integriranjem s obje strane od # do T', dobivamo formulu:

T t T U
el POV RTY — ol POV R(p) = f (el PO (o u)du + o (u)dW (w))).
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Koristeci pocetni uvjet R(¢) = r i integral zbroja slijedi:

T t T U T U ~
eh POVR(T) = reh MO 4 f e PO o (u)du + f b " auyaWw).  (3.2)

t t

Sada iz (3.2) ra¢unamo eksplicitnu formulu za R(T'):

T T T T T -
R(T) = re~ i bOd +f e b(V)dVa/(u)du +f e b(V)dVO'(u)dW(u).

t t

Prije nego Sto odredimo distribuciju od R navest éemo iskaz pomoénog teorema koji nam
daje neke dovoljne uvjete za koje R ima log-normalnu razdiobu. Dodatni detalji i dokaz
mogu se naci u [5].

Teorem 3.2.1. ([5], Teorem 4.4.9) (Itov integral za deterministicki integrand) Neka je W =
(W, : tt > 0) Brownovo gibanje, te neka je f neslucajna funkcija vremena. Definiramo
I, = fo f($)dW,. Tada je za svaki t > O slucajna varijabla I, normalno distribuirana s

ocekivanjem 0 i varijancom fot FA(s)ds.

A T _ (T ~ .
Prema Teoremu 3.2.1 znamo da je [tov integral ft e bW (1) dW (u) normalno distribu-
. “ 1. . . .. T 5 Ty
iran s ocekivanjem 0 1 varijancom danom sa ft e 2. PO 52 (u)du.

Ostali ¢lanovi koji se pojavljuju u gornjoj formuli za R(T) nisu slucajni. Stoga, uz mjeru
neutralnu na rizik B, R(T') je normalno distribuiran s oekivanjem:

T
T T
re kb0 4 f e b PO g ()
t

1 varijancom

T
T
f e 2 b PO 2y,

t
Posebno, postoji pozitivna vjerojatnost da je R(T") negativna i to je jedan od glavnih prigo-
vora vezano uz Hull-White model.



Poglavlje 4

Opcije s viSe osnovnih imovina

U ovom poglavlju bavit ¢emo se iskljucivo europskim opcijama s viSe imovina. Za svaku
kategoriju takvih opcija, objasnit éemo njeno financijsko znacenje, precizirati funkciju is-
plate (eng. payoff) na dospijecu te izvesti formulu za odredivanje cijene opcije. Posebno
¢emo istraziti moze li se problem pojednostaviti na jednodimenzionalni oblik. U ovom
poglavlju obraditi ¢emo tri vrste europskih opcija s vise imovina: rainbow, basket i quanto
opcije. Kretanje cijena dvaju ili viSe rizi¢nih sredstava moZe se modelirati pomocu sustava
stohastickih diferencijalnih jednadzbi. Opcije koje se temelje na viSe osnovnih rizi¢nih
imovina nazivaju se opcijama s viSe imovina (multi-asset). Njihova cijena zadovoljava
viSedimenzionalnu paraboli¢nu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu, pri ¢emu se razlicite
vrste takvih opcija definiraju prema specificnim funkcijama isplate. Problem odredivanja
cijena opcija s viSe imovina moze se stoga formulirati kao problem grani¢ne vrijednosti za
viSedimenzionalnu paraboli¢nu jednadZzbu s odgovaraju¢im terminalnim uvjetom. Obzi-
rom da dimenzija parcijalne diferencijalne jednadzbe ovisi o broju osnovnih imovina, koji
moze biti poprilicno velik, rjeSenje moZe biti tesko pronaci. Stoga se postavlja pitanje na
koje ¢emo dati odgovor u ovom poglavlju: moze li se viSedimenzionalan problem svesti na
jednodimenzionalan?

Kroz cijelo ovo poglavlje slijedimo [3].

Kako bismo odredili cijenu opcija s viSe imovina, prvo moramo uspostaviti model kretanja
cijena osnovnih imovina. Neka je S; cijena i-te rizicne imovine (i = 1,...,n). Pretposta-
vimo da §; zadovoljava stohasti¢ku diferencijalnu jednadZzbu sljedeceg oblika:
ds;
S—l = Clidt + O','dW,'
i

gdje su dW; standardna Brownova gibanja koja zadovoljavaju:

25
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E(dW;) =0,
Var(dW,) = dt,

COV(dWi,de) = p,‘jdt. (l * ])

26

4.1)

Cov(-,-) je kovarijanca koju raspisujemo po definiciji 1 koristimo (4.1) kako bismo dobili:

COV(dWi, dWJ)

E(dWdW;). (i # ))

E([dW; — E(dW)][dW; — E(dW))])

Ako za jednodimenzionalna Brownova gibanja vrijede sljedeca svojstva:

E(dW;) =0,
Var(dW;) = dt,

Cov(dW;,dW;) =0, @+ j)
cijene opcija s viSe imovina moZemo pisati kao:
ds; N .
S_i:aidt-i_;o-ijdwj' (lzl,...,l’l)

Relaciju (4.2) moZzemo zapisati u formi vektora:

ds = adt + [oldW,,

gdje su
S 1S Wi,
§: E 7(/_1): : an: E H
Sn a’nSn Wmt
O']]S] 0'1mSl S] 0 011

4.2)



POGLAVLIJE 4. OPCIJE S VISE OSNOVNIH IMOVINA 27

4.1 Black-Scholesova funkcija za opcije s viSe osnovnih

imovina
Ovdje ¢emo izvesti Black-Scholesovu formulu za opcije s viSe dijelova osnovne imovine.
Neka je Sy,...,S, nrizicnih imovina (npr. dionice, kamatne stope,...) koje zadovoljavaju
geometrijsko Brownovo gibanje definirano u (4.2). Nekaje V = V(¢,5,...,S5,) cijena
opcije izvedene iz imovina Sy, ...,S,. Zapisujemo je kao funkciju s n + 1 varijabli, ¢ i n
varijabli S'¢,...,S,:

V=V(tS1,...,5.

Kao 1 kod opcija izvedenih iz jedne imovine, koristimo A—hedging tako da biramo koli¢inu
temeljne imovine A; kako bi konstruirali portfelj:

H:V(t,Sl,...,Sn)—ZA,-S,-, (4.3)
i=1

za kojeg vrijedi da je neriziCan u vremenskom intervalu (¢, t + dr).

Koristeci Itdvu formulu za multivarijantni stohasticki proces (1.5) slijedi:

dll

dv — i AdS; — i Al‘S,‘qidt
i=1 i=1

v 1y >’V
S 43 D aSiS o Jdr
(% *3 LR I55.68,

+

n aV n n
—dSl - A,‘dS,‘ - A,‘S,‘ idt, 4.4
i=1 aS; ; ; ! @4
gdje je g; stopa dividende imovine §; te imamo:
aij:ZO-iko-jk’ (i,j:1,...,n)
k=1
odnosno u matri¢nom zapisu,

A = [a;] = 0yo} .

Da bi portfelj bio nerizican u vremenskom intervalu (7, t + dt) treba vrijediti:

dIl = rlldt.
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UvrStavanjem (4.3) slijedi

dll=r(V = > ASdt. (4.5)

i=1
Kod nerizi¢nog portfelja za koliinu A; kao 1 u slucaju s jednom imovinom (2.7) koristimo
delta hedging:

ov

A= —. 4.6

a5, (4.6)
UvrStavanjem (4.6) u (4.5) 1 (4.4) te njihovim izjedna¢avanjem i eliminacijom dt dobivamo
formulu:

vV 1 PV - v

—+ = iSS i -q)Si—/-rV=0 4.7
o 2;“1 19585 ;o» WSips, = @D
Gornja jednadZba naziva se Black-Scholesova jednadzba za opcije s viSe imovina.

Ostaje jos izvesti Black-Scholesovu formulu za viSedimenzionalni slucaj. Prvo ¢emo de-
finirati funkciju isplate na datum dospijeat = T s P(Sy,...,S,), pa problem postaje
rjeSavanje jednadzbe (4.7) s terminalnim uvjetom:

V(T,S,....,8,) =P(S1,....5).
Rjesenje jednadZbe (4.7) dano je kao:

) 1 3 1T
Ve,S) = [ ] 1
2n(T — 1) |det A|2
o © P(my,...,10) [ &TA‘I&’]
) LA Loy dn;...dn,, (4.8)
L ‘j(: Ms--esn p Z(T_t) n 7
gdje je
(03]
a= ,
ay,

Si il .
w=Inl ot r—qi- ST -1, (i=1,...,n)
ni 2

JednadZba (4.8) naziva se Black-Scholesova formula za europske opcije s viSe imovina.
Raspis formule i viSe detalja uz temu moze se pronaci u [3].
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4.2 Rainbow opcije

Prva vrsta europskih opcija s vise osnovnih imovina koju ¢emo proucavati su rainbow op-
cije. Naziv "rainbow" dolazi od njihove sposobnosti da obuhvate razli¢ite imovinske klase,
poput razli¢itih boja unutar duge. Ove opcije se Cesto koriste na financijskim trZiStima, po-
sebno u situacijama kada je potrebno zastititi portfelje ili Spekulirati na relativna kretanja
cijena imovina. Primjerice, rainbow opcije mogu biti korisne na trziStima valuta, gdje se
istovremeno uzimaju u obzir rizici viSe faktora. Vrijednost rainbow opcije ovisi o izvedbi
osnovne imovine. Prema strukturi isplate, rainbow opcije imaju sljedece oblike:

(A) Better-of opcije

Vlasnik better-of opcije ostvaruje isplatu temeljenu na izvedbi osnovne imovine koja
je ostvarila bolji rezultat. Na primjer, ako investitor razmatra ulaganje u dionicu A ili
dionicu B, ali nije siguran koja ¢e donijeti veci prinos kupuje better-of opciju, te tako
osigurava pravo na ostvarenje veceg prinosa prema dionici koja na dan dospije¢a ima
bolje performanse.

Razlikujemo dva tipa ovih opcija:

(1) Obzirom na cijenu imovine:

C = max(a;S(T),...,a,S,(T)),

gdje je S,(T) cijena i-te rizicne imovine za t = T, a koeficijenti @; osiguravaju da
su cijene svih rizicnih imovina na istoj razini.

(2) Obzirom na stopu rasta cijene,
C = max(S(T),....Su(T)),
gdje je S(T) stopa rasta cijene i-te rizine imovine u trenutku ¢t = 7. Buduéi da
za stopu rasta vrijedi

Si(T)=S8:0) _ S«(T)
S(0) 8«0

§i(T) =
slijedi da
max(S1(T),...,Su(T)) = max(a;S(T),...,a,S.(T)) -1,

gdje je
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1
=50

Opcenito, funkcija isplate europske better-of opcije moze se zapisati kao

(i=1,...,n)

C =max(S(T),...,S5,(T)),
gdje S;(¢) moze biti ili apsolutna razina cijene ili stopa rasta i-te rizi¢ne imovine.

Nadalje, u modelu Zelimo naci rjeSenje Black-Scholesove jednadzbe (4.7) s terminal-
nim uvjetom:

V(T,S,...,8,) =max{S,...,S,}.

RjeSenje je dano Black-Scholesovom formulom s viSe jedinica osnovnih imovina:

1 n
V(t,S1,...,80 :[ﬂﬁtgrd”ﬂ@mw%

foo foo max(nl, c ooy nn)exp{ &)TA_I&)}CZU dn
' _ 1. ns
0 0 771,...,7711 2(T_t)

gdje je @

(03]

QA
1l

Si i
m:m-+w—%—%xT—n

]

Napomena 4.2.1. Blisko povezana s better—of opcijom, druga vrsta rainbow opcije je
worst—of opcija. Njezina isplata pri izvrSenju je:

C=min(S(T),...,S,(T)).
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(B)

©

Out-performance opcije

Out-performance opcije razmatraju odnos izmedu dvije imovine tako da se isplata
temelji na razlici performansi dviju imovina. Na primjer, investitor koji posjeduje ri-
zi¢nu imovinu A, ali nije siguran hoce li ona imati bolje rezultate od imovine B, mozZe
kupiti out-performance opciju. Tako osigurava da prinos opcije ovisi o razlici u slucaju
da imovina B ostvari bolje rezultate od imovine A. Prinos opcije odredujemo formu-
lom max(S g(T) — S a(T),0), pri cemu S 4(T) 1 S p(T) mogu predstavljati ili apsolutnu
razinu cijene ili stopu rasta cijene rizi¢nih imovina A i B.

Kao 1 kod better-of opcija, rjeSavamo (4.7) s terminalnim uvjetom:

V(T,S1,52) =max(S, - S,0). 4.9)

Napomena 4.2.2. Europska opcija better-of (worse-of) izmedu dvije imovine mozZe se
rastaviti na rizicnu imovinu i opciju za zamjenu jedne imovine drugom. Buduc¢i da je
odredivanje cijene europskih opcija linearni problem, funkcija prinosa opcije better-of
(worse-of) moZe se zapisati kao:

max(S ((T), S »(T)) = §1(T) + max(S»(T) = S (T),0)

min(S (1), § o(T)) = So(T) + max(S»(T) = §1(T),0).

Maksimum i minimum call opcije

Ovisno Zelimo li opcijom na kraju osigurati maksimalni ili minimalni prinos koristimo
maksimum ili minimum opcije. Prvo ¢emo se baviti call opcijama. Kod maksimum
call opcija vlasnik ima n izbora, koliki je 1 broj imovina. MoZe kupiti imovinu §;
po izvrS$noj cijeni K;, gdje je i = 1,...,n. Vlasnik odabire imovinu kojom na datum
dospijeca maksimizira isplatu. Isplata na datum dospijeca jednaka je :

C = max{(S«(T) - K1)",....(Su(T) - Ku)"}.

Model za maksimum call opciju dobivamo rjeSavanjem jednadZzbe (4.7) s terminalnim
uvjetom:

V(T,S1,...,S8,) =max{(S; — K))*,....(S,— K,)"}.
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Napomena 4.2.3. Ako za maksimum call opciju vrijedi:

grani¢ni uvjet se reducira na:

V(T’Sla---’Sl’l)

max{(S; - K),...,(§S, - K),0}
(max{S,,...,S,} - K)".

Napomena 4.2.4. Uz maksimum (minimum) call opcije imamo i odgovaraju¢e mak-
simum (minimum) put opcije. Terminalni uvjet za maksimum put opcije postaje:

V(T,S1,....8,) = max{(Ki = S1)", ..., (K, = S»)"},

dok za minimum call opciju vrijedi:

V(T,S],...,Sn) :mln{(Kl _S1)+’---’(Kn_Sn)+}-

Posebno, kada za cijene izvrSenja vrijedi K; = --- = K, = K, isplate za maksimum
put opciju su:

C=(K-max(S,,....,S))".

Isto vrijedi 1 za minimum put opciju koriste¢i funkciju min.

Nadalje, razmatrat ¢emo kako se neke vrste rainbow opcija s dvije rizicne imovine mogu
reducirati na jednodimenzionalni problem ako definiramo novu varijablu. Cilj je problem
svesti na jednostavniji slucaj jedne dimenzije 1 izracunati rjeSenje Black-Scholesove for-
mule, te kasnije zamjenom varijabli dobiti viSedimenzionalno rjeSenje za poCetni problem.
Kod tih opcija ako uvedemo drugu varijablu koja je kombinacija poc€etnih, rubni uvjeti i
domena novog problema ovisit e samo o novoj varijabli pa dobivamo jednodimenzionalni
slu¢aj samo s jednom novom varijablom. Takav slucaj analizirati cemo za out-performance
1 better-of (worst-of) opcije.

Prvo ¢emo pokazati jednodimenzionalni problem za out-performance opcije. Promatramo
rubni uvjet (4.9) nadomeni X : {(§1,5,,1)|]0< 851 <00,0<8, <00,0<t< T}
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RjeSavamo Black-Scholesovu jednadzbu (4.7) za opcije s dvije razliCite imovine:

oV L[ L6V PV PV
— + ST—— +2a1281S S3—
o | TP gsr TR Rgg g, AR e
oV oV
—g)S 15— + (F = g2)S2mem — 1V =0,
+ (r—qv 175, +(r—q) 255, r

uz uvjet:
V(T,S1,S5,) =max(S, —51,0).

Definiramo novu varijablu koja je kombinacija pocetnih S 1 S ;:

Sy
f - Sz,
1 funkciju:
V(1,51,55)

u(t,§) = S,

33

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Zelimo u jednadzbi (4.10) dobiti ovisnost samo o u(z, &) pa raéunamo prve i druge deriva-
cije funkcije V(¢,51,S2) = u(t,£)S, 1 uvrStavamo u gornju jednadzbu. Derivacije po S i

S5 su dane u sljede¢om obliku:

W g H%ou_ o ou_du

8S, %8s, 0 "% 5,06 ¢
ov 0¢ Gu_ ou Sl)_ B a_u
95, g e T ”+Szag( s2) =" e

PV 9 Fu 1 Pu

as? 98108 5,08
OV _Guog @(_ﬁ L)__iﬁz_u
8S10S,  0£20S, & 8,08
PV _0ud Ould  Oudf £ 5u
0S2  0£8S, 0£0S, TOELDS,  S,08
UvrStavanjem u (4.10) slijedi:
ou 1 0*u

E + 5 (a1 — 2a12 +Clzz]f2

0
8_(;?2 +(q2 —Q1)§a—z —qou=0.

Rubni uvjet (4.11) nakon zamjene postaje:

1
w(T, &) = —V(T S$1,82) = S—zmaX(Sz—Sl,O) =(1-9",

(4.14)
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dok je domena sada dana u sljedecem obliku:

0<E<o0,0<t<T)

Koriste¢i Black-Scholesovu formulu, dobivamo rjeSenje reduciranog problema za europ-
sku put opciju uz nove varijable (¢, £) u sljedecem obliku:

u(t,&) = —e "I VEN(=d)) + e PTIN(=dy), (4.15)
gdje su
Iné + [612 —q + 1(an - 2ap + 6122)] (T -1
V(ai —2ai; + an)(T —1)

d, =d, - \/(6111 =2ap; +ap)(T —1).

d =

Vracanjem originalnih varijabli (z,5,S,) dobivamo traZeno rjeSenje Black-Scholesove
formule funkcije V(#, S5, S>).

V(t,51,852) = $2e™"TON(=dy) = $ 17" TIN(=dy),

In §—; + [(]2 —q1 + 3(an —2ap + azz)] (T -1
V(a —2a12 + an)(T — 1)
dy = dy — \J(ai; — 2ay; + an)(T —1).

Isti postupak ponavljamo za better-of opcije s dvije riziCne imovine. Ponovno traZimo
rjeSenje jednadzbe (4.10) sada s terminalnim uvjetom zat = 7

6’1\1:

V(T,S1,52) = max(S4,S>).

Koristimo prethodnu transformaciju (4.12) i (4.13) i domenu {0 < ¢ < 00,0 <t < T}.
Funkcija u zadovoljava jednadzbu (4.14) uz terminalni uvjet:

1
wT,¢é) = S—ZV(T,Sl,Sz) =max(&, 1) =1 -8 +¢&. (4.16)

Primje¢ujemo da se funkcija u(z, £) zapisuje kao suma funkcije (4.15) i £e17=" §to odgo-
vara drugom c¢lanu u jednadzbi (4.16):

_e_(II(T_t)fN(_J]) + e—qz(T—l)N(_jZ) +§e—q1(T—t)
= £ = N(=d))) + e T IN(-d).

u(t, &)
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Vracenjem pocetnih varijabli (¢, 51, S »), dobivamo jednadZbu:

V(t’Sl,SZ)

S A A
B [S—;u ~ N(=d\))e™ """ + e‘qz”‘”N(—dz)]

S1e T IN(d, ) + 8262 T IN(dy,),

gdje su
4 ]ng_; + [qZ—(h + %(au —26112 +6122)] (T_t)
12 =
V(ay —2ap + an)(T - 1)
., In g_? + [(]1 — g+ 3(an —2ap + azz)] (T -1
2,1 =

V(ai —2a; + ap)(T —1)

4.3 Basket opcije

Basket ili portfelj opcijama nazivamo opcije koje su napisane na basketima (koSarama) i
portfeljima rizi¢nih imovina. KoSaru definiramo kao

S = Z“isi’ (4.17)
i=1

gdje je S; cijena i-te imovine, a y; udio investicije u i-tu imovinu, te za udjele vrijedi
2 i = 1.

Basket opcije mogu biti napisane na bilo koji porfelj, ali se u struci najviSe koriste opcije
na valute 1 robu. Ove opcije su najvise usle u upotrebu nakon valutne krize Europskog

teCajnog mehanizma 1993. godine jer su investitori htjeli zastititi odredenu valutu u odnosu
na neku drugu.

Za razliku od rainbow opcija koje ispladuju obzirom na odredene karakteristike imovina,
kao $to su maksimum i minimum, basket opcije uzimaju u obzir sve imovine 1 tako se
diversifikacijom smanjuje rizik ovih opcija. Isplata se racuna kao tezinski prosjek dobitka
cijele koSare definirane s (4.17):

Crsie = max(w(S — K),0),
gdje je w binarni operator (1 za call opcijui -1 za put opciju ).

Kao i kod rainbow opcije, Zelimo vidjeti da li je moguce problem racunanja cijene opcije
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s viSe rizicnih imovina svesti na jednodimenzionalan problem. Kod basket opcija odgovor
je negativan jer se cijena tih opcija bazira na aritmetickoj sredini n cijena imovina, gdje su
cijene svake od imovina geometrijska Brownova gibanja. Medutim, problem bismo mogli
svesti na jednodimenzionalni ako isplatu gledamo kao geometrijsku sredinu cijena umjesto
aritmeti¢ke. Cijenu tada zapisujemo na sljedeci nacin:

c=( |sy-Kr,
i=1
Prvo radimo transformaciju:
Xi = In Si-
JednadZzba (4.7) sada postaje
- a;i oV
2Z ”6)6,(9)6] ;(r_%_?)a_x,-_rv_o’ 4.18)

a isplata je dana sa:

[ﬁ SH - KJ+ = (exp{znl Hixi} — K]+ )
i=1 ;

Uvedimo sada novu varijablu

&= Zn: HMiXi-
i=1

Kao 1 u prethodnom sluc¢aju, racunamo parcijalne derivacije funkcije V(z, £):

Y%
ox  aEr”
&V PV

m = ﬂiﬂja—fz,
te (4.18) postaje
ov

1
G- =62 = —rV =0,
—1737 )ag '

o 27 a2

gdje smo uveli koeficijente

oV 1,0 (

n

A2
o —Zaijﬂiﬂj,

ij=1
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Rubni uvjet postaje

V(t, &) = (¢ — K)*.

Izvodimo Black-Scholesovu formulu za obi¢nu (vanilla) europsku call opciju, te dobivamo
rjeSenje za V(t,£). VraCanjem na pocetne varijable (¢,5,...,S,) dobivamo rjeSenje

V= dT0gh L SN(dy) — e " TPKN(dy),
gdje je:

4.4 Quanto opcije

U zadnjem poglavlju analizirat ¢emo jo$ jednu vrstu opcija s viSe osnovnih imovina, qu-
anto opcije.

Transakcije s izvedenicama za strana vlasnicka ulaganja uvijek ukljucuju valutne rizike, a
upravo su quanto opcije dizajnirane da rjeSavaju takve probleme. Quanto opcija, poznata i
kao "quanto", drugi je naziv za "opciju s prilagodbom kolicine" ili "opciju sa zajamcenim
teCajem". Ove se opcije zbog svojih svojstava najceSce koriste na trziStima povezanima s
valutama, gdje se cijena jednog osnovnog sredstva po nekom fiksnom tecaju konvertira u
drugo sredstvo. One funkcioniraju na nacin da cijena osnovnog sredstva ostaje izrazena u
jednoj valuti, dok se isplata vrsi u drugoj valuti po unaprijed odredenom fiksnom tecaju.
Na primjer, japanski uvoznik nafte koji se suoCava s neizvjesnostima u vezi s cijenom nafte
izraZzenom u americkim dolarima i te€ajem dolar-jen moZe jednostavno kupiti quanto call
opciju kako bi zakljucao cijenu nafte uz fiksni tecaj dolar-jen te tako otklonio valutni ri-
zik. Pokazali se da quanto put opcije osiguravaju bolju zastitu od standardnih (vanilla) put
opcija jer u obzir uzimaju i ucinke korelacije izmedu deviznog teCaja i stranog sredstva.
Standardne opcije na strana sredstva ili devizne tecCajeve su relativno neucinkovite pa su
stoga 1 skuplje. Ove opcije ubrajaju se medu nekoliko najpoznatijih egzoti¢nih opcija ko-
jima se trguje, ne samo na otvorenim trziStima (OTC), nego i na organiziranim burzama, a
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americka burza uvela je trgovanje quanto opcijama 1992. godine. [9]

Promatrat ¢emo dvije rizi¢ne imovine, cijenu S ; imovine izraZene u eurima, koju ¢emo u
ovom slucaju gledati kao stranu valutu, te dolar-euro valutni tecaj S ,.

Na datum dospijeca tecaj moZemo definirati na jedan od dva nadina:
1. spot tecaj S (1),
2. spot tecaj S, koji Ce biti veci od garantiranog valutnog teaja S (2) .

Isplatu na datum dospijeca T definiramo kao:

Cy = S:T)S(T) - K)",

ili ako koristimo garantirani valutni te¢aj S9:

Cq max(S(T), SH(S «(T) - K)*

(So(T) = SHTS (T) — K)* + SIS (T) - K)*.

Definiramo stohasticke diferencijalne jednadZbe za quanto opciju u domacoj valuti:

dS
=1 /.lld[ + o dWy,
S
ds
i ,uzdt + 0rdW,.
S2

Pretpostavljamo da za Brownova gibanja W, i W, vrijede sljedeci uvjeti:

EdW;) =0, Var(dW;) =dt,

Cov(dW,,dW,) = pdt. (lp| < 1)

Neka je cijena opcije izraZzena u dolarima:

V=V(>S5,S5,).

Pomocu A-hedging tehnike odabiremo A; i A, tako da je konstruirani portfelj I1

=V -A185,5-A, (4.19)

nerizican, odosno da vrijedi:

d1l = ri11dt. (4.20)
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Deriviranjem (4.19) dobivamo jednakost:

dll =dV — Ad(S1S,) — AydS, — A1S2516]dt — AySHndt, 4.21)

gdje su koeficijenti | nerizi¢na stopa u domacoj zemlji, te r, nerizi¢na stopa u stranoj zem-
1j1, dok g definiramo kao stopu dividende rizi¢ne imovine S ;. Koriste¢i viSedimenzionalnu

[tovu formulu (1.5) slijedi:

v 1 2V oV
av = { [252—+2 §.5,- 27
ot tgs2 T PN 255 55,
LV oV oV
+ools? ]}dt+ ds, + 2L 4s,, 422
2082 s, "' as, o ? (4.22)
d(Slsz) = SldS2 +SzdS1 +O'10'2S1S2,Ddt. (423)

UvrStavanjem (4.19) 1 (4.20) u (4.21) dobivamo:

r(V—=A1851S, —AS))dt =dV — Ad(S1S2) — AdS, — A1S2S1th — Ay SHrdt.

Nadalje, uvrStavamo (4.22) 1 (4.23) te slijedi:

rl(V —AS515, - AzSg)dl

OV [ .,V s
182 —— 42 S.S
{az [ Tgs2 T HPTIT102505s,

+

OV

202

0555 ]}dt Ajo10,S 1SHo dt
6S2 101029 1920

1%
AlSngth - AzSzrzdt + (ﬁ - A1S2) dS]

1

+

)%
(E ~AS, - Az)dSz. (4.24)

Uz A—hedging tehniku imamo::

A= 2 (4.25)

A= 2L 2107 (4.26)

UvrStavamo (4.25) 1 (4.26) u (4.24) te dobivamo parcijalnu jednadzbu cijene opcije:
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oV A[ ,.,0V PV, PV
P o222 200008180 4 02520 L
o T 217 ger TN s, T 72 2
ov ov
-34S |1 — -3)S,—— —-nV=0, 4.27
+ (r—4q1) 1851+(”1 q2) 255, ri (4.27)

gdje je
gi=r —nr+q+ o000,

G2 = 2.
Na dautm dospijeca funkcija V, u ovisnosti o tome koristimo li spot ili garantirani tecaj,
jednaka je
V(T,S1,82) = S2(S1 - K)', (4.28)

ili

V(T,8,,52) = max(Sz,Sg)(Sl -K)". (4.29)

Vidimo da je cijena quanto opcija opisana kao dvodimenzionalna parcijalna diferencijalna
jednadzba (4.27) s terminalnim uvjetima (4.28) i (4.29). Na kraju ovog rada navesti ¢emo
eksplicitni izraz za cijenu quanto opcije, koju raunamo Black-Scholesovom formulom
(4.7). Kao primjer uzmimo da u ¢ = T imamo uvjet (4.28):

1 1
V(t,51,82) = s———=e "

2n(T — 1) P

@ -K" ola? = 2p0 o s + oAl
. f f i exp |- 2% B - 142 dmdm,
0 0 m 20—10-2(1 —p )(T - t)

gdje su koeficijenti:

S 0-?
o =In—+|n-g-00p—-—|(T -1,
m 2

S o3
azzln—2+(r1—r2——2)(T—t).
m 2
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Sazetak

U ovom radu objasnili smo veliku vaznost stohasti¢kog racuna u financijskoj matematici,
te pokazali neke od njegovih najbitnijih upotreba i utjecaj na razvoj trziSta. U prvom smo
poglavlju dali kratak uvod u svijet opcija i portfelja, te se upoznali s klju¢nim pojmovima
koji su nam potrebni kroz cijeli rad, kao $to su Brownovo gibanje te I[tov integral i njegova
formula. Oni nam daju osnovu za uvodenje jednog od najvaznijih modela za vrednovanje
financijske imovine, a to je Black-Scholes-Mertonov model kojeg promatramo u drugom
poglavlju. Prije samog izvoda modela definiramo pojmove ekvivalentne martingalne mjere
i navodimo Girsanovljev teorem koji omogucuje promjenu mjere, kako za jednodimenzi-
onalni tako i za viSedimenzionalni slucaj. U tre¢em poglavlju analiziramo povezanost sto-
hastickih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi pomocu Feynman-Kac teorema i uvodimo
Hull-White model. Na kraju, prouc¢avamo opcije koje se sastoje od viSe osnovnih imovina
te se na pocetku poglavlja upoznajemo s viSedimenzionalnom Black-Scholesovom funkci-
jom pomocu koje u ostatku poglavlja raunamo cijene tih opcija. Opisujemo tri opcije s
viSe osnovnih imovina, a to su rainbow, basket 1 quanto opcije, a one igraju kljuénu ulogu
u smislu upravljanja rizicima, te diverzifikaciji i optimizaciji portfelja.



Summary

This thesis explains the great importance of stochastic calculus in financial mathematics,
and shows some of its most important applications and its influence on market develop-
ment. In the first chapter, we gave a brief introduction to the world of options and por-
tfolios, and got acquainted with the key concepts necessary throughout the paper, such
as Brownian motion and It integral along with its formula. They give us the foundation
for introducing one of the most important models for the valuation of financial assets, the
Black-Scholes-Merton model, which we analyze in the second chapter. Before deriving
the model itself, we define the terms of equivalent martingale measure and state Girsa-
nov’s theorem, which allows a measure change, both for the one-dimensional and for the
multidimensional case. In the third chapter, we analyze the connection between stochastic
and partial differential equations using the Feynman-Kac theorem and introduce the Hull-
White model. Finally, we study options that consist of several underlying assets, and at the
beginning of the chapter we are introduced to the multidimensional Black-Scholes func-
tion, which we use to calculate the prices of these options in the rest of the chapter. We
describe three types of multi-asset options: rainbow, basket and quanto options, which play
a key role in terms of risk management, porfolio diversification and optimization.
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