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Uvod

Tema prekida trudnoce u Sjedinjenim Americkim Drzavama (SAD) postala je iz-
uzetno relevantna u posljednjih nekoliko godina, osobito nakon odluke Vrhovnog
suda iz 2022. godine koja je ponistila dugogodiSnje pravo na pobacaj. Ova odluka
omogudila je pojedinim drzavama da samostalno reguliraju pristup pobacaju, $to je
izazvalo Siroku javnu raspravu o posljedicama takvih zakona na drustvo, ukljucujuéi
i potencijalne utjecaje na stopu kriminaliteta. IstraZivanja o utjecaju zakona o lega-
lizaciji pobacaja na stopu kriminaliteta u SAD-u zapocela su jo§ 1980-ih godina, a
najviSe utjecaja imao je rad "The Impact of Legalized Abortion on Crime", [13],
objavljen 2001. godine od autora Stevena Levitta i John J. Donohuea. Prema tom
istrazivanju, postoji znacajna povezanost izmedu legalizacije pobacaja i smanjenja
stope kriminala, posebice stope nasilnog kriminala, Sto sugerira da bi promjene u
zakonodavstvu mogle imati dalekoseZne posljedice. Ponovio sam istraZivanje ko-
risteci iste podatke i kod dostupan u replikacijskom paketu kojeg je objavio jedan
od autora [4], Sto je rezultiralo istim nalazima kao u originalnoj studiji, potvrdujuci
pouzdanost i reproduktivnost rezultata. ViSeparametarska linearna regresija pred-
stavlja mocan alat za analizu ovakvih sloZenih odnosa. Ova metoda omogucava is-
trazivaCima da istovremeno analiziraju viSe varijabli poticaja i utvrde njihov odnos
1 jacinu djelovanja na varijablu ili varijable odziva. Prvi dio rada uvest ¢e osnovne
pojmove iz teorije vjerojatnosti i matematicke statistike koji su nuzni za daljnji ra-
zvoj teorije koja ¢e obuhvatiti viSeparametarsku linearnu regresiju. U drugom dijelu
rada fokusirat éemo se na analizu podataka koji se odnose na zakone o prekidu trud-
noce i stope kriminaliteta u razli¢itim americkim drzavama. Cilj je utvrditi postoji
li statisticki znaCajna povezanost izmedu liberalizacije zakona o pobacaju i sma-
njenja stope kriminala, koriste¢i podatke iz razdoblja nakon legalizacije pobacaja.
Osim toga, istrazit ¢emo i druge varijable koje bi mogle utjecati na stopu krimina-
liteta, kao Sto su ekonomski faktori, demografske karakteristike i obrazovni sustav.
U kontekstu trenutnih promjena u zakonodavstvu o pobacaju u SAD-u, vazno je
razumjeti kako ove promjene mogu utjecati na drustvo kao cjelinu. Ovaj rad ¢e
pruziti empirijsku analizu koja moZe posluZziti za buduce rasprave o pravima Zena,
etici pobacaja i njegovim socijalnim posljedicama.



Poglavlje 1

Teorija vjerojatnosti i matematicka
statistika

Kako bismo u potpunosti razumjeli viSeparametarsku linearnu regresiju, potrebno
je poznavanje osnovnih pojmova teorije vjerojatnosti i matematicke statistike. Ovi
koncepti pruZaju temelj za analizu podataka i interpretaciju rezultata. Na primjer,
razumijevanje distribucije podataka, varijance i kovarijance klju¢no je za pravilno
modeliranje i procjenu parametara. U ovom poglavlju ¢emo se detaljnije zabaviti s
klju¢nim pojmovima kao $to su hipoteze testiranja, intervali pouzdanosti i procjena
parametara. Razumijevanje ovih koncepata omogucava nam da procijenimo kvali-
tetu modela 1 njegovu sposobnost predikcije. Takoder cemo istraziti kako razlicite
pretpostavke o podacima utjeCu na regresijske rezultate.

1.1 Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti

Cilj regresijske analize je odrediti snagu i karakter odnosa izmedu jedne ili viSe za-
visnih varijabli (varijabli odziva, oznacenih s Y) te jedne ili viSe nezavisnih varijabli
(varijabli poticaja, oznacenih s X), odnosno omoguciti predvidanje ili utvrdivanje
uzroCnih odnosa izmedu nezavisnih 1 zavisnih varijabli. Promatrano obiljezje naj-
¢eS¢e modeliramo sluCajnom varijablom, a pripadajucu vjerojatnosnu distribuciju
nazivamo distribucijom te slu€ajne varijable. Ako istodobno promatramo vise sta-
tistickih obiljeZja onda govorimo o slu¢ajnom vektoru, ¢ije su komponente slucajne
varijable. Neka je sada (Q2, ¥, P) vjerojatnosni prostor, gdje je Q neprazan skup ele-
mentarnih dogadaja, ¥ je o-algebra na Q i P je vjerojatnost na izmjerivom skupu
(Q, ). Nadalje, neka je (R¥, B(R¥)) izmjeriv prostor sa o-algebrom Borelovih
skupovau R* za k > 1,k € N.
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Definicija 1.1.1. Funkcija X : Q — R¥ je k-dimenzionalna slucajna varijabla ako
je X izmjerivo preslikavanje u paru o-algebri (¥, BRY)), tj. ako vrijedi

{weQ: X(w) e B € F za sve B e BRY

Kao $to smo napomenuli, ako je k = 1, X zovemo slucajna varijabla dok za
k > 1, X zovemo slu€ajni vektor. Definirajmo sada i vjerojatnosnu mjeru generiranu
sa X te funkciju distribucije slucajne veli¢ine X

Definicija 1.1.2. Neka je X k-dimenzionalna slucajna veli¢ina na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F, P). Vjerojatnosna mjera generirana s X je Px : B(R*) — [0,1]
definirana s

Px(B) :=P(X € B), Be B[R

Funkcija distribucije slucajne velicine X je Fx : R* — [0, 1] definirana relaci-
jom

Fx(B) := Px ({(—o0,x]), xeRt

Slucajne varijable se mogu svrstati u dvije osnovne kategorije, diskretne i ne-
prekidne. Diskretne slucajne varijable mogu poprimiti samo odredene, izdvojene
vrijednosti. Primjeri ukljuCuju rezultate bacanja novc¢ica ili igrace kocke, broj djece
u obitelji ili broj automobila koji prode kroz raskriZje u odredenom periodu. Ove va-
rijable se Cesto prikazuju pomocu funkcije vjerojatnosti koja dodjeljuje vjerojatnost
svakoj mogucoj vrijednosti koju varijabla poprima. Neprekidne slucajne varija-
ble, s druge strane, mogu poprimiti bilo koju vrijednost unutar odredenog intervala.
Primjeri ukljuCuju rezultate mjerenja visine, temperature ili vremena potrebnog za
obavljanje nekog zadatka. Ove varijable se opisuju pomocu funkcije gustoce vjero-
jatnosti, koja omogucava izraCunavanje vjerojatnosti da ¢e varijabla poprimiti vri-
jednost unutar odredenog raspona. Vise primjera diskretnih i neprekidnih slu¢ajnih
varijabli zainteresirani Citatelj moZe pronaci u [20].

Definicija 1.1.3. Slucajna velicina X dimenzije k je diskretna ako postoji skup
D C R* koji je prebrojiv i takav da je Px(D) = 1. Funkcija gustoée diskretne
k—dimenzionalne slucajne velicine X je fy : R — R definirana formulom

Jx(x) = P(X = x) = Px({x})

Definicija 1.1.4. Slucajna velicina X dimenzije k je neprekidna ako postoji nenega-
tivha Borelova funkcija fx definirana na R¥ takva da za sve x € RF vrijedi

F(x) = BX < x) = f FeO) dAGY)
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pri Cemu je A Lebesgueova mjera definirana na izmjerivom prostoru (R¥, B(RF)).
Funkciju fx zovemo funkcija gustoce od X.

Uvedimo sada i pojmove matematickog ocekivanja i varijance. Matematicko
oc¢ekivanje predstavlja prosjecnu vrijednost koju bismo mogli ocekivati kada ponav-
ljamo eksperiment koji generira slu€ajnu varijablu X mnogo puta. Drugim rijeCima,
to je "tezinski" prosjek svih mogucih vrijednosti koje varijabla moZe poprimiti, pri
¢emu su teZine vjerojatnosti tih vrijednosti. Matemati¢ko ocekivanje je generaliza-
cija pojma srednje vrijednosti. Varijanca mjeri koliko se vrijednosti slucajne varija-
ble rasprsuju oko njenog matematickog ocekivanja. Drugim rijeCima, one pokazuju
koliko su podaci "raSireni" ili "koncentrirani" oko prosjecne vrijednosti. Visoka va-
rijanca sugerira da su podaci Siroko rasprSeni, dok niska varijanca ukazuje na to da
su podaci bliZe srednjoj vrijednosti.

Definicija 1.1.5. Za sluc¢ajnu varijablu definiranu na vjerojatnosnom prostoru (€2,
¥, P) kazemo da ima matematicko ocekivanje ako fQ I X(w)| dP(w) < oo. U tom
slucaju matematicko ocekivanje je

E(X) := fXa’P
Q

Uz varijancu, definiramo jo§ 1 standardnu devijaciju, te kovarijancu i koeficijent
korelacije.

Definicija 1.1.6. Neka su X i Y slucajne varijable za koje vrijedi E[X?] < +c0 i
E[Y?] < +o0. Varijanca od X je

Var(X) := E[(X — E[X])*],

standardna devijacija od X je

std(X) := 4/Var(X),

kovarijanca od X i Y je

Cov(X,Y) := E[(X — EX)(Y — EY)],
ako su std(X) > 0i std(Y) > 0 koeficijent korelacije od X i Y je

Cov(X,Y)

CO}"}"(X, Y) = m
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1.2 Osnovni pojmovi matematicke statistike

U prirodi i druStvu, mnogi fenomeni su viSedimenzionalni i medusobno povezani.
ProsSirenje vjerojatnosnog prostora na statisticke strukture je nuzZan korak u analizi
slozenih fenomena stvarnog svijeta. U dinamickom okruZenju, gdje nesigurnost i
kompleksnost postaju norma, ovaj pristup omogucuje bolje razumijevanje i predik-
ciju, ¢cime obogacuje nase znanje i sposobnost djelovanja.

Definicija 1.2.1. Neka je (2, F) izmjeriv prostor i P mnoZina vjerojatnosnih mjera
definiranih na (Q, ). Tada je uredena trojka (Q, ¥, P) statisticka struktura.

MnoZinu # uglavnom parametriziramo kona¢nodimenzionalnim parametrom 6.

P=1{Py:0c B}

gdje je ® C R™, m > 1, skup svih mogucih vrijednosti parametra 6 koji zovemo
parametarski prostor. Ako je m = 1, model zovemo jednoparametarskim dok za
m > 1 govorimo o viSeparametarskom modelu.

Definicija 1.2.2. Slucajni uzorak duljine n je niz nezavisnih jednako distribuiranih
slucajnih velicina X, X3, .., X,

Slucajni uzorak je temeljni koncept u statistici koji se koristi za prikupljanje in-
formacija o populaciji. To je nacin na koji moZemo doci do reprezentativnog uzorka
iz vece grupe kako bismo dobili uvid u njene karakteristike bez potrebe da prouca-
vamo cijelu populaciju. Zamislite da Zelite saznati prosjecnu visinu svih ucenika u
nekoj skoli. Umjesto da mjerite visinu svakog ucenika, §to moze biti dugotrajno i
neprakti¢no, moZete nasumic¢no odabrati odredeni broj ucenika (slucajni uzorak) i
mjeriti samo njih. Ako je uzorak pravilno odabran, rezultat ¢e vam dati dobar uvid u
prosjecnu visinu svih ucenika. Nezavisnost slucajnih varijabli znaci da ishod jedne
varijable ne utjeCe na ishod druge. Ovo je vazno jer osigurava da svaki dio uzorka
doprinosi informacijama bez pristranosti ili utjecaja drugih dijelova. Kao u pri-
mjeru, ako mjerimo visine ucenika, visina jednog ucenika ne bi trebala utjecati na
visinu drugoga. Nezavisnost takoder omoguéava primjenu statistickih metoda koje
pretpostavljaju ovu karakteristiku. Jednaka distribucija znaci da su sve varijable iz
uzorka izvucene iz iste distribucije.

Definicija 1.2.3. Statistika na statistickoj strukturi (Q, F ,P) je svaka slucajna ve-
licina koja je izmjeriva funkcija slucajnog uzorka na toj statistickoj strukturi.
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Definicija 1.2.4. Statistika T = (X, Xz, .., X,,)) dimenzije k > 1 je dovoljna za 6
ako uvjetna distribucija slucajnog uzorka (X, Xa, .., X,) uz uvjet T =y ne ovisi o
parametru 0 za svako y € R¥ za koje postoji ta uvjetna distribucija.

Kada imamo dovoljnu statistiku, moZemo reci da su svi podaci potrebni za pro-
cjenu parametara saZeti u toj statistici, bez gubitka informacija. Dovoljna statistika
stoga omogucava sazimanje velikog skupa podataka u manji skup koji i dalje sa-
drzi sve potrebne informacije za procjenu odredenog parametra. Sama definicija
dovoljne statistike uglavnom nije korisna za pronalazenje dovoljne statistike ili za
provjeru je li odredena statistika dovoljna. Sljede¢i teorem daje karakterizaciju do-
voljne statistike.

Teorem 1.2.5 (Neyman-Fisher). Neka je X = (X1,X>,...,X,) slucajni uzorak iz
modela P, pri emu svaki X; pripada prostoru R? (tj. podaci su d-dimenzionalni).
Neka je T = t(X) statistika dimenzije k > 1. Tada je T dovoljna statistika za
parametar 6 ako i samo ako postoje nenegativne funkcije

gQ:Rk—HR i h:R" SR,
takve da se zajednicka gustoca slucajnog uzorka fx(x;6) moZe zapisati kao
fx(x;0) = go(t(x)) h(X), za sve x € R"™.

Dokaz. Dokaz sprovodimo samo za slucaj diskretnog modela. Za neprekidni slucaj
pogledajte u [15].

=: Neka je T = #(X) dovoljna statistika za 6 gdje je t : R” — R* Borelova
funkcija. Neka je 6 € ® po volji te neka su x € R” iy € Rf takvi da je y = #(x) i
Fr(3:0) = Po(T = y) > 0. Tada je

Jx(:0) =FPoX =) =Po(X = x, T =y =1(x)) = Pe(X = x [ T = 1(x))-Po(T = #(x))

Bududi da je T dovoljna za 0, Py(X = x | T = #(x)) =: h(x) ne ovisi o 6. Ako
stavimo u desnu stranu gornje jednakosti da je gy¢(y) := Po(T = y), tada imamo da je

Jx(x;0) =Po(X = x| T = 1(x)) - Po(T = 1(x)) = h(x) - go(1(x)),

dakle, tvrdnja vrijedi.
¢&: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za slu¢ajni uzorak X. Neka je x € R%
proizvoljno. Tada je za 6 € ©:

Po(X = x) = fx(x; 0)=go(1(x))(x).
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Neka je y € R bilo koja vrijednost takva da je f7(y;0) = Po(T = y) > 0. Tada je:
(3.3)
PyT =y) = > ByX =8)=" > got€Dh(®) = go») ), h(©).
1&)=y &)=y &)=y
U gornjem izrazu se sumira po svim & € R? takvima da je #(&) = y. Ako je x
takav da je y = #(x), tada je:
PoX=xT=y=1x) _PX=x) _
Po(T = y) Po(T = y)
&R h(x)
go(y) Zt(f):y h(¢) Zz(g):y h(¢)
Ako je x takav da je y # t(x) tada je:
Po(X =x,T =y) _ Py(0)

P X=x|T=y)=

P\ X=x|T=y)= = =0.
’ PAT =y)  PByT =)
Dakle,
h(x)

— =, HX)=

fur(ad) = BX = x| T =y) = T 0=
0, Hx) #y

ne ovisi 0 6 pa je T dovoljna statistika za 6. O

Funkcija gustoce za n-dimenzionalni slu¢ajni uzorak X sa slu¢ajnim veli¢inama
dimenzije d,d > 1, iz modela # je dana sa:

fx(x;0) = l_lf(xi; ), x=(x1,X,..,X,) € R"

i=1

Uocimo da bijektivna i izmjeriva transformacija cuva svojstvo dovoljnosti statis-
tike. Primijetimo uz to da je cijeli uzorak takoder dovoljna statistika. Cilj je od svih
dovoljnih statistika izabrati onu koja najbolje reducira koli¢inu podataka potrebnih
za procjenu parametra populacije.

Definicija 1.2.6. Dovoljna statistika T je minimalna dovoljna statistika za 6 ako
za svaku drugu dovoljnu statistiku S za 6 postoji izmjeriva funkcija g takva da je

T =g(S)

Potpuna statistika je statistika koja sadrZi sve informacije o parametru popula-
cije i ne moze se dodatno saZeti bez gubitka informacija. U ovom kontekstu, ako
je T potpuna statistika za parametar 6, tada nijedna funkcija od T ne moZe biti
nezavisna od 6 osim ako je ta funkcija konstantna.
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Definicija 1.2.7. Statistika T za 0 je potpuna statistika ako za svaku Borelovu funk-
ciju g za koju vrijedi (V0 € ®)Ey[g(T)] = O, slijedi da je (V0 € ®)Py[g(T) =0] =1

Svaka minimalna dovoljna statistika je takoder dovoljna, ali nije svaka dovoljna
statistika minimalna. Potpune statistike Cesto su povezane s minimalnim dovoljnim
statistikama jer pruZaju sve informacije nuZne za procjenu, ali ne moraju nuzno biti
dovoljne. No, ako je neka statistika dovoljna i potpuna, pokazuje se da je onda i
minimalna dovoljna. Za detalje vidjeti Teorem 3.22 u [11]

Teorem 1.2.8. Neka je T dovoljna i potpuna statistika za 6. Tada vrijedi da je T
minimalna dovoljna statistika za 0

1.3 Procjena parametara

Ovo poglavlje razmatra razli¢ite metode za rjeSavanje problema procjene parame-
tara, s ciljem pronalaZenja optimalnog to¢kovnog procjenitelja za populacijske dis-
tribucije. Ove metode ukljuCuju pristupe kao Sto su metoda maksimalne vjerodos-
tojnosti, metoda najmanjih kvadrata i bayesovska procjena, a svaki od njih nudi je-
dinstvene prednosti ovisno o prirodi podataka i pretpostavkama o distribuciji. Osim
toga, vazno je razumjeti kako razlicite statisticke tehnike utjecu na preciznost i po-
uzdanost procjena. Na primjer, izbor izmedu tockovnih 1 intervalnih procjenitelja
moZe znacajno utjecati na interpretaciju rezultata i donoSenje odluka. U konacnici,
ucinkovita procjena parametara ne samo da poboljSava nase razumijevanje popula-
cije, vec takoder omogucava bolje planiranje i strategije u razli¢itim podrucjima, od
ekonomije do zdravstvenih znanosti.

Nekaje X = (X1, X, .., X;,) sluCajni uzorak iz parametriziranog modela # = {f(:; 0) :
0 € O}, gdjesu X;, i = 1,2, ..,n, dimenzije d > 1, a funkcije gustoce su parametri-
zirane parametrom 6 dimenzije m > 1. Neka je 7 : ® — R funkcija ¢iju vrijednost
7(0) Zelimo procijeniti iz informacije sadrZzane u uzorku. Procijenitelj nepoznatog
parametra 7(6) je slucajna veli¢ina dimenzije k definirana kao funkcija slucajnog
uzorka, odnosno kao bilo koja statistika 7 = #(X) dimenzije k. Procijenitelj nije
jedinstven, stoga uvijek Zelimo odabrati onaj koji je u nekom smislu optimalan.
Neka je sada x = (x1,x,.., x,) jedna realizacija slucajnog uzorka X. Da bismo
procijenili koji procjenjitelj 7 = #(X) je optimalan, definiramo funkciju gubitka
(t(x),7(0)) — L(t(x),7(6)). Funkcija gubitka je slucajna veli¢ina, stoga moZemo
definirati funkciju rizika 7(68) — R(7(0)) kao R(7(8)) = Eg[L(T,1(6))]. Vrijednost
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funkcije rizika oznacava ocekivani gubitak kada nepoznati parametar 7(¢) procije-
njujemo vrijednoScu procjenjitelja 7', to jest mjeri koliko je dobar procjenjitelj 7' za
7(0) kad je stvarna vrijednost parametra upravo 6.

Najcescéa funkcija gubitka pri procjeni 7(8) vrijednoS¢u procjenjitelja 7 = #(X)
za danu realizaciju uzorka x je kvadratna greSka, L(#(x),7(6)) = |t(x) — LG
obzirom na to da ne znamo koja je stvarna vrijednost parametra modela, Zelimo
pronaci onaj procjenitelj koji ima najmanju funkciju rizika za sve 6 € ©.

Definicija 1.3.1. Ako procjenitelj T = t(X) za 7(6) zadovoljava uvjet
(VO € ®) Ey[T]=1(6)
tada kaZemo da je T nepristran procjenitelj.

Usporedujuci procjenitelje pomocu funkcije rizika, nemamo garanciju da najbo-
lji procjenitelj u tom smislu postoji. Medutim, moZe se pokazati da u klasi nepris-
tranih procjenitelja postoji procjenitelj koji ima najmanju srednjekvadratnu gresku,
ali nepristrani procjenitelj za opéenitu funkciju 7(6) ne mora postojati. Za detalje
upucujem zainteresiranog Citatelja na [17]. Ako postoji barem jedan nepristrani
procjenitelj od 7(6), kaZemo da je funkcija procjenjiva. Nadalje, kazemo da je sta-
tistika 7" definirana na statistickom modelu # konac¢ne varijance ako je varijanca od
T konacna za svaki 0 € ©.

Definicija 1.3.2. Neka je 1(0) procjenjiva funkcija. Statistika T je nepristrani pro-
cjenitelj uniformno minimalne varijance ili UMVUE procjenitelj od T(0) ako vrijedi
dajeT € Wi

VS € W,)(V8 € ®) VaryT < Var,S

gdje je W. mnoZina svih nepristranih procjenitelja za 1(0) konacne varijance

Ponovimo, nepristranost procjenitelja znaci da je ocekivana vrijednost UM VUE-
a jednaka pravoj vrijednosti parametra koji se procjenjuje, dok minimalna varijanca
znaci da medu svim nepristranim procjeniteljima, UMVUE ima najmanju varijancu
Sto ga ¢ini optimalnim izborom za procjenu. Takoder, kako veli¢ina uzorka raste,
UMVUE se priblizava stvarnoj vrijednosti parametra, ¢ime se povecava njegova
pouzdanost. Postoji nekoliko metoda za pronalazenje UMVUE-a. Spomenimo
Lehman-Schefféov teorem, koji kaZe da ako je procjenitelj funkcija dovoljnih statis-
tika te ako je nepristran, tada je taj procjenitelj UMVUE. Dovoljna statistika sadrzi
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sve informacije o parametru koji se procjenjuje. Takoder, moguce je koristiti Rao-
Blackwellov teorem. Ova metoda ukljucuje uzimanje nepristranog procjenitelja i
njegovu transformaciju u bolji procjenitelj koriStenjem dovoljne statistike, tako da
novi procjenitelj ima manju ili jednaku varijancu od originalnog. U praksi, Cesto
se koriste specificne formule za izratunavanje UMV UE-a za odredene distribucije.
Na primjer, za normalnu distribuciju s nepoznatim srednjim vrijednostima i vari-
jancom, srednja vrijednost uzorka predstavlja UMVUE za srednju vrijednost po-
pulacije. Postoje i druge metode traZzenja procjenitelja minimalne varijance koji su
korisni kad ne postoje potpune i dovoljne statistike ili ih je teSko pronadi. Detaljnija
pojasSnjenja nalaze se u [24] 1 [12]. Navedimo joS i procjenu metodom maksimalne
vjerodostojnosti.

Neka je X = (X, X», .., X,,) sluCajan uzorak iz statistickog modela .

Akoje x = (x1, X2, .., X,) € R jedna realizacija slu¢ajnog uzorka X, tada je funkcija
vjerodostojnosti L : @ — R definirana s

L@ = fx(:0) = | | fx0), 0e0
i=1

Sada moZemo definirati

Definicija 1.3.3. Statistika 0 je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti ako vrijedi
L(6) = max L(9
(6) = max L(6]x)

Kada je veli¢ina uzorka dovoljno velika, procjenitelji maksimalne vjerodostoj-
nosti su nepristrani, §to znaci da njihova ocekivana vrijednost konvergira prema pra-
voj vrijednosti parametra. ML procjenitelji imaju minimalnu varijancu medu svim
nepristranim procjeniteljima kada je uzorak dovoljno velik. To se zove Cramér-
Raova donja ograda. Mogu se primijeniti na Sirok spektar statistickih modela i dis-
tribucija. Bez obzira na to je li distribucija normalna, binomna, Poissonova ili neka
druga, ML metoda moZe se prilagoditi za procjenu parametara. ML procjenitelji
su konzistentni, $to znaci da kako veli¢ina uzorka raste, procjenitelj ¢e konvergirati
prema pravoj vrijednosti parametra.U mnogim prakticnim situacijama, ML procje-
nitelji daju vrlo dobre rezultate Cak i1 s malim uzorcima, posebno kada su podaci
blizu normalne distribucije. Medutim, iako su ML procjenitelji asimptotski nepris-
trani, mogu biti pristrani kada je veli¢ina uzorka mala. To moZe dovesti do neto¢nih
procjena u situacijama s ograni¢enim podacima. Maksimizacija funkcije vjerodos-
tojnosti moZe biti sloZena ili ¢ak nemoguéa za odredene modele ili distribucije,
posebno kada ukljucuju viSe parametara ili neobi¢ne oblike funkcije vjerodostoj-
nosti. Ako su pretpostavke o distribuciji podataka netocne (npr., ako podaci nisu
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neovisni ili identi¢no distribuirani), ML procjenitelji mogu dati loSe rezultate. Iako
ML procjenitelji imaju minimalnu varijancu asimptotski, u praksi moZze biti tesko
odrediti varijancu procjenitelja bez dodatnih informacija ili metoda (npr., bootstrap
metoda)

1.4 Testovi statistickih hipoteza

Testiranje statistiCkih hipoteza je postupak koji omogucava istraziva¢ima da do-
nose zakljucke o populaciji na temelju uzorka podataka. Ova metoda igra klju¢nu
ulogu u analizi podataka i donoSenju odluka u raznim disciplinama, ukljucujuéi
druStvene znanosti, biologiju, ekonomiju... U testiranju hipoteza istrazivaci postav-
ljaju statisticku hipotezu, koja predstavlja tvrdnju o nekom obiljeZju populacije.
Ova hipoteza moZze biti nulta hipoteza H,, koja predstavlja osnovnu tvrdnju koju
Zelimo testirati, na primjer "nema razlike izmedu srednjih vrijednosti dviju grupa".
Alternativna hipoteza predstavlja alternativnu tvrdnju koju uzimamo da vrijedi
ako odbacimo nultu hipotezu, na primjer "postoji razlika izmedu srednjih vrijed-
nosti dviju grupa". Jedna od kljucnih znacajki statistickog testa je da, kada ne od-
bacimo nultu hipotezu, ne moZemo reéi da je ona prihvacena. Preciznije, to znaci
da test nije uspio otkriti znacajna odstupanja od nje. Ovo moze dovesti do potenci-
jalnih pogreSaka:

a) Tip I pogreska: Odbacivanje nulte hipoteze kada je ona zapravo istinita,

b) Tip II pogreska: Ne odbacivanje nulte hipoteze kada ona nije istinita

Neka je ponovno X = (Xi,Xa,..,X,) sluCajni uzorak iz parametarskog modela
P = {f(;0) : 0 € O}, gdje su slucajne veli€ine dimenzije d > 1, a parametar 6
dimenzije m > 1. Neka su ®y i ®; neprazni disjunktni skupovi koji ¢ine particiju
0. Pretpostavimo da Zelimo testirati sljedece hipoteze:

Hy:0€0®y H, :0€0, (1.1)

Primijetimo da su postavljene hipoteze zapravo tvrdnje o distribuciji statistickog
obiljezja koje je predmet izuavanja. Kako bismo donijeli odluku o tome odbacu-
jemo li nultu hipotezu ili ne, potrebno je konstruirati statisticki test. Statisticki test
moZemo promatrati kao funkciju koja svakoj realizaciji slu€ajnog uzorka pridruzuje
vrijednost 0 ili 1, gdje vrijednost 0 znaci da ne odbacujemo nultu hipotezu, dok vri-
jednost testa 1 znaci da odbacujemo nultu hipotezu u korist alternativne hipoteze.

Definicija 1.4.1. Statisticki test hipoteze Hy u odnosu na H, je funkcija v : R™" —
{0, 1}.
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Definiramo kriti¢no podrudje testa C, € R% kao skup svih realizacija uzorka
za koje se nulta hipoteza odbacuje u korist alternativne C, = 77!(1) = {x € R¥ :
T(x) = 1}.

Nadalje, jakost testa tumaci se kao vjerojatnost odbacivanja nulte hipoteze u korist
alternativne kada je stvarni parametar jednak 6.

Definicija 1.4.2. Jakost testa T je funkcijay : ® — [0, 1] definirana sa
Y:(6) 1= Eg[1(X)] = Py(X € C;),0 € O

Za test hipoteza 1.1, ako uzmemo 6 € ®,, funkcija jakosti testa je zapravo vjero-
jatnost pogreske prve vrste. UobiCajeno je unaprijed zadati razinu znacajnosti testa,
oznacavamo je sa @ € (0, 1), pomocu koje ogranicavamo vjerojatnosti pogreske
prve vrste.

Definicija 1.4.3. Znacajnost testa je a, := sup,q v-(6)

KaZzemo da test 7 ima zadanu razinu znacajnosti @ ako mu je znacajnost a;
manja ili jednaka od @. Medu svim testovima koji imaju razinu znacajnosti «,
Zelimo pronadi test s najmanjom vjerojatno$éu pogreske druge vrste. Takav test
¢emo zvati uniformno najja¢im za zadanu razinu znacajnosti.

Definicija 1.4.4. Za statisticki test T nulte hipoteze H : 6 € ®( nasuprot alternativi
H, : 0 € Oy s razinom znacajnosti a, kazemo da je uniformno najjaci na razini
znacajnosti a ako je a; < a i za svaki drugi test T’ istih hipoteza takav da je a, < @
vrijedi:

7‘1”(9) < 77(9) Yo € ®1

Kljucni pristup nalazenja "dobrog" testa, tzv. Neyman-Pearsonova teorija, po-
lazi od fiksne razine znacajnosti @ 1 konstruira test za koji vrijedi da je pogreska
druge vrste 8 najmanja moguca za sve parametre specificirane alternativnom hipte-
zom H,. Klju¢ni rezultat u toj teoriji je Neyman-Pearsonova lema koja daje najbolji
test (najmanje S uz fiksno @) u slucaju kada su obje hipoteze, nulhipoteza i alter-
nativna, jednostavne hipoteze. Za zadanu razinu znacajnosti, kriticno se podrucje,
a time 1 testna statistika, za najbolji test, odredi kao skup onih vrijednosti uzoraka
za koje vrijedi da je omjer Ly/L; vjerodostojnosti Ly uz Hy i L; uz H,, izrazenih
kao funkcije uzoraka, ograni¢en odozgo nekom konstantom. Ako je barem jedna
od hipoteza H, i/ili H, sloZena, tada samo u specijalnim slucajevima, na primjer
kod jednostranih hipoteza, postoji test koji je najbolji za sve parametre. U sluca-
jevima kada najbolji test u smislu Neyman-Pearsonove teorije ne postoji, koristi se
drugi pristup za nalazenje dobrih testova: metoda omjera vjerodostojnosti. Testovi
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dobiveni metodom omjera vjerodostojnosti su, na neki na¢in, poopcenja testova do-
bivenih Neyman-Pearsonovim pristupom.

Umjesto na temelju kriticnog podrucja, odluke o odbacivanju ili ne odbacivanju
nulte hipoteze moZemo donijeti pomocu p-vrijednosti. P-vrijednost je vjerojatnost
da se opazi dobiveni uzorak ili ekstremniji u slucaju da je nulta hipoteza istinita.
Koriste¢i p-vrijednost donosimo odluku: ako je p-vrijednost manja ili jednaka od
prethodno postavljene razine znacajnosti @, odbacujemo nultu hipotezu u Korist al-
ternativne na razini znacajnosti @, inace nultu hipotezu ne odbacujemo.



Poglavlje 2

ViSeparametarska linearna regresija

ViSeparametarska linearna regresija je statisticka metoda koja se koristi za modeli-
ranje odnosa izmedu jedne zavisne varijable i viSe nezavisnih varijabli. Ova metoda
omogucava istrazivaCima da identificiraju i kvantificiraju utjecaj razlicitih faktora
na ishod, ¢ime se olakSava donoSenje informiranih odluka. Cilj viSeparametarske
linearne regresije je pronaci linearan model koji najbolje odgovara dostupnim po-
dacima, Sto ukljucuje odredivanje nepoznatih koeficijenata koji predstavljaju tezZinu
svake od nezavisnih varijabli u predikciji zavisne varijable. Kvaliteta modela je
od sustinske vaznosti, jer dobar model omogucava precizno predvidanje vrijednosti
zavisne varijable na temelju poznatih vrijednosti nezavisnih varijabli. Iako se Cesto
koristi kao empirijski model, o ¢emu govori [16], gdje stvarna funkcijska veza os-
taje nepoznata, vazno je napomenuti da specifikacija modela moZe biti izazovna. Ne
postoji univerzalno pravilo za odabir prikladne specifikacije, $to zahtijeva paZzljivo
razmatranje i analizu podataka kako bi se osiguralo da model adekvatno reflektira
sloZenost odnosa medu varijablama. O toj problematici vrlo detaljno pise [23].

2.1 Model visSeparametarske linearne regresije

Neka su xy, x,, .., X, ulazne varijable. Nazivamo ih jo$ i varijablama poticaja. Naj-
ceSc¢e su one zadane, a Y se opaZza. Neka je € sluCajna varijabla definirana na (€2,
¥, P) takva da je E[€] = O te Var[e] = 0 > 0, te neka su 3y, 51, .., Bx konstantni re-
alni brojevi. Linearni viSeparametarski regresijski model s k prediktora definiramo
sljede¢om relacijom:

Y:ﬂ() +ﬁ1x1 +ﬁ2x2+..+ﬁkxk+e (21)

Parametar e interpretiramo kao slucajnu greSku ili Sum, a parametri S, 81, .., Bk
predstavljaju, najceSce nepoznate, parametre modela. SluCajna greSka ukljucuje

14
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druge faktore koji takoder utjecu na varijablu odziva, a nisu uklju¢eni u model.

Nadalje, neka je n € N broj opazanja te neka je x;;, xi, .., Xix , i = 1, .., ni-ta vri-
jednost ulaznih varijabli za koje je y; pripadna vrijednost izlazne slucajne varijable
Y;. Uz to, neka su g, i = 1, .., n nezavisne slucajne varijable s o¢ekivanjem E[¢;] = 0
te Var[g] = 0> > 0. Tada je opéi linearni regresijski model:

Yi=Bo+pPixin+Paxp+.. +Bxut+te i=12,.,n (2.2)

Model 2.2 moZemo zapisati i u matricnom obliku:

Y1 1 X111 X2 ... Xik
Y2 1 X21 X2 ... Xk
Y=]. X =

Yn 1 Xnl X2 .. Xnk

Bo €1

B €

B=|.| €e=].

k €

Vidimo da su Y i € n-dimenzionalni slucajni vektori stupci koje zovemo vektor
izlaznih podataka, odnosno vektor slucajne greske. X je n X (k + 1) matrica ulaznih
podataka, a 8 je vektor stupac regresijskih koeficijenata. Pretpostavljamo da vrijedi
n > k. Slijedi da uvedeni k-dimenzionalni model moZemo zapisati u matricnom
obliku:

Y=XB+e (2.3)

2.2 Procjena parametara

Vrijednosti svih koeficijenata regresije 8; i vrijednost varijance o slu¢ajne greske
najc¢eSce nam nisu poznate 1 njih ¢emo procjenjivati iz slucajnog uzorka. U opisa-
nom modelu viSeparametarske linearne regresije, slucajni uzorak je

niz (x;1, X, .., Xir, Y1), i = 1,..,n, gdje su x;; vrijednost j-te ulazne varijable u i-tom
opazanju, a Y1, Y», .., Y, medusobno nezavisne sluCajne varijable za koje vrijedi:

E[Y;] = Bo + Bixii + Boxip + .. + Bexy, Var[Yl=02, i=1,.,n
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Metoda najmanjih kvadrata

Ova metoda minimizira sumu kvadriranih sluc¢ajnih greSaka, odnosno sumu kva-
dratnih odstupanja izmedu stvarnih vrijednosti zavisne varijable i vrijednosti pre-
dvidenih modelom. To je najceSCe koriStena metoda za pronalaZenje najbolje pro-
cjene By, Bi, .., Br nepoznatih koeficijenata u linearnoj regresijskoj analizi. Dakle,
funkciju definiranu sa:
n n
S (Bo.Brs B = )€ =

i=1 i=1

k 2
{yi ~Bo - Zﬁjxij) (2.4)
j=1

minimiziramo obzirom na Sy, 81, .., Bx.
U modelu viSeparametarske regresije prikladnije je funkciju definiranu sa 2.4
izraziti u matriénom zapisu:

SP) =Y -XB)(Y-XpB) (2.5)

Neka je sada 3 procjena za nepoznati vektorski parametar 8. Dakle, /3 je odre-
dena tako da vrijedi:

min$(B) = S (B)

Propozicija 2.2.1. Vrijedi:
B=(X"X)"'X"Y

Dokaz. Procjene regresijskih koeficijenata dobivene metodom najmanjih kvadrata
moraju biti stacionarne toCke funkcije najmanjih kvadrata S (8) Sto se iz 2.5 moze
pojednostavniti na jednakost:

XX3 =X"Y (2.6)

Jer je X neslucajna matrica dimenzije n X (k + 1) kojoj su stupci linearno ne-
zavisni, te je matrica punog ranga, slijedi da je kvadratna matrica X"X dimenzije
k + 1 punog ranga pa je regularna, odnosno postoji inverz. Sada iz 2.6 mnoZenjem
s lijeva inverzom od X"X dobivamo da vrijedi:

f=XX)"'XY 2.7)

O
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Nadalje, druga derivacija funkcije S je:

oS
— =2X'X
0B

$to je pozitivno definitna matrica neovisno o 8 € R¥"!. Prema tome, S je konvek-
sna funkcija na skupu R**! pa je jedinstvena stacionarna to¢ka ujedno i to¢ka mini-
muma. Stoga je procjenjitelj metodom najmanjih kvadrata za nepoznate koeficijente
linearne regresije upravo jednak 2.7.

Svojstva procjenitelja dobivenog metodom najmanjih kvadrata

Pretpostavili smo da su slucajne greske €;, i = 1, ..,n nezavisne sluCajne varijable s
o¢ekivanjem E[¢g] = 0 i varijancom Var[g] = o> > 0. Dakle, za sludajni vektor €
vrijedi:
Ele] =0 (2.8)
Cov(e) = 0”1 (2.9)
Propozicija 2.2.2. Vektor B = (X"X) ™' XY je linearan i nepristran procjenitel,.
Dokaz. Za slu¢ajnu varijablu 8; onda vrijedi:

n

Bi:ZCi,ij, i=1,.,p (2.10)

J=1

pri emu je ¢;; element u i-tom retku i j-tom stupcu matrice (X"X)™' X". Dakle,
slu¢ajni vektor 3 je linearan procjenitelj. Nadalje:

E[3] =E [(XTX)‘] XTY]
-E [(XTX)‘] X" (XS + e)]
-E [(XTX)‘] X"XB + (X'X)™! XTe] =B
gdje zadnja jednakost slijedi zbog toga §to je E[e] = 01 (X'X) ' XX = L.

Dakle, zaklju¢ujemo da je slucajni vektor 3 nepristrani procjenitelj za S3. O

Nakon §to smo pokazali da je procjenitelj metodom najmanjih kvadrata linearan i
nepristran, zanima nas je li procjenitelj 2.10 najbolji, u smislu najmanje varijance,
medu svim linearnim nepristranim procjeniteljima za nepoznati parametar 5;. Slje-
deéi teorem nam kaze uz koje uvjete je procjenitelj dobiven metodom najmanjih
kvadrata najbolji linearni nepristrani procjenitel;.
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Teorem 2.2.3. (Gauss-Markov)

Neka je j3 procjenitelj dobiven metodom najmanjih kvadrata za parametre linearnog
regresijskog modela i neka je L : R*' — R linearni funkcional parametara L(B) =
I'B. Pretpostavimo da za slucajne greske €,,i = 1,2, ..,n vrijede Gauss-Markovljevi
uvjeti:

(i)Ele] =0, Vi=1,.,n

(ii) Var[g] = 0%, Vi=1,..n

(iii) Covle, €] =0 Vi #j

Tada je statistika T = I'B najbolji linearni nepristrani procjenitelj za L(B)

Dokaz. Statistika 7' je najbolji linearni nepristrani procjenitelj za L(8) ako je li-
nearna, nepristrana i u klasi svih nepristranih linearnih procjenitelja za L(5) ima
najmanju varijancu. Pokazimo prvo da je T linearan procjenitelj. Vrijedi:

T=0I3=I"X"X)"'X"Y=¢}Y,
gdje je co = X(X"X)"!1 € R". Dakle, T je linearan procjenitelj. Zatim pokazimo da
je T nepristran procjenitelj:

Eo(T) = Eo(I"p) = I"Eg() = I'B,
Sto povlaci da je T nepristran procjenitelj. Preostalo je pokazati da 7 ima najmanju
varijancu u klasi svih nepristranih linearnih procjenitelja za L(5). Neka je

U=c"Y
neki drugi nepristrani linearni procjenitelj za L(f). Zbog nepristranosti U, vrijedi
I'B=FEy(U) = Ey(c"Y) = c"Ey(Y) = c" XB.

Slijedi da je U nepristran ako i samo ako je /'8 = ¢" X, odnosno [ = X" c. Racu-
namo:

Var(U) — Var(T) = Var(c"Y) — Var(I"B) = ¢"Cov(Y)c — ["Cov(B)!
= o2 (cTc - lT(XTX)_ll) =o? (cTc - cTX(XTX)_lXTc)
= 02T (1 - X(XTX)“XT) c=0c*"Mc>0,

pri ¢emu je H = X(X"X)"' X7 ortogonalni projektor na M, a M = I — H ortogonalni
projektor na ortogonalni komplement od M. Bududéi da je M pozitivno semidefini-
tan operator, vrijedi ¢" Mc > 0. Dakle, vrijedi

Var(T') < Var(U).
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Procjena varijance greske

Procjenitelj za nepoznati parametar o> moZemo izvesti iz sume kvadrata razlike

izmedu izmjerene i procijenjene vrijednosti izlazne varijable Y. Neka su xy, x, .., X;
neslucajne ulazne varijable, te neka je Y procijenjena vrijednost izlazne varijable pa
se prilagodeni regresijski model moZe zapisati kao

Y =B, +Bixi +foxs + .. + Brxe (2.11)
Prema tome, za vektor procijenjenih vrijednosti izlazne varijable ¥ vrijedi:
Y =XB=XXX)"'XY = HY (2.12)

gdje je matrica H dimenzije n X n definirana sa H = X (X'X)' X" ortogonalni
projektor na potprostor od R” razapet stupcima od X. Nadalje, s e; oznaciti emo
razliku izmedu stvarne vrijednosti Y i procijenjene vrijednosti izlazne varijable ¥.
Vektor e = (ey, €3, .., €,) zovemo vektor reziduala i piSemo e =Y — Y. Pomocu 2.12
vektor e moZemo izraziti kao:

e=Y-XB=Y-HY=(U-HY=MY

gdje je matrica M = I — H ortogonalni projektor na ortogonalni komplement pot-
prostora od R” razapetim stupcima od X.
Definirajmo statistiku:
o YMY
A —

Propozicija 2.2.4. Statistika 6% definirana s 2.13 je nepristran procjenitelj za ne-
poznati parametar zajednicke varijance o

(2.13)

Dokaz. Vrijedi

Y'MY = (M(XB + ), XB + )
= (Mg, XB + ¢€)
= (Mg, XB) + (Mg, &)
= (g, MXpB) + (Mg, &)
= (Mg, ¢) = e’ Me.

Druga i predzadnja jednakost slijede iz Cinjenice da je MX = 0, a u drugom redu
smo iskoristili da je M = M. Neka je m;; (i, j)-ti ¢lan matrice M. Slijedi

YTMY = 8TM8 = Zm,-,-s? +2 Z m;;&;€j.

i=1 1<i<j<n
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Sada moZemo racunati matematicko ocekivanje

E(Y'MY) = Y miE(E)+2 ) miE(ze)).
i=1

1<i<j<n

= o> Z my = (M) = 7> (M) = o*(n — k — 1).
i=1
U drugoj jednakosti iskoristili smo pretpostavke o slu¢ajnim greSkama. Pret-
hodna jednakost vrijedi jer su rang i trag jednaki za ortogonalni projektor. 1z line-
arnosti matematickog ocekivanja slijedi tvrdnja propozicije:

Y™MY 1 . ,
E = E(Y"MY) = o>

n—k-—1 n—k-1

Metoda maksimalne vjerodostojnosti

Ako u viSedimenzionalnom linearnom regresijskom modelu uvedemo dodatnu pret-
postavku o normalnoj distribuciji slucajnih greSaka, moze se pokazati da metoda
maksimalne vjerojatnosti daje iste procjenitelje za parametre modela kao i metoda
najmanjih kvadrata. Procjene za nepoznati parametar o> razlikuju se samo u fak-
toru.

Dakle, za viSedimenzionalni linearni regresijski model:

Y=XB+¢

pretpostavljamo da vrijedi & ~ N(0, o°I), tj. da su greske &; normalno distribuirane
nezavisne slucajne varijable s oc¢ekivanjem Efg;] = 0 1 konstantnom varijancom
Varlg;] = 02.

Funkcija gustoée normalne slu¢ajne varijable s oekivanjem yu i varijancom o

je dana izrazom:

1 _ 2
exp ( O =) ) .
o VN2n 20
Funkcija vjerojatnosti dana je sljede¢im izrazom:

f) =

n 1 1 n
LB,0%) = Df()’i) = WCXP (_ZTO'Z ;@i —X;ﬂ)z)-
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Koristenjem matrica, funkcija vjerojatnosti moZe se zapisati kao:

1 1
L )= ———— -——uy-XB) ' (y-XpB)|.
B,o°) Gy eXP( 72 B) (y ,B))
Uobicajeno, radimo s logaritamskom funkcijom vjerojatnosti, koja je:
1
In (B, 0%) = —g In(27) — nln(o) — ﬁ(y -XB)'(y — XB). (2.14)
o

Vidimo da za fiksnu vrijednost o funkcija log-vjerojatnosti 2.14 postize maksi-
mum kada &lan (y — XB)"(y — Xf3) postize minimum. Dakle, procjene nepoznatih
parametara [y, 31, . . . , S dobivene metodom maksimalne vjerojatnosti i metodom
najmanjih kvadrata su ekvivalentne. Parcijalnim deriviranjem 2.14 po parametru
o? dobiva se procjena za nepoznati parametar o> dobivena metodom maksimalne
vjerojatnosti:

o G-XB(y-XP)
g = » .

Dobivena procjena za varijancu slu¢ajne greske o razlikuje se od procjene do-
bivene metodom najmanjih kvadrata po faktoru, iz ¢ega slijedi da ML-procjenitelj
nije nepristran.

2.3 Testiranje hipoteza

U kontekstu viSeparametarske linearne regresije, nakon Sto procijenimo parametre
nekom od dostupnih metoda, vazno je testirati kvalitetu procjenitelja, odnosno do-
bivene procjene. Time zapravo provjeravamo i kvalitetu modela kojim pokuSavamo
opisati pojavu koju izu¢avamo. Navest ¢emo nekoliko procedura testiranja kojima
mozZemo odrediti kvalitetu modela te znacajnost svakog od pojedinog regresora. Te
procedure, i jo§S mnogo toga, zainteresirani Citatelj moZe pronaci u [10]

Uz dosadasSnje pretpostavke o ocekivanju i varijanci slucajnih greSaka, potrebno je
uvesti dodatnu pretpostavku o normalnosti slucajnih greSaka. Dakle, pretpostav-
ljamo da slucajni vektor greSaka € ima normalnu distribuciju kojoj je
n-dimenzionalni nul vektor 0 vektor ofekivanja te kojoj je oI kovarijacijska ma-
trica. Ova dodatna pretpostavka omogucava primjenu raznih statistickih testova i
metoda procjene, no njena opravdanost ovisi o specificnim okolnostima i prirodi
podataka. Postoji nekoliko nacina za provjeru normalnosti greSaka. Graficki pri-
kazi poput histograma ili Q-Q plotova mogu pomo¢i u vizualizaciji odstupanja
od normalne distribucije. Takoder, statistiCki testovi poput Shapiro-Wilk testa ili
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Kolmogorov-Smirnov testa mogu se koristiti za formalnu provjeru normalnosti. U
praksi, ¢ak i ako greske blago odstupaju od normalne distribucije, mnogi statisticki
testovi 1 dalje ostaju robusni. Naime, rezultati mogu biti pouzdani sve dok odstupa-
nja od normalnosti nisu ekstremna. U slucajevima kada su varijable snazno asime-
tricne ili imaju znacajne outliere, moZe biti potrebno koristiti alternativne metode
koje ne zahtijevaju pretpostavku normalnosti, kao $to su neparametarski testovi.

Iz gornje pretpostavke slijedi i da su slucajne varijable Y normalno distribuirane s
ocekivanjem 3, + Zl;:l Bjx; i varijancom 2. To jest, za slucajni vektor Y vrijedi:

Y ~ N,(XB,o°I) (2.15)

Nadalje, pokazuje se da je sluajni vektor procjenitelja 3 takoder normalno dis-
tribuiran, s vektorom o&ekivanja A i kovarijacijskom matricom o2 (X"X)™'. Dakle,
vrijedi:

B~ Nen(B, 0% (XX)™) (2.16)
Uz dodatnu pretpostavku o normalnosti slucajnih greSaka, moZzemo takoder poka-
zati da za procjenitelja varijance 6% definiranog s 2.13 vrijedi:

6'2
(n—k-1)— ~xY’(n-k-1) (2.17)
g

Naime, definirajmo Z kao standardni normalni slucajni vektor:
1
Z:=—e~N,0,1I
o

Uz oznake kao ranije tada vrijedi:

7 Y'MY B e Me

n—k-1)— = =Z'MZ~ ’(n—k-1)
g

o2 o2

Koeficijent determinacije R>

Koeficijent determinacije predstavlja kljucni statisticki pokazatelj koji se koristi za
procjenu kvalitete regresijskog modela. Ovaj koeficijent izrazava udio varijance
zavisne varijable koji se moZe objasniti varijablama neovisnog modela. Vrijednosti
koeficijenta determinacije R*> se krecu izmedu 0 i 1, pri ¢emu vrijednost bliza 1
sugerira da model dobro objasnjava varijancu podataka, dok vrijednost O ukazuje na
slabiju prediktivhu mo¢ modela. Za procjenu kvalitete regresijskog modela koristi
se i korigirani koeficijent determinacije, u oznaci R?, koji predstavlja prilagodenu
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verziju R? koja uzima u obzir broj nezavisnih varijabli u modelu. Ovaj koeficijent
se koristi kako bi se izbjeglo prekomjerno prilagodavanje modela (overfitting), $to
moZe nastati kada u modelu imamo viSak nezavisnih varijabli koje ne doprinose
znacajno objasnjenju zavisne varijable. Uvedimo oznake:

SSE := Z(Y,. — P2 = Z &> = ee = YYMY,
i=1

i=1

SSR:= Z(f/,. ~Y),
i=1

SST := Z(Y,- ~Y)>.
i=1

gdie je Y = %Z?:l Y;. Velic¢ina SSE se zove suma kvadrata greSaka (Sum of
Squares Error), veli¢inu SSR zovemo regresijski zbroj kvadrata (Sum of Squares
Regression) 1 ona mjeri odstupanja koja su objasnjiva regresijskim modelom, dok
veli¢inu SST zovemo ukupni zbroj kvadrata (Total Sum of Squares). Za te veliCine
vrijedi sljedeca relacija koju ¢emo iskazati u obliku propozicije:

Propozicija 2.3.1. (Osnovna jednakost analize varijance za regresijski model)
Vrijedi:
SST=SSE+SSR

Dokaz. Neka je N potprostor od R” razapet vektorom stupcem jedinica 1 € R”, te
neka je M takoder potprostor od R" razapet stupcima matrice X. Tada je N pot-
prostor od M, $to oznatavamo N < M. Nadalje, neka je N ortogonalni projektor
na potprostor N. Slijedi daje N = N, N> = N, NM = MN = 0, NH = HN = N.
Veli¢inu S ST tada moZemo izraziti kao SST = |Y — Y1]2. Sada moZemo primi-
jeniti Pitagorin pouc¢ak na vektor Y — Y1, definiciju projektora i navedena svojstva
projektora. Vrijedi:

SST =Y - Y17
= |HY = YD)? + [M(Y - YD)?
= |HY — HNY* + |MY — MNY/?
= |HY - NY|* + |IMY - 0
= |HY - Y1]* + MY}
=Y -Y1P +Y MY
=SSR+ SSE
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]
Konacno, mozemo definirati i koeficijent determinacije:
SSR SSE
R=—==1-—+ (2.18)
SST SST

Obzirom da SST mjeri ukupnu varijabilnost izlaznih podataka, a zbroj kvadrata
greSaka SSE mjeri preostalu varijabilnost izlaznih podataka nakon $to se uzme u
obzir utjecaj regresora, koeficijent R moZemo tumaditi kao udio rasipanja izlaznih
podataka koji se moZe objasniti funkcijskom vezom ulaznih i izlaznih podataka.
Zbog 0 < SSE < SST, vrijedii 0 < R?* < 1. Kao §to smo veé¢ napomenuli, vrijed-
nost koeficijenta R? blizu 1 ukazuje na to da je velik dio varijabilnosti u ¥ obja$njen
regresijskim modelom. Ako je vrijednost koeficijenta determinacije R? blize 0, to
znaci da veliki dio rasipanja izlaznih podataka otpada na rezidualno rasipanje koje
nije objasnjeno regresijskim modelom. Iako razlog moze biti slaba koreliranost iz-
medu ulaznih i izlaznih podataka, tom slu¢aju imamo poticaj da razmislimo o tome
trebamo 1li promijeniti regresijski model. Medutim, velika vrijednost R> ne znadi
nuzno da je regresijski model dobar procjenitelj, posebno kada imamo mali broj
podataka u odnosu na dimenziju regresijskog modela. To je jedan od razloga zbog
kojeg definiramo korigirani koeficijent determinacije:

oo SSE/(n— p)
SST/(n—1)

Uvodenjem nove regresorske varijable koeficijent determinacije R? se nece pro-
mijeniti bez obzira na doprinos nove varijable modelu. S druge strane, korigirani
koeficijent determinacije R? ¢e se povecati kada uvedemo dodatnu regresorsku va-
rijablu, ali samo ako dodatna varijabla smanjuje procjenu varijance slucajne greske.

Testiranje znacajnosti linearnog regresijskog modela

Jo§ jedan nacin na koji moZemo ispitati kvalitetu modela je test znaCajnosti. Za
detaljnije objasnjenje vidi [21]. Zelimo odrediti postoji li linearna veza izmedu
izlazne varijable Y i barem jedne od ulaznih regresorskih varijabli xi, x, .., x;. Zbog
toga ¢emo postaviti sljedece hipoteze:

Hy:B1=B=...=p=0

) (2.19)
H,:3j€{l,2,...,k} takavdag; # 0
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Nulta hipoteza je da su svi regresijski koeficijenti jednaki O, tj. da ne postoji
linearna veza izlazne varijable Y i bilo koje ulazne varijable. Ulazne varijable uobi-
¢ajeno je zvati faktori. Alternativna hipoteza je da je barem jedan regresijski koefi-
cijent razli¢it od 0. Dakle, ukoliko odbacimo nultu hipotezu moZemo zakljuciti da
barem jedan od regresora znacajno doprinosi modelu. Nadalje, neka je sada:

MSR = 258
k
(2.20)
SSE
MSE = ——
n—k-1
Iskoristit cemo ove definicije za definiranje testne statistike F:
MSR
Fi=—
MSE
Odredimo 1 distribuciju slucajne varijable F:
Teorem 2.3.2. Ako vrijedi
H()Iﬁl :/32=...:ﬁk:0
i € ~ N,(0,0%1,), tada su statistike SSR i SSE nezavisne te vrijedi
SSR
= ~x’ (k) (2.21)
o
SSE
— ~xX(n—k-1) (2.22)
o
Nadalje,
MSR
F = ~F(k,n—k—-1 2.23
USE (k,n ) (2.23)

Dokaz teorema se moZe pronaci u [9].

Rezultati ovog testa mogu nam ukazati ima li smisla nastaviti provodenje dalj-
njih testiranja modela. Ukoliko ne postoji linearna povezanost izlazne varijable Y
1 barem neke od prediktora, trebalo bi razmisliti o izmjeni postavljenog modela.
Cjelokupna procedura testa moZe se prikazati sljede€com ANOVA tablicom:



POGLAVLIJE 2. VISEPARAMETARSKA LINEARNA REGRESIJIA 26

Izvor Broj stupnjeva Zbroj kvadrata Srednje F-

varijabilnosti  slobode odstupanja kvadratno statistika
odstupanje

Model k SSR MSR F

Slucajna n—k-1 SSE MSE

pogreska

Ukupna n—1 SST

varijabilnost

Tablica 2.1: ANOVA tablica

Testiranje znacajnosti pojedinih kovarijata

Ako smo testom znacajnosti linearnog modela utvrdili da postoji linearna veza iz-
medu izlazne varijable Y i barem jedne od ulaznih regresorskih varijabli, preostaje
nam jos$ ispitati koji to¢no od regresora su znacajni u naSem modelu. Dakle, Zelimo
testirati hipotezu da je pojedini regresijski koeficijent jednak 0, Sto znaci da pripa-
dajuca ulazna varijabla nema utjecaj na vrijednost izlazne varijable. Hipoteze za
provjeru znacajnosti pojedinog koeficijenta regresije su:

H()Z,BJ'ZO

H,p, %0 (2.24)

Nulta hipoteza je tvrdnja da izlazna varijabla Y ne ovisi o regresoru x; za fiksni
j € 1,2, .., k. Prema tome, ako nulta hipoteza ne bude odbacena, mozemo zakljuciti
da je regresor x; viSak te ga izbacujemo iz modela. Ako odbacimo nultu hipotezu,
na zadanoj razini znacajnosti, zakljuCujemo da je regresor x; znaCajan u modelu te
ga ne mozemo izbaciti.
Iz jednakosti 2.20 slijedi da ,éj ima normalnu distribuciju N(8 j,0'§) gdje je 0'5 =
o?ajj, a a;; j-ti dijagonalni element matrice (X"X)™'. Odatle slijedi da slucajna
varijabla U = % ima standardnu normalnu distribuciju N(0,1). Iz 2.21 vidimo
da slucajna varijabla V = (n — k — 1);—; ima y?*(n — k — 1) distribuciju. Slu¢ajne
varijable U 1 V su nezavisne pa statistika T definirana s:

A

T = v _Fimhi (2.25)

VViin—k—-1) o0 +aj
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ima Studentovu distribuciju s (n-k-1) stupnjeva slobode.
Pokazali smo da u slucaju kada nultu hipotezu nismo odbacili, testna statistika de-
finirana s:

A

Bj

ajj

=

loa
ima Studentovu distribuciju s (n-k-1) stupnjeva slobode. Dakle, za zadanu razinu
znacajnosti a nultu hipotezu odbacujemo ako vrijedi [f| > t¢ 41, to jest apsolutna
vrijednost testne statistike je veca od 1 — 7 kvantila Studentove distribucije s n-k-
1 stupnjeva slobode. Naravno, regresijski koeficijent 8; ¢e ovisiti i 0 svim drugim
regresorskim varijablama x;, i # j koje su uklju¢ene u model. Prema tome, moZemo
reci da je ovo testiranje doprinosa varijable x; u odnosu na ostale varijable ukljucene
u model.

Testiranje znacajnosti podskupa parametara

Sli¢no kao u prethodnom odjeljku, moZemo istovremeno ispitati doprinos proizvolj-
nog podskupa ulaznih varijabli modela. Skup od k regresorskih varijabli ¢emo po-
dijeliti na dva podskupa. Jedan e sadrzavati varijable ¢iju znacajnost doprinosa
regresijskom modelu provjeravamo, a drugi sve ostale varijable. Neka je taj drugi
skup kardinalnosti m. Tada ¢e kardinalnost skupa varijabli ¢iji doprinos provjera-
vamo biti k — m. Potpuni model s k regresorskih varijabli zapravo moZemo shvatiti
kao prosirenje modela koji sadrZi samo m regresorskih varijabli te se tada zapravo
pitamo opisuje li potpuni model pojavu koju izu¢avamo bolje od suZenog modela.

U tom slucaju hipoteze su:

Hy:Bnii =Bmiz=...=B=0

) (2.26)
Hy:3dje{im+1,m+2,... kjtakavdag; # 0

Dakle, nulta hipoteza sadrZi tvrdnju da je model s m regresorskih varijabli do-
voljan, a alternativna hipoteza tvrdnju da je potreban potpuni model. Za testnu
statistiku moZemo uzeti:

__ (SSR, —SSRY/(k—m)
 SSR/(n—k-1)

gdje je S S R,, regresijski zbroj kvadrata za suZeni model s m regresorskih varija-
bli x1, x2, .., X, a S S Ry je regresijski zbroj kvadrata za potpuni model s k regresora.
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Razlika SSR,, — SS Ry je pozitivna jer regresijski zbroj kvadrata opada s poveca-
njem broja regresijskih varijabli. Testna statistika, to jest empirijski F-omjer ima
F(k—m,n—k— 1) distribuciju. Dakle, za danu razinu znacajnosti @, nultu hipotezu
¢emo odbaciti ako vrijedi F' > Fy_mu-k-1 Sto ukazuje da je barem jedna od vari-
jabli X411, Xpmy2, .., X Znacajna u modelu. Ovaj test uobicajeno se naziva parcijalni
F-test jer mjeri doprinos podskupa regresora kada su ostali regresori ve¢ ukljuceni
u model.

U slucaju m = k — 1, istrazujemo doprinos modelu samo jedne varijable x; kada su
preostale k — 1 varijable xi, x2, .., Xj_1, Xj11, .., Xx ve¢ u modelu. MoZe se pokazati
da je parcijalan F-test za jednu varijablu istovjetan t-statistici definiranoj u prethod-
nom odjeljku. Ipak, parcijalni F-test je opCenitiji jer moZe ispitati znaCajnost pro-
izvoljnog podskupa regresora. Parcijalni F-test pronalazi vaznu primjenu upravo u
modeliranju viSeparametarske linearne regresije, odnosno u biranju najboljeg skupa
regresora za model.

2.4 Pouzdani intervali

Pouzdani intervali su vrlo vaZan alat, posebno kada govorimo o procjeni regresijskih
koeficijenata i oCekivanja ciljne varijable. Ovi intervali nam pomazu da razumijemo
koliko su naSe procjene pouzdane. Na primjer, kada izraCcunamo regresijski koefici-
jent, pouzdani interval nam pokazuje raspon unutar kojeg moZemo ocekivati stvarnu
vrijednost tog koeficijenta s odredenim stupnjem sigurnosti. Sirina pouzdanog in-
tervala moZe se smatrati mjerom kvalitete naseg regresijskog modela. UZi interval
ukazuje na vecu preciznost i pouzdanost modela, dok $iri interval moZe signalizi-
rati probleme s modelom ili visoku varijabilnost u podacima. U praksi, koriStenje
pouzdanih intervala pomaZze istraZziva¢ima da donesu bolje odluke i pravilno inter-
pretiraju rezultate. Time se povelava vjerodostojnost analize i smanjuje rizik od
pogresnih zakljuCaka. Na taj nacin, pouzdani intervali postaju kljucni alat za razu-
mijevanje 1 komunikaciju rezultata statistickih analiza.

Vrijede pretpostavke kao u prethodnom potpoglavlju: slucajni vektor e prati nor-
malnu distribuciju s vektorom ocekivanja 0, te kovarijacijskom matricom o1,.

Pouzdani intervali za nepoznate koeficijente

Nakon §to smo odredili toc¢kovne procjenitelje za regresijske koeficijente, Zelimo im
pridruZiti i pouzdane intervale na odredenoj razini znacajnosti . Za konstrukciju
pouzdanih intervala koristimo ve¢ definiranu statistiku 2.25 koja ima Studentovu
distribuciju s n — k — 1 stupnjeva slobode.

Sada definiramo (1 — ) - 100% pouzdani interval za nepoznati parametar §;, j =
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0,1,..,kje:
[,Bj - ta/z,n—pocj’ﬁj + ta/z’”_l’ocj]

gdjeje o = 2a jj procjena standardne devijacije regresijskog koeficijenta.

Pouzdani interval za ocekivanje izlazne varijable

Osim tockovne procjene, moZzemo konstruirati intervalnu procjenu za ocekivanje
izlazne varijable Y u odredenoj tocki. Definiramo vektor vrijednosti prediktorskih
varijabli x:

BB
Xo1
x, = [*02

| X0k |

Zelimo procijeniti vrijednost E[Y|xo]. Procjena vrijednosti izlazne varijable u tocki
Xo jednaka je:
YA() = XSB

o je nepristrani procjenitelj za E[Y|xy] jer vrijedi E[Y,] = xiB = E[Y|xo]. Uoca-
vamo da je procjena ocekivane vrijednosti od Y jednaka procjeni iznosa mjerenja
Y za dani x = xo. Uz pretpostavku o normalnoj distribuciji slucajne greske, sli-
jedi da je slucajna varijabla ¥, distribuirana s o¢ekivanjem E[Y|x,] i varijancom
(szg(XTX )~"'xo. MoZe se pokazati da sljedeca statistika slijedi Studentovu distribu-
ciju s n — k — 1 stupnjeva slobode:

Yo — E[Y1x0]
\/azxg(XTX)—le

(2.27)

prema [11], moZe se pokazati da je (1 — @) - 100% pouzdani interval za E[Y|xo],
tj. za oc¢ekivanu vrijednost izlazne varijable u tocki x, jednak

[fo — Loy n—k-1 \/UzX(T)(XTX)_IXO, Yo + tajani-i \/O'ZXS(XTX)_IXO]
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Pouzdani intervali za predvidanje novih opazanja

Linearna regresija nam omogucava da za proizvoljno odabrane vrijednosti ulaznih
varijabli predvidimo vrijednost izlazne varijable. S obzirom na to da na temelju
slu¢ajnog uzorka ne mozemo znati koja je prava vrijednost izlazne varijable za
dane regresore, pokazuje se korisnim konstruirati pouzdane intervale. Za razliku
od prethodnog poglavlja u kojem smo konstruirali intervalnu procjenu za srednju
vrijednost izlazne varijable, sada ¢emo konstruirati pouzdane intervale za procjenu
vrijednosti izlazne varijable. Neka je sada xy;, xop, .., Xor pO volji odabrana vrijed-
nost prediktorske varijable te ¥, to¢kovni procjenitelj za vrijednost izlazne varijable
Yy u tocki x( definiranoj sa:

1
Xo1
x, = [X02

| X0k |

To&kovni procjenitelj ¥, jednak je tockovnom procjenitelju za oekivanu vrijed-
nost od Y uz dano x = x,:

?0 = XE)B
Neka je Yy = X{ﬁ + € ~ N(xaﬁ, o) vrijednost izlazne varijable koju Zelimo
predvidjeti. Pokazuje se da statistika:
Yo - Yo
\/&2(1 + X(XTX)xo)

(2.28)

ima Studentovu distribuciju s n — k — 1 stupnjeva slobode iz ¢ega proizlazi, a
detaljno je raspisano u [11], da je (1 — @) - 100% pouzdani interval za vrijednost
izlazne varijable u tocki x, jednak:

[fo — toj2,n—k-1 \/5'2(1 + x5(X"X) ™ x0), Yo + tajrn i \/5'2(1 + x5(X7X) " x0)

2.5 Nelinearna regresija

Viseparametarska linearna regresija predstavlja temeljni koncept za shvacanje slo-
Zenijih modela, koji ne moraju biti nuzno linearni. ViSeparametarska linearna regre-
sija u svom nazivu nosi pridjev linearna zato S$to je linearna u parametrima, to jest
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parametri u modelu imaju potenciju jednaku jedan. Do sada smo izucavali model
koji je linearan i u parametrima i u ulaznim varijablama. U profesionalnom radu,
¢esto ¢emo naici na pojave koje ne¢emo moc¢i modelirati isklju¢ivo linearnom ve-
zom izmedu ulaznih 1 izlaznih varijabli. S obzirom na to da nelinearni modeli nisu
tema ovoga rada, bit ¢e spomenuti vrlo sazeto. Opcenito, ako je model linearan u
parametrima ali nije linearan u ulaznim varijablama, moZda moZemo pronaci prik-
ladnu transformaciju koja ¢e model svesti na model linearan u parametrima i ulaz-
nim varijablama, te potom koristiti sve poznate rezultate iz prethodnih poglavlja.
Na primjer:

Y =Box o e (2.29)

Ovaj model naziva se op¢i multiplikativni regresijski model s k prediktora. Mo-
del je linearan u parametrima i nelinearan u ulaznim varijablama. Trivijalno je za
vidjeti da je prikladna transformacija logaritmiranje:

InY = 1Ilﬁ() +ﬁ1 lnxl +ﬁ211’1)€2 +... +,8k11'1)€k +1Ine (230)

¢ime smo dobili model linearan u parametrima i u ulaznim varijablama, s time
da umjesto originalnih vrijednosti koristimo logaritmirane vrijednosti zavisne i ne-
zavisnih varijabli. U ovome modelu dobivene regresijske koeficijente /3 ; tumacimo
kao srednju vrijednost postotka promjene zavisne varijable Y ako se ulazna varija-
bla x; poveca za 1%, a sve ostale varijable ostanu nepromijenjene.
Posljednji primjer koji navodimo je linearni regresijski polinom u kojem se pretpos-
tavlja da je veza izmedu zavisne varijable Y i jedne nezavisne varijable x polinom
stupnja n:

Y=Bo+Bix+LoxX’> +...+ B, X" +¢€ (2.31)

Ovaj model koji je linearan u parametrima, ali nije linearan u ulaznim varija-
blama, moZemo uz jednostavnu supstituciju:

* 2

X|=XX =X,...,X d

\=
shvatiti i kao model linearne regresije s n ulaznih varijabli te ponovno primje-

njivati sve poznate rezultate.

Modele koji nisu linearni u parametrima ili ne postoji prikladna transformacija ko-

jom se svode na linearni model, moramo analizirati drugim metodama.



Poglavlje 3

Pobacaj i kriminalitet u SAD

Opisano istrazivanje i rezultati u ovom poglavlju temelje se na clanku [13]. U svojoj
studiji iz 2001. godine, Donohue i Levitt tvrdili su da je legalizacija pobacaja pocet-
kom 1970-ih znacajno doprinijela smanjenju kriminala koje je zabiljeZeno 1990-ih.
Predvidjeli su da ée se, kako vrijeme prolazi, utjecaj legaliziranog pobacaja udvos-
truciti, rezultirajuci stalnim godiSnjim smanjenjem kriminala od oko 1% tijekom
dva desetljeca.

Kasnija analiza koja obuhvaca podatke od 1998. do 2014. godine potvrdila je
ovu predikciju, procjenjujuci da je ukupni kriminal pao za 17.5% zbog legaliza-
cije pobacaja, odrzavajuci predvideno godiSnje smanjenje. Konkretno, od 1991. do
2014. godine, stope nasilnog 1 imovinskog kriminala smanjile su se za ¢ak 50%.
Legalizacija pobacaja uzrokovala je smanjenje nasilnog kriminala za 47% i imovin-
skog kriminala za 33%, Sto objasnjava znacajan dio ukupnog smanjenja kriminala
tijekom tog razdoblja.

3.1 Uvod

Donohue i Levitt predloZili su vezu izmedu legalizacije pobacaja i buduceg kri-
minala. Hipoteza je jednostavna: nezeljena djeca imaju veci rizik za nepovoljne
Zivotne ishode, ukljucujuéi kriminal. Legalizacija pobacaja smanjila je broj neZe-
ljenih rodenja, Sto je rezultiralo manjim kriminalom medu tim kohortama. Njihova
analiza pokazala je da je legalizacija pobacCaja mozda najvaZzniji faktor u smanjenju
kriminala 1990-ih, moZda objaSnjavajuci polovicu pada kriminala u SAD-u izmedu
1991. 1 1997. godine. Njihova tvrdnja izazvala je brojne akademske rasprave i
kritike. Tako su dokazi bili sugestivni, nisu bili opée prihvaéeni. Identifikacija pro-
cjena nije proizasla iz randomiziranog eksperimenta, ve¢ iz razliitih izvora, od
kojih svaki ima svoje manjkavosti. Takoder, vremenski okvir epidemije cracka,

32
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koja se poklopila s vr$nim godinama kriminala prve kohorte izloZene legaliziranom
pobacaju, dodatno je oteZao razlucivanje uzrocnog utjecaja legalizacije pobacaja.
Clanak [13] analizirao je podatke o kriminalu prikupljene gotovo 20 godina nakon
prvotne analize kako bi podrzao ili opovrgnuo hipotezu o vezi izmedu pobacaja i
kriminala. Metodologija je jednostavna: reproduciramo glavne tablice iz Donohue
i Levitt (2001), proSirujuéi skup podataka na razdoblje od 1998. do 2014. godine.
Rezultati pruzaju snaznu podrsku hipotezi o vezi izmedu pobacaja i kriminala.

3.2 Pozadina problema i podatci

U 19. stoljecu, ameri¢ke su drZzave pocele zabranjivati pobacaj, no te su zabrane
pocele popustati krajem 1960-ih. Godine 1973., odluka Vrhovnog suda u slucaju
Roe protiv Wade legalizirala je pobac¢aj na nacionalnoj razini.

Otprilike 18 godina nakon presude Roe protiv Wade, stopa kriminala iznenada
je pocela opadati. Od 1991. do 1997. godine, nasilni kriminal smanjio se za 20%,
imovinski kriminal za 16%, a ubojstva za 30%. Izmedu 1997. i 2014. godine,
nasilni i imovinski kriminal po glavi stanovnika smanjili su se za 40%, a ubojstva
za 35%.

Put do legalizacije nije stvorio uvjerljive nasumicne varijacije u izloZenosti po-
bacaju. Iako bi rana legalizacija pobacaja u pet drZzava mogla posluZiti kao prirodni
eksperiment, te su drzave jasni izuzeci. Cak i nakon §to su stope pobacaja dosegle
stabilno stanje tijekom 1980-ih, efektivna stopa pobacaja povezana s nasilnim kri-
minalom u drzavama koje su rano legalizirale pobacaj bila je gotovo dvostruko veéa
od one u ostatku zemlje. Efektivna stopa pobacaja na 1000 Zivorodenih predstav-
lja metriku koja izraZava ocekivani utjecaj legalizacije na stope kriminala, po danoj
godini i saveznoj drZavi. Definirana je kao ponderirani prosjek stopa pobacaja za ro-
dene kohorte unutar drzave, pri cemu su ponderi odredeni udjelom ukupnih uhicenja
na nacionalnoj razini za odredenu kategoriju zlocina iz 1985. godine za pojedince
te dobi. Formalno:

Uhicenja,

Efektivni pobacaj, = Z Pobacaj,_, Uhidenia
- icenj

ukupno

gdje t oznacCava godine, a a oznacava dob kohorte. Pobacaj je broj pobacaja na
1.000 Zivorodenih, a omjer iz 1985. godine predstavlja udio uhi¢enja za odredeni
zlocin koji ukljucuje osobe s dobi a.
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3.3 Rezultati koji otkrivaju povezanost izmedu
pobacaja i kriminala

Kriminal je ranije i viSe opao u pet drzava koje su ranije
legalizirale pobacaj

U ovom dijelu analiziramo obrasce kriminala u pet drzava (Aljaska, Kalifornija,
Havaji, New York 1 Washington) koje su legalizirale ili polulegalizirale pobacaj oko
1970. godine, u usporedbi s ostatkom zemlje gdje pobacaj nije postao legalan do
odluke Vrhovnog suda u slu¢aju Roe protiv Wade iz sijecnja 1973. godine. U tablici
3.1 1 3.2 prikazani su azurirani podaci iz Donohuea i Levitta (2001), koji pokazuju
postotne promjene u kriminalu izmedu 1976. 1 1982., izmedu 1982. 1 1997., te
izmedu 1997. 1 2014. za rane legalizatore 1 ostatak zemlje. Takoder prikazujemo
razlike u tim postotnim promjenama kriminala izmedu ranih legalizatora i ostatka
nacije. Prva dva stupca odnose se na podatke dostupne u Donohueu i Levittu (2001),
dok treci i Cetvrti stupac, koji prikazuju promjene kriminala od 1997. do 2014. te
kumulativno izmedu 1982. 1 2014., predstavljaju nove podatke.

Grupa legalizacije 1976-82 1982-97 1997-2014 Kumulativno
(1982-2014)

Nasilni kriminal

Rani legalizatori 15.8 -12.9 -61.7 -74.7
Ostatak SAD-a 20.9 14.5 -41.7 -27.1
Razlika -5.1 -27.5 -20.1 -47.5
SE 5.1 7.3 8.6 11.8
P-vrijednost 0.3 0.0 0.0 0.0
Imovinski kriminal

Rani legalizatori 0.8 -44.3 -54.4 -98.6
Ostatak SAD-a 5.2 -9.5 -52.3 -61.8
Razlika -4.3 -34.7 -2.1 -36.8
SE 2.7 5.7 4.8 8.8
P-vrijednost 0.1 0.0 0.7 0.0

Tablica 3.1: Trendovi nasilnog kriminala za drZave koje su rano legalizirale pobacaj
naspram ostatka SAD-a
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Grupa legalizacije
1976-82 1982-97 1997-2014 Kumulativno
(1982-2014)

Ubojstva (UCR)

Rani legalizatori 5,4 -40,8 -62.4 -103,3
Ostatak SAD-a 0,2 -24.7 -33,1 -57,7
Razlika 5,3 -16,2 -29.3 -45.5
SE 7,3 10,7 6,9 11,4
P-vrijednost 0,5 0,1 0,0 0,0
Ubojstva (VS)

Rani legalizatori 8,4 -38,3 -58.,3 -96,7
Ostatak SAD-a 4,2 -24,6 -27,3 -51,9
Razlika 4,2 -13,7 -31,1 -44.8
SE 6,1 9,9 6,1 10,4
P-vrijednost 0,5 0,2 0,0 0,0

Efektivna stopa
pobacaja na kraju

razdoblja

Rani legalizatori 1,6 281,0 5144 5144
Ostatak SAD-a 0,1 1394 294,6 294.,6
Razlika 1,5 141,6 219,8 219,8

Tablica 3.2: Trendovi ubojstava za drzave koje su rano legalizirale pobacaj naspram
ostatka SAD-a

Pet drzava koje su ranije legalizirale pobacaj ne samo da su odrZale vise stope
pobacaja, ve¢ su takoder doZivjele rastucu razliku u efektivnim stopama pobacaja
vezanim uz nasilni kriminal u usporedbi s drugim drzavama. Do 1997. razlika je
iznosila 141.6, a povecala se na 219.8 do 2014. Nasa teorija predvida da nije bilo
znacajnih razlika u obrascima kriminala izmedu ranih legalizatora i drugih drzava
prije 1982., ali predvida veCe smanjenje stope kriminala nakon toga. Podaci iz
tablica podrzavaju ovo predvidanje, pokazujuéi da nije bilo statisti¢ki znacajnih
trendova kriminala prije 1982. Od 1982. do 1997., nasilni kriminal smanjio se
za 27.5% u drzavama koje su ranije legalizirale pobacaj u odnosu na druge, dok
su se imovinski kriminal i ubojstva takoder znacajno smanjili. Izmedu 1997. i
2014., nasilni kriminal je pao dodatnih 20.1%, dok imovinski kriminal nije pokazao
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znacajnu promjenu, ali su stope ubojstava pale za oko 30%. Kumulativne razlike u
stopama kriminala tijekom cijelog razdoblja bile su statisticki znacajne.

Kriminal se viSe smanjio u drzavama s visokim stopama
pobacaja nego u onima s niskim stopama

Drugi izvor varijacije za identifikaciju veze izmedu pobacaja i kriminala je uspo-
redba obrazaca kriminala medu drZzavama s razli¢itim razinama koriStenja pobacaja
nakon legalizacije. Slijede¢i Donohuea i Levitta (2001), rangiramo drZave prema
njihovim efektivnim stopama pobacaja za nasilni kriminal iz 1997. i dijelimo ih u
tri kategorije: niska, srednja 1 visoka. Gornja tri dijela Tablice 3.3 prikazuju pos-
totne promjene u drZzavama s visokim, srednjim i niskim stopama pobacaja za na-
silni kriminal, imovinski kriminal i ubojstva tijekom razdoblja 1973-85, 1985-97 i
1997-2014. Posljednji dio tablice prikazuje prosjecnu efektivnu stopu pobacaja na
kraju relevantnog razdoblja za tri grupe drZava.

Trebalo bi biti malo ili nimalo utjecaja pobaCaja na kriminal prije 1985., jer
su efektivne stope pobacaja izuzetno niske te godine, ¢ak 1 u drzavama s visokim
stopama pobacaja. Rezultati u prvom stupcu za razdoblje 1973-85 su u skladu s
tom pretpostavkom. Obrasci stopa nasilnog kriminala su vrlo sli¢ni medu drzavama
s niskim, srednjim i visokim stopama pobacaja. Imovinski kriminal raste manje
u drzavama s visokim stopama pobacaja nego u onima s niskim, ali je suprotan
obrazac za ubojstva, gdje su smanjenja kriminala najmanja u drZavama s visokim
stopama pobacaja.

Promjene u kriminalu izmedu 1985. i 1997. otkrivaju vrlo drugaciji obrazac.
U svakoj kategoriji kriminala, drZzave s visokim stopama pobacaja dozivljavaju po-
voljnije trendove kriminala od drZzava sa srednjim stopama, dok drZave s niskim
stopama prolaze najgore. Za sve tri kategorije kriminala, razlika izmedu drzava s
visokim 1 niskim stopama pobacaja iznosi priblizno 30 postotnih bodova, a nesto je
veca za ubojstva prema podacima o nasilju.

Ucestalost 1973-85 | 1985-97 | 1997-2014 | Kumulativno (1985-2014)
pobacaja

(1997)

Nasilni

kriminal

Najnize 32.9 26.3 -23.3 3.1

Srednje 28.5 20.6 -36.2 -15.6

Najvise 28.6 -1.5 -60.7 -62.2
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Ucestalost 1973-85 | 1985-97 | 1997-2014 | Kumulativno (1985-2014)
pobacaja

(1997)

Imovinski

kriminal

Najnize 33.6 10.8 -42.1 -31.2
Srednje 27.4 2.9 -45.7 -42.8
Najvise 13.2 -22.2 -61.5 -83.7
Ubojstvo

(UCR)

Najnize -23.5 7.4 -32.3 -24.9
Srednje -20.8 -12.7 -32.4 -45.2
Najvise -11.9 -25.3 -46.7 -71.9
Ubojstvo

(VS)

Najnize -17.0 13.7 -27.0 -13.3
Srednje -22.8 -12.3 -25.5 -37.7
Najvise -7.4 -23.6 -42.3 -65.9
Efektivni

pobacaj na

1,000 na

kraju

razdoblja

Najnize 0.8 77.0 179.8 179.8
Srednje 1.4 125.6 265.6 265.6
Najvise 54 232.6 450.8 450.8

Tablica 3.3: Promjene u kriminalu 1985.-2014. u drZavama
s niskim, srednjim 1 visokim stopama pobacaja

U treem stupcu prikazani su rezultati za razdoblje nakon objave originalnog
rada. U sve tri kategorije kriminala, smanjenje kriminala je znatno vece u drzavama
s visokim stopama pobacaja nego u onima s niskim, $to teorija predvida. Razlike
su znacajne: nasilni kriminal pao je dodatnih 35 postotnih bodova od 1997. godine
u drzavama s visokim stopama pobacaja u odnosu na niske. Za imovinski kriminal
ta razlika iznosi viSe od 19 postotnih bodova, a za ubojstva priblizno 15 postotnih
bodova. Kada se agregiraju podaci za cijelo razdoblje od 1985. do 2014. (Cetvrti
stupac), drzave s visokim stopama pobacaja dozivjele su smanjenje kriminala u
odnosu na niske drzave od -65.3, -52.5 1 -47.0 postotnih bodova za nasilni kriminal
(UCR), imovinski kriminal i ubojstva, redom. Prema podacima Vital Statistics,
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razlika u ubojstvima iznosi -52.6 postotnih bodova.

Pobacaj je izuzetno znacajan u objasnjenju smanjenja kriminala
u panel podacima

Treci izvor varijacije dolazi iz analize panel podataka koja nam omoguéuje kontrolu
za druge faktore, uz stope pobacaja, koji utjecu na kriminal. Procjena ima oblik:

In(Kriminaly,) = g, - Efektivni pobacaj, + X - ® + y, + 4, + €4

Zavisna varijabla predstavlja logaritmiranu stopu kriminala po glavi stanovnika
u saveznoj drzavi s u trenutku 7. NaSa glavna nezavisna varijabla je efektivna stopa
pobacaja za odredenu drzavu, godinu i kategoriju kriminala. X je vektor kontrolnih
varijabli na razini drZave, ukljucujuci broj zatvorenika i policajaca po glavi stanov-
nika, skup varijabli koje prikazuju ekonomske uvjete u drzavi, kaSnjenje drZzavne
socijalne pomodi, indikator prisutnosti zakona o skrivenom nosenju pisStolja i po-
troSnju piva po glavi stanovnika. Ukljuceni su fiksni efekti za drzavu i godinu,
oznaceni kao y, 1 4,. Sve regresije su ponderirane prema populaciji drzave i pri-
lagodene za serijsku korelaciju koriste¢i metodu koju su opisali Bhargava 1 sur.
(1982) u [3]. SaZeti statistiCki podaci za cijeli uzorak procjene prikazani su u Ta-
blici 3.4. Prikazujemo kako ukupne tako i unutar-drzavne standardne devijacije, Sto
su relevantnije mjere kada su ukljuceni fiksni efekti za drzave. Efektivna stopa po-
bacaja razlikuje se medu kategorijama kriminala zbog razlike u dobnoj distribuciji
uhicenja.

Rezultati regresije prikazani su u Tablici 3.5. Zavisna varijabla u stupcima 1
i 2 je (logaritmirani) nasilni kriminal, dok stupci 3 i 4 prikazuju (logaritmirani)
imovinski kriminal. Stupci 5 1 6 odraZzavaju (logaritmirana) ubojstva prema UCR-u,
a stupci 7 1 8 prikazuju (logaritmirana) ubojstva prema Vital Statistics. Za svaku od
Cetiri mjere kriminala prikazane su dvije razlicite specifikacije: neparni stupci bez
kontrolnih varijabli, a parni s punim skupom kontrola.

Svi koeficijenti za pobacaj u tablici 3.5 su negativni, Sto implicira da su viSe
stope pobacaja povezane s nizim kriminalom. Ovi ucinci su statisticki znacajni, pri
¢emu je jedanaest od dvanaest procjena znacajno na razini od 0.01. Koeficijenti za
pobacaj u razdoblju nakon naSeg prvog istraZivanja veci su u svih osam specifikacija
tablice, Sto sugerira da su rezultati izvan uzorka jaci nego u originalnom radu.

Povecanje efektivne stope pobacaja od 100 na 1000 Zivorodenih povezano je sa
smanjenjem kriminala od otprilike 10-20%.

Dosljedna snaZna negativna povezanost izmedu pobacaja i kriminala je upecat-
ljiva. Dodavanje kontrola modelima panel podataka ima mali utjecaj na procjenu
ucinka pobacaja za nasilni kriminal, dok povecava uinak za imovinski kriminal



POGLAVLIJE 3. POBACAJ I KRIMINALITET U SAD

39

1 mjere ubojstava. Rezultati Tablice 3.5 ostali su izuzetno robusni ¢ak i kada su
koriStene razlicite specifikacije i dodatne kontrole.

Varijabla Prosjek Standardna Standardna
devijacija devijacija
(Ukupno) (Unutar drzave)

Nasilni zloc¢in na 100,000 540.93 238.43 156.97

stanovnika

Imovinski zlo¢in na 100,000 3,882.96 1,215.86 968.50

stanovnika

Ubojstvo na 100,000 6.59 3.60 2.33

stanovnika (UCR)

Ubojstvo na 100,000 7.03 3.53 2.25

stanovnika (VS)

EAR: Nasilni zlo¢in 203.64 152.38 128.47

EAR: Imovinski zlo¢in 240.93 151.27 117.39

EAR: Ubojstvo 179.33 148.15 128.97

Zatvorenici na 1,000 3.83 1.61 1.05

stanovnika (t-1)

Policija na 1,000 stanovnika 3.08 0.71 0.37

(t-1)

Realni osobni dohodak po 17,045.93 2,914.40 1,942.68

glavi stanovnika

Realna AFDC socijalna 3.76 1.73 1.05

pomoc¢ po obitelji

primatelja/1,000 (t-15)

Stopa nezaposlenosti u 6.20 1.92 1.73

drzavi (%)

Potro$nja piva po glavi 1.22 0.19 0.09

stanovnika (Galoni etanola)

Stopa siromastva 13.47 3.24 1.77

Tablica 3.4: SaZetak Statistika, 1985-2014
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Ovisna varijabla: Nasilni kriminal ~ Imovinski kriminal UCR Ubojstva VS Ubojstva
(D 2 (3) (G} (5) (6) N ®)
Stope pobacaja 1985-1997 -0,184** -0,178** -0,138** -0,152** -0,087** -0,100%* -0,098** -0,116%*
(0,022)  (0,022)  (0,017)  (0,016)  (0,038)  (0,040) (0,034)  (0,036)
Stope pobacaja 1998-2014 -0,192%* -0,189%* -0,149** -0,168** -0,131** -0,152%* -0,144%* -0,164%*
(0,019)  (0,019)  (0,016) (0,015)  (0,017)  (0,021)  (0,016)  (0,019)
In (zatvorenici po glavi stanovnika, zaostalo) 0,007 -0,111%* -0,021%* -0,133%*
(0,037) (0,034) (0,056) (0,051)
In (policija po glavi stanovnika, zaostalo) -0,015 -0,027 -0,137* -0,186%*
(0,015) (0,014) (0,053) (0,049)
Stopa nezaposlenosti -0,027 0,536 1,212 1,084
(0,356) (0,314) (0,716) (0,657)
In (realni dohodak po glavi stanovnika) 0,003 -0,076 0,329 0,172
(0,129) (0,114) (0,224) (0,203)
Stopa siromastva -0,002 -0,001 -0,003 -0,001
(0,001) (0,001) (0,003) (0,003)
Realni AFDC 0,004 -0,001 -0,008 -0,003
(0,003) (0,003) (0,008) (0,007)
Zakon o skrivenom oruzju 0,014 0,019 -0,042 -0,023
(0,015) (0,011) (0,022) (0,022)
Potro$nja piva po glavi stanovnika 0,077 0,026 0,286%* 0,286%*
(0,050) (0,044) (0,106) (0,096)
Godine FE Da Da Da Da Da Da Da Da
Drzave FE Da Da Da Da Da Da Da Da
Broj promatranja 1.530 1.517 1.530 1.517 1.530 1.517 1.512 1.499
R? 0,815 0,844 0,974 0,978 0,908 0,853 0,877 0,887
Prilagodeni R? 0,805 0,834 0,973 0,978 0,845 0,857 0,870 0,880

Tablica 3.5: Panelni podaci: Procjena odnosa izmedu stopa pobacaja i kriminala, 1985-2014

Napomena: * P < 0,05, ** P <0,01.
Ovisna varijabla je log prirodnog broja kriminala po glavi stanovnika prema vrsti kriminala. Drugi stupac ukljucuje dodatne varijable s fiksnim
efektima za drzave i godine. Rezultati se temelje na ponderiranim procjenama najmanjih kvadrata. Standardne greke prikazane su u zagradama.
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3.4 Povezivanje stopa pobacaja s uhi¢enjima prema
dobi

Prednosti prelaska s podataka o kriminalu na podatke o stopi
uhicenja

DosadaSnja analiza pokazala je povezanost izmedu porasta uc¢inkovitih stopa poba-
¢aja 1 smanjenja nasilnih zloCina, imovinskih zloCina i ubojstava. Stope kriminala
su prirodan i logican ishod za proucavanje, ali imaju ograni¢enje: ne omogucuju
uvid u dob pocinitelja jer pocinitelj Cesto ostaje nepoznat. To znaci da se analize
kriminaliteta moraju provoditi na razini saveznih drZava i godina, §to onemogucuje
detaljno testiranje hipoteze o povezanosti pobacaja i kriminala. Ta hipoteza pre-
dvida da bi obrasci kriminala trebali varirati medu generacijama unutar iste drZzave
i godine, ovisno o stopi pobacaja u trenutku kada je odredena generacija bila u
maternici.

Kako nije moguce dobiti precizne podatke o stopama kriminala prema dobi po-
Cinitelja, oslanjamo se na podatke o uhi¢enjima. Kod zloCina gdje postoji uhicenje,
dostupni su podaci o dobi uhi¢enih, §to omogucuje analizu na razini drZzave, godine
i pojedinacne dobi. Ovo nam omoguduje ukljucivanje varijabli za kombinacije dr-
Zava, godina i dobnih skupina u panel analizu, ¢ime se hipoteza testira s razinom
preciznosti koja nije moguca s agregiranim podacima o kriminalu. Preciznije:

In(Uhicenja,,,) = B; - Efektivni pobacaj,,, + v + Ay + Oy + €44 (3.1

gdje su s, f 1 a indeksi za drzavu, godinu i dob, respektivno. Varijabla Uhi-
¢enja predstavlja broj uhi¢enja za odredeni zlo¢in. Kao mjeru stope pobacaja za
specificnu kohortu koristimo stopu pobacaja u drzavi gdje je uhicenje izvrSeno, u
kalendarskoj godini koja je najvjerojatnije prethodila rodenju uhienika. Dummy
varijable za drzavu X dob, dob X godina 1 drzava X godina apsorbiraju varijaciju
duz tih razli¢itih dimenzija. Sva varijacija u kovarijatima koriStenim u prethodnim
panelnim regresijama kriminala nalazi se na razini drZava X godina, tako da u ovim
specifikacijama ne ostaje varijacija u tim kovarijatima. Podaci po pojedinacnim go-
dinama dobi dostupni su samo za uzrast 15-24 (za starije i mlade uzraste podaci su
grupirani, obi¢no u petogodiSnje dobne skupine), stoga ograniCavamo nas uzorak
na to dobno razdoblje.

Tablica 3.6 prikazuje rezultate. Ovisna varijabla je prirodni logaritam broja uhi-
¢enja za kategoriju zlo¢ina navedenu na vrhu stupca. U skladu s izvornim radom,
predstavljamo rezultate za nasilni kriminal (stupci 1-3) 1 imovinski kriminal (stupci
4-6), ali ne 1 za ubojstvo, jer je ubojstvo dovoljno rijetko (s jos rjedim uhicenjima)
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tako da mnoge Celije za drzavu-godinu-dob ostanu prazne. Skup kovarijata se po-
vecava od lijeva prema desno unutar svake kategorije zloCina, $to je naznaceno u
donjem dijelu tablice. Gornje dvije vrste prikazuju koeficijent za stopu pobacaja
u razdoblju obuhvadenom izvornim podacima (prva vrsta) i u kasnijim godinama
(druga vrsta). U tablici je prikazan samo koeficijent za stopu pobacaja. Kao i1 kod
naSe regresije kriminala, procijenili smo i regresiju uhi¢enja koristeéi specifikaciju
s jednom varijablom pobacaja, koju prikazujemo u treCem retku Tablice 3.6.

In (Nasilna uhi¢enja) In (Imovinska uhicenja)
(H 2 3 4 Q)] (6)
Stopa pobacaja *85.—’97. (x100) -0,033 -0,056 -0,031 -0,048 -0,032 -0,029

(0,006)%*  (0,008)%*  (0,006)**  (0,007)**  (0,004)%%  (0,004)%*
[0,012]**  [0,024]*  [0,014]*  [0,017]*  [0,012]*  [0,010]
Stopa pobacaja *98.—’14. (x100)  -0,042 0,049 0,057 -0,086 -0,080 -0,082
(0,006)%*  (0,006)%*  (0,007)**  (0,005)**  (0,005)**  (0,005)%*
[0,024] [0,026]  [0,017]*%  [0,015]*  [0,012]%  [0,011]*
Stopa pobacaja '85.~’14. (x100)  -0,039 -0,051 0,038 0,074 0,067 -0,033
(0,005)%*  (0,006)%*  (0,005)%* (0,005)**  (0,005)%% (0,005)%*
[0,019]*  [0,025]* [0,013]** [0,012]*  [0,012]*  [0,010]

Godina x Dob? Da Da Da Da Da Da
Fiksni ucinci drzave? Da Implied Implied Da Implied Implied
Drzava x Dob? Ne Da Da Ne Da Da
Drzava x Godina? Ne Ne Da Ne Ne Da
Broj promatranja 13,765 13,765 13,765 13,770 13,770 13,770

Tablica 3.6: Povezanost izmedu stopa pobacaja i uhi¢enja prema dobi, 1985.-2014.

Napomena: * p < 0,05; ** p < 0,01. Rezultati u tablici predstavljaju koeficijente regresijskih procjena
jednadzbe (3.1). Jedinica promatranja u regresijama je godiSnji broj uhiéenja prema pojedinacnoj dobi unutar
drzave. Uzorak pokriva razdoblje od 1985. do 2014. za dob od 15 do 24 godine. Gornji dio tablice
procjenjuje uc¢inak pobacaja na pocetni period (1985.-1997.) i za ostatak perioda (1998.-2014.). Donji dio
procjenjuje jednu varijablu za stopu pobacaja kroz cijeli period. Pogreske standardizirane po klasterima
prikazane su u uglatim zagradama.

Tablica 3.6 prikazuje da su koeficijenti pobacaja negativni i visoko znacajni
za obje kategorije zloCina i sve specifikacije. Ukljucivanje dodatnih kovarijata ne
utjeCe ocigledno na veliCinu koeficijenata pobacaja. U skladu s rezultatima regresije
iz Tablice 3.5, procjene koeficijenata pobacaja su vece u kasnijem razdoblju nego u
pocetnom uzorku u pet od Sest stupaca u Tablici 3.6, a u nekim specifikacijama te
razlike su statisticki znacajne.

Treci redak Tablice 3.6 pokazuje u€inke pobacaja na kriminal procijenjene ti-
jekom cijelog razdoblja od 1985. do 2014. godine. Primijetimo da stupci 3 i 6,
koji procjenjuju ucinak pobacaja na uhiéenja s punim skupom fiksnih efekata, po-
kazuju ukupni ucinak od -0.038 za nasilni kriminal i1 -0.033 za imovinski kriminal.
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Oba su visoko statisticki znacajna koristeci bilo koju od dviju prikazanih procjena
standardne greske: grupirane prema rodu i drZavi (u zagradama) i prema drzavi (u
uglatim zagradama).

Poboljsanje preciznosti mjera za pobacaj

Dosadasnji rezultati izravno su slijedili specifikacije i definicije podataka Donohuea
i Levitta (2001) kako bi se usporedba novih rezultata s izvornim ucinila $to jasni-
jom. Primjetna iznimka bila je koriStenje boljih podataka o pobacaju prema drzavi
prebivali$ta, koji su im dostavljeni nakon prvotne objave i1 na koje se u ovom ¢lanku
oslanjaju kao na glavnu mjeru pobacaja.

Od objavljivanja tog prvog rada, pokusali su rijesiti problem mjernih pogreSaka
u varijabli pobacaja na tri nacina: s dva poboljSanja u konstrukciji varijable koja bo-
lje povezuju te varijable s teorijom i koriStenjem instrumentalne varijable za mjeru
pobacaja prema prebivaliStu. Prvo, konstruirali su mjeru pobacaja koja bolje od-
govara stvarnom mjesecu i godini rodenja pojedinca. Drugo, prilagodili su mjeru
pobacaja uzimajuci u obzir mobilnost izmedu drzava od rodenja do adolescencije.
Treée, prepoznajuci Sum u proxy varijabli pobacaja (temeljenoj na podacima Alan
Guttmacher Instituta), koristili su drugu neovisno generiranu procjenu stope poba-
Caja (iz Centara za kontrolu bolesti) kao instrumentalnu varijablu.

Tablica 3.7 ilustrira u¢inak provodenja istih regresija iz prethodne tablice ko-
ristei ova dva prilagodavanja nase mjere pobacaja i instrumentiranje kako bismo
adresirali utjecaj mjernih pogresaka. Prikazujemo nase procjene instrumentalnih
varijabli (IV) na dva naCina: prvo razdvajanjem ucinka pobacaja na 1985-1997 i
1998-2014 u prva dva reda, a zatim procjenjujuci jedinstvenu varijablu pobacaja
za 1985-2014, koja je prikazana u trecem redu. U usporedbi s Tablicama 3.5 i
3.6, vidi se da su procijenjeni ucinci pobacaja na kriminal veci kada se koristi bolja
mjera pobacaja i instrumentiranje—cesto udvostrucujuci veli¢inu—u svim slucaje-
vima osim uc¢inka na imovinska uhi¢enja u drugom razdoblju s interakcijom drzava
X godina (stupac 6), koja je prakticki nula. Sve ukupne periodi¢ne procjene u redu
3 su statisti¢ki znacajne za oba skupa procjena standardne greSke i znatno vece od
odgovarajucih vrijednosti iz Tablice 3.6.

Premjestanje iz Tablice 3.6 u Tablicu 3.7 osvjetljava neke aspekte naSih poda-
taka i vazan druStveni fenomen: opadaju¢u medudrzavnu mobilnost od ranih 1970-
th. Svi procijenjeni u€inci u prvom razdoblju su se barem udvostrucili uvodenjem
ispravki, dok nijedan od procjena u drugom razdoblju nije. Fokusirajuéi se na pro-
cjene nasilnog kriminala, tri procjene iz prvog razdoblja porasle su za najmanje
100%, dok su poveéanja u drugom razdoblju bila izmedu 30% i 60%. To nije iz-
nenadujuée s obzirom na to da su nasi podaci o pobacaju ocito slabije mjereni u
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Tablica 3.7: Procijenjeni ucinci pobacaja na kriminal s prilagodbama za pogreske u
mjerenju, 1985.-2014.

In (Nasilna uhicenja) In (Imovinska uhiéenja)
ey (2) (3) ) (5) (6)
IV ucinak pobacaja ’85.—°97. (x100) -0,065 -0,114 -0,115 -0,100 -0,074 -0,080

(0,013)¥%  (0,018)**  (0,026)** (0,013)**  (0,014)**  (0,017)**
[0,017]%%  [0,025]%*  [0,029]%**  [0,026]%* [0,025]**  [0,018]**

IV uinak pobacaja *98.—’14. (x100)  -0,067 -0,068 0,074 -0,166 0,154 0,136
0,010)%%  (0,012)%*  (0,021)**  (0,014)** (0,016)**  (0,022)**
[0,032]*  [0,034]*  [0,034]*  [0,056]*  [0,062]*  [0,028]*

IV u¢inak pobacaja *85.—14. (x100)  -0,066 -0,087 -0,108 -0,135 -0,121 -0,065
0,010)%%  (0,013)%*  (0,022)** (0,013)** (0,015)%*  (0,014)**
[0,021]%%  [0,029]%*  [0,030]** [0,041]%* [0,052]** [0,017]**

Godina X Dob? Da Da Da Da Da Da
Fiksni ucinci drzave? Da Implicitni  Implicitni Da Implicitni  Implicitni
Drzava x Dob? Ne Da Da Ne Da Da
Drzava x Godina? Ne Ne Da Ne Ne Da
Broj promatranja 13,765 13,765 13,765 13,770 13,770 13,770

Napomena: * p < 0,05; ** p < 0,01. Tablica prilagodava mjeru stope pobacaja kako bi bolje povezala vrijeme
pobacaja s odgovaraju¢om dobnom kohortom te kako bi odrazavala medudrZavno kretanje od drzave rodenja do
drzave prebivalista u trenutku mjerenja. Nase instrumentalne varijable (IV) koriste mjeru CDC-a kao instrument
za AGI mjeru pobacaja. Gornji dio tablice procjenjuje uc¢inak pobacaja za pocetni period (1985.-1997.) i za os-
tatak perioda (1998.-2014.). Doniji dio tablice procjenjuje jednu varijablu za stopu pobacaja kroz cijelo razdoblje
1985.-2014.

ranim danima legalizacije, pa stoga oCekujemo da ¢e instrumentiranje za pobolj-
Sanje toCnosti podataka o pobacaju imati veci ucinak na naSe procjene iz prvog
razdoblja. Sli¢no tome, prilagodbe migracije iz Tablice 3.7 su znacajnije u prvom
razdoblju kada je medudrZavna migracija bila mnogo veéa. Kao rezultat, na$ po-
kuSaj povezivanja stope pobacaja za odredenu kohortu s drzavom u kojoj ¢lanovi
kohorte konacno Zive poboljSava kvalitetu nasih mjera, povecavajuci time veli¢inu
procijenjenog ucinka pobacaja na kriminal.

Foote i Goetz (2008) u svom radu [7] tvrdili su da nasa analiza panel podataka o
stopama kriminala (Tablica 3.6 u ovom radu) i regresije koje objasnjavaju uhi¢enja
prema dobi moZda ne uspostavljaju potpuno vezu izmedu pobacaja i kriminala koju
smo postavili. Srz njihove kritike bila je da stopa pobacaja moZe predstavljati neku
specificnu varijablu koja je izostavljena na razini drZave, te da bi stoga "kljucni" test
trebao eliminirati "potencijalnu pristranost zbog izostavljenih varijabli" na razini
drzava i godina kroz regresiju stopa uhi¢enja po glavi stanovnika koja ukljucuje
fiksne efekte drzava 1 godina. Ova regresija kontrolira ¢imbenike koji utjeCu na
kriminal u odredenoj drzavi i godini te odreduje hoce li stopa pobacaja u vrijeme
rodenja bilo koje kohorte korelirati sa stopom uhiéenja te kohorte tijekom godina
kada su imali izmedu 15 i 24 godine (za koje imamo specificne stope uhienja).
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U Tablici 3.8 rjeSavamo ove probleme, nastavljajuci praksu prikazivanja dva
skupa standardnih gresaka u svim regresijama stopa uhicenja, ukljucujuéi njihovo
preferirano grupiranje prema drzavi. Svaka regresija u Tablici 3.8 takoder ukljucuje
"kljucéne" fiksne efekte drzava i godina. Prema tome, prikazujemo u stupcima 2 i 4
upravo ono Sto su Foote 1 Goetz naveli kao sredstvo za uspostavljanje ili opovrga-
vanje veze izmedu pobacaja i kriminala. Kratak odgovor je da, koristeci preciznu
varijablu stope uhi¢enja po glavi stanovnika i prilagodbu grupiranja koju Foote i
Goetz preporucuju, ucinak pobacaja na kriminal koji smo identificirali 2001. ostaje
snazan 1 statisticki znacajan na razini od 0,05 za nasilni kriminal (vidi vrijednost
-0,05 u redu 4, stupac 2) te je negativan ali ne statisticki znacajan za imovinski
kriminal (vrijednost -0,007 u redu 4, stupac 4) kada se procjenjuje za razdoblje od
1985. do 2014.

Zavisna varijabla:

In(Nasil. uhi¢enja) In(Nasil. uhi¢enja po stan.) In(Imov. uhienja) In(Imov. uhicenja po stan.)

1) 2 (3) “)

IV efekt pobacaja *85-"97 (x100) -0.065 -0.041 -0.044 -0.006

(0.025)** (0.021)* (0.017)** (0.013)

[0.028]* [0.029] [0.019]* [0.020]
IV efekt pobacaja *98-"14 (x100) -0.084 -0.089 -0.004 -0.011

(0.021)** (0.021)** (0.021) (0.022)

[0.029]** [0.029]** [0.031] [0.037]
In(SEER populacija) 0.680 0.486

(0.066)** (0.053)**

[0.125]** [0.134]**
IV efekt pobacaja *85-"14 (x100) -0.069 -0.050 -0.036 -0.007

(0.021)** (0.018)** (0.014)** (0.014)

[0.023]** [0.023]* [0.019] [0.020]
In(SEER populacija) 0.672 0.503

(0.061)** (0.051)**

[0.1247]** [0.137]**
Godina * Dob? Da Da Da Da
DrZavni fiksni efekti? Implicitno Implicitno Implicitno Implicitno
Drzava * Dob? Da Da Da Da
Drzava * Godina? Da Da Da Da
In(Populacija)? Da Ne Da Ne
Broj opazanja 13,765 13,765 13,770 13,770

Tablica 3.8: Razlikovanje izmedu kanala kroz koje pobacaj utjeCe na kriminal, 1985-2014

Napomena: *p < 0.05; **p < 0.01

Tablica mijenja stupce 3 i 6 na dva nacina kako bi uklonila efekt veli¢ine kohorte na uhiéenja po pojedinoj godini dobi za dob 15-24.
Stupci 1 i 3 jednostavno dodaju kontrolu za populaciju svake drZave po pojedinoj godini dobi. Cinjenica da su procijenjene vrijednosti
za ovu kontrolu populacije znatno ispod 1 (vidi redove 3 i 5) ilustrira prisutnost pogreske mjerenja u varijabli populacije. Stupci 2 i
4 kontroliraju za populaciju mijenjanjem zavisne varijable u In(stopa uhicenja po stanovniku) po pojedinoj godini dobi, a te procjene
¢e patiti od pristranosti omjera zbog opaZene pogreSke mjerenja u varijabli populacije koja se pojavljuje u nazivnicima obje zavisne
varijable i nezavisne varijable pobacaja. Standardne pogreske grupirane po kohorti godine rodenja i drzave navedene su u zagradama,
dok su standardne pogreske grupirane po drzavi navedene u uglatim zagradama odmah ispod.

Iako su dodatni podaci iz 17 godina ojacali dokaze u korist hipoteze o pobacaju i
kriminalu, trenutacni nalazi su sustinski isti kao oni koje su prikazani u 2008. godini
kao odgovor Footeu 1 Goetzeu. lako podaci do 2014. jasno zadovoljavaju "kljucni"”
test koji su Foote 1 Goetz postavili za vezu izmedu pobacaja i opadajuceg nasilnog
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kriminala, treba napomenuti da njihova preporucena regresija stope uhicenja po
glavi stanovnika umanjuje utjecaj legaliziranog pobacaja na kriminal na viSe nacina.

Prvo, legalizirani pobacaj utjecao je na kriminal u 1990-ima, doprinoseci zna-
¢ajnom smanjenju kriminala smanjenjem veliine kohorti koje ulaze u svoje godine
visoke kriminalnosti od ranih 1990-ih. Regresija iz Tablice 3.8 nece zabiljeZiti taj
ucinak jer se fokusira samo na stopu kriminala po kohorti, zanemarujuci u¢inak
veli¢ine kohorte.

Drugo, i kriti¢nije, regresija po glavi stanovnika koju predlazu Foote i Goetz
pristrana je protiv nalaza da legalizirani pobacaj ima selektivni u¢inak koji dovodi
do smanjenja kriminala po glavi stanovnika. Razlog je jednostavan: nazivnik za-
visne varijable u regresiji po glavi stanovnika je veli¢ina kohorte rodene u godini
t, koja je takoder identi¢an nazivnik varijable stope pobacaja za tu istu kohortu.
Drugim rijeCima, imamo istu populacijsku varijablu u nazivniku obje varijable.

Bududéi da Foote i Goetz priznaju da je ova populacijska varijabla "mjerena s
pogreskom", procijenjeni ucinak pobacaja na kriminal u stupcima 2 i 4 bit e pris-
tran prema viSim vrijednostima, ¢ime se umanjuje stvarni ucinak legaliziranog po-
bacaja na stopu uhi¢enja po glavi stanovnika. Da bismo ilustrirali prisutnost ove
"pristranosti odnosa", ukljucujemo regresiju s brojem uhi¢enja po kohorti (zavisna
varijabla) regresiranu na stopu pobacaja uz kontrolu veli¢ine te kohorte. Budu¢i da
su koeficijenti na populacijsku varijablu (prikazani u treCem i petom redu Tablice
3.8) znatno ispod 1, otprilike dvije trecine za nasilni kriminal (stupac 1) i1 oko po-
lovine za imovinski kriminal (stupac 3), znamo — kako su Foote i Goetz priznali
— da ti rezultati odraZavaju pogresku mjerenja populacije prema podacima o dr-
Zavi i dobi. Ova pogreska mjerenja potvrduje prisutnost pristranosti odnosa koja
umanjuje procijenjeni koeficijent pobacaja u regresijama po glavi stanovnika.

Iako regresije u stupcima 1 1 3 otkrivaju smanjenje procijenjenog utjecaja po-
pulacije na uhiéenja, ove regresije su superiornije od regresija po glavi stanovnika
u stupcima 2 i 4 jer ne pate od pristranosti odnosa koja umanjuje pravi selektivni
ucinak pobacaja na kriminal. Prvo, primijetite da su procjene ukupnog (redak 4)
utjecaja pobacaja na nasilna uhi¢enja visoko znacajne koristeci bilo koju mjeru stan-
dardne greske, a procjena iz stupca 1 gotovo je 40% veca od procjene iz stupca 2.
Procjene nasilnih uhicenja iz stupca 1 takoder su statisticki znaCajne u oba razdob-
lja.

Drugo, regresija iz stupca 3 generira znacajan negativan procijenjeni u¢inak po-
bacaja na imovinska uhicenja za cijelo razdoblje s P-vrijedno$¢u od 0.083 kada se
grupira prema drZavi (znacajno na razini od 0.05 kada se grupira prema rodu po
drzavi). Ova procjena imovinskih uhienja iz stupca 3 za cijelo razdoblje vise je
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od pet puta veca od procjene iz stupca 4 koja je pogodena pristranoscu odnosa. Ta-
koder primijetite da je procjena ucinka pobacaja na imovinska uhicenja iz prvog
perioda negativna i statisticki znacajna koristeci bilo koju mjeru standardne greske.

3.5 Procjena ukupnih rezutata regresije

Usporedba rezultata o stopama kriminala i uhi¢enja

Na temelju nase analize regresije, pokazali smo da postoji kontinuirani pad krimi-
nala proporcionalan mjeri pobacaja u svakoj drzavi, kako su generacije rodene na-
kon legalizacije pobacaja ulazile u adolescenciju i svoje godine s visokom stopom
kriminala. Niti jedna druga varijabla u naSem modelu panela podataka o krimi-
nalu ne moZe se usporediti sa statistickom snagom pobacaja, a ovaj rezultat ostaje
robustan Cak i kada se koriste alternativne kontrole ili kada se iskljuce drzave s
problemima izvjeStavanja o kriminalu.

Presli smo na analizu podataka o uhiéenjima kako bismo izravno povezali uhi-
¢enja 15-godiSnjaka u odredenoj drzavi s relevantnom stopom pobacaja za njihovu
generaciju. Ustanovili smo obrnutu vezu izmedu prirodnog logaritma uhicenja za
odredenu dob i stope pobacaja za godinu rodenja te generacije. Ova veza je bila
visoko statisti¢ki znacajna, ¢ak i uz kontrolu za fiksne uc¢inke drzave i godine.

Rezultati vezani uz uhienja snazno podrZavaju ranije nalaze nase analize pa-
nel podataka o kriminalu, a posebno su upecatljivi zbog razlicitih izvora varijacija
i vremenskih trendova pobacaja. Osnovni obrazac za ucinkovitu stopu pobacaja
koriStenu u nasim regresijama o kriminalu uglavnom raste tijekom razdoblja poda-
taka, dok je obrazac za pobacaje po 1.000 zivorodene djece dosegao vrhunac 1981.
godine i zatim opadao.

Nastavili smo analizu stopa uhi¢enja poboljSanjem mjerenja odgovarajuce stope
pobacaja za svaku generaciju te koriStenjem instrumentalnih varijabli za rjeSavanje
nedostataka u naSoj mjeri pobacaja. Rezultati su bili visoko statisticki znacajni, a
magnitude procijenjenih u¢inaka pobacaja su se znacajno povecale.

Na kraju, procijenili smo stope uhiéenja po glavi stanovnika i potvrdili poveza-
nost izmedu pobacaja i1 nasilnog kriminala, dok su procjene za imovinski kriminal
bile negativne, ali ne statisticki znacajne. lako je ucinak pobacaja na imovinski
kriminal bio znacajan od 1985. do 2014., od 1998. do 2014. zabiljeZen je slab
ucinak.
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3.6 Razmatranje utjecaja olova na kriminal

Ve¢ smo napomenuli da konvencionalna objasnjenja za ogroman pad kriminala na-
kon 1992. godine, kao i Siroke razlike medu drZavama u stupnju tog smanjenja,
nemaju ni priblizno istu objasnjavaju¢u moc¢ kao ucinak pobacaja koji smo doku-
mentirali u modelu panel podataka po drzavama za razdoblje od 1985. do 2014.
godine. Druga nova teorija sugerira da su napori na smanjenju izloZzenosti olovu ta-
koder znacajno doprinijeli ovom padu kriminala. Ovo postavlja o€ito pitanje: moze
li u¢inak pobacaja koji dokumentiramo zapravo biti posrednik za ucinak olova, koji
je zapravo pravi uzrocni faktor iza smanjenja kriminala nakon 1992. godine?

Reyes (2007) u ¢lanku [19] je jedan od najvaznijih radova koji ilustrira utjecaj
izloZenosti olovu u djetinjstvu na kriminal. Reyes je prva istraZivacica koja je pred-
stavila analizu panel podataka na razini drZzava koja povezuje razine olova u ranom
djetinjstvu s kasnijim promjenama u kriminalu, a posebno istrazuje hoce li kontrola
za ucinak olova oslabiti povezanost izmedu pobacaja i kriminala. Kratak odgovor
je da to ne Cini.

Prikazujemo tablicu 3.9 iz Reyes (2007), koja se u osnovi poklapa sa specifika-
cijom naSe Tablice 3.5 za razdoblje od 1980. do 2002. godine. Prvi redak u tablici
procjenjuje elasti¢nost kriminala u odnosu na olovo, dok drugi redak uvodi elastic-
nost kriminala u odnosu na pobacaj kako bi testirao objaSnjava li u¢inak pobacaja
ucinak olova. Istaknute procjene jasno pokazuju da to nije slucaj. Ucinak poba-
¢aja na kriminal izuzetno je snazan i visoko statisticki znacajan za nasilni kriminal,
imovinski kriminal i ubojstva.

Kada se uzme u obzir veliki porast broja pobacaja koji se dogodio nakon legali-
zacije, rezultati Reyes (2007) pokazuju da bi udvostrucenje stope pobacaja dovelo
do gotovo 25% smanjenja nasilnog kriminala i ubojstava te skoro 15% smanjenja
imovinskog kriminala, §to je impresivno. StoviSe, procjena za imovinski kriminal
znacajna je na razini od 0.01, dok su procjene za nasilni kriminal i ubojstva znacajne
daleko ispod razine od 0.0001!

Uvodenjem varijable pobacaja u model panel podataka ne ostaje nijedan proci-
jenjeni ucinak olova na kriminal koji bi bio statistiCki znacajan na razini od 0.05,
tako da je jasno da hipoteza o olovu ne umanjuje povezanost izmedu pobacaja i
kriminala.
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Tablica 3.9: Panelni podaci procjena veze izmedu izloZenosti olovu u djetinjstvu i
kriminala

Nasilni zlo¢ini Imovinski zlo¢ini Ubojstva
Varijabla (1) (2) (3) 4) (5 (6) @) (8) ©)

Olovo (grami po galonu) 0.976*  0.888**  0.785**  0.427  -0.046 -0.078 1.084 0.492 0.369
(0.542) (0.449)  (0.403) (0.368) (0.304)  (0.281) (0.656) (0.650)  (0.596)
Pobacaj -0.224%* -0.144%* -0.232%*
(0.057) (0.056) (0.067)
Stopa nezaposlenosti drzave -0.023 0.702 2.329%*%  2.878%* 2.086%*%  2.845%*
(1.057)  (0.839) (0.880)  (0.819) (1.314)  (1.221)

Log dohodak po stanovniku -0.547 -0.073 -0.434 -0.171 -0.092 0.440
(0.350)  (0.371) (0.277)  (0.285) (0.387)  (0.491)

Stopa siromastva -0.007 -0.003 -0.009%*  -0.008** -0.016%*  -0.011*
(0.005)  (0.004) (0.004)  (0.004) (0.008)  (0.007)

Socijalna pomo¢ AFDC (15 godina kasnjenja) 0.013 0.008 0.005 0.003 0.010 0.005
(0.013)  (0.011) (0.012)  (0.012) (0.024)  (0.021)

Stopa maloljetnic¢kih trudnoca (efektivno) 2276 0.263 0.444 -0.511 6.376 3.734
(3.961)  (3.471) (2.888)  (2.597) (5.364)  (5.004)

Log zatvorenika po stanovniku (1 godina kaSnjenja) 0.119 0.061 -0.138 -0.150 -0.133 -0.214
(0.110)  (0.092) (0.111)  (0.108) (0.159)  (0.133)
Log policije po stanovniku (1 godina kasnjenja) -0.221%%  -0.181* -0.214 -0.189 -0.424%*  -(0.383%*
(0.117)  (0.110) (0.152)  (0.150) (0.179)  (0.173)

Zakon o skrivenom oruzju 0.060%*  0.041* 0.066%*  0.058** -0.020 -0.044
(0.030)  (0.026) (0.028)  (0.026) (0.054)  (0.050)

Potro$nja piva po stanovniku 0.043**  0.020** 0.059%*%  0.047** 0.031* 0.004
(0.013)  (0.011) 0.011)  (0.012) (0.019)  (0.020)

Udio populacije od 15 do 29 godina 1.141 -1.285 1.310 -0.121 2.384 -0.303
(1.855)  (1.737) (1.291)  (L.151) (2.389)  (2.287)

R? 0.95 0.96 0.96 0.94 0.96 0.96 0.94 0.96 0.96

Napomena: Ovisna varijabla je prirodni logaritam stope kriminala po vrsti (prikazano u vrhu stupca). Neza-
visna varijabla od interesa je efektivna izloZenost benzinskom olovu (grami po galonu) u prve tri godine Zivota,
korigirano za medudrZavne migracije. Koeficijenti i standardne greske za efektivnu izloZenost olovu predstavljaju
prosjecnu elasti¢nost za uzorak. ** oznacava statisticku zna€ajnost ispod 0,05.

3.7 Kriminal bijelog ovratnika u SAD-u
(1980.-2014.)

S obzirom na to da autori Donnohue i Levitt u svom radu tvrde da legalizacija po-
bacaja ima dalekoseZne posljedice na stope kriminala, bez da u toj tvrdnji jasno
naglase da promatraju isklju¢ivo mali podskup kriminalnih djela ¢ija se motivacija
moZe viSe ili manje uspjeSno objasniti ekonomskim ¢imbenicima, te takoder s ob-
zirom na to da su pocinioci tih djela uglavnom osobe s niskim primanjima [prema
census.gov, 2014. godine je u SAD-u stopa siromastva iznosila 14.8%, s otprilike
47 milijuna stanovnika koji Zive ispod te razine] ovaj odjeljak ¢e kratko promo-
triti podatke o kriminalnim djelima koje autori Donnohue i Levitt nisu izucavali u
svome radu, a ¢iji u€inci nikako nisu zanemarivi. Kriminal bijelog ovratnika odnosi
se na ne-nasilne, financijski motivirane zlo¢ine koje pocinjavaju pojedinci, tvrtke i
vladini stru¢njaci. Ove prekrSaje obi¢no karakterizira obmanjivanje, prikrivanje ili
krSenje povjerenja i Cesto ih pocinjavaju pojedinci na pozicijama uglednosti i viso-
kog druStvenog statusa. Pojam je skovao sociolog Edwin Sutherland 1939. godine i
od tada se razvio kako bi obuhvatio Sirok spektar nezakonitih aktivnosti, ukljucujuci
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prijevaru, pronevjeru, trgovinu unutarnjim informacijama i pranje novca.

Kriminal bijelog ovratnika ima znacajan utjecaj na gospodarstvo i drustvo u cje-
lini, o ¢emu piSu mnogi autori, ukljucujuéi radove [8] i [2]. Tijekom razdoblja od
1980. do 2014. godine, kriminal bijelog ovratnika u Sjedinjenim Drzavama doZivio
je znacajne fluktuacije u prevalenciji 1 javnom miS$ljenju. Uspon tehnologije 1 glo-
balizacije tijekom ovog razdoblja stvorio je nove mogucnosti za financijske zloCine,
dok su se regulatorni okviri borili da drze korak s evolucijom kriminalnih metodo-
logija. Kriminal bijelog ovratnika obuhvaca raznovrsne aktivnosti koje se temelje
na financijskim manipulacijama 1 zloupotrebi povjerenja. Prijevare ukljucuju lazno
predstavljanje ili obmanu s ciljem stjecanja financijske koristi, dok se pronevjera
odnosi na neovlasteno koriStenje sredstava ili imovine povjerene odredenom po-
jedincu. Trgovina unutarnjim informacijama predstavlja nezakonito trgovanje di-
onicama uz koristenje povjerljivih informacija koje nisu dostupne javnosti, Cime se
ostvaruje nepravedna prednost. Pranje novca podrazumijeva proces kojim se ne-
zakonito steCena sredstva prikrivaju i transformiraju u prividno legitimna sredstva,
¢ime se nastoje izbjeci pravne posljedice nezakonitih aktivnosti.

Ove aktivnosti Cesto ostaju neotkrivene zbog slozenosti financijskih sustava i
nedostatka resursa za njihovo istrazivanje.

Kljucne statistike

Sljedeca tablica sazima volumen i broj pojedinaca ukljucenih u otkrivene zloc¢ine
od 1980. do 2014.:

Godina | Financijski volumen (u milijardama $ ) | Broj ukljucenih pojedinaca
1980 50 8.000
1990 150 15.000
2000 250 20.000
2010 400 25.000
2014 660 30.000

Izvori podataka: FBI [14]

Motivacija iza kriminala bijelog ovratnika

Prema izvjeSc¢u [22], motivacije koje stoje iza kriminala bijelog ovratnika su slo-
Zene 1 viSedimenzionalne, oblikovane kombinacijom individualnih, organizacijskih
i drustvenih ¢imbenika. Klju¢nu ulogu ima financijska dobit, koja se Cesto istie
kao primarna motivacija. Poticaj za stjecanjem bogatstva moZe navesti pojedince
na donoSenje odluka koje odstupaju od etic¢kih i zakonskih normi, osobito kada su
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potencijalne financijske nagrade znatne. Uz to, prilika igra znac¢ajnu ulogu u omo-
gucavanju takvih zloc¢ina. Pocinitelji Cesto iskoriStavaju jedinstvene pozicije unutar
organizacija koje im omogucuju pristup povjerljivim informacijama, financijskim
sustavima i resursima, ¢ime se otvara prostor za zloupotrebe.

Racionalizacija je jo§ jedan vazan Cimbenik koji omogucuje pociniteljima da
opravdaju svoje postupke. Ovakav nacin razmiSljanja ukljucuje vjerovanje da nji-
hovi postupci nisu ozbiljno Stetni ili da su opravdani specifi¢nim okolnostima, poput
potrebe za kratkoro¢nim premoscivanjem financijskih problema. Neki ¢ak percipi-
raju svoje aktivnosti kao privremene ili smatraju da ¢e ’posudena’ sredstva kasnije
biti vracena, Sto dodatno olakSava moralnu distancu od pocinjenog djela.

Na kraju, korporativna kultura moze igrati presudnu ulogu u oblikovanju okru-
Zenja u kojem kriminal bijelog ovratnika moZe cvjetati. Organizacije koje prioritet
daju profitu na racun etike Cesto stvaraju atmosferu u kojoj zaposlenici osjecaju
pritisak za postizanjem nerealnih ciljeva. Takvi uvjeti mogu poticati neeticko po-
naSanje, bilo kroz implicitne poruke da su rezultati vazniji od metoda, bilo kroz iz-
ravne zahtjeve nadredenih. U takvom okruZenju pojedinci mogu osjecati da nemaju
izbora osim sudjelovati u aktivnostima koje doprinose kriminalu bijelog ovratnika.

Projekcije vrijednosti kriminala bijelog ovratnika

S obzirom na to da je samo dio kriminala bijelog ovratnika otkriven 1 procesuiran
[14], vaZno je razmotriti projekcije vrijednosti. Sljedeca tablica prikazuje procije-
njene brojke temeljene na ekstrapolacijama iz poznatih podataka:

Godina Procijenjeni financijski Procijenjeni broj
volumen (u milijardama $ ) ukljucenih pojedinaca
1980 100 15.000
1990 300 40.000
2000 500 60.000
2010 800 100.000
2014 1.200 150.000

Ove projekcije temelje se na pretpostavkama o nedetektiranim zloc¢inima i tren-
dovima u provedbi zakona, kao sto je navedeno u [18]

Utjecaj kriminala bijelog ovratnika

Kriminal bijelog ovratnika ima znacajne i dalekoseZne posljedice koje se proteZzu na
gospodarstvo, drustvo, institucije 1 pojedince, ¢ime se jasno isti¢e njegova sloZzenost
1 Stetnost. S ekonomske strane, ovi zloCini uzrokuju ogromne financijske gubitke
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koji mogu doseéi milijarde dolara. Ovi gubici ne utjecu samo na korporacije ve¢ i
na investitore i potrosace, ¢ime naruSavaju stabilnost trziSta. Propadanje poduzeda
kao posljedica prijevara ili pronevjera moZe izazvati lancane reakcije koje desta-
biliziraju Sire gospodarske sustave, a povjerenje u financijske institucije moze biti
trajno ugrozeno.

Jednako znacajna je i erozija povjerenja javnosti u institucije, posebice kada
se otkrije da su pocinitelji zlo¢ina visokopozicionirani pojedinci unutar poslovnog,
politickog ili financijskog sektora. Takve situacije Cesto izazivaju osjecaj cinizma
medu gradanima, koji mogu poceti percipirati institucije kao inherentno korumpi-
rane ili nesposobne za zaStitu javnih interesa. Dugoro¢no, ovaj gubitak povjerenja
moze potkopati temeljne vrijednosti drustvenog poretka i otezati djelotvornost bu-
du¢ih reformi ili inicijativa za borbu protiv kriminala bijelog ovratnika.

Nadalje, kriminal bijelog ovratnika Cesto potice regulatorne promjene i prila-
godbe zakonodavstva. Veliki skandali, poput onih povezanih s financijskim malver-
zacijama ili korporativnim pronevjerama, cesto su katalizatori za uvodenje stroZih
zakonskih okvira, pove€anje transparentnosti i jaCanje nadzornih tijela. Iako takve
reforme mogu unaprijediti prevenciju buduéih zloupotreba, one takoder opterecuju
poslovanje dodatnim troSkovima uskladivanja, $to moZe utjecati na konkurentnost
pojedinih sektora.

Uz ekonomske 1 institucionalne ucinke, ne smije se zanemariti ni psiholoski
utjecaj ovih zlo¢ina. Pojedinci koji postanu Zrtve prijevara, bilo izravno ili neiz-
ravno, ¢esto prolaze kroz intenzivan emocionalni stres i osjecaj izdaje. Za zajednice,
kolektivna svijest o rasirenosti takvih zlo¢ina moZe stvoriti osjecaj nesigurnosti i ne-
povjerenja, Sto dodatno oteZava druStvenu koheziju. Kombinacija ovih posljedica
ukazuje na to da kriminal bijelog ovratnika nije samo pravno-ekonomski problem
veC 1 druStvena prijetnja koja zahtijeva sveobuhvatne i interdisciplinarne strategije
za njegovo suzbijanje. Kriminal bijelog ovratnika ostaje znaCajan problem u Sje-
dinjenim DrZavama, unato¢ svojoj ne-nasilnoj prirodi. Utjecaj na Zrtve i drustvo
moze biti dubok i dugotrajan. Razumijevanje motivacija iza ovih zlo¢ina te prepoz-
navanje njihove prevalencije kljucno je za razvoj ucinkovitih strategija prevencije.
U buduc¢nosti e biti vazno nastaviti istraZivati nacine kako poboljSati prevenciju i
otkrivanje kriminala bijelog ovratnika te osigurati odgovarajuce kazne za pocinitelje
kako bi se zastitili gradani i ocuvala pravda u drustvu.

3.8 Zakljucak

Rijetko je da ekonomska teorija daje predikcije za dvadeset godina unaprijed koje
su 1 hrabre i precizne. Hipoteza o pobacaju i kriminalu Donohuea i Levitta (2001)
upravo je to ucinila. Na temelju ekstrapolacije koja je pretpostavila iste tocke pro-
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cjene u sljedeéih dvadeset godina kao $to su procijenjene u izvornom uzorku, Dono-
hue i1 Levitt predvidjeli su da ¢e kriminal u Sjedinjenim Drzavama dodatno pasti za
20%. Rezultati u ovom radu snazno podrZavaju tu predikciju. Koristei iste specifi-
kacije kao Donohue 1 Levitt (2001), ali proSirene uzorkom koji ukljuCuje dodatnih
17 godina podataka, u gotovo svim slucajevima toCke procjene su barem jednake
onima iz izvorne analize, a u mnogim slucajevima su vece. Od 1997. do 2014.,
efektivna stopa pobacaja za nasilni kriminal porasla je s otprilike 170 na 341, dok
je efektivna stopa pobacaja za imovinski kriminal porasla s 247 na 348. Koris-
teCi preferirane specifikacije—iste specifikacije na kojima su se temeljile izvorne
predikcije—ukupni pad kriminala zbog legalizacije pobacaja tijekom sljedecih 17
godina iznosio je 17,5%. Od vrhunca kriminala 1991. godine u Sjedinjenim Dr-
Zavama, stope nasilnog i imovinskog kriminala pale su za 50%, a stope ubojstava
za 52% do 2014. godine. Tijekom istog razdoblja, procjenjujemo da je legaliza-
cija pobacaja smanjila nasilni kriminal za 47%, imovinski kriminal za 33%, a stope
ubojstava za 41%. Tako, dok su mnogi drugi faktori djelovali na poticanje ili suzbi-
janje kriminala, legalizacija pobacaja moZe objasniti veéinu zabiljeZenog smanjenja
kriminala.

Snazni dokazi o utjecaju legalizacije pobacaja na kriminal u Sjedinjenim DrZa-
vama bili bi, naravno, ojacani slicnim dokazima s drugog kontinenta gdje se vrijeme
legalizacije pobacaja i uCestalost pobacaja znacajno razlikuju. Uistinu, Francois i
sur. (2014) u ¢lanku [1] pruZaju takve dokaze kroz analizu panel podataka s fiksnim
efektima po drzavama i godinama od 1990. do 2007. za 16 zemalja zapadne Europe.
Rad “potvrduje negativan utjecaj pobacaja na kriminal za ubojstva i krade....” Tako
autori ne izraCunavaju utjecaj svojih regresijskih koeficijenata i ¢ak spekuliraju da
su njihovi rezultati manji od nasih, njihov model koji pokazuje utjecaj na kriminal
15 godina nakon legalizacije pobacaja implicira da je tijekom sljedece dekade lega-
lizacija pobacaja smanjila ubojstva za 12-40% i krade za 23-43%. Ove procjene su
priblizno usporedive i stoga pruzaju znacajnu podrsku naSim vlastitim procjenama
temeljenim na podacima iz Sjedinjenih DrZava.

Ogromna literatura razvila se pokazujuéi da optimizacija okolnosti trudnode i
ranog djetinjstva moZe poboljSati Zivotne izglede u svemu, od kognitivnog razvoja i
fizickog 1 mentalnog zdravlja do obrazovnog uspjeha, prihoda i izbjegavanja krimi-
nala (Almond, Currie i Duque 2018 u ¢lanku [5]). Bududéi da legalizacija pobacaja
pruza moguénost odgadanja radanja do trenutka kada bi ove kriticne okolnosti oko-
line 1 obitelji bile relativno povoljnije ili sprjeCavanje radanja ako su posebno teske,
ova rastuca literatura o poboljSanju Zivotnih ishoda podrzava temeljni mehanizam
hipoteze o pobacaju i kriminalu. Kao §to smo prethodno napomenuli, naSe istrazi-
vanje pokusalo je razjasniti jedan prethodno neidentificirani faktor koji moze pruZziti
uvid u inace neobjasSnjeni pad kriminala tijekom posljednja dva desetlje¢a. Svi pro-
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cijenjeni ucinci smanjenja kriminala zbog legalizacije pobacaja mogli bi proizaci iz
smanjenja neZeljenih trudnoca i poroda. Medutim, kako su primijetili Darroch et al.
(2001) u radu [6], “americke tinejdZerice imale su najviSe stope trudnoce, radanja
djece 1 pobacaja” od 1970. do 2000. godine u usporedbi s Engleskom, Kanadom,
Svedskom i Francuskom prvenstveno zbog manje upotrebe kontracepcije. Ukupno
je 18,8% trudnoca u Sjedinjenim DrZzavama zavrSilo pobacajem u 2014. godini.

3.9 Dodatak

Podaci

Ovaj dodatak opisuje izvore i metode konstrukcije podataka koriStenih za sve vari-
jable u skupu podataka. Vise detalja dostupno je u replikacijskom paketu [4].

Kriminalitet

Podaci o nasilnom i imovinskom kriminalitetu te ubojstvima preuzeti su iz FBI-
jevih Uniform Crime Reporting (UCR) statistika na razini saveznih drzava za raz-
doblje 1973.-2014. Stope kriminaliteta izraCunate su na 1.000 stanovnika. Alter-
nativni izvor za podatke o ubojstvima je Nacionalni sustav vitalnih statistika (VS),
koji se temelji na izvodima iz mati¢nih knjiga umrlih i obveznom prijavljivanju.
Kombinirani su podaci iz CDC WISQARS-a i CDC WONDER-a kako bi dobili
najcjelovitije VS podatke za razdoblje 1973.-2014.

Pobacaj

Podaci o pobacajima temelje se na podacima Alan Guttmacher Instituta (AGI), agre-
girani prema prebivaliStu majke. Nedostajuci podaci dopunjeni su iz arhive Johns-
ton Archive. Stope pobacaja izraCunate su kao broj pobacaja na 1.000 Zivorodene
djece. Za instrumentalnu varijablu koriSteni su CDC podaci o pobacajima po lo-
kaciji. Za razdoblje 1970.-75., nedostajuci podaci imputirani su koriste¢i metode
linearnog i dnevnog imputiranja.

Zivorodena djeca

Podaci o Zivorodenoj djeci dolaze iz NBER-a (1970.-1994.) i CDC Wonder Nata-
lity baze podataka (1995.-2014.). Podaci su potpuni za cijelo razdoblje.
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Policija
Broj policijskih sluzbenika po stanovniku preuzet je iz FBI-jevog UCR Police Em-

ployees Masterfile-a. Imputirali smo podatke za nekoliko saveznih drzava 2013.
godine zbog neprijavljenih vrijednosti.

Zatvorenici

Broj zatvorenika preuzet je iz Nacionalnog sustava statistike zatvorenika (Bureau
of Justice Statistics). Imamo 13 nedostajucih vrijednosti za logaritam broja zatvo-
renika po 1.000 stanovnika u razdoblju 1985.-2014.

StanovniStvo

Podaci o stanovni$tvu po saveznoj drzavi 1 godini dolaze iz U.S. Census Bureau-a,
dok su podaci po dobi preuzeti iz SEER programa.

Povijest siromastva, nezaposlenosti i prihoda

Stopa siromastva temelji se na procjenama Popisnog ureda, dok je stopa nezaposle-
nosti izracunata pomocu podataka Bureau of Labor Statistics. Podaci o prihodu po
stanovniku preuzeti su iz Bureau of Economic Analysis. Svi podaci su potpuni za
razdoblje 1985.-2014.

Prava na noSenje oruZja i konzumacija piva

Podaci o zakonima o pravu na noSenje oruzja (RTC) kreirani su kao binarna vari-
jabla na temelju datuma stupanja zakona na snagu. PotroSnja piva po stanovniku
izraCunata je iz podataka Nacionalnog instituta za zloupotrebu alkohola i alkoholi-
zam.

Uhiéenja

Broj uhicenja za nasilne 1 imovinske zloCine preuzet je iz FBI UCR Arrest Master
File. Podaci su koriSteni za regresije u tablicama i dodacima, uz koriStenje SEER
podataka o stanovniStvu za izracunavanje stopa uhicenja.
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Reproducibilnost rezultata iz ''Utjecaj legaliziranog pobacaja
na stopu kriminala u posljednja dva desetljeca"

Ovaj dodatak sadrzi R kod izdvojen iz replikacijskog paketa koji prati clanak. Kod
prikazuje kljune korake u generiranju rezultata i tablica predstavljenih u radu.

Biblioteke i postavke

Sljedece biblioteke su potrebne za manipulaciju podacima, statistiC¢ku analizu i vi-
zualizaciju. Radni direktorij postavlja se na lokaciju replikacijskog paketa.

# Brisanje postojecih objekata iz okruzenja
rm(list=1s())

# Ucitavanje potrebnih biblioteka
library(readxl)
library(xtable)
library(stargazer)
library(ggplot2)
library(lfe)
library(foreign)
library(readstatal3)
library(data.table)
library(rlist)
library (questionr)
library(cdlTools)

# Postavljanje radnog direktorija
top_wd <- "~.../replication_package/deliverable"
setwd(top_wd)

Priprema podataka

Skupovi podataka koriSteni za generiranje tablica se ucitavaju i obraduju. Primjer
ucitavanja i pripreme podataka za Tablice I-IV 1 Priloge A-C prikazan je u nastavku.

# Ucitavanje podataka za Tablice I-IV

# Ovaj skup podataka ukljucuje varijable

# za drzavne populacije

# 1 druge kljucne metrike

table_1_4_data <- fread("data/data_for_tables_1_2_3_4.csv")
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# Ucitavanje podataka za Tablice V-VIII i Priloge D-F
table_5_app_data <- fread("data/data_for_tables_5_
appendix.csv")

table_5_app_data[, pop_wt := seer_pop]
print ("Prema_SEER_populaciji_za.svaku.drzavu-godinu-dob")

Primjer: Generiranje Tablice I

Sljedeci isjecak koda prikazuje kreiranje Tablice I, ukljucujuci populaciju za svaku
drzavu 1985. godine.

# Kreiranje populacije za 1985. godinu za svaku drzavu
table_1_4_data[, population_85 := sum(popstatecensus * (year
== 1985)), by = state]

# Agregacija podataka po drzavama
table_1_4_summary <- table_1_4_data[, .(total_population =

sum(population_85)), by = state]

# Izvoz sazetka kao LaTeX tablice
print(xtable(table_1_4_summary), type = "latex")

Prilagodene funkcije

Replikacijski paket takoder ukljucuje prilagodene funkcije za obradu podataka i
analizu. One se uvoze 1 intenzivno koriste u skriptama.

# Ucitavanje prilagodenih funkcija
source ("code/abortion_custom_functions.R")

Sve tablice 1 grafikoni generirani kodom spremaju se kao LaTeX datoteke ili
slike u odgovarajuce izlazne direktorije.

# Primjer: Spremanje tablice kao LaTeX datoteke
write.table(table_1_4_summary,

file = "output/table_1.tex", sep = "\t")
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Sazetak

Ovaj diplomski rad istraZzuje primjenu viSeparametarske linearne regresije u ana-
lizi povezanosti zakona o prekidu trudnoce sa stopama kriminaliteta u Sjedinjenim
Americkim Drzavama. Rad se temelji na utjecajnom clanku The Impact of Legali-
zed Abortion on Crime over the Last Two Decades [13] iz 2020. autora Donohuea i
Levitta. Uvodna poglavlja pruzaju uvid u osnovne pojmove iz vjerojatnosti i statis-
tike, nakon Cega slijedi detaljna analiza modela viSeparametarske linearne regresije,
ukljucujudi tockovnu i intervalnu procjenu parametara te testiranje hipoteza o mo-
delu.

Na temelju ovih teorijskih spoznaja, rad primjenjuje regresijski model za pro-
ucavanje dugorocnih ucinaka legalizacije pobacaja na stope nasilnog i imovinskog
kriminala. Analizom podataka koji obuhvaéaju nekoliko desetljeéa, studija poka-
zuje kako je legalizacija pobaCaja znaCajno doprinijela smanjenju kriminaliteta u
SAD-u, posebice kroz smanjenje broja nezeljenih trudnoca. Analiza ukljucuje de-
taljne procjene utjecaja pobacaja na nasilne zloCine, imovinske zlo€ine i ubojstva,
uz kontrolu za druge utjecajne ¢imbenike.

Rezultati analize su relativno jak statisticki argument u korist hipoteze da je
legalizacija pobacaja bila klju¢ni ¢imbenik u smanjenju kriminaliteta, u skladu s
nalazima Donohuea 1 Levitta. Osim toga, rad naglasava Sire implikacije politika
planiranja obitelji na druStvene ishode, isticu¢i kako poboljSani pristup reproduk-
tivnoj zdravstvenoj skrbi moZe pozitivno utjecati na opée drustveno blagostanje.



Summary

This thesis explores the application of multivariate linear regression in analyzing
the relationship between abortion legislation and crime rates in the United States.
The work is based on the influential article The Impact of Legalized Abortion on
Crime over the Last Two Decades [13] from 2020, by Donohue and Levitt. The
introductory chapters provide a foundation in probability and statistical concepts,
followed by an in-depth examination of multivariate linear regression, including
point and interval estimation of parameters and hypothesis testing about the model.

Building on these theoretical insights, the thesis applies the regression model to
study the long-term effects of legalized abortion on violent and property crime rates.
By analyzing data spanning multiple decades, the study demonstrates how the lega-
lization of abortion has contributed significantly to the decline in crime rates in the
U.S., particularly by reducing unwanted births. The analysis incorporates detailed
regression estimates to evaluate the specific impact of abortion on violent crimes,
property crimes, and homicides, while controlling for other influential factors.

The results of the analysis provide a relatively strong statistical argument in
favor of the hypothesis that the legalization of abortion was a key factor in the re-
duction of crime, consistent with the findings of Donohue and Levitt. Furthermore,
the paper highlights the broader implications of family planning policies on soci-
etal outcomes, emphasizing how improved access to reproductive healthcare can
positively influence overall social well-being.
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