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Uvod

U suvremenim znanstvenim i inZenjerskim disciplinama, koncept robusnosti igra klju¢nu
ulogu u osiguravanju pouzdanih i otpornijih sustava, dok viSekriterijska optimizacija omo-
gucuje donosenje kvalitetnih odluka u sloZenim okruzenjima s vise ciljeva. Ovaj rad bavi
se detaljnom analizom tih pojmova, istrazujuci njihove temeljne definicije, glavne pristupe
te meduodnose.

Kroz razmatranje razli¢itih koncepata robusnosti, istaknuta je njihova vaznost u upravlja-
nju nesigurnostima i promjenjivim uvjetima. Nadalje, definirani su klju¢ni modeli i metode
koje se koriste za kvantifikaciju robusnosti u optimizacijskim problemima. U kontekstu vi-
Sekriterijske optimizacije, analizirane su metode za uskladivanje viSe ciljeva te pristupi koji
osiguravaju optimalna rjeSenja uzimajuci u obzir kompromis izmedu razlicitih kriterija.

U radu su navedeni konkretni primjeri primjene robusnosti 1 viSekriterijske optimizacije u
stvarnim sustavima, ukljucujuéi operativne procese. Prikazani su glavni rezultati i relacije
izmedu razli¢itih koncepata, ¢ime se dodatno pojasnjava njihov znacaj u praksi.

Cilj ovog rada je pruziti jasno razumijevanje robusnosti 1 viSekriterijske optimizacije te
istaknuti njihovu medusobnu povezanost. Ova analiza doprinosi boljem razumijevanju
metodoloskih pristupa koji omogucuju izgradnju ucinkovitijih i stabilnijih sustava u dina-
micnim uvjetima.
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Osnovni pojmovi

1.1 Opéenito o optimizaciji

Optimizacija je matematicka disciplina kojoj je cilj pronalaZenjem najboljeg rjeSenja pro-
blema unutar postavljenog skupa ograni¢enja. Pojam "optimizacija" odnosi se na proces
1 metodologiju postizanja najefikasnijeg moguceg rjeSenja sustava ili odluke najéesce mi-
nimiziranjem ili maksimiziranjem odredene funkcije. Ta funkcija poznata je kao funkcija
cilja. Optimizacijski problemi Siroko su prisutni u teorijskim istraZivanjima, ali i medu
prakticnim primjenama razli¢itih podrucja poput ekonomije, logistike, marketinga, me-
nadZmenta itd.
U svojoj osnovi, optimizacija nastoji odrediti vrijednosti varijabli odluke koje ¢e dovesti
do najpovoljnijeg ishoda funkcije cilja. To se obicno postavlja kao optimizacijski problem,
gdje se funkcija cilja f(x) maksimizira ili minimizira, pod uvjetima, tj. ogranicenjima
gi(x) £0,zai=1,2,...,m. Opci oblik ove vrste problema moZe se zapisati na sljedeci
nacin:

f(x) = min / max

Pod uvjetomda gi(x)<0 za i=1,2,...,m (1.1)
hjix)=0 za j=12,...,1

gdje x € R" predstavlja vektor odluke. RjeSenja problema optimizacije mogu se razlikovati
ovisno o vrsti funkcije cilja (linearna, nelinearna, konveksna, itd.) te prirodi ogranicenja.
Takoder, optimizacijski problemi se mogu klasificirati u razli¢ite kategorije. To moze biti
linearno ili nelinearno programiranje, cjelobrojno programiranje, dinamicko programiranje
1 sli¢no, svaki s vlastitim tehnikama 1 metodama rjeSavanja.

Jedan od poznatijih pristupa rjeSavanju problema u optimizaciji jest primjena uvjeta prvog
reda, koji se izvode iz metode Lagrangeovih multiplikatora. Uvodenjem Lagrangeovih
multiplikatora A; i u; za nejednakosti i jednakosti ograniCavajucih uvjeta, Lagrangeova

2
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funkcija oblikuje se na sljedeci nacin:

m P
L0 A = )+ D Aigix) + D pihy(x) (1.2)

i=1 =1
Do rjeSenja se tada dolazi rjeSavanjem sustava jednadzbi koji dobivamo parcijalnim de-
rivacijama funkcije £ po x, 4;, u;. Ovaj pristup dopusta transformaciju problema uvjetne
optimizacije u nesto jednostavniji problem pristupacniji za analizu i rjeSenje.
Osim klasi¢nih metoda, postoje modernije optimizacijske tehnike poput genetskih algo-
ritama, simuliranog pretraZivanja optimuma (Monte-Carlo metoda) te optimizacija s po-
mocu rojeva cestica. Ove tehnike su razvijene za rjeSavanje sloZenijih problema, a koriste
se u slucajevima kada tradicionalne metode nisu primjenjive. Ove tehnike (koje pripadaju
skupini metaheuristickih metoda) Siroko su primijenjene medu problemima koji ukljucuju
velike skupove podataka te sloZene funkcije cilja.

1.2 Primjena optimizacije

Optimizacija nije ograni¢ena samo na apstraktne matematicke probleme, ve¢ ima brojne
primjene u svakodnevnom Zivotu. U ekonomiji, optimizacija se, primjerice, koristi za mo-
deliranje 1 rjeSavanje problema vezanih uz alokaciju resursa, planiranje proizvodnje, mak-
simizacija korisnosti. Ekonomska teorija izbora potroSaca 1 maksimizacija profita znatno
se oslanja na optimizacijske tehnike, gdje potrosSaci nastoje maksimizirati svoju korisnost
unutar proracunskog ogranicenja, a tvrtke nastoje maksimizirati profit s obzirom na tro-
Skove svoje proizvodnje.

Na akademskoj razini, optimizacijske tehnike Cesto se koriste za rjeSavanje izazova u raz-
li¢itim podrucéjima istraZivanja, od operacijskih istraZzivanja do umjetne inteligencije te
strojnog u¢enja. To pronalazi svoju primjenu u jednoj od vaZznijih grana logistike poput
optimizacije lanaca opskrbe, gdje tvrtke moraju odrediti najucinkovitiji nacin upravljanja
inventarom, proizvodnjom i distribucijom kako bi minimizirale tro§kove, istovremeno za-
dovoljavajuéi zahtjeve kupaca. Na sli¢an nacin, u planiranju transporta, optimizacija se
koristi za odredivanje najisplativijih ruta i rasporeda za robu i putnike.

U operacijskim istraZivanjima, jednoj od grana optimizacije, matematicki modeli se ko-
riste za optimiziranje procesa kao $to su upravljanje radovima, raspored osoblja i dizajn
(izgled) mreza. Primjerice, u zdravstvenom sustavu, optimizacija moze pomoci prilikom
kreiranja rasporeda osoblja u bolnicama, efikasnoj raspodjeli medicinskih resursa pa Cak i
u dijagnozi te planiranju lijeenja.

Takoder, optimizacija ima klju¢nu ulogu u suvremenoj umjetnoj inteligenciji (Al) i stroj-
nom ucenju (ML). Tehnike koje tumaci optimizacija srediSnje su u treniranju modela stroj-
nog ucenja, gdje je cilj minimizirati funkciju gubitka koja predstavlja razliku izmedu pre-
dvidenih i stvarnih vrijednosti. Ovaj proces obi¢no se provodi iterativnim metodama poput
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gradijentnog spusta.

U svakodnevnom Zivotu, optimizacija se primjenjuje u raznim situacijama, od planiranja
ruta u navigacijskim sustavima poput Google Maps-a, do optimizacije osobnih financija
brigom o ravnotezi prihoda i rashoda. Primjerice, prilikom odabira energetski u¢inkovi-
tih uredaja za kuéanstvo, optimizacijske metode mogu pomo¢i u procjeni i odluci izmedu
cijene, u€inkovitosti i dugoro¢nih usteda. Nadalje, optimizacija se koristi u sportu za kre-
iranje strategija koje maksimiziraju performanse, bilo da je rije¢ o rasporedima treninga
sportasa ili formiranju sportskih timova.

Zakljucno, optimizacija je svestran i snaZan alat sa Sirokim primjenama u teoriji i praksi,
od teorijskih studija na akademskoj razini do konkretnog rjeSavanja problema u svakod-
nevnom Zivotu. Kontinuiran razvoj novih optimizacijskih tehnika i njihova integracija u
postojeca 1 nova podrucja poput umjetne inteligencije i analize velikog broja podataka do-
datno poveéava vaznost i potencijal optimizacije za rjeSavanje stvarnih problema.

1.3 ViSekriterijska Optimizacija

U ovom dijelu definiraju se osnovni pojmovi visekriterijske optimizacije i robusnosti, koji
predstavljaju temelj za daljnju analizu i razvoj metoda u robusnoj visekriterijskoj optimi-
zaciji.

U stvarnim optimizacijskim problemima ulazni su podaci ¢esto podlozni nesigurnostima.
To moze narusSiti kvalitetu ili realizaciju optimalnih rjeSenja. Robusna optimizacija razvi-
jena je s namjerom da omogucéi pronalazak rjeSenja koja zadrZavaju kvalitetu i izvedivost
u prisutnosti nesigurnosti. Dok je koncept robusnosti dobro istrazen u kontekstu jednokri-
terijskih problema, viSekriterijska optimizacija s robusnim pristupom nedavno je postala
predmet detaljnog istraZivanja.

Visekriterijska optimizacija bavi se rjeSavanjem problema koji ukljucuju vise ciljeva (Cesto
medusobno sukobljenih). Problem se matematicki formulira na sljedec¢i nacin:

Sfi(x)
f(x) = fZEX) — min, uzuvjet xe€X, (1.3)
£
gdje je:
e X C R” skup dopustivih tocaka,

e f(x): X — R¥ vektorska funkcija ciljeva,

e fi(x): X — R pojedinacna funkcija cilja, i = 1,2, ..., k.
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Kroz ovaj rad potrebno je razlikovati sljedeca tri relacijska operatora u definicijama i te-
oremima. Stoga, neka su z 1 w k-dimenzionalni vektori. Uvodimo sljedece tri relacije na
RF x R¥:

z<w akko w;€|z,00) zasvei=1,...,k
z=w akko w;€|z,00) zasvei=1,...,k , z#w (1.4)
z<w akko w;€(z,00) zasvei=1,...,k

Kako bismo skratili tekst, koristimo notaciju [-/ - /-]. Primjerice, definiramo skupove R’;,
RE i R% na sljedeéi nacin:

RE, ) = (x €RF 1 x>/ > / >]0% (1.5)

Dopustivu tocku x* € X nazivamo efikasnom, ako ne postoji tocka x € X takva da f(x*) <
f(x).

Analogno tome, dopustiva tocka x* se naziva slabo ili strogo efikasnom, ako ne postoji
tocka x € X \ {x"} takvada f(x*) < f(x)ili f(x*) < f(x) redom.

Primijetimo da vrijedi:

x" je [slabo / - / strogo] efikasno <=

1.6
f(x*) - R’[;/EM ne sadrZi niti jedan f(x) za x € X. (1.6)

Da bismo definirali nesiguran (neizvjestan) visekriterijski optimizacijski problem, pretpos-
tavljamo da su nesigurnosti u formulaciji problema dane poput scenarija iz poznatog nam
skupa nesigurnosti U € R™. Analogno (jednokriterijskoj) robusnoj optimizaciji moZemo
pretpostaviti f : X x U — RF, tj. da scenariji iz U utje¢u na vrijednosti funkcije f.
Nadalje, pretpostavljamo da skup dopustivih to¢aka X nije posljedica nesigurnosti i ostaje
nepromijenjen u razliCitim scenarijima. U slucaju suprotnog, jednostavno zamijenimo X
skupom dopustivih toc¢aka za svaki scenarij kao Sto je praksa kod jednokriterijske robusne
optimizacije.

Sada se prethodno opisan problem viSekriterijske optimizacije () definira kao familija
(P(é), € € U) parametriziranih problema

P¢) min  f(x, &), pod uvjetom x € X (1.7)

gdje je f : X x U — RF funkcija cilja, X € R” skup dopustivih to¢aka, a & € U odredene
vrijednosti za parametre funkcije cilja. Takoder, £ nazivamo scenarijem, a $(£) sluCajem
od P(U).
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Robusnost u optimizaciji

Robusnost je vazan pojam u matemati¢koj optimizaciji i operacijskim istrazivanjima. Od-
nosi se na sposobnost sustava, modela ili algoritma da ostane stabilan 1 uc¢inkovit usprkos
greSkama u podacima, izmjenama uvjeta ili sli¢nim neizvjesnostima. U kontekstu optimi-
zacije, robusnost se najces¢e definira kao sposobnost optimizacijskog modela da generira
rjeSenja koja su dobra Cak i kada postoje odstupanja od pretpostavljenih uvjeta, poput po-
greSnih podataka, nepreciznih parametara ili promjena okolnosti.

U osnovi, robusnost u optimizaciji bavi se kreiranjem rjeSenja koja nece biti pretjerano
osjetljiva na izmjene ili nesigurnosti u ulaznim podacima ili u uvjetima u kojima sustav
funkcionira. To je posebno vazno u situacijama kada su podaci blago nepouzdani, poput
prognoza trzista, financijskih modela, ekoloskih istrazivanja i sli¢no.

2.1 Matematicki okvir robusnosti

Matematicki, robusnost se moze formalizirati u kontekstu optimizacijskih problema s ne-
sigurnim podacima. Na primjer, u klasi¢cnom optimizacijskom problemu s ciljem mini-
miziranja funkcije f(x) pod uvjetom x € X, gdje X predstavlja skup dopustivih tocaka,
dodaju se nesigurnosti u obliku varijacija parametara ili ogranicenja. Umjesto da se traZi
optimalno rjeSenje u idealnom okruZenju, trazi se rjeSenje koje minimizira funkciju cilja,
dok istovremeno uzima u obzir nesigurnost i promjenjivost podataka.

Jedan od najpoznatijih pristupa robusnosti u optimizaciji je pristup najgoreg slucaja. U
ovom kontekstu, pretpostavlja se da su ulazni podaci i ograni¢enja nepoznati te da se mogu
kretati unutar odredenog skupa nesigurnosti. Matematicki, ovakav problem moze se for-
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mulirati kao:

f(x,0) — min
Pod uvjetomda g;(x,0) <0 za i=1,2,...,n (2.1)
hi(x,6)=0 za j=12,...,m

Gdje o predstavlja nesigurnost ili varijacije ulaznih podataka. Cilj je pronaci rjeSenje x
koje minimizira f(x, ), dok istovremeno zadovoljava ograni¢enja koja se mogu mijenjati
unutar zadanih granica nesigurnosti.

2.2 Primjena robusnosti

Robusnost ima Siroku primjenu u mnogim industrijama i podrucjima istrazivanja. U fi-
nancijskom sektoru, robusna optimizacija se koristi za modeliranje portfelja, gdje se ne
moze precizno predvidjeti kretanje trzista, ali je potrebno optimizirati strategiju ulaganja
tako da bude stabilna unato€ raznim promjenama i nesigurnostima. Takoder, robusnost
igra klju¢nu ulogu u inZenjeringu, preciznije u dizajnu sustava koji moraju raditi u pro-
mjenjivim uvjetima. Primjer tome su zrakoplovne komponente koje moraju biti sigurne u
razli¢itim uvjetima leta.

U logistici, robusne metode optimizacije pomaZu pri planiranju i implementiranju mreze
distribucijskih ruta koje moraju biti fleksibilne s obzirom na nepredvidljive faktore poput
vremenskih uvjeta, cestovnih zastoja ili neoc¢ekivanih promjena u narudZzbama. Jednako
tako, u proizvodnji, robusna optimizacija koristi u planiranju proizvodnih kapaciteta, gdje
nepoznanice u potraznji i resursima mogu znacajno utjecati na uc¢inkovitost i troskove pro-
izvodnje (skladiStenja).

Robusne optimizacijske metode koriste se i u poljoprivredi za predvidanje prinosima uroda,
uzimajuci u obzir promjenjive vremenske uvjete, dok u zdravstvu omogucuju optimizaciju
rasporeda lijeCnika i medicinskog osoblja, uzimajuéi u obzir nepredvidive bolesnicke situ-
acije ili izostanke.

2.3 Izazovi i buduéi smjerovi u robusnoj optimizaciji

Iako robusnost u optimizaciji ima Siroku primjenu, suocava se i s nekoliko izazova. Jedan
od glavnih izazova je u tome $to robusna optimizacija ¢esto dovodi do konzervativnijih
rjeSenja. Takva rjeSenja nisu nuzno optimalna u uvjetima kada je nesigurnost minimalna.
Takoder, sloZenost robusnih optimizacijskih problema Cesto raste s pove¢anjem broja po-
tencijalnih nesigurnosti i sloZenosti modela. Zato razvoj novih tehnika (koje omogucuju
ucinkovitije rjeSavanje robusnih optimizacijskih problema, poput naprednih metaheuristic-
kih metoda) predstavlja vazan smjer za buduci razvoj ove discipline.
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U buduc¢nosti, robusnost ¢e sve viSe postati klju¢na komponenta u mnogim aplikacijama,
posebno u onima gdje nesigurnost i promjenjivost imaju znacajnu ulogu. Razvoj algori-
tama koji ¢e omoguciti brze i preciznije rjeSavanje robusnih optimizacijskih problema bit
¢e kljucan za napredak u podrucjima kao Sto su automatsko upravljanje, modeliranje pro-
cjena, robotika 1 mnoge druge industrije koje ovise o optimalnim odlukama u uvjetima
nesigurnosti.
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Koncepti robusnosti u viSekriterijskoj
optimizaciji

Neka je P(U) = (P(€), ¢ € U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te
kada je rije¢ o nesigurnostima govorimo o tome da postoji viSe razlicitih scenarija koji
uvjetuju ishode. U ovom poglavlju bit ée predstavljeni razli¢iti koncepti robusnosti za
P(U). Ove koncepte ilustriramo sljede¢im primjerom za pronalaZenje najkradeg puta.
Primjer s putevima: Uzmimo da Zelimo putovati od tocke A i do to¢ke B. Postoje tri
moguca puta xi, x, i x3. Htjeli bismo imati Sto krade vrijeme putovanja i $to niZe troSkove.
Medutim, niti cijena niti vrijeme putovanja nisu unaprijed poznati. Oboje ovise o odluci,
hoce li se izvjesni festivalski dogadaj odrzati ili ne. Imamo sljedeée informacije:

putx3
vrijeme putovanja: 2 ili 2.9
trosak puta: 3.51li 2

putxl
vrijeme putovanja: 1 ili 3 v
troSak puta: 3 ili 1 centar grada
A > B
put x2

vrijeme putovanja: 1.5 ili 2.5
troSak puta: 2.51li 0.5

Slika 3.1: Ilustracija problema iz primjera.
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e U slucaju da se festival ne odrzava (scenarij 1), vrijeme putovanja (funkcija cilja f;)
putem x; (ide ravno kroz centar) je najkrace, putem x, nesto dulje, a putem x3 je naj-
dulje. Ako se festival ipak odrZi (scenarij 2), sva vremena putovanja se povecavaju.
Najdulje vrijeme putovanja tada ¢e biti na putu x; (budu¢i da je kroz centar najveca
guzva), putem x; Ce biti neSto krade, a putem x, najkrace.

o U slucaju da nema festivala (scenarij 1), troSkovi putovanja (funkcija cilja f,) za sva
tri puta su slicni. Putem x; su troS§kovi nesto visi od x, zbog ogranienja cestarine
u centru, a put x3 je najdulji i zato najskuplji. Spomenuta ogranicenja ukidaju se
u slucaju festivala (scenarij 2) kako bi se privukao veci broj posjetitelja, stoga se
troskovi smanjuju za iznos 2 na putevima x; i x, te za iznos 1.5 na putu x; (buduci

da je najudaljeniji od centra).

Tablica 3.1: Tabli¢ni prikaz dvodimenzionalne funkcije f(x, &)

o TTET ()
e (1) (55) (%)

Gledajuci samo &; (scenarij 1, nema festivala) primijetimo da je put x3 najgori odabir (naj-
dulje trajanje putovanja s najviSim troSkovima), $to puteve x; 1 x, €ini Pareto-rjeSenjima
ovog scenarija, tj. ne postoji drugo rjeSenje koje je bolje u barem jednoj komponenti funk-
cije cilja bez pogorsanja barem jedne druge komponente. U slu¢aju &, (scenarij 2, festival
se odrzava), samo je put x, Pareto-rjesenje (najkrace trajanje putovanja s najnizim trosko-

vima).
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Slika 3.2: Graf funkcije f(x, &) iz primjera

Promotrimo dvije jednostavnije ideje koje svaki scenarij razmatraju zasebno.

3.1 Slabo robusna i snazno robusna efikasnost

Buduc¢i da se za svaki fiksni ¢ € U dobivamo deterministicki problem viSekriterijske opti-
mizacije P(£), zadaca robusnosti jest definirati dopustivu to¢ku kao robusno efikasno rje-
Senje ako je efikasno barem za jedan scenarij.

Definicija 3.1.1. Za viSekriterijski optimizacijski problem $(U) s nesigurnostima, dopus-
tiva tocka x € X naziva se slabo robusnim efikasnim rjeSenjem za () ako je efikasno
za P(¢) za barem jedan & € U.

Definicija 3.1.2. Za viSekriterijski optimizacijski problem P(U) s nesigurnostima, dopus-
tiva tocka x € X naziva se snazno robusnim efikasnim rjeSenjem za (1) ako je efikasno
zaP(é) zasve £ € U.

Napomena 3.1.1. Neka je Xg(€) skup efikasnih rjeSenja za P(¢), &€ € U. Tada je
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e x snazno robusno efikasno rjeSenje za P(§) = x € (\eeqy X(§)
e x slabo robusno efikasno rjeSenje za P(§) <= x € (Ugeqy Xe(£)
Kao direktna posljedica Napomene [3.1.1]slijedi lema:

Lema 3.1.1. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te neka
je x € X snaZno robusno efikasno rjesenje za P(U). Tada je x i slabo robusno efikasno
riesenje za P(U).

Osvrnimo se na primjer s putevima naveden ranije. Kao Sto je ve¢ napomenuto, x, je
efikasan u oba scenarija, x; je efikasan samo u prvom scenariju, dok x3 nije efikasan niti
u jednom. To znaci da je x, snaZno robusno efikasno rjesSenje, nadalje x; je slabo robusno
efikasno rjeSenje, a x5 nije niti jedno niti drugo. Taj zakljuCak usmjerava na to da nikada
ne bismo trebali odabrati put x;. Slabo robusna efikasnost daje nam izbor izmedu puteva
X1 1 xp, dok snaZzno robusna efikasnost ostavlja na izbor samo put x,.

Napomena 3.1.2. Posebni slucajevi snazno robusne efikasnosti

e Za |U| = 1, snazno robusna efikasnost, slabo robusna efikasnost i (deterministi¢ka)
efikasnost su ekvivalentne.

e U slucaju kada je k = 1 (samo jedna funkcija cilja), rjeSenje je snaZzno robusno
efikasno ako i samo ako je optimalno za svaki scenarij & € U.

Drugi dio Napomene tumaci da je snazno robusna efikasnost prilicno strog zahtjev.
Vidimo da postojanje snazno robusnog efikasnog rjeSenja za P(U) nije zagarantirano. Me-
dutim, postoji klasa problema u kojima je zajamceno postojanje takvog rjeSenja, npr. ako
jedan od ciljeva ne sadrZi parametre nesigurnosti te ako minimizacija ovog cilja ima je-
dinstveno optimalno rjeSenje.

Lema 3.1.2. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima. Neka je
i €{l,...,k} indeks funkcije cilja koja nema nesigurnosti, tj. fi(x,&) = fi(x) za sve & € U
i sve x € X. Nadalje, pretpostavimo da min{f;(x) : x € X} ima jedinstveno optimalno
rieSenje x*. Tada je x* snazno robusno efikasno rjesenje za P(U).

Dokaz. S obzirom na to da vrijedi fi(x*,&) = fi(x*) < fi(x) = fi(x,&) zasvaki x € X i
¢ € U slijedi da ne postoji x € X koji dominira x* u bilo kojem scenariju ¢ € U. Stoga,
x* € Xg(€) za sve € € U paslijedi da je x* snaZno robusno efikasno rjeSenje.

O

U posebnom slucaju Leme [3.1.2] postoji barem jedno snazno robusno efikasno rjeSenje.
Medutim, u praksi nije Cesta pojava imati mnoga snazno robusna efikasna rjeSenja. S druge
strane, realno je ocekivati veéi broj slabo robusnih efikasnih rjesenja.
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3.2 Minimax robusna efikasnost

Koncept minimax robusne efikasnosti prosiruje ideju robusnosti na visekriterijske optimi-
zacijske probleme. Ovaj pristup analizira kako nesigurnosti u parametrima utjecu na efi-
kasnost rjeSenja, s ciljem identifikacije onih rjeSenja koja su otporna na najgore moguce
scenarije.

Minimax robusna optimalnost prvi put je uvedena za jednokriterijske optimizacijske pro-
bleme u radu Soystera (1973. godina) te dodatno razvijena od strane Ben-Tala 1 Nemi-
rovskog (1998. godina). Kod jednokriterijskih optimizacijskih problema, dopustiva tocka
x € X se smatra minimax robusnim optimalnim rjesenjem ako minimizira najgori moguci
ishod funkcije cilja:

min sup f(x, &), (3.1)

xeX fE(L{

gdje je U c R™ skup nesigurnosti, dok & € U predstavlja parametre nesigurnosti.
ProSirenje ovog koncepta na viSekriterijske optimizacijske probleme je sloZenije jer "naj-
gori slucaj" za viSe ciljeva nije jednoznacno definiran. Ovaj problem rezultirao je razvojem
razliCitih pristupa za definiranje minimax robusne efikasnosti u viSekriterijskom kontekstu.
Upoznajmo tri glavna pristupa za definiranje minimax robusne efikasnosti kod visekriterij-
skih problema.

Skupovno temeljena minimax robusna efikasnost

Definicija 3.2.1. Za viSekriterijski optimizacijski problem P(U) s nesigurnostima, dopus-
tiva tocka x € X naziva se skupovno temeljenim minimax robusnim efikasnim rjeSe-
njem za P(U) ako ne postoji druga tocka x" € X \ x takva da vrijedi:

fu(x) € fu(x) - RE. (3.2)

Definicija je uvedena od strane matematicara Matthiasa Ehrgotta i sur. 2013. godine [Z2]].
Takoder je vazno spomenuti da se uz definiciju skupovno temeljne minimax robusne efikas-
nosti, navodi i stroga skupovno temeljna minimax robusna efikasnost te blaga skupovno
temeljna minimax robusna efikasnost. Ozna¢avamo ih na na¢in da umjesto oznake RX pi-
Semo R i RX, redom.

Vratimo se ponovno na primjer s putevima te uzmimo da su X, U i f zadane kao u tom
primjeru. Kako bismo lakSe razumjeli u ¢emu se radi promotrimo sliku
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Slika 3.3: fg/(x;) — RZ (iscrtkana linija), fz/(x2) — RZ (tockasta linija), fg/(x3) — RZ (puna
linija); linija je rub promatranog skupa, a skup je zona ispod i lijevo od nje - ishodiste je
sadrZzano

Kao $to mozemo vidjeti fq,(x;) — Ri (iscrtkana linija) ne sadrZi niti fq;(x;) niti fq,(x3),
prema tome x; je skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje. Nadalje, f7,(x;)—
Ri (toCkasta linija) ne sadrzi niti fq,(x;) niti f7,(x3), prema tome x, je takoder skupovno
temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje. Na koncu, fg,(x3) — Ri (puna linija) sadrzi
Ju(x2) pa x3 nije skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje.

Napomena 3.2.1. Posebni slucajevi skupovno temeljene minimax robusne efikasnosti

e Za |U| = 1, skupovno temeljena minimax robusna efikasnost i (deterministi¢ka)
efikasnost su ekvivalentne.

e U slucaju kada je kK = 1 (samo jedna funkcija cilja), rjeSenje je skupovno temeljeno
minimax robusno efikasno ako i samo ako je minimax robusno optimalno za odgo-
varajuéi jednokriterijski problem s nesigurnostima.
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Konveksno temeljena minimax robusna efikasnost
Definirajmo najprije pojam konveksne ljuske u prostoru R¥ za k € N.

Definicija 3.2.2. Neka je S C R*. Presjek svih konveksnih skupova koji sadrze S naziva
se konveksnom ljuskom skupa S te oznaCava s conv(S).

Definicija 3.2.3. Za viSekriterijski optimizacijski problem P(U) s nesigurnostima, dopus-
tiva tocka x € X naziva se konveksno temeljenim minimax robusnim efikasnim rjese-
njem za P(U) ako ne postoji druga tocka x" € X \ {x} takva da vrijedi:

fu(x') € conv(fy(x)) — RE. (3.3)

Definicija je uvedena od strane matematiara Rasmusa Bokrantza i Albina Fredrikssona
2013. godine. Kako bismo stekli jasniji dojam, osvrnimo se na primjer s putevima te
uzmimo da su X, U i f zadane kao u tom primjeru.

40t
3.5 1 fixs. €1)
3.0F-~=-—--+ OJfta, &1)
~
N
(o 2.5 fresreeeeees D fixs, £1)
Qo R fixs, &)
¥ 2.0 \\ [P 3,62
:8 \\
= 1.5F \
N
~
1.0+ \‘{}f(xl.fz)
3 I
0.5 };\‘f(xz a;)
H 1
i I
1

005 o5 1o 15 20 25 30 35

vrijeme putovanja fi
Slika 3.4: conv(fy(x)) — Ri (iscrtkana linija), conv(fy(xy)) — Ri (tockasta linija),
conv(fz(x3)) — R2 (puna linija); linija je rub promatranog skupa, a skup je zona ispod i
lijevo od nje - ishodiste je sadrZzano

Analizirajuci graf sa slike [3.4] primijetimo da je x, jedino konveksno temeljeno minimax
robusno efikasno rjesenje bududi da fy,(x,) C conv(fy(x;)) — Ri pa x; nije konveksno
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temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje te f7,(x,) € conv(fq,(x)) — Ri pa niti x3 nije
konveksno temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje.

Tockovno temeljena minimax robusna efikasnost

Definicija 3.2.4. Za viSekriterijski optimizacijski problem £ () s nesigurnostima, dopus-
tiva tocka x € X naziva se tockovno temeljenim minimax robusnim efikasnim rjesenjem
za P(U) ako je efikasno za:

1'n€1Xn (z{naX(x)’ 3.4)
gdje je
SUP,eqs f1(X, &)
ma (1) o= Supfe'”:fz(x’g) . (3.5)
SUPgeqq fi(X, §)

Ovaj pristup usmjeren je na supremum svakog cilja posebno stvarajuci, na taj nacin, deter-
ministi¢ki optimizacijski problem.

Osvrnimo se jo$ jednom na primjer s putevima te uzmimo da su X, U i f zadane kao u tom
primjeru.

40r
maxg
S (23)
3.5 0O 61) %
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Slika 3.5: Prikaz funkcije f7;*(x) (zvjezdice)
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Prema slici @] vidimo kako f;7**(x;) dominira f7™(x1) i f7;"*(x3), prema tome samo x; je
tockovno temeljeno minimax robusno efikasno rjesenje, Sto je bilo za ocekivati.
Primjeri pokazuju razlike medu pristupima:

e Skupovno temeljeni pristup je najopcenitiji i omogucuje identifikaciju veéeg broja
robusno efikasnih rjeSenja.

e Konveksno temeljeni pristup daje uzi skup efikasnih rjeSenja, buduci da koristi ko-
nveksnu ljusku u relaciji dominacije.

e Tockovno temeljeni pristup pojednostavljuje izraCun, ali moZe propustiti neka ro-
busno efikasna rjeSenja koja identificiraju druga dva pristupa.

Minimax robusna efikasnost pruza bogat teorijski okvir za analizu viSekriterijskih opti-
mizacijskih problema s pojedinim nesigurnostima. Svaki od tri pristupa nudi jedinstvene
prednosti i ogranicenja, Sto omogucuje njihovu primjenu u razli¢itim prakti¢nim scenari-
Jima, ovisno o zahtjevima problema.

3.3 Ostali skupovno temeljeni koncepti robusne
efikasnosti

U ovom dijelu analiziraju se dodatni koncepti robusnosti koji se temelje na usporedbi sku-
pova vrijednosti funkcija ciljeva pod nesigurnim parametrima. Kljucni pristup je definira-
nje odgovarajucih relacija poretka za skupove ciljeva, koje omogucuju usporedbu i identi-
fikaciju robusnih rjeSenja.

U konceptu robusnosti temeljenom na skupovima (set-based robustness), skupovi

Ju@) ={f(x,§): £ €U}, VxeX (3.6)

se medusobno usporeduju uz upotrebu odredenih relacija. Preciznije, fq;(x) dominira
Jfu(x') ako vrijedi:
fu() € fux) =R, (3.7)

gdje je fo(x) = {f(x,&) : £ € U} skup svih mogucih vrijednosti funkcija ciljeva za rjeSenje
x 1 sve scenarije & iz skupa nesigurnosti U.

Definicija 3.3.1. Neka je P(U) viSekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima. Za
dopustivu to¢ku x € X kaZzemo da je odozdo skupovno efikasna (lower set less ordered
efficient) za P(U) ako ne postoji druga dopustiva tocka x” € X \ {x} takva da vrijedi:

Ju(xX) +RE 2 fa(x). (3.8)
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Osvrnimo se ponovno na primjer s putevima uz odgovarajuci prikaz na slici [3.6]
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Slika 3.6: fy/(x;) + RZ (iscrtkana linija), fz/(x2) + RZ (tockasta linija), fg/(x3) + RZ (puna
linija); linija je rub promatranog skupa, a skup je zona iznad i desno od nje - ishodiSte nije
sadrZzano

Vidimo da su dopustive to¢ke x; 1 x, odozdo skupovno efikasne tocke, a dopustiva toCka
x3 nije jer vrijedi da je fz(x2) + RE 2 fu(x3). MoZemo primijetiti da je odozdo skupovna
efikasnost koncept koji je usmjeren ka optimizaciji najboljih umjesto najgorih slucajeva te
je stoga prikladan za donoSenje odluka koje se suocavaju s rizikom te Zele maksimizirati
najbolji mogudi ishod.

Definicija 3.3.2. Neka je P(U) viSekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima.
Za dopustivu tocku x € X kazemo da je skupovno efikasna (set less ordered efficiency) za
P(U) ako ne postoji druga dopustiva tocka x” € X \ {x} takva da vrijedi:

fu(X) € fu(0) =RE i fau(x) +RE 2 fulx). 3.9)

Definicija 3.3.3. Neka je P(U) viSekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima.
Za dopustivu tocku x € X kaZzemo da je alternativno skupovno efikasna (alternative set
less ordered efficiency) za P(U) ako ne postoji druga dopustiva tocka x” € X \ {x} takva da
vrijedi:

Fu) € fu) —RE il fu) +RE 2 fy(x). (3.10)
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Primijetimo da je uvjet alternativne skupovne efikasnosti presjek uvjeta skupovno teme-
ljene minimax robusne efikasnosti i odozdo skupovne efikasnosti.

Definicija 3.3.4. Neka je P(U) viSekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima.
Za dopustivu tocku x € X kaZemo da je odozdo sigurno efikasna (certainly less ordered
efficiency) za P(U) ako ne postoji druga dopustiva tocka x” € X \ {x} takva da vrijedi:

T € f(x) — RE, (3.11)
gdje su
o (x) = (supﬁ(x, &),...,sup filx, f)) , (3.12)
ceU EeU
") = (;gg,fl (6 8)s- o inf i, 6)) : (3.13)

Ova definicija usmjerena je na usporedbu ekstremnih vrijednosti funkcija ciljeva.
Navedeni koncepti omogucuju razlicite pristupe definiranja robusnih rjeSenja kod vise-
kriterijskih optimizacijskih problema. Relacije temeljene na skupovima pruzaju okvir za
fleksibilno modeliranje preferencija i nesigurnosti u optimizacijskim zada¢ama.

3.4 Blago robusna efikasnost

Koncept blago robusne efikasnosti uveden je kako bi se smanjila konzervativnost standard-
nih metoda robusne optimizacije poput minimax robusnosti. U ovom pristupu uvodi se
nominalni scenarij &, koji predstavlja referentni scenarij (najéesée o¢ekivani ili "normalni"
uvjeti). To moZe biti najizgledniji ili najvaZniji scenarij. Kao primjer tome razmotrimo
vremenske uvjete, preciznije temperaturu zraka. Obicno, temperatura zraka nije niti ek-
stremno niska niti ekstremno visoka, ali se oba "scenarija" mogu ostvariti. Nominalni
scenarij ovdje bi mogao biti prosjeCna temperatura zraka unutar godine dana.

Veliki nedostatak minimax robusnosti je pretjerana konzervativnost. Zastita od svih scena-
rija iz skupa nesigurnosti obi¢no uzrokuje drasti¢ni pad kvaliteta u nominalnom scenariju.
Ovaj koncept osigurava nekonzervativnost rjeSenja te nastoji zastititi od najgoreg scena-
rija. Uzmimo primjer slaganja voznog reda vlakova, suvi$na konzervativnost bi dovelo do
niZe funkcionalnog rasporeda za putnika. Umjesto toga, blago robusna efikasnost nastoji
udovoljiti nominalnim uvjetima te traga za takvim rjeSenjem, uz istovremeno odrZavanje
ravnoteZe izmedu nominalnog i najgoreg slucaja. Osnovna ideja ovog koncepta je osigu-
rati da rjeSenje bude dovoljno dobro za nominalni scenarij, dok se istovremeno smanjuje
osjetljivost na najgore slucajeve.
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Definicija 3.4.1. Za jednokriterijski optimizacijski problem P(U) s nesigurnostima, uz-
mimo da je & optimalna dopustiva to¢ka problema P(£) za & nominalni scenarij. Tada
dopustivu to¢ku x € X nazivamo blago robusnim efikasnim rjeSenjem za (/) u odnosu
na € > 0, ako je optimalno rjesSenje za

min sup f(x, &)
EeU

uzuvjet f(x,&) < f(£,€) +¢€ (3.14)
xeX

gdje je € > 0 dopusteno odstupanja od optimalnog rjeSenja u nominalnom scenariju.

Uzmimo da je é nominalni scenarij iz U, neka je tada Xg(f) skup efikasnih rjeSenja za
PE).
Za svako efikasno rjeSenje X € Xg(g) od 50(52“) i dani vektor € > 0 takav da € € RF definiramo
viSekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima LR(X, e, U) = (LR(X,€,8),E €
U) kao familiju parametriziranih, deterministickih viSekriterijskih optimizacijskih pro-
blema

LR(X,€,£) min f(x,£)
uzuviet fix,&) < fi(&E+eg Viell,... k) (3.15)
xeX

Definicija 3.4.2. Za viSekriterijski optimizacijski problem () s nesigurnostima, nomi-
nalni scenarij & € U i vektor € € R, dopustivu to¢ku x € X nazivamo blago robusnim
efikasnim rjeSenjem za $(%) u odnosu na € ako je skupovno temeljeno minimax robusno
efikasno za LR(x, e, U) te zaneki x € Xg(«f-‘).

Kako bi znacenje koncepta blago robusne efikasnosti bilo jasnije, proSirimo primjer s pu-
tevima na tri moguca scenarija U = {&1,&, &3}, gdje je £ nominalni scenarij i na Cetiri
moguca puta X := {xy, X2, X3, X4} te im pridruZimo nove vrijednosti. Definiramo funkciju
f: X x U — R? kako je prikazano na slici
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Slika 3.7: Graf funkcije f : X x U — R?

U nominalnom scenariju &;, samo je toCka x; efikasno rjeSenje, stoga je za dani € > 0

svako blago robusno efikasno rjesenje za P(U) u odnosu na € ujedno i skupovno temeljeno
minimax robusno efikasno rjesenje za LR(x;, €, U).
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fa
w

f

Slika 3.8: fy/(x;) — RZ (puna linija), fz/(x) — RZ (tockasta linija), fg/(x3) — RZ (iscrtkana
linija), fy/(x4) — RZ (iscrtkano-tockasta linija); linija je rub promatranog skupa, a skup je
zona ispod i lijevo od nje - ishodiste je sadrzano

Prema slici oznaceni su skupovi fq,(x;) — Ri zai € {1,2,3,4}. Sada promotrimo
dopustive tocke za LR(x;, €, U) uz odabir razlicitih vrijednosti za € € RX,

Uzmimo € := (0,0), tada je jedina dopustiva tocka za LR(x;, €', U) upravo x;. Prema
tome, to je jedino blago robusno efikasno rjesenje za P(U) u odnosu na € = (0, 0).
Nadalje, uzmimo €” := (fi(x2,&1) — fi(x1,&1))i=12), tada su x, x, 1 x4 dopustive tocke za
LR(x1,€”,U), a x3nije. Na grafickom prikazu sa slike vidimo da f7,(x;)— Ri ne sadrzi
Ju(x) ni fq(x4) te da fq,(x;) — Ri ne sadrzi fq;(x;) ni fq;(x4). Prema tome, x; i x; su blago
robusno efikasna rjeSenja za P(U) u odnosu na €”.

Primijetimo da je x3 jedino skupovno temeljeno minimax robusno rjesenje.

Prema tome, u slucaju kada € izaberemo prema kriteriju f(x3,&;) < f(x1, &)+ €, primjerice



3.4. BLAGO ROBUSNA EFIKASNOST 23

€ = (fi(x3, &) — fi(x1, &1))i=1.2), tada Ce x3 biti dopustiva to¢ka za LR(x;, €, U), a kako je
jedino skupovno temeljeno minimax robusno rjeSenje za LR(x1, €, U), bit Ce 1 jedino blago
robusno efikasno rjesenje za P(U) u odnosu na €. Drugim rijeCima, x3 ¢e biti jedino blago
robusno efikasno rjeSenje za P(U) u odnosu na € za sve € > €.

Napomena 3.4.1. Posebni slucajevi blago robusne efikasnosti
e Za|U| = 1, blago robusna efikasnost ekvivalentna je deterministickoj efikasnosti.

e U slucaju kada je k = 1 (samo jedna funkcija cilja), rjeSenje je blago robusno ucin-
kovito ako i samo ako je blago robusno optimalno za odgovarajuéi jednokriterijski
optimizacijski problem s nesigurnostima.



Poglavlje 4

Analiza 1 usporedba navedenih
koncepata robusnosti

Kroz primjer s putevima analizirani su odnosi izmedu koncepata robusnosti te prikazani
sljede¢om tablicom.

Tablica 4.1: Tabli¢ni prikaz odnosa izmedu koncepata robusnosti za primjer s putevima

X1

=
)

X3

SnaZno robusna efikasnost -
Slabo robusna efikasnost +
Skupovno temeljena minimax robusna efikasnost ~ +
Konveksno temeljena minimax robusna efikasnost
Tockovno temeljena minimax robusna efikasnost
Blago robusna efikasnost Ve

Odozdo skupovna efikasnost

Skupovna efikasnost

Alternativna skupovna efikasnost

Odozdo sigurna efikasnost

+ + 4+ + 4+ + + +++

+ + 4+ + +

U ovom poglavlju bit e prikazani razni odnosi medu deset nabrojanih koncepata robus-
nosti koje smo do sada upoznali. Imajmo na umu da blago robusno efikasna rjeSenja x
ovise o izboru €. Zbog toga u ovoj analizi razlikujemo je li dopustiva to¢ka x blago ro-
busno efikasna za sve € > 0 ili postoji € > 0 takav da je tocka x blago robusno efikasna.
Na pocetku promotrimo protuprimjer koji pokazuje implikacije koje ne vrijede opéenito.
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Primjer 1. Neka je U := {1,2, 3,4}, skup nesigurnosti gdje je &£ = 1 nominalni scenarij te
X := {0, +,0,%,0, A} skup dopustivih toaka. Nadalje, neka je funkcija f : X x U — R?
vektorska funkcija cilja prikazana graficki na slici [@.1}

fa

7

o4
+2,3 01
+1
*x1
AL4
01,3
<ol
04 44
o2 o4
O3
A3 *x2.,4
*3
&3
02
02
A2
1 2 3 4 5 6 7

f

Slika 4.1: Graficki prikaz vektorske funkcije cilja f iz primjera 1.

Primijetimo da su u ovom primjeru razliite dopustive tocke oznacene simbolima, a razli-
Citi scenariji (elementi skupa nesigurnosti) brojevima.

Lako vidimo da je tocka % blago robusno efikasno rjeSenje u odnosu na svaki € > 0 jer je
efikasno za nominalni scenarij i ne postoji druga tocka x € X takva da fy,(x) C fq, (%) —Ri.
Takoder % nije odozdo skupovno efikasna dopustiva tocka jer ju dominira tocka o, nije
snazno robusno efikasno rjeSenje jer ga dominira ¢ u scenariju 3, niti je tockovno teme-
ljeno minimax robusno efikasno rjeSenje jer ga dominiraju o i A.

Nadalje, dopustiva tocka A jest odozdo skupovno efikasna, ali nije blago robusno efikasno
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rjeSenje u odnosu niti na jedan € > 0 jer ga uvijek dominira tocka o koje je dopustiva tocka
za bilo koji LR(x, €, U) kada je A dopustiva tocka).

Tocka O je alternativno skupovno efikasno rjeSenje te konveksno temeljeno minimax ro-
busno efikasno rjesenje, ali nije tockovno temeljeno minimax robusno efikasno rjesenje jer
ga dominira o niti je slabo robusno efikasno rjesenje jer ga dominiraju tocka % u scenariju
1, 0 u scenariju 2 1 scenariju 4 te A u scenariju 3.

Dopustiva tocka ¢ je snazno robusno efikasno rjeSenje, ali nije to¢kovno temeljeno mini-
max robusno efikasno rjeSenje niti je skupovno efikasno jer ga u oba koncepta dominira
tocka O.

Tocka + je konveksno temeljeno minimax robusno efikasno rjesSenje, ali nije slabo robusno
efikasno rjeSenje jer ga dominira % u scenariju 1, ¢ u scenariju 2, A u scenariju 3 te o u
scenariju 4. Takoder, nije odozdo skupovno efikasno jer ga dominira o niti je to¢kovno
temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje je ga dominira O.

Zbog preglednosti slijedi tabli¢ni prikaz rezultata:

Tablica 4.2: Tabli¢ni prikaz odnosa izmedu koncepata robusnosti u primjeru 1.

* A O ¢ + o

Snazno robusna efikasnost - - -+ -
Slabo robusna efikasnost + + - - o+ -
Skupovno temeljena minimax robusna efikasnost + - - - - -
Konveksno temeljena minimax robusna efikasnost + + - - + +
Tockovno temeljena minimax robusna efikasnost - - - - - -
Blago robusna efikasnost Ve + 4+ + + + +
Odozdo skupovno efikasno - -+ 4+ o+ -
Skupovna efikasnost + o+ 4+ o+ o+ o+
Alternativna skupovna efikasnost - -+ -+ 4
Odozdo sigurna efikasnost + o+ 4+ o+ o+ o+

Slijedi primjer iz kojeg je moguce zakljuciti da tockovno temeljeno minimax robusno efi-
kasno rjeSenje ne mora nuzno biti slabo robusno efikasno rjeSenja, blago robusno efikasno
rjeSenje u odnosu na neki € > 0 ili skupovno efikasno.

Primjer 2. Neka je U := {£,, &, &), skup nesigurnosti gdje je & = &, nominalni scenarij te
X := {x, x»} skup dopustivih to¢aka. Nadalje, neka je funkcija f : X X U — R? vektorska
funkcija cilja prikazana graficki na slici[4.2]
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2t X f(x2,8) O flxy, )
X  f(x2,8&3)

1t X fixz,&1)

OO :l[ 2

fi

Slika 4.2: Graficki prikaz vektorske funkcije cilja f iz primjera 2.

Iz grafickog prikaza funkcije f jasno vidimo da x; nije slabo robusno efikasno rjesenja,
blago robusno efikasno rjeSenje u odnosu na neki € > 0 niti skupovno efikasno. U svakom
konceptu ga dominira x,, medutim obje tocke su tockovno temeljena minimax robusno
efikasna jer niti jedna ne dominira u tom konceptu robusnosti.

Analizirajmo na pocetku vezu izmedu tockovno temeljene minimax robusne efikasnosti i
odozdo sigurne efikasnosti.

Lema 4.0.1. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te neka
je x € X tockovno temeljeno minimax robusno efikasno rjesenje za P(U). Tada je tocka x
odozdo sigurno efikasno za P(U).

Dokaz. Dokaz ove leme slijedi izravno iz definicija. Naime, opcenito vrijedi fgi“(x’) -
RE C f(x') — RE zasvaki x’ € X
O

Promotrimo sada vezu blago robusne efikasnosti i skupovno temeljene minimax robusne
efikasnosti. Preciznije, sljedeci rezultat pokazuje da je svako skupovno temeljeno minimax
robusno efikasno rjeSenje ujedno i1 blago robusni efikasno rjeSenje u odnosu na neki € > 0.

Lema 4.0.2. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te neka
je x € X skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rjesenje za P(U). Tada postoji
€ > 0 takav da je tocka x blago robusno efikasno za P(U) u odnosu na e.

Dokaz. Na pocetku napomenimo da je skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rje-
Senje x € X za P(U) ujedno i blago robusno efikasno za P(U) u odnosu na € ako i samo
ako je dopustiva tocka za LR(X, €, U) za neko efikasno rjeSenje £ € Xg(£) nominalnog
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problema P(£) gdje je £ nominalni scenarij. S obzirom na to da je skup dopustivih totaka
za LR(x, €, U) podskup od X za svaki € > O te, vrijedi da je rjeSenje x skupovno temeljeno
minimax robusno efikasno rjeSenje za LR(X, €, ) ujedno i skupovno temeljeno minimax
robusno efikasno rjeSenje za P(U).

Sada za svaki X € Xs(é), x je dopustiva tocka za LR(X, €/, U) u odnosu na € za sve

Zakljucujemo da je x blago robusno efikasno rjesenje za (1) u odnosu na €’.

Uz dodatne pretpostavke moZemo pokazati da vrijedi i suprotan smjer.

Lema 4.0.3. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te neka
je & nominalni scenarij. Nadalje, neka je x blago robusno efikasno rjesenje za P(U) u
odnosu na svaki € > 0, tada je x skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje.

Stovise, x je efikasno rjesenje za P(€).

Dokaz. Neka je x € X blago robusno efikasno rjeSenje za P(U) u odnosu na svaki € > 0.
Za pocetak promotrimo skupove dopustivih to¢aka za P(U) i LR(X, e, U) gdje je & €
Xg(8). Skup dopustivih todaka za P(U) je X, dok je skup dopustivih tocaka za LR(X, €, U):

XRRe)={xeX: (7d < (& +el

Ocito je X£R(%,€) c X pa je x dopustiva tocka za P(U). Pretpostavimo sada da x nije
skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rjeSenje za P(U). Tada postoji rjeSenje
x" € X takvo da fq;(x") C fy(x) — R’;. Takoder za

imamo fi(x',&) < fi(&, &)+ €/ te slijedi da je x” dopustiva tocka za LR(%, €, U). Medutim, to
je u kontradikciji s pretpostavkom da je x skupovno temeljeno minimax robusno efikasno
rjeSenje za LR(X, €, U).
Primijetimo sada da postoji neki £ € Xg(£) takav da je x skupovno temeljeno minimax
robusno efikasno rjesenje za LR(x, 0, U). Tada je x dopustiva tocka za LR(x,0, U) pa je
efikasno rjesenje za P(£), $to dokazuje tvrdnju.

m]

Napomena 4.0.1. Skupovno temeljeno minimax robusno efikasno rjesenje x € X za P(U)
koje je efikasno za P(£) je ujedno i blago robusno efikasno za P(4f) u odnosu na svaki
€ > 0 jer je tada dopustiva tocka za LR(x, €, U) za svaki € > 0.
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Lema 4.0.4. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te neka
je & nominalni scenarij. Nadalje, neka je x snazno robusno efikasno rjesenje za P(U), tada
je x blago robusno efikasno rjesenje za P(U) u odnosu na neki € > 0.

Dokaz. Izaberimo € = 0 € R¥. S obzirom na to da je x snaZno robusno efikasno rjesenje,
tada je efikasno i za nominalni scenarij, tj. ne postoji x’ € X\ {x} takav da fi(x’, &) < fi(x, &)
za svaki i. Zakljucujemo da je x jedina dopustiva tocka za LR(x, €, U), stoga je minimax
robusno efikasno za LR(x, €, U) i blago robusno efikasno u odnosu na €, za P(U).

O

Poglavlje ¢e biti zaklju¢eno navodom rezultata koji otkriva jasnu vezu izmedu slabo ro-
busne efikasnosti ili blago robusne efikasnosti te odozdo sigurne efikasnosti.

Lema 4.0.5. Neka je P(U) visekriterijski optimizacijski problem s nesigurnostima te neka
je & nominalni scenarij. Nadalje, neka je x slabo robusno efikasno rjesenje za P(U) ili
blago robusno efikasno rjesenje za P(U) u odnosu na neki € > 0, tada je x odozdo sigurno
efikasno za P(U).

Dokaz. Pretpostavimo da x nije odozdo sigurno efikasno, prema definiciji, tada postoji
x" € X\ {x} takav da

VéEeUNneU, [f(X,6)=f(xn). 4.1)
Iz toga direktno slijedi da x nije slabo robusno efikasno rjesenje. Nadalje,
f&.8 = fxd).

Stoga, ako je x dopustiva tocka za neki LR(X, €, &) gdje je ¥ € Xg(€), € = 01 & € U, onda
je ix’ dopustiva tocka. Medutim, iz odnosa (4.1) slijedi

YéeU,Ine U, uzuvjet, f(x',&) < f(x,n)

odnosno, f(x,U) C f(x', U)—RE, x nije blago robusno efikasno rjeSenje u odnosu na bilo
koji € > 0 jer ga x” uvijek dominira. Time je tvrdnja dokazana.
O



Poglavlje 5
Zakljucak

U ovom radu istrazeni su kljucni aspekti robusnosti i viSekriterijske optimizacije te njihove
primjene u razli¢itim podrucjima. Detaljnom analizom prikazani su teorijski temelji oba
koncepta, uz identifikaciju njihovih medusobnih povezanosti i prakticnih izazova koji pro-
izlaze iz primjene u stvarnim sustavima.

Robusnost i visekriterijska optimizacija predstavljaju klju¢ne koncepte u analizi i modeli-
ranju sloZenih sustava. Robusnost osigurava otpornost na vanjske utjecaje, neizvjesnosti i
promjene u uvjetima rada, dok viSekriterijska optimizacija omogucéuje donoSenje odluka u
kontekstu vise ciljeva, Cesto s medusobno konfliktnim zahtjevima.

Analizom razli€itih vrsta robusnosti i njihovih relacija uoceno je da primjena odgovaraju-
¢ih metoda moZe znacajno poboljsati performanse sustava te povecati njegovu stabilnost.
Uspjesna implementacija ovih metoda omoguduje prilagodljivost sustava u promjenjivim
uvjetima, smanjujuci osjetljivost na neocekivane varijacije i osiguravajuci dugorocnu odr-
Zivost.

Integracija robusnosti i viSekriterijske optimizacije pruza mocan alat za rjeSavanje slozenih
problema u raznim domenama, od industrijskih procesa i financijskih sustava do tehnolo-
Skih inovacija i upravljanja resursima. Unato¢ mnogim izazovima, kao $to su poveéana
sloZenost modela i potreba za racunalno intenzivnim simulacijama, prednosti ovakvog pris-
tupa jasno nadmasuju njegove nedostatke.
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Sazetak

Ovaj rad istraZzuje koncepte robusnosti i viSekriterijske optimizacije, analiziraju¢i njihove
teorijske osnove, medusobne relacije te primjenu u stvarnim sustavima. Robusnost omo-
guduje otpornost na nesigurnosti i promjene u sustavima, dok visekriterijska optimizacija
omogucuje donoSenje odluka uzimajuci u obzir viSe ciljeva. Kroz definirane koncepte
robusnosti naglaSena je vaznost otpornosti sustava na neizvjesnosti i promjene, dok su
viSekriterijske metode omogucile ucinkovito rjeSavanje sloZenih problema s vise ciljeva,
¢esto pod medusobno sukobljenim zahtjevima. Kombinacija ovih pristupa pokazala se kao
klju¢na u postizanju stabilnih i optimalnih rjesenja koja su prilagodena razli¢itim uvje-
tima i1 ogranicenjima. Kroz analizu razliCitih pristupa i primjera iz prakse, prikazane su
prednosti 1 izazovi integracije ovih metoda. Dobiveni rezultati potvrduju vaznost balansi-
ranja robusnosti i optimizacije za postizanje stabilnih i u¢inkovitih rjeSenja u dinami¢nim
okruzenjima.
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Summary

This paper explores the concepts of robustness and multi-objective optimization, analyzing
their theoretical foundations, interrelations, and applications in real-world systems. Robus-
tness ensures resilience against uncertainties and changes in systems, while multi-objective
optimization enables decision-making by considering multiple objectives. Through the de-
fined concepts of robustness, the importance of system resilience to uncertainties and vari-
ations is emphasized, while multi-objective methods provide effective solutions to complex
problems involving multiple, often conflicting, objectives. The combination of these ap-
proaches has proven to be crucial in achieving stable and optimal solutions tailored to
various conditions and constraints. Through the analysis of different approaches and prac-
tical examples, the advantages and challenges of integrating these methods are highlighted.
The obtained results confirm the importance of balancing robustness and optimization to
achieve stable and efficient solutions in dynamic environments.
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