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Uvod

Tockovni procesi s klasterima jedan su od najvaznijih modela tockovnih procesa i
u teoriji i primjenama. Prirodno se namecu u modeliranju lokacija razli¢itih obje-
kata. Tisu objekti primjerice: biljke, molekule, ljudske nastambe, zvijezde, galaksije,
epicentri potresa, erupcije vulkana i slicno. Nas najvise zanima primjena procesa s
klasterima u aktuarstvu, posebno nezivotnom osiguranju.

Pretpostavimo da nam je dan jedan tockovni proces. Nazovimo ga procesom cen-
tara ili sredista. Svaka tocka ili atom tog procesa potice jednu skupinu, nakupinu
ili kaster aktivnosti. Mi uvijek pretpostavljamo da su klasteri medusobno nezavisni.
U terminima nezivotnoga osiguranja, tocke procesa centara interpretiramo kao vre-
mena dolazaka zahtjeva za isplatu Steta. Tocke klastera interpretiramo kao vremena
isplata pripadnoga zahtjeva. Jedan od najvaznijih problema u aktuarstvu svakako
je predvidanje buducega broja zahtjeva i ukupnoga iznosa steta koje treba isplatiti
osiguranicima.

Ako su tocke procesa centara tocke Poissonove slu¢ajne mjere (Poissonovoga pro-
cesa), govorimo o Poissonovu procesu s klasterima. To je najvazniji matematicki mo-
del tockovnih klaster procesa. Posebno nas zanima slucaj u kojem je taj Poissonov
proces homogen. Cilj ovog diplomskog rada proucavanje je tog procesa te njegovih
osnovnih svojstava kao Sto su ocekivanje, varijanca i kovarijacijska struktura. Za ra-
zumijevanje rada predvideno je poznavanje osnovnih rezultata teorije mjere i teorije
vjerojatnosti.

Rad se sastoji od tri poglavlja. Prvo poglavlje sadrzi osnovne definicije u teoriji
tockovnih procesa. Precizno ¢e biti definiran tockovni proces i uveden najvazniji
primjer tockovnih procesa, Poissonov tockovni proces. Bit ¢e definiran i pojam La-
placeova funkcionala koji je kljucan alat za razumijevanje razdiobe tockovnih procesa.
Ovo poglavlje sadrzi i kratak uvod u mjere momenata tockovnih procesa.

U drugom ¢e poglavlju biti matematicki definiran opéeniti proces s nezavisnim klas-
terima te Poissonov proces s klasterima. Poglavlje sadrzi i primjere Poissonova
tockovnog procesa s klasterima koji se koriste u praksi. Neki od primjera sadrzavat
¢e 1 ilustracije koje imaju cilj ¢itatelju olaksati razumijevanje procesa s klasterima.
Trec¢e poglavlje bavi se primjenama u aktuarstvu. U njemu ¢e biti uvedena dodatna
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svojstva procesa koji se koriste u matematici nezivotnog osiguranja. Kratko ¢emo
se osvrnuti na Poissonove procese s Poissonovim klasterima. Vidjet ¢emo koje sve
pretpostavke treba uvesti ako zelimo dosad poznate modele koristiti za previdanje
spomenutog broja zahtjeva i iznosa Steta koji pristizu u buduénosti.

Rad se uglavnom bavi procesima s klasterima koji su Poissonovi, no ne treba zane-
mariti vaznost drugih modela u toc¢kovnim procesima s klasterima.

Posebno se zelim zahvaliti svome mentoru, prof. dr. sc. Bojanu Basraku na mnogim
korisnim savjetima koji su mi jako pomogli u pisanju diplomskoga rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi o tockovnim
procesima

Iz teorije vjerojatnosti znamo da je ponekad korisno promatrati vrijednosti slucajnih
varijabli, odnosno slucajnih vektora kao slucajno odabrane tocke. U ovom ¢emo po-
glavlju definirati nove slucajne elemente cije ¢e realizacije biti slu¢ajne tockovne mjere
i zvat ¢emo ih tockovnim procesima.

Proucit ¢emo najvaznije primjere tockovnih procesa. Dalje ¢emo uvesti pojam La-
placeova funkcionala tockovnoga procesa koji jedinstveno odreduje distribuciju tog
procesa. Na kraju poglavlja re¢i ¢emo i nesto o mjerama momenata tockovnih pro-
cesa.

Veliki dio teorije tockovnih procesa moze se razviti na potpunim separabilnim me-
trickim prostorima. Buduci da su u ovome radu svi primjeri tockovnih procesa vezani
za neki konacno-dimenzionalni euklidski prostor X, skup stanja tockovnog procesa
kod nas je uvijek Borel izmjeriv podskup od X, a cesto i sam X.

1.1 Osnovne definicije

Prije nego sto precizno definiramo sluc¢ajni element koji zovemo tockovnim procesom,
dat ¢emo jednu intuitivnu definiciju i ilustraciju kao motivaciju.

Neka je X neki konacno-dimenzionalan euklidski prostor i B(X) o-algebra Bore-
lovih skupova na X. Promatrajmo niz (X, : n € N) slucajnih vektora s vrijednostima
E € B(X). Za svaki B ¢ E definirajmo

N(B) := card{n > 1: X,(w) € B}, (1.1)
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za w € €.

Dakle, N(B) broji koliko se tocaka niza ( X,(w), n € N) nalazi u skupu B. Ilus-
tracija je dana slikom 1.1} Iz definicije vidimo da N(B) ovisi i 0 w € £, a ne samo
o skupu B pa bi pravilnije bilo pisati N(B,w) umjesto N(B). Pokazat ¢emo da je
za dani skup B, N(B) slucajna varijabla s vrijednostima u skupu {0,1,..., +o0}.
Za fiksni w € Q, N(-,w) definira jednu broje¢u mjeru s tockama ili ”atomima”
(X,(w),neN).

40 50

20
I

lznosi odstete

20

10

T T T T T
0 20 40 60 80

Vrijeme

Slika 1.1: Slucajne tocke X; na (0,00)2. Broj toc¢aka koji upadne u skup B modelira
slucajna varijabla N(B); u ovom je slucaju N(B,w) = 6.

Oznacimo sa &€ o-algebru Borelovih skupova na E. Za tocku x € E definiramo
preslikavanje 0, : &€ — [0, +o0] sa

| B
%(B) = {0 iZBT

Lako se pokaze da je ¢, mjera na izmjerivom prostoru ( E, £ ) koju zovemo Diracovom
mjerom u tocki x ili mjerom koncentriranom wu tocki x.
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Za dani niz (z,,n € N) u E definiramo preslikavanje m : £ — [0, +00] relacijom
0
m(B) := > 6,,(B) = card{n>1:2,€B}, Beé& (1.2)
n=1

Lako se vidi da je m mjera na ( E, £). Zovemo ju broje¢om mjerom ili mjerom pre-
brojavanja. Ako je josim(B) < +o0 za sve ograni¢ene B € £, m nazivamo tockovnom
mgjerom.

Oznac¢imo sa N#(E) prostor svih totkovnih mjera na F te sa N#(E) pripadnu o-
algebru koja sadrzi skupove oblika

{me N*(E):m(B)e A} (1.3)

za B € &€ i proizvoljan skup A € B([0, +] ). Lako se pokaze da je N#(F) najmanja
o-algebra takva da je za svaki B € & preslikavanje m — m(B) izmjerivo.

Definicija 1.1.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Tockovni proces N na E
1zmjerivo je preslikavanje

N:(Q, F)— (N*(E), N¥(E)). (1.4)

Tockovni je proces slucajni element ili slu¢ajna funkcija ¢ije su vrijednosti tockovne
mjere. Za svaki w € ), funkcija m(-) = N(-,w) tockovna je mjera. Posebno je
N(B) < +0 za ogranic¢ene skupove B € &, ali N(B) moze poprimiti vrijednost +o
na neograni¢cenom Borelovom skupu B.

Sljedeéa lema opravdava interpretaciju tockovnoga procesa kao skupa {N(B)}gce
slucéajnih varijabli N(B) koje poprimaju vrijednosti iz skupa {0, 1, ..., o0}.

Lema 1.1.2. Preslikavanje N sa (Q, F) u (N#(E), N#(E)) tockovni je proces
na E ako i samo ako je za svaki B € £, N(B) slucajna varijabla s vrijednostima u
skupu {0,1,...,+0} te vrijedi da je N(B) < +00 za ogranicene B € £.

Dokaz. Pretpostavimo da je N tockovni proces na E. Po definiciji tockovnoga procesa
preslikavanje w +— N(-,w) izmjerivo je sa (Q, F) u (N#(E), N#(E)). Kako je o-
algebra N'#(E) generirana skupovima (L.3)), preslikavanje ¢ : (N#(E), N#(E)) —
(10, +0], B([0,+0])) definirano sa ¢p(m) := m(B) je izmjerivo. Kako je kompozi-
cija izmjerivih preslikavanja izmjeriva, slijedi da je N(B,w) = ¢p(N(-,w)) izmjerivo
sa (Q, F)u([0,+00], B([0,+])). Stoga je N(B,w) = N(B) slu¢ajna varijabla po
definiciji te N(B) < + za sve ogranicene B € £ zbog definicije to¢kovnoga procesa.
Za dokaz obrata pogledajte Resnick [6], Propozicija 3.1. O
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Neka je (X, : n € N) niz slu¢ajnih vektora u euklidskom prostoru F ¢ije ée slucajne
vrijednosti biti tocke tockovnoga procesa. Pokazat ¢emo da se mnogi tockovni procesi
koji nas zanimaju mogu zapisati kao

400
N = > dx,. (1.5)
n=1

Tada je za svaki w € ()

N(w) = D 0x,0)() (1.6)

tockovna mjera na €. Kako bismo pokazali da je N definiran u ((1.5)) tockovni proces
po definiciji treba pokazati da je za proizvoljni skup C € N#(E)

+00
{w eQ: ) bx,w() € 0} e F.

n=1

Kako je 3.7 0x, () (-) tockovna mjera na &, po definiciji (I.3) skupa C dovoljno je
pokazati da za svaki B € & vrijedi

+00
{w €Q: ) bx,w(B)e A} e F.

n=1

za svaki A € B([0,+m]). Po Lebesgueovom teoremu o monotonoj konvergen-
ciji. >2t* 1p(X,,) slucajna je varijabla sa Q u [0, +o0] kao limes slucajnih varijabli
St 1p(X,). (Daje ¥ 15(X,) slucajna varijabla slijedi iz ¢injenice da je kom-
pozicija i zbroj slucajnih varijabli opet slucajna varijabla.)

Stoga vrijedi

{w €Q: ) bx,w(B)e B} — {w eQ: ) 1p(X,(w)) e B} e F,

n=1

pa je N definiran sa (1.5 tockovni proces.

Najvazniji primjer tockovnih procesa je Poissonov proces. Njega ¢emo definirati u
jednom od sljede¢ih potpoglavlja. Spomenimo sad jedan jednostavni primjer. Neka
je X slucajni vektor na E. Tada je za N = dx po upravo dokazanome N tockovni
proces. Jo§ puno primjera tockovnih procesa mozete pogledati u Mikosch [4].
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1.2 Laplaceova transformacija

Laplaceova je transformacija integralna transformacija koja se koristi u raznim gra-
nama matematike. Nas zanima posebno njena primjena u teoriji vjerojatnosti pa
¢emo ovdje dati kratki pregled osnovnih definicija i svojstava vezanih uz tu transfor-
maciju.
Definicija 1.2.1. Neka je f : [0, +0) — R funkcija. Ako integral
+00
L(f)(s) = F(s) := fe“f(t)dt, seR
0
konvergira za funkciju f, onda preslikavanje £ nazivamo Laplaceovom transformaci-
jom funkcije f.
Ako je f funkcija gustoée nenegativne slucajne varijable T'; Laplaceova transformacija
funkcije f jednaka je ocekivanju slu¢ajne varijable e=*T, tj. vrijedi
+00
Ele ] = J e f(t)dt =: F(s).
0
Definirajmo i Laplaceovu transformaciju slu¢ajnog vektora.

Definicija 1.2.2. Neka je X : 0 — R} nenegativan sluc¢ajni vektor. Laplaceova
je transformacija vektora X = (X1, Xs,...,X,) funkcija Fx : R} — R, definirana
relacijom

i=1

FXl,Xg ..... Xn(tl,tg,..., tn) = E [He_tiXi] . (17)

Napomena 1.2.3.

(a) Laplaceova transformacija slucajnoga vektora jedinstveno odreduje njegovu raz-
diobu, tj. 1z Laplaceove se transformacije slucajnoga vektora moze dobiti njegova
funkcija distribucije. Za dokaz vidjeti Billingsley [2].

(b) Prisjetimo se da su slucagne varijable X1, Xo, ..., X, definirane na istom vje-
rojatnostnom prostoru (2, F,P) nezavisne ako i samo ako je

Fxy x5, x, (t e, ooy ty) = HFX(tz)
i=1

Dokaz mozete pogledati v Sarapa [7], Teorem 11.1., str. 354.

Detaljnige o teoriji Laplaceove transformacije mozete procitati uw Mimica [5)].
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1.3 Laplaceov funkcional

Prisjetimo se da su realizacije tockovnoga procesa tockovne mjere. Stoga je distribu-
cija tockovnoga procesa N definirana sa

Py(B) := P(Ne B), BeN#(E)

Distribuciju tockovnog procesa puno je teze razumjeti od distribucije slucajne vari-
jable. No, ona je jedinstveno odredena familijom kona¢no-dimenzionalnim distribu-
cijama slucajnih vektora

(N(By), N(Bs), ..., N(By)) (18)

za proizvoljne ogranicene skupove Bj, Bs, ..., By iz £ i za svako k € N. Skup svih
ovih distribucija zovemo konacno-dimenzionalnim distribucijama tockovnoga procesa.
Distribucije cjelobrojnih k-dimenzionalnih slu¢ajnih vektora u ([1.8)) u potpunosti su
odredene vjerojatnostima oblika

Pk(B17 aBk; n1777nk):P(N(B1):n17 7N(Bk):nk) (]‘9)

za proizvoljne cjelobrojne ni,no,...,n; i proizvoljno k € N. Vjerojatnosti su
u literaturi poznate i pod nazivom konacno-dimenzionalne vjerojatnosti. Ocito je
puno jednostavnije zamisliti konac¢no-dimenzionalne distribucije tockovnoga procesa
od distribucije samoga procesa.

Rad s funkcijama distribucije slu¢ajnih objekata u teoriji vjerojatnosti katkad je vrlo
slozen, pa je uobicajeno prije¢i na neki analiticki aparat. Primjerice, mnoge pro-
bleme vezane za funkcije distribucije sluc¢ajnih varijabli lakse je bilo rijesiti pomoc¢u
njihovih karakteristicnih funkcija (vidjeti Sarapa [7], str. 442). Posebno, u slucaju
cjelobrojnih slucajnih varijabli koristili smo vjerojatnosne funkcije izvodnice. Preko
njih se definiraja jedna od transformacija tockovnih procesa, vjerojatnosni funkcional
1zvodnica, koji omogucéuje bolje razumijevanje distribucije samoga procesa. Vise o
vjerojatnosnom funkcionalu izvodnici mozete procitati u Daley i Vere-Jones [3]. Za
prikaz distribucije tockovnoga procesa mi ¢emo koristiti Laplaceov funkcional koji se
jednostavno moze dobiti iz funkcionala izvodnice.

Definicija 1.3.1. Laplaceov funkcional tockovnoga procesa N dan je sa

Un(f) = E lexp(— L de)] (1.10)

za proizvoljnu nenegativnu, ogranicenu i izmjerivu funkciju f : E — R.
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Uoc¢imo da je ocekivanje u uvijek konacno, to¢nije ograniceno sa 1 zbog mo-
notonosti oc¢ekivanja i definicije eksponencijalne funkcije. Integral SE fdN dobro je
definiran Lebesgue-Stieltjesov integral, a poznat je i pod nazivom Poissonov intergral.
Oznacavamo ga sa N(f).

Napomena 1.3.2. Pretpostavimo da se za niz slucajnih vektora (X,, n € N) s
vrigednostima u E tockovni proces N mozZe zapisati kao N = Z;riol dx, . Pomocu
Lebesgueova teorema o monotonoj konvergenciji lako se pokaze da je

fde = > f(X). (1.11)
B n=1
Posebno je za f = 1p
fde _ J1dev _ szv _ N(B) (1.12)
E E B

za proizvoljno B € £.

Teorem 1.3.3. Laplaceov funkcional Vy(f) tockovnoga procesa N jedinstveno odreduje
distribucigu Py .

Dokaz. Promatramo nenegativne i ogranicene funkcije f, : £ — R oblika
fz = 21131 + 22132 + ... Zk]-Bka

pri cemusu z; >0, B;e& zasve i =1,2,...k te ke N proizvoljni. Tada vrijedi

‘I’N(fz) = E | exp <— JE fsz)]
= FE _eXp <—J (z11p, + 22135, —i—...—l—zlek)dN>]
i E

=K exp(—(zlf 15, dN + ZQJ 1p,dN + ... + zkf 1Bde)>]
E E X

= ]E[exp( _(ZlN(Bl) + ZQN(BQ) + ZkN(Bk)))]

sto je Laplaceova transformacija slu¢ajnoga vektora (N (By), ..., N(B)). Znamo da
ona jedinstveno odreduje razdiobu tog slu¢ajnog vektora. Stoga, skup svih Wy/(f.) za
z; =20 1isve 1 =1,2,..., k odreduje kona¢no-dimenzionalne distribucije tockovnoga
procesa N. Kako smo ve¢ komentirali, one odreduju distribuciju Py promatranoga
procesa N. O
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1.4 Mjere momenata

Pretpostavimo da je k-t moment tockovnoga procesa N konacan, tj. da vrijedi
pe = E[N(X)*] < o0 za neko k = 1,2,.... Tada, za svaki Borelov skup A € B(X)
definiramo

Mi(A") = E[N(A)],

gdje je A* = AxAx---xAe B*(X) sto je o-algebra produktnoga prostora X* =

k-puta
XxXx - xX.
~- J
k-puta

Neka je p; = E[N(X)] < o0. Definiramo mjeru ocekivanja M sa

M(A) := Mi(A) = E[N(A)], zasvaki Ae B(X).

Iz Fubinijeva se teorema lako vidi da M nasljeduje svojstvo o-aditivnosti od N te je
stoga M mjera na B(X). Za k > 1 mozemo progiriti definiciju My na proizvoljne
pravokutnike oblika

k1 ko kr
A X AS? X x AT

pri ¢emu je {ki, ks, ...k.} particija broja k (tj. k. >1,a ki +ke+ ...+ k. =k ),
a A; su disjunktni skupovi iz B(X), i =1,2,...,r. Vrijedi

My, (Af* x AJ? x - x AF) = E[N(A)" N(4)" - N(A,)*]. (1.13)

Lako se pokaze da je M o-aditivna na skupu ovakvih pravokutnika pa se stoga defini-
cija moze prosiriti do mjere na Borelovim skupovima iz B(X). Funkciju M) mozemo
smatrati mjerom ocekivanja toc¢kovnoga procesa na X*. Takav se proces sastoji od
k-dimenzionalnih nizova (u kojima su dopustena ponavljanja) tocaka originalnoga
procesa, tj. N* produkt je k kopija procesa N. Stoga, M}, predstavlja ocekivani broj
takvih k-dimenzionalnih nizova u proizvoljnom skupu iz B*(X). Mjeru M}, zovemo
mjerom k-tog momenta procesa N.

Na slican nac¢in uvest ¢emo i mjeru k-tog faktorijel momenta, no prisjetimo se prije
toga jednoga poznatoga pojma. Zar = 0,1,..., r-tu (padajucu) faktorijel potenciju
broja n definiramo sa:

] nn—1)---(n—r+1) r=20,1,...,n,
n =
0 r > n.

To je motivacija za sljede¢u definiciju.
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Definicija 1.4.1. Za r = 0,1,..., r-ti faktorijel moment my, nenegativne cjelo-
brogne sluc¢ajne varijable X je mpy =: E [X["]].

Ako je zakon razdiobe slucajne varijable X dan sa Px(n) = P(X =n) = p,, za
n € Ny, vrijedi

oe)
m[r] = Z n[r] Pn-

n=0

Ako je distribucija slu¢ajne varijable X koncentrirana na kona¢nom skupu {0, . .., ng},
svi su faktorijel momenti veé¢i od ng po definiciji jednaki nuli. Kako pretvoriti fakto-
rijel momente u obi¢ne i obrnuto moze se procitati u Daley i Vere-Jones [3], str. 114.
Sad smo spremni za definiciju mjere k-tog faktorijel momenta u oznaci M. Vri-
jedi, naravno, da je My = M) = M. Za k > 1 samo zamijenimo obicne potencije
faktorijel potencijama u te imamo

Mg (A x Ay? x - x AF) = E[N(A)FIN (A N (A (1.14)

Mjera M, moze se takoder interpretirati kao mjera ocekivanja odredenoga tockovnoga
procesa na X*. U ovom se slu¢aju realizacije novoga slu¢ajnoga procesa sastoje od
svih k-dimenzionalnih nizova razli¢itih tocaka originalnoga procesa. Ako tockovni
proces ima visestruke tocke, njih treba prebrojati u skladu s njihovim multiplicite-
tima. Primjerice, ako N ima duplu tocku, smatramo ju dvjema tockama s istim
koordinatama pri konstrukciji k-dimenzionalnih nizova.

1.5 Poissonov tockovni proces

Poissonov tockovni proces ili Poissonova sluc¢ajna mjera najvazniji je primjer tockovnih
procesa. Ona se pojavljuje kao limes ,,bionomnih tockovnih procesa”, tj. tockovnih
procesa ¢ije su tocke nezavisne. Primijetimo slicnost s Poissonovim grani¢nim teore-
mom koji kaze da je Poissonova sluc¢ajna varijabla limes po distribuciji niza binomnih
sluc¢ajnih varijabli.

U ovom ¢emo poglavlju definirati Poissonov tockovni proces, dati jedan primjer i
pokazati jedan od nac¢ina konstrukcije novoga Poissonova tockovnoga procesa iz pos-
tojecega.
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Poissonova slucajna mjera

Definicija 1.5.1. Neka je p Radonova mjera na prostoru stanja. Tockovni proces
N naziva se Poissonovim procesom i/t Poissonovom slu¢ajnom mjerom s mjerom
intenziteta u (pisSemo PRM(1)) ako su zadovoljena sljedeca dva uvjeta:

(1) Za Ae€ ik=0

—p(A) (1(A))
P(N(4) = k) = T
0, ako je  u(A) = +oo.

ako je p(A) < o (1.15)

(2) Ako su za proizvolino m =1, Ay, Ao, ..., Ay medusobno disjunktni podskupovi
iz €, onda su N(A1), N(Az),... N(A,,) medusobno nezavisne sluc¢ajne varija-

ble.
Napomena 1.5.2.
(a) Kako je E[N(A)] = p(A), naziv mjera intenziteta opravdan je.

(b) Iz definicije (1.15)) vidimo da p odreduje razdiobu tockovnoga procesa N slicéno
kao sto parametar \ odreduje razdiobu Poissonove slucajne varijable.

(¢) Prisjetimo se da je p Radonova mjera ako je p(A) < o za kompaktne skupove
A c E. Iz toga slijedi da je za kompaktne skupove A, E[ N(A)]| = p(A) < «©
(g.s.), tj. N je po definiciji tockovni proces.

Vise o PRM moZete procitati u Resnick [6], str. 132.

Primjer 1.5.3. (Homogeni Poissonov proces)

Neka je N PRM(u) na konacno-dimenzionalnom euklidskom prostoru X i | - | Le-
besgueova mjera na X. Neka je p visekratnik Lebesqueove mjere na X, u smislu da
postoji parametar A > 0 takav da je N PRM(\|-|). Vrijedi dakle, N(A) ~ P(A|A]),
za svaki A € B(X). Takav proces nazivamo homogena Poissonova slu¢ajna mjera
ili homogeni PRM s intenzitetom A. Ouvako definiran proces prirodno je prosirenje
homogenog Poissonova procesa na [0, +00) u oznaci N(t) := N([0,t]) koji je poznat
kao brojéi proces koji krece iz nule (moZete pogledati Vondracek [§]).

Slijedi teorem o Laplaceovom funkcionalu PRM-a te konacnosti i nenegativnosti Po-
issonovih integrala. On ¢e nam biti od koristi pri prou¢avanju Poissonova procesa s
klasterima.

Teorem 1.5.4. Laplaceov funkcional tockovnoga procesa N koji je PRM (1) na pros-
toru stanja E < X dan je sa
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(1)

Wy (f) = exp |~ (L) udn) (1.16)

za proizvoljnu (ne nuino ogranicenu) izmjerivu funkciju f = 0.

(2) Neka je f nenegativna izmjeriva funkcija na E. Integral SE fdN konacan je
(g.s.) ako i samo ako vrijedi

Jmin(f(x), 1) p(dz) < . (1.17)

Uvjet (1.17)) ekvivalentan je kona¢nosti Laplaceova funkcionala ((1.16]). Dokaz te tvrd-
nje kao i dokaz samoga teorema mozete procitati u Mikosch [4], str. 233.

Navest ¢emo i nekoliko lema o nekim od svojstava Poissonova integrala koje ¢e nam
trebati kasnije. Leme navodimo bez dokaza, a detaljnije o njima moze se procitati u
Mikosch [4] str. 237 - 241.

Lema 1.5.5. Neka je N PRM(u) na prostoru stanja E < X ¢ f : E — R iz
myjeriva funkcija. Inetegral SEde postoji © konacan je (g.s.) ako i samo ako je
§, min( [£(z)], 1) pu(dz) < .

Poissonovi integrali SE fidN, 1+ =1,2, ... imaju korisno svojstvo: nezavisni su ako
fukncije f; imaju disjunktne nosace. Preciznije, vrijedi sljedec¢a lema:

Lema 1.5.6. (Nezavisnost Poissonovih integrala s disjunktnim nosacima) Neka je
N PRM(u) na prostoru stanja E < X i fi : E - R za i = 1,2, ..., k izmjerive
funkcije s disjunktnim nosacima. Pretpostavimo da integrali SE fi dN postoje i da su
konacni (g.s.). Tada su slu¢ajne varijable SE fidN medusobno nezavisne.

Lema 1.5.7. (Ocekivanje, varijanca i kovarijanca opéenitih Poissonovih integrala)
Neka je PRM(p) na prostoru stanja E < X i f, g: E — R izmjerive funkcige.

(1) Pretpostavimo da je §, |f(x)| p(dzx) < co. Tada je

E fde - Jf(g:)u(d:p). (1.18)

E
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(2) Pretpostavimo da je

fmax 1% 1f(2)]) p(dz) < . (1.19)

Tada je

Jrax ) = [t uao). (1.20)

i desna je strana konacna.

(3) Pretpostavimo da f i g zadovoljavaju uvjet (1.19). Tada vrijedi
Cov ffdjv Jng Jf i), (1.21)

Oznaceni Poissonovi procesi

Novi Poissonovi tockovni procesi mogu se iz danoga Poissonova procesa, tj. Poisso-
nove slucajne mjere (PRM) konstruirati:

e izmjerivim transformacijama tocaka PRM-a,
e nezavisnim oznacavanjem tocaka PRM-a,

e zbrajanjem nezavisnih PRM-ova.

Od ova tri nacina, nas zanima nezavisno oznacavanje tocaka PRM-a. (Vise o kons-
trukeiji novih Poissonovih slu¢ajnih mjera iz postoje¢ih mozete procitati u Mikosch
[4], str. 244.)

Dani PRM oznacavamo tako da njegovim tockama dodajemo koordinate koje su
nezavisne s tockama. Tako dodanu koordinatu zovemo oznakom. Vidjet ¢emo da
je uz odredene uvjete na distribuciju niza oznaka novoga procesa, taj novi proces
takoder PRM na veéem prostoru stanja. To je sadrzaj sljedece propozicije koju samo
iskazujemo (za detalje vidjeti Mikosch [4], str. 246).

Propozicija 1.5.8. Neka je Nx = >, 0x, PRM(u) na prostoru stanja E; <
R?. Neka je (Yy)ns1 niz nezavisnih jednako distribuiranih vektora s vrijednostima na
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prostoru stanja Ey < R™ i zajednickom funkcijom distribucije F. Ako su (X,)n>1 1
(Y)n=1 nezavisni, onda je tockovni proces

oo
Nxy = > 0x.v) (1.22)

i=1
PRM(u x pup) na prostoru stanja E = FE; x Ey.
Napomena 1.5.9. Mjera up iz Propozicije mjera je na R™ koja je u 1 — 1

korespondenciji s funkcijom distribucije F. Za detalje moZete pogledati Sarapa [7],
Teorem 9.3. i relaciju (9) na str. 270.

Slijedi primjer koji pokazuje da nezavisno oznacavanje danoga PRM-a moze rezulti-
rati nezavisnim stanjivanjem toga PRM-a.

Primjer 1.5.10. Neka je Nx PRM(u) na skupu E < X s tockama X;, i = 1,2,...
Oznacimo proces N nizom nezavisnih jednako distribuiranih simetricénih Bernoullije-
vih slucagnih varijabli (Y,). Neka je P(Y, = 1) =p iP(Y, = —1)=1—p =:¢q, pri
cemu su p, q € (0,1). Iz Propozicije slijedi da je oznaceni proces

o8]
NX7Y = Z(S(Xuyl)

i=1

PRM(u x py ) na prostoru E x {—1,1}. Posebno su tockovni procesi

0

N = D 0% Loy = Nxy(-n Ex {1}), (1.23)
i=1
o0

Ny = D 0x Liyie—yy = Nxy (-0 Ex {~1}), (1.24)
=1

nezavisni, jer su definirani na disjunktnim skupovima E x {1} i E x {—1}. Stovise,
moZe se pokazati da je Ny PRM(pu), a Ny PRM(qu) na istom skupu stanja E.
Ti su tockovni procesi primjeri jednostavnog procesa stanjivanja procesa Nx. Naime,
svaka tocka X; procesa Nx ostaje ili se iskljucuje iz procesa ovisno o tome je b'Y,, =1
il Y, = —1.



Poglavlje 2

Procesi s klasterima

Procesi s klasterima sastoje se od dvije komponente - lokacija samih klastera koje su
odredene takozvanim centrima klastera i elemenata unutar klastera. Zbrajanje eleme-
nata po klasterima ¢ini opazeni proces. Kako bismo modelirali elemente u klasteru,
uvodimo prebrojivu familiju tockovnih procesa N¥ indeksiranu po centrima klastera
{v:}. Sto se lokacija klastera tice, pretpostavljamo da nam je dan tockovni proces
centara klastera N, koji je ¢esto neopazen i ¢ije se realizacije sastoje od skupa tocaka
{yi} = Y. Cesto ée vrijediti Y = X (primjerice kod stacionarnih procesa).

2.1 Definicija

Neka su X i1 Y konaéno-dimenzionalni euklidski prostori i neka nam je dana fami-
lija { NY, y € Y} tockovnih procesa s vrijednostima u skupu X. Ova familija tvori
izmjerivu familiju ako je za svaki skup A € N#(X) preslikavanje y — Pyy(A) sa
(Y,B(Y)) u ([0,1], B([0,1])) izmjerivo, pri cemu je

Pry(A) = P(NV € A), (2.1)

tj. Pnv(A) zakon je razdiobe tockovnoga procesa NY.

Primjer 2.1.1. Neka je e ~ N(0, 0?). Znamo da je 6. tockovni proces. Uzmemo li

da je NY 4 Oyte , vrijedi
Prny(A) = P(dy4c € A).

Sljedeca propozicija govori da je klaster sa slu¢ajno odabranim centrom - slu¢ajnom
varijablom Y takoder tockovni proces.

16
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Propozicija 2.1.2. Neka je dana

(a) izmjeriva familija tockovnih procesa s razdiobama Pyy(A) definirana na X i
indeksirana po skupu Y 1

(b) slucajna varijabla Y s vrijednostima w Y i zakonom razdiobe Py .

Tada integral
P(A) = E[P(A|Y)] = f Py (A) Py (dy) (2.2)

definira vjerojatnosnu mjeru P na N#(X) te stoga i tockovni proces na X.
Za detalje pogledajte Daley i Vere-Jones [3], Propozicija 6.1.1T , str. 165.

Primjer 2.1.3. Uzmimo familiju tockovnih procesa kao u Primjeru te slucajnu
varijablu 'Y ~ Exp(l). Tockovni proces Oy i.(-) dobro je definiran po Propoziciji
212

Sljedeca lema daje nuzne i dovoljne uvjete da indeksirana familija tockovnih procesa
tvori izmjerivu familiju.

Lema 2.1.4. Da bi familija { NY },ey tockovnih procesa bila izmjeriva familija nuzno
je i dovolyno da su za sve pozitivne cijele brojeve k, konacne unije disjunktnih skupova
(B1, Ba, ..., By) i sve nenegativne cijele brojeve (nq,na, ..., ng) konacno-dimenzional-
ne vjerojatnosti

P]?(Bh?Bk) nlv"'7nk) :P(Ny(Bl) =N, ..., Ny(Bk) :nk)
izmjeriva preslikavanja sa (Y, B(Y)) w ([0,1],B([0,1]) ).

Lemu mozemo odmah primijeniti za odredivanje dovoljnih uvjeta koje je znatno
lakse provjeriti od onih iz Propozicije [2.1.2]

Korolar 2.1.5. Neka nam je dana slucajna varijabla Y definirana na Y sa zakonom
razdiobe Py i neka familija konacno-dimenzionalnih vjerojatnosti P{(By, B, ..., By;
ni,Na, ..., ng) zadovoljava uvjet iz Leme m Tada postoji dobro definiran tockovni
proces na X ¢ije su konacno-dimenzionalne vjerojatnosti dane sa:

Pk(BhBQa"'7Bk; nly”??"')”k‘) :]E([Pk(BhBQa"'7Bk;n17n27"'7nk‘)|Y])

IJ P,i/(Bl,Bg,...,Bk;nl,nQ,...,nk)]P’y(dy).
Y
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Definicija 2.1.6. N je proces s klasterima na euklidskom prostoru X s procesom
centara N, na euklidskom prostoru Y i komponentnim procesima koje c¢ine izmjerive
familije tockovnih procesa {NV},ey ako za svaki ograniceni A € B(X) vrijeds

N(A) := J NY(A) No(dy) = > N¥(A) <o (g.s.) (2.3)

yi€Nc

Mi ¢emo zahtijevati da komponentni procesi - klasteri budu medusobno nezavisni,
tj. smatrati da oni dolaze iz nezavisne izmjerive familije. U tom slu¢aju govorimo o
nezavisnim procesima s klasterima. Takoder, u ovoj se definiciji podrazumijeva da ¢e
se pojavljivati visestruke nezavisne kopije procesa NY ako je y centar vise od jednog
klastera.

Uvjet (g.s.) konaé¢nosti iz definicije za nezavisne procese s klasterima moze se
izreci i na sljede¢i nacin.

Lema 2.1.7. Nezavisni proces s klasterima postoji ako i samo ako za svaki ogranicens

skup A € B(X) vrijedi

[patNedy) = 3 paw) <0 P - (o), (2.4)

Y yi€Nc

gdje je pa(y) = P(NY(A) > 0) zaye Y i A e B(X) te P. vjerojatnosna mjera
procesa centara klastera.

Dokaz leme moze se procitati u Daley i Vere-Jones [3].

Napomena 2.1.8. Ako je Y = X, moZe se dodati i ogranicenje da su translatirane
komponente NY(A — y) jednako distribuirane. Tada kaZemo da razdioba klastera
ovisi samo o pozicifi tocaka u odnosu na centar klastera. Ako je uz to proces centara
stactonaran, govorimo o stacionarnom procesu s klasterima. Tockovni je proces, pri-
mgerice na X = R stacionaran ako za svaki r = 1,2,... te sve ogranicene Borelove
skupove By, Bs, ..., B, zajednicka razdioba slucajnih varijabli

(N(By +t),N(By+t),..., N(B, + 1))

ne ovist o t € R.

Da bi stacionaran proces s klasterima postojao, dovoljna je konacnost ocekivanja
klastera s centrom w nuli, tj. sredisnjega klastera. Za postojanje Poissonova procesa
s klasterima, taj wvjet cak i nije nuZan. Detaljnije argumente za obje turdnje moZete
procitati w Daley i Vere-Jones [3].
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Ako je poznat proces centara klastera, mjera ocekivanja procesa s klasterima uvjetno
na taj proces glasi:

EIN(A)| N = 3 M) = [ ME(A)N.(dy) 25)

yiENc

Pritom, M7 oznacava mjeru ocekivanja klastera koji ima centar u y. Iz pretpostavke
da komponentni procesi ¢ine izmjerivu familiju, slijedi da, ukoliko postoji, M7 (A)
definira izmjerivu jezgru (za fiksni y, MY mjera je na (X, B(X)), a za fiksni A € B(X),
y — MY(A) izmjeriva je funkcija). Uzmemo li ocekivanje od ocekivanja procesa s
klasterima obzirom na procesa centara dobivamo mjeru prvoga momenta procesa s
klasterima

E[N(A)] = E[E[N(A)|N,]] = j MY (A) ME(dy), (2.6)

gdje je M¢ = E[ N, ] mjera ocekivanja tockovnoga procesa centara klastera. O¢ito
mjera prvoga momenta pripadnog procesa postoji ako i samo ako je integral u ([2.6)
konacan za sve ogranicene skupove A € B(X). Na slican nac¢in mozemo dobiti repre-
zentacije mjera visih momenata.

Kod mjera faktorijel momenata, reprezentacija mjere faktorijel momenta odgova-
rajuceg procesa nesto je slozenija. Recimo da na primjeru mjere drugog faktorijel
momenta zelimo prouciti sve mogucnosti da dvije razlicite tocke upadnu u produktni
skup A x B (A, B € B(X)). Postoje samo dvije moguénosti: ili obje tocke dolaze
iz istoga klastera ili dolaze iz dva razlicita klaster procesa. Uzimajuéi to u obzir i uz
pretpostavku da nam je dan proces centara, vrijedi

BINPI(A x B)| N.] = [ My(4 x B) N.(dy

+ JM%”(A) MY (B) NP2 (dy, x dys). (2.7)
Y2

Eksponent u N2 oznacava proces razli¢itih parova iz N, a u drugom integralu koris-
tili smo pretpostavku o nezavisnost: klastera. Uzimanjem ocekivanja od ocekivanja
odgovarajuceg procesa uvjetno na proces centara klastera dobivamo mjeru drugog
faktorijel momenta procesa s klasterima

Myy(A x B) = fM[yz](A « B) M<(dy) + JM%“(A) M (B) My, (dyy x dys). (28)

Y2
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Neka je Unu(f) = E[exp(—NY(f))] Laplaceov funkcional komponentnog klastera
NY za nenegativnu, ograni¢enu izmjerivu funkciju f na X. Za proces s klasterima
N = Zyie ~. V¥ zbog nezavisnosti komponentnih klastera vrijedi

Ux(f|N.) = E[exp(~N(f))|N.] = E [exp (— D N%(f)) \N]

[T Bl (N ()] = [] an(f)
yi€Ne yi€Ne
- exp( Z log\IJNyi(f)> = exp Jlog\I/Ny(f)Nc(dy).

Laplaceov funkcional odgovaraju¢eg procesa s klasterima dobijemo kao ocekivanje
Laplaceova funkcionala obzirom na dani proces centara, tj. vrijedi

Un(f) = E[Ux(f|N.)] = E | exp —j—logwmmm(dy)

= Uy, (—logWp(f)). (2.9)

Jedna vrsta procesa s klasterima jako je vazna u primjenama. Nju karakteriziraju
sljededi uvijeti:

(1) sredista klastera tocke su Poissonova procesa
(2) klasteri su nezavisni i kona¢ni s vjerojatnoséu 1.

Klaster proces za koji je ispunjen uvjet zovemo Poissonovim procesom s klaste-
rima. Neka od osnovnih svojstava toga procesa dana su u sljede¢oj propoziciji.

Propozicija 2.1.9. Neka je proces centara klastera Poissonov s mjerom intenziteta
e © neka komponente klaster procesa ¢ine nezavisnu izmjerivu familiju. Tada vrijeds

(1) NuzZan i dovoljan uvjet za egzistenciju pripadnoga procesa s klasterima je

f pa(y) peldy) < o, (2.10)

gdje je A € B(X) ogranicen skup.
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(2) Ako proces postoji, njegov je Laplaceov funkcional oblika

Un(f) =exp (= | (1= () el ). .11

Y

(8) Pripadni proces ima mjere prvog i drugog faktorijel momenta koje su za pro-
izvoljne A, B € B(X) dane redom sa:

Mi(4) = Miy(4) = [ My (4) (). (2.12)

Myy(A x B) = JME’Z](A % B) peldy) + My (A)My(B). (2.13)

Dokaz. Kako je E[ N.(dy)| = M(dy) = p.(dy) za Poissonov proces s klasterima,

onda uvjet (2.10) povlaci konvergenciju (g.s.) integrala u (2.4) te stoga i egzistenciju
procesa, tj. pokazali smo dovoljnost od ([2.10)).

Ako proces postoji, iz izraza (2.9) i Teorema [L.5.4] slijedi

Un(f) = Un, (—logW¥n-(f))

= exp [ = [(1= ) ()
Y

~ exp —fu—wmm(dm

Y

Dakle, vrijedi .



POGLAVLJE 2. PROCESI S KLASTERIMA 22
Uzmemo li da je f(z) = 14(x), vrijedi

1= Upy(1a) =1-E[e VW] =1-> e *P(NY(A) = k)

— P(N¥(A) > 0) — P(N¥(A) = 0)

— P(NY(A) > 0)

iz ¢ega slijedi nuznost uvjeta (2.10), jer vrijedi (2.11). Time smo pokazali da vrijedi

[@.
Relacije (2.12)) i (2.13]) poseban su slucaj relacija (2.6)) i (2.8) za Poissonov proces.
O

2.2 Primjeri

Primjer 2.2.1. (Bartlett-Lewisov model; klaster proces slucajne Setnje; Poissonov
proces grananja.) Pretpostavimo da je X =Y i da su tocke klastera uzastopne tocke
u konacnoj slucajnoj setnji pocevsi od centra klastera kojega ukljucujemo u klaster
proces. Poseban je slucaj sluc¢ajna Setnja s koracima u jednom smjeru u R (tj. konacni
proces obnavljanja.). Preciznije, neka je (X,)n>1 niz nezavisnih slucagnih varijabli.
Definiramo i slucajnu Setnju sa So := 0, a S, = X; + Xo+...X,,, za svako
n € N, odgovarajuci klaster proces sa sredistem u y moZemo zapisati kao NY =
D in<k Oyts,. Pritom je K diskretna slucajna varijabla koja poprima vrijednosti iz
skupa {0,1,... 00}. Primjerice K ima geometrijsku razdiobu, tj. K ~ G(p), p €
(0,1) . Slucéajne varijable X, modeliraju tocke klastera sa sredistem u y (razlicite od
samoga sredista y), a K broj tocaka nakon kojih zavriava Setnja koja je krenula iz y.
Ovayj primjer slucajne Setnje koristen je za modeliranje cestovnoga prometa (Bartlett,
1963.) te modeliranje nekih kompjuterskih kvarova (Lewis, 1964.).

Cini se da zatvoreni oblik za Uny( f) ne postoji. Pretpostavimo li da su i duljine
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koraka 1 broj koraka Setnje nezavisni od mjesta centra klastera, vrijedi

Unv(—log(f)) =

) (w0t a f fy + 2) F(dy) + g f Fly+m) f(y + 01+ 22) F(day) F(das) + . |,

X X2

gdje je q; vjerojatnost da Setnja zavrsi nakon j € Ny koraka, a I zajednicka dis-
tribucija duljine koraka Setnje. Uocimo da zbog pretpostavke o nezavisnosti duljina i
broja koraka Setnje od mjesta centra klastera vrijedi

NY(A=—y) £ ) 3s,(A),

n<K

tj. klaster proces je stacionaran. Kao ilustraciju moZete pogledati sliku[2.1. Zbrojimo
li tocke po horizontalnim linijama dobivamo opisani proces s klasterima. Neformalno
receno, jedan klaster ¢int njegovo srediste i tocke pripadne jednosmjerne slucajne
setnge u R. Tayj je klaster prikazan na odgovarajucoj horizontalnoj osi na slici. Njegov
je centar na slici istaknut trokutom.

Izrazi za najblizu tocku © nagmangju udaljenost dvije susjedne tocke mogu se dobiti za
slucag jednosmjerne setnje u X = R s pripadnom funkcijom distribucije F'. Naime,
vjerojatnost py(t) da klaster s centrom u vy ima tocku u intervalu (0,t) dana je sa

y >t

0<y<t,
P(t) = iy

Tit1 §[F(|y|+t—fv)— F(lyl—xz)] dF™(z)  y <0,

- =
[lngb

gdje je r; = Zj’;l qj, a F™ i-ta konvolucija funkcije distribucije sa samom sobom,
tj. F* = FO=D & F,

Promotrimo sad i jedan poseban slucaj ovoga procesa. I dalje pretpostavljamo da je
X=Y.

Primjer 2.2.2. (Gauss-Poissonov proces: proces koreliranih parova; Bol’shakov,
1969.; Newman, 1970.; Milne i Wescott, 1972.) Kod ovoga procesa klasteri sadrze ili
jednu ili dvije tocke, pa proces postoji ako i samo ako proces centara klastera postoyi.
Jedna od tocaka predstavlja centar klastera. Oznacimo sa F(dx |y) distribuciju druge
tocke uvjetovanu prvom te neka su qi(y), q2(y) vjerojatnosti pojavljivanja jedne, od-
nosno dvije tocke, respektivno za centar u tocki y. Uocimo da su tocke korelirane, tj.
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Redni broj klastera

Vrijeme

Slika 2.1: Proces s klasterima koje ¢ine sredista klastera i tocke konacne jednostrane
slucajne Setnje na (0,0). Tocke klastera mozemo interpretirati kao vremena nasta-
naka kompjuterskih kvarova. Tocke na pojedinoj horizontalnoj liniji pripadaju istom
klasteru. Centar klastera oznacena je sa 4.

nemamo pretpostavku nezavisnosti 1z prethodnoga primjera. Zato se proces i zove pro-
cesom koreliranih parova. Tada je, slicno kao u Primjeru Laplaceov funkcional
za —log f dan je sa

Uno(—log f) = f@) aly) + () ely) j f(2) F(dz |y).

Uzimaguéi u obzir da je q1(y)+q2(y) = 1 te § F(de |y) = 14z [2.11) za odgovarajuci
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proces dobivamo

(ql(y) (f(y) = 1) + @(v)f(y) Jf(x) F(dr|y) — q2() JF(dfv |y)

X X

) 1(dy)

25



Poglavlje 3

Primjene u aktuarstvu

U ovom ¢emo se poglavlju baviti primjenama procesa s klasterima u aktuarstvu.
Svaka tocka tockovnog procesa centara na (0,00) predstavlja pocetak jedne skupine
aktivnosti. Tu tocku interpretiramo kao vrijeme dolaska zahtjeva za isplatu Stete
koji pokrece niz slucajnih isplata Steta osiguranicima. U ovom su poglavlju sredista
klastera tocke homogenoga Poissonova procesa. Model ukljucuje i takozvanu chain
ladder metodu koja aktuarima sluzi kako bi na temelju podataka iz proslih godina
procijenili ukupni broj isplata i ukupni iznos isplata u nekom buducem periodu.
Proucit ¢emo i problem predvidanja buduéeg broja, odnosno iznosa isplata u slucaju
kad je proces ispate Poissonov.

3.1 Opceniti klaster proces u aktuarstvu

Prisjetimo se definicije procesa s klasterima i Propozicije koja kaze da je i klaster
sa slucajno odabranim centrom tockovni proces. Pretpostavimo da vrijede sljedeéi
uvjeti:

(1) Zahtjevi za isplatu Steta dolaze u slucajnim vremenima 0 < Y} < Yy < ..., za

1 =1,2,... koja predstavljaju tocke procesa centara N, .

(2) Zahtjev i uzrokuje slu¢ajan niz ili klaster isplata osiguraniku, a isplata j zah-
tjeva ¢ pozitivna je slucajna varijabla Z;; koja se izvrsi u vremenu

J
Yij=Yi+ ) Xu, 1<j<K,
k=1

gdje je (Xik)g=1 niz pozitivnih slucajnih varijabli i K; pozitivna cjelobrojna
slucajna varijabla.

26
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Dakle, nas je proces s klasterima oblika

K; Ky Ky

N = Z NY = Z 26}/“. 2253/1].-{-25}/2].4-... .
Y; e N YieNe j=1 Jj=1 Jj=1

Kako je u aktuarstvu bitno pamtiti i iznose isplate, a ne samo vremena isplata, nasa

definicija procesa s klasterima nije dovoljna. Posluzit ¢emo se ozna¢enim tockovnim

procesima.

Uoc¢imo da je proces ispate i—toga zahtjeva opisan slu¢ajnim parom (Yj;, Z;;), j =

1,2,... K;. 1—ti je zahtjev isplacen u vremenu Yx, = Y; + ZkK;I X;; 1 on ima iznos

Zf:_f Zi;. Za ilustraciju mozete vidjeti sliku

Vrijeme dolaska zahtjeva za isplatu Y; oznacavamo sluc¢ajnim elementom A; : 2 — E4

definiranim sa

Ai(w) = (Xie(W)kz1, (Zin(w))ez1, Ki(w) ), i=1,2,...,

gdje je B4 = (0,00)* x (0,0)* x N, a (0,00)* oznacava prostor nizova s pozitivnim
komponentama, tj.
(0,00)° = { (z)r=1: 21 € (0,%0) }.

Stoga nas proces s klasterima N definiramo kao
o0
N =2 8w, a0, (3.1)
i=1

tj. to je oznageni proces na prostoru F = (0,00) x E4. No, je li prostor E uopée
euklidski prostor? Pokaze se da za nizove = = (xy) i y = (yx) na (0,00)® metrika

¢ini ((0,00)®, p) potpunim separabilnim metrickim prostorom (vidjeti Billingsley
[1], Dodatak 1). Produktni su prostori E4 i E = (0,00) x E4 takoder potpuni
separabilni metricki prostori. Stoga mozemo definirati otvorene skupove u £, odnosno
E4 koji generiraju pripadne Borelove o—algebre (vidjeti Billingsley [I] za uvod u
teoriju vjerojatnosti na potpunim metricki prostorima).

Chain ladder metoda

Chain ladder model koristi se Cesto za procjenu pricuva. Za opis modela uvodimo
vremenske periode (recimo godine):

C=(i—1,i], i=12,...
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30

25

20

Redni broj klastera
15

10

T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120

Vrijeme

Slika 3.1: Vizualizacija vremena isplate zahtjeva. Svaka horizontalna linija odgo-
vara jednom zahtjevu za isplatu Stete, odnosno jednom klasteru. Sredista klastera
oznacena su sa o. Ona ne pripadaju samom klasteru. Iznimno, ako nakon nekog vre-
mena pristizanja zahtjeva ne slijedi niti jedno vrijeme isplate, onda vrijeme dolaska
zahtjeva, tj. srediSte klastera ¢ini taj klaster.

te zdruZene vremenske periode
CZ‘J'JF]‘:CiU...UCi+j:(i—1,i+j], j:0,1,
Sa Nj;y; 1 S;;1; oznacimo broj i iznos ukupnih zahtjeva koji su pristigli u godini

C; i za koje se isplata izvrsila u periodu Cj,;4;, j = 0,1,... . Za proces s klasterima
definiran sa ({3.1)) broj pristiglih zahtjeva ima sljedeéi oblik:
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Niivj

o Ky

Z 1{Yn€Ci,YnlECiyi+j}

n=1 [=1

o K,

Z Z 1{YnECi,Yn+(Xn1+...an)ECi’i+j}
n=1 [=1

o0

2 f(Yna ((Xnk )k>17 (an )k>17 Kn))
n=1

oo

> f(Ya Au) = [ fan

n=1

k
JZ 1{y€C¢,y+(z1+..,zl)GCmurj} N(dy7 d(xr)7 d(zr)a dk)? j = 07 1a ey
E

=1

gdje je u predzadnjoj jednakosti koristeno ((1.11]).

Pripadni iznosi steta imaju oblik:

Siiti

n

o K
Z Z Zni 1{Yn€Ci7Ynl€Ci,i+j}

3
Il
—_
~
Il
—_

an 1{ YneCs, Yn+( Xn1+...Xn1 ) € Ci,i+j }

18
Ngls

l

9V, ( Xk =15 (Znk Jr=1, Kn))

3
Il
—
Il
—

RgE

3
Il
—_

18

E

3
Il
fu

k
Z 2l 1{yeCi,y+(x1+...xl)ECi,Hj } N( dy7 d($r)7 d(zr)a dk )7 ] = 07 17 s
=1

mye—

Chain ladder niz je parova (N;;ij, Siivs;) @ = 1,2,...,m, 1 < i+ j < m sljedeceg
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oblika:

(N11,S11) (N2, S12) (N13, S13) - - - (N1, S1m)
<N227 522) (N237 523) ce (N2m7 SZm)
(N33, S33) - - - (N3m, Sam)

Ako C,, predstavlja sadasnju godinu, chain ladder niz sadrzi potpune (vise)godisnje
informacije o svim isplatama zahtjeva u prethodnim i sadasnjoj godini. Informacija
se sastoji od broja isplata N;;;; i odgovarajuceg iznosa S;;i; za zahtjev koji je
pristigao u godini C; za neko ¢ < m i koji je isplacen u periodu Cj 4, i + j < m.
Predvidanje elemenata N;; i S;; jedan je od najvaznijih praktiénih problema u aktu-
arstvu.

3.2 Poissonov proces s klasterima u aktuarstvu

Pretpostavke modela

Prisjetimo se da je

Osim uvjeta i na stranici [26| pretpostavimo i sljedece:

3) Vremena dolazaka zahtjeva 0 < Yi < 5/2 < ... tocke su homogenog Poissonova
procesa na (0, OO) s intenzitetom A > 0.

(4) Niz A := (A;);>1 sastoji se od nezavisnih i jednako distribuiranih elemenata s
funkcijom distribucije F4 na E4. To znaci da su razli¢iti zahtjevi medusobno
nezavisni i imaju istu distribuciju.

(5) Nizovi A = (A;)i=1 1Y := (Y;)i=1 medusobno su nezavisni.

(6) Niz Z := (Zjx)k=1 sastoji se od pozitivnih iznosa Steta koji imaju funkciju
distribucije F.

(7) Za svako i = 1, cjelobrojna slucajna varijabla K; i nizovi Z = (Zj)k>1 1
X := (Xix)r=1 medusobno su nezavisni.
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Oznacimo jos sa Fx i Fx zajednicku funkciju distribucije niza X, odnosno niza K.
lTako je K; cjelobrojna slucajna varijabla, proucavat ¢emo i slucaj kad je K; = o
(g.s.), primjerice kad tocke Y7 | Xy, j = 1,2,... tvore Poissonov proces.

Tocke (Y;, A;), i = 1,2,... predstavljaju tocke Poissonove sluc¢ajne mjere N na pros-
toru E. Kako je distribucija PRM-a N odredena njegovom mjerom ocekivanja na F,
a N oznaceni PRM, njegova mjera ocekivanja ima produktni oblik

)\|'|X/~LA7

gdje je ua mjera na E4 koja je u 1 — 1 korespondenciji sa F4. Ona takoder ima
produktni oblik

HA = Bx X Bz X UK,
gdje su py, pz i pux mjere koje su u 1 — 1 korespondenciji s funkcijama distribucije
Fx, Fz, odnosno Fg. Uoc¢imo jos da je Fy = F° = F x F' x --- beskona¢ni produkt
funkcija distribucije koje su u 1 — 1 korespondenciji s mjerom na (0, c0), buduéi da

je Z niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli s funkcijom distribucije
F.

Stoga smo definirali ozna¢eni PRM(A |- | x p4) oblika

0
N =) 0.4
i=1

Za ovakav tockovni proces mozemo definirati Poissonove integrale i oni ¢e imati ista
svojstva kao integrali na kona¢no-dimenzionalnom euklidskom prostoru £.

Napomena 3.2.1. Primijetimo da vrijedi
(a) Kako je E = (0,00) x E4 vrijedi

k
Ni,i-‘rj = JZ ]—{yEC’i,y—i-(xl-i-...xl)ECZ-’Hj} N( dy’ d<m’!’>7 d(z’f’)7 dk)
B =1
k
= J Z 1{y+(901+“.x1)€0¢,i+j } N(dy> d(ﬂ?r), d(ZT)a dk)> J=0 (32)

Ci XEA =1



POGLAVLJE 3. PRIMJENE U AKTUARSTVU 32

k
Si,i-i—j = Jzzll{yeCl,y+ (z1+.. zl)EC”ﬂ}N(dy7 d(xr)> d(zr) dk)
=1

k
= f Z Zi]-{y+(x1+...xl )ECi’H_j } N( dy7 d(xT‘)a d(ZT)7 dk )7 .] = O
CiXEA =1

(3.3)

Nizovi ((N;ivj, Siiti))j=0 2a i = 1,2,... medusobno su nezavisni. To slijedi iz
cingenice da su podrucja integracije C; x FEa u Poissonovim integralima u (3.2))
i (3.3) disjunktna za razlicite godine C; i Leme primijenjene za Slucaj

opcenitog prostora stanja E.

(b) VT’Z]@dZ da j@ (Ni,i+j)j>0 i <N1,1+j)j>0 te (Si,i-‘rj)jZO i (5171_;,_]‘)]‘20 . To Slljedl
iz medusobne nezavisnosti nizova (Yy,) i (A,) te homogenosti Poissonova procesa
centara s tockama Y,,. Stoga su nizovi Poissonovih integrala ((N;ivj, Siit+j))j=0
za i =1,2,... nezavisni i jednako distribuirani. Detalji su dani uw Mikosch [{],
str. 389.

(¢) Za danu godinu C; integrandi Poissonovih integrala N ;y;, Siivj za 7 =0,1,...
opéenito nemaju disjunktne nosace te su stoga pripadni integrali zavisni.

Analiza prvih i drugih momenata

Promatramo oznacene tockovne procese iz prethodnoga potpoglavlja bez komponente
koja je predstavljala iznos Stete, tj. bez niza (Z)g=1. Koristit é¢emo iste simbole u
tockovnom procesu i njegovim oznakama. Dakle, N = >, d(v,,4,) Oznaceni je
PRM(A| | x pa) na prostoru E = (0,00) x Ey, gdje je B4 = (0,00)® x Ni

Ai = ((Xik)r=1, Ki).

Zelimo odrediti oc¢ekivanu vrijednost, varijancu i kovarijacijsku strukturu procesa

k
HQ®) = J D L yiermpeon N(dy, d(z,), dk), b=1.  (34)
=1

(0,1]xEq

Za fiksni b > 1 slucajna varijabla H(b) modelira broj isplata steta u periodu (0, b]
za koje su zahtjevi pristigli u prvoj godini C; = (0,1]. Prvi i drugi moment procesa
H daju uvid u red veli¢ine slu¢ajnih varijabli H(b), b > 1 te njihovu strukturu
zavisnosti. Teorem [1.5.4[1 Lemu primjenjujemo u slu¢aju metrickoga prostora
E oznacenoga procesa N za dokaz sljedece leme.
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Lema 3.2.2. Neka je U uniformna slucajna varijabla U ~ U(_O, 1) nezavisna od niza
(Xn) = (X1n). Oznacimo jos W, = X1+ Xo+ ... X, =211 Fg=1— Fg.

(1) Poissonovi su integrali H(b), b > 1 (g.s.) konacni.

), b
(2) Ako je EK < o0, onda H(b)

ima konacno ocekivanje dano sa

2 I-D)P(U+W, <b), b=1. (3.5)
(3) Ako jos vrijedi i E[K?| < o0, tada za 1 < by < by
o0
Cov(H(by), H(bs)) = A Fr(l=1)IP(U+ W, < by) (3.6)

a0 lo—1
+AD Fr(la—1) Y P(U+W, < b, U+W, < by).

l2=1 I1=1

Posebno, stavimo li by =by =b>1,

e}
Var(H 221—1 Fr(-1D)P(U+W, <b) <. (3.7)

Dokaz. Trebamo pokazati da je slucajna varijabla

k
HO = [ X Liyrucom N(dy, diz). db)

(0,1]xE4 =1

k
_ f D st retony Ny, ), dk)
=1

(0,00) XEA

konac¢na s vjerojatnoséu 1.
Promatrajmo funkciju

ya z, k Zl{y+wle 0,b]}

pri cemu je (y, x, k) € (0, 1] x Eqiw, = 1+... 2y zaniz z = (x,),>1. Kako g, = 0 po
definiciji te je izmjeriva funkcija, a nizovi Y i A po pretpostavci medusobno nezavisni
vrijedi

Jmin(gb(y, x, k), 1)dy Fa(dx,dk) < JF(dy, de,dk) =1 < 0.

E
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Po Teoremu vrijedi da je Poissonov integral H(b) = §, ¢ dN < o (gs.).

Uocimo da je po definiciji funkcije g, vrijedi da je g, < k. Stoga je

H(b)=ng(y,x,k)N(dy,da:,dk) < JkN(dy,dx,dk).

E E

Po Lemi vrijedi

E JkN(dy,d:z:,dk) :AfkdyFA(dm,dk)
E E

) J dy F(dr) Y kB(K = k)

(0,00) x (0,00) ®©

o0
= A ) kP(K = k) = AEK.
k=1

U drugoj je jednakosti koristen Fubinijev teorem i ¢injenica da su zbog pretpostavlje-
nih uvjeta i na stranici [30| za svako ¢ slucajna varijabla K; i niz (Y;, (X )k=1)
nezavisni.

Iz pretpostavke da je EK < oo slijedi da slucéajna varijabla H(b) ima konacno

ocekivanje. Takoder, po Lemi vrijedi

BLH®)] = A [ oy, 2, k) dy Fa(do, dk)

E

A f 9o(y, x, k) dy Fa(dz, dk)

(0,1]xE4

k
A J (Z 1y rwep) Falde, dk)dy

(011 B 171

L 1k
- )\JE 21{1,%@}] dy.
0

| 1=1




POGLAVLJE 3. PRIMJENE U AKTUARSTVU 35

Uzimanjem oc¢ekivanja podintegralne funkcije uvjetno na slucajnu varijablu K dobi-
vamo

1

E[H(b)] = AJE(iP(erméb)) dy

0 =1

AE[iP(U+Wz<b)],

=1

gdje je U uniformno distribuirana slu¢ajna varijabla, U ~ U(0,1). Uo¢imo da su K,
U i (W) nezavisni, pa vrijedi

RgE

E[H(D)] = A ). P(K =k) ) P(U+W, <b)

=1

ol
Il
—_

Il
s
Mz’r

P(K = k)P(U + W, <b)

B
Il
—
~
Il

1

I
1
M8

P(K = k)P(U + W, <b)

Il
—
Eo
Il

l

k(= 1)P(U+W; <b), b>1.

||
>

s
|

N
Il
—_

Dokaz za ([3) mozete procitati u Mikosch [4], str. 391. O

Primjer 3.2.3. (Broj isplata je konstantan)

Pretpostavimo Ui da je broj isplata steta K; i—toga zahtjeva u prvoj godini neki una-
prijed poznati cijeli broj k = 1 formule u Lemi poprimaju jednostavniji oblik.
Primgjerice,

Mw

E[H®)] = XS P(U+W, <b), b

\%

1 (3.8)

~
Il
—_

\%

18

Var(H(b) = A Y2 - D)P(U +W, < b), b>1. (3.9)

-
Il
—

Primjer 3.2.4. (Isplate Steta na pocetku Poissonova procesa zaustavljanja)

Neka u svakom vremenu dolaska Y; zahtjeva zapocinje homogeni Poissonov proces
s intenzitetom v > 0 i tockama Y;; — Y;. Poznato je da je (Xix) = (Xi)ks1 niz
nezavisnih i jednako distribuiranih Exp(vy) slucagnih varijabli te stoga W, = X1+. .. X|
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ima T'(1,1/7) distribuciju. Za neprekidne Markovljeve lance slucajne varijable Xy
zovemo vremenima ¢ekanja, a slucajne varijable W; vremenima skokova pripadnog
Markovljeva lanca. Poznat nam je i brojeci proces koji odgovara nasem homogenom
Poissonov procesu (osim Sto je pocetak tog procesa wvijek bio u nuli). Detalje moZete
pronaci u Vondracek [8].

Prisjetimo se da je funkcija gustoée gama razdiobe s parametrima | i 1/ dana sa

-1

le(S) = e 7%y °

Yoo 57V

Racunamo

; Sl—l
A ds dt
fe Ty
0

= Ay (;FK(Z—l)e”%dsdt

. (s7)
- Ay > Fk(l) e 7t ds dt.

Oznacimo sa N = (N)sso homogeni Poissonov proces na (0,00) s intenzitetom
v >0 1@ pretpostavimo da je N nezavisan od K. Vrijedi
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- <

M8

[ Fr()P(N(s) = 1)dsdt

e«
—
Il

o

-

M8

P(K > [)P(N(s) = 1)dsdt

e«
—
Il

(=]

o

M8

P(K = 1+1, N(s) = 1)dsdt

(-
~
o

[ SP(K > N(s)+ 1| N(s) = 1) P(N(s) = 1)ds dt

M8

vl

b—1 0 =0

t

[ ~

= \y J P(K > N(s)+1)dsdt.
b-1 0

Pretpostavimo da je K ~ G(p), tj. geometrijska slucajna varijabla s parametrom
pe(0,1). Tada je P(K = k) = p(1—-p)*, zak =1,2,... . Primjenom Fubinijeva
teorema i jednostavnim racunom dobivamo

b—1 b
E[H(D)] = Ay je‘“’sds—l— J(b—s)e_wsds
0 b—1

A (1 e‘wb(e“’—l)>
P P '

Poissonov proces s Poissonovim klasterima

Pretpostavimo sad da je K; = o (g.s.) te da tocke Y;; —Y;, = Z{:=1 X, Cine
Poissonov proces na (0, 00) s mjerom intenziteta p. Stoga, opisani PRM N ima tocke
(Yév Al ) ) gdje je

Ai = (Xiez1, (Zie)r=1) i=1,2,....

Prostor je stanja E = (0,00) x Ea, gdje je E4 = (0,00)® x (0,00)*. Zanimaju nas
slucajni procesi
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o0
HO = [ 3 o Ndy, o), d(z))
(0,1]x E4 =1
[06] o0
ZZ 1ivie1],vie0p}, b=1,
=1 (=1
) = f S e ety N dy. d(a). d(z))
=1
(0 ]XEA

o]

Z Zi 1{vie01], vae0p)}, 0=1

M (b) predstavlja broj isplata osiguraniku u periodu (0,b], a S(b) pripadni iznos
isplata Steta ¢iji su zahtjevi pristigli u periodu (0,1]. Reprezentacija tih veli¢ina
pomocu Poissonova integrala dana je sa

HO = [ wdv. sdele a(n2) 21{%%%
(0,1]xE4
0
S(b) = J hydN, gdjeje hy(y,x,z) Zzll{erwle(Ob
(0,1]xE 4 =1

Uvedimo oznaku u(y) : = pl0,y], za y = 0.
Lema 3.2.5. (Ocekivanje, varijanca i kovarijacijska struktura H(b) i S(b))

(1) Za proizvoljno b = 1 vrijed,

b b
E[H(D)] = A f uy)dy @ E[S()] = AEZy, j uly) dy,
b—1 b—1

pri cemu pretpostavljamo da je EZy; < o (za E[S(b)]).
(2) Zal < bl < bz,

Cov(H(by), H(by)) = A f u(y) [1+ (b2 — b + ) 1 dy,
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Cov(S(by), S(b2)) = A J () [E(Z7)) + (EZn)? u(be — b +y) | dy,

pri cemu pretpostavljamo da je Var(Zy1) < o (za Cov(S(b1), S(b2))).

Dokaz. Po pretpostavci je

o0 0
= Y lwisy = D 0w (0,9]), y>0
=1 =1

Poissonov proces na (0,00) s mjerom intenziteta u. Iz Leme 1 reprezentacije
H(b) pomoéu Possonova integrala za b > 1 vrijedi

BIHO) = A | alyo2) dy Falds, dz) = f lzl{wwleob ]dy

(0,1] xEa
1

1 " b
= )\JE [Zl{Wzéby}] dy = AJEH(by)dy = A f 1(y) dy.
0 1

=1 0 b

Pritom smo u zadnjoj jednakosti koristili jednostavne zamjene varijabli s = b — y te
t = s. Slitno, za niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli (7;) =
(Z1;) koji je nezavisan od niza (X;) = (Xy;) vrijedi

=1

1 0
E[S(b)] = A J ho(y, v, 2) dy Fa(dx, dz) = AJE [Z le{erWle(O,b]}] dy

(0,1] XEA

1 1
r a0 a0
= AEZy | Y P(W < dyJZE Liwi<b-yy] Ay
b =1 b =1
L b
= ANEZy; |EII(b—y)dy = NEZyy Ju(y) dy.
J
0 b1

Dakle, vrijedi . Pretpostavimo da je 1 < by < by. Kako su prirasti Poisso-
nova procesa nezavisni, lako se dokaze da je COV( (s), I(t)) = Cov(Il(s), II(s)) =
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Var(II(s)) = u(s), za s <t. Iz Leme[L.5.7 (3) slijedi
Cov(H (by), H(by))

_ ) f 0o, (4, 2, 2) gy (9 2. 2) dy Fa( de, )

(0,1]xE A

1 0 0
= )\ (]E (Z 1{y+Wl1<b1} 2 1{y+W12§bg}> dy

= [ [Cov (1181 — y), 18, — y)) + EII(5, — y) ETI(5; — )] dy
01 b1
= [l — ) [1 4+ (b — )] dy = fmy) [1+ by — by + )] dy.

J
0 b1—1

U predzadnjem redu primijenili smo jednostavnu ¢injenicu da je Cov(X,Y) = E(XY)—
EX EY. U posljednjoj smo jednakosti koristili supstitucije s = by —y te y =s.
Definirajmo sada sloZeni Poissonov proces

II(y) 1I(y)
Cly) := 2 Z = Z Zilgw <y, y=0.
=1 =1

On takoder ima nezavisne priraste, pa za njegovu kovarijacijsku funkciju vrijedi
Cov(C(s), C(t)) = Var(C(s)), za svako s < t. Stoga vrijedi
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hoy (y, z, 2) by (y, x, 2) dy Fa(dx, dz)

Cov(S(by), S(b2))
A

(0,1]x
1

~
= A

0 0
E (Z Zn 1{y+Wl1 <bi} Z Z12 1{y+Wl2<b2}> dy

=1 I=1s

O

1
~

= AJ [Cov (C(b1 —y), C(ba—y)) + EC(b1 — y) EC (b2 — y)] dy

= Afu(bl—y) [1+ p(bs—y)] dy

= | ul) [B(Z) + @20Put2— b+ )] dy

b1—1

Predvidanje broja zahtjeva i ukupnog iznosa Steta

Zelimo izracunati sljedeéa uvjetna ocekivanja

E[H(D, b+ z]|H(b)] 1 E[Sb, b+x]|H(b)] za b=1
pri cemu su H (b, b+ x] i S(b, b+ x| prirasti procesa (H(s))s>11 (5(s))s>1, respektivno
na intervalu (b,b + x| za proizvoljno x > 0. Drugim rije¢ima, zelim predvidjeti (u
srednje kvadratnom smislu) broj isplata u periodu (b, b+x] i pripadajuéi ukupni iznos
Steta zahtjeva koji su pristigli u periodu (0, 1] i isplaceni su u (0,b]. Uocimo sljedece

o0
H(b) = 2 Zl{Ykel)l 1, Vet Wiie(0,0]) = El{Yke01 Zl{sz<b Ya)
k=1 =1 k=1 =1
0 N(1)
= > Iey Wb = Y2) = D (b= Y3). (3.10)
k=1 k=1
Pritom vrijedi
0 o0

= Z 1 W<y} Z {Ye<y} s > 0.
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Niz (IlI;) sastoji se od nezavisnih i jednako distribuiranih Poissonovih procesa na
(0,00) sa zajednickom mjerom intenziteta p te je nezavisan od homogenoga Poisso-
nova procesa N koji ima intenzitet \.

Iz vidimo da je o-algebra generirana sa H (b) sadrzana u o—algebri generiranoj
nizovima (II;(b —Y;)) i (Yi). Stoga vrijedi

E[H(b, b+ z] | H(b)]

[ o0
k=1

(IL(b — V7)), (Yi)] |H(b)]

[
=

o)
Z 1{Yk<y}E [Hk(b Y., b+ax— Yk)
| k=

(b — Y2), Yk] ‘H(b)]

I
M8

I, (b — Y3), Y}

ol

k

1
E[l{ kﬁy}E Hk b—Yk,b—l-Jﬁ—Yk)
1

E|1pey u(b—Ye, b+ —Yy) | H(b)]

||M8

U ra¢unu smo redom koristili uvjetni Beppo-Levijev teorem, nezavisnost nizova (I1;(b—
Y:)) i (Y;) i jedno od svojstava uvjetnoga matematickog ocekivanja, pa ponovno
uvjetni Bepp-Levijev teorem i na kraju nezavisnost prirasta procesa II; i jedno od
svojstava uvjetnog matematickog ocekivanja.

Sli¢no, uvjetno na H(b) dobijemo

E[S(b, b+ x] | H(b)]

0

2Zlczl{YksLWMe(b—Yk,bﬂ—Yk]} ‘(sz)k,zzh (Yi)] 'H(b)]

_gE[E

— EZy E[H(b, b+ z]| H()].

Ako je II homogeni Poissonov proces, mozemo eksplicitno izracunati E[H (b, b +
x| | H(b)]. To je sadrzaj sljedece propozicije.

Propozicija 3.2.6. Pretpostavimo da je I homogeni Poissonov proces na (0, ) s
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intenzitetom v > 0. Za proizvoljno m = 0,1,... + b > 0 wrijeds
o G0
E[H(b, b+ ]| H(b) = m] = Ayzx PR
> (7)

6" ()

E[S(b, b+ z]|H(b) = m] = AyaEZy,

i

35" ()

pri cemu Su ¢§m) 1 gzﬁgm) m-te derivacije Laplace-Stieltjesove transformacije slucajne
varijable 25N (b — U), odnosno Y7 (b — U;), a L Poissonova slucajna varijabla,
tj. wrijedi L ~ P(\) koja je mezavisna od miza nezavisnih i jednako distribuiranih

sluc¢agnih varijabli (U;) sa zajednickom uniformnom distribucijom U(0,1).

Dokaz propozicije mozete procitati u Mikosch [4], str. 399, mi ga ovdje neéemo
navoditi. Zbog uvjeta pretpostavljenih za ovaj model, procjenitelj za H(j, j + 1]
uz dano H(1), H(2), ... H(j) ne moze biti linearna funkcija. Drugim rije¢ima ne
postoje nenegativni realni brojevi f; tako da vrijedi

E(H(j, j+1)|H(1),H(2),...H(j)) = (-1 H@G), j=12,.... (3.11)

Uvjet jedan je od uvjeta Mackova modela. Taj model sadrzi i pretpostavku
da su N; i S; iz chain ladder modela (g.s.) pozitivni. Zato distribucija od N; ne
moze biti primjerice Poissonova ili binomna, a distribucija od S; ne moze biti slozena
Poissonova. Upravo zato nismo proucavali Mackov model u ovom diplomskom radu.



Bibliografija

Billingsley, P.: Convergence of Probability Measures. Wiley, New York, 1968.
Billingsley, P.: Probability and Measure. Wiley, New York, 1968.

Daley, D.J. i D. Vere-Jones: An Introduction to the Theory of Point Processes:
Volume 1: Elementary Theory and Methods, Second FEdition. Springer, 2002.

Mikosch, T.: Non-Life Insurance Mathematics: An Introduction with the Poisson
Process. Springer, 2009.

Mimica, A.: Laplace transform. 2015. http://web.math.pmf.unizg.hr/
~amimica/index.php.

Resnick, S.1.: Extreme Values, Regular Variation and Point Processes. Springer-
Verlag, New York, 2009.

Sarapa, N.: Teorija vjerojatnosti. Skolska knjiga, 2002.

Vondracek, Z.: Predavanja iz sluc¢ajnih procesa, 2013/14. 2014. http://web.
math.pmf.unizg.hr/~vondra/spl4.html.

44


http://web.math.pmf.unizg.hr/~amimica/index.php
http://web.math.pmf.unizg.hr/~amimica/index.php
http://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/sp14.html
http://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/sp14.html

Sazetak

Cilj je ovog diplomskog rada bio prouciti Poissonov proces s klasterima i njegova
osnovna svojstva. Nakon prvoga poglavlja, ¢itatelju su poznate definicija tockovnih
procesa, mjera njihovih momenata te primjene tzv. Laplaceove transformacije i La-
placeova funkcionala tockovnoga procesa. Navedeno je i nekoliko primjera tockovnih
procesa te najvazniji tockovni proces, opéeniti Poissonov toc¢kovni proces ili Poisso-
nova sluc¢ajna mjera (PRM). Pokazano je i kako se dodavanjem nezavisne koordinate
tockama poznatoga PRM-a moze konstruirati novi PRM. Dalje je navedena definicija
i jedna karakterizacija opc¢enitih tockovnih procesa s klasterima. Pretpostavljamo da
nam je poznat proces centara klastera. Tocke tog procesa generiraju klastere koji
su takoder tockovni procesi. Zbrajanje elemenata po klasterima ¢ini opazeni proces.
Ako su sredista klastera tocke Poissonova procesa, rije¢ je o Poissonovom procesu s
klasterima. U zadnjem poglavlju bavimo se primjenom Poissonova procesa s klaste-
rima u matematici nezivotnoga osiguranja. Tocku Poissonova procesa interpretiramo
kao vrijeme dolaska zahtjeva za isplatu Stete, a klaster koji ona uzrokuje opisuje vre-
mena i iznose isplate tog zahtjeva. Proucavamo i chain ladder model. Na kraju se
bavimo Poissonovim procesima s Poissonovim klasterima. Analiziramo njihove prve
i druge momente kako bismo predvidjeli broj i ukupan iznos isplata steta. Chain
ladder model i Poissnov proces s klasterima cesto se koriste za procjenu pricuva, sto
je jedan od najvaznijih prakti¢nih problema u aktuarstvu.



Summary

The aim of this thesis was to study the Poisson cluster process as well as its basic
properties. After the first chapter the reader is familiar with the definition of point
processes, their moment measures, and the application of the so called Laplace tran-
sform and the Laplace functional of the point processes. There are several examples of
point processes including the most important one, the general Poisson point process
or Poisson random measure (PRM). It is also shown how one can adhere an indepen-
dent coordinate to the points of given PRM to construct a new PRM. In addition,
there is a definition and a characterization of general point process with independent
clusters. We suppose a point process of cluster centers is known. The points of the
center process generate the clusters, which are also point processes. The superposi-
tion of the elements within clusters constitutes the observed process. If the cluster
centers are the points of a Poisson process, we speak of a Poisson cluster process. In
the final chapter we consider the applications of the Poisson cluster process in non-life
insurance mathematics. A Poisson process point is interpreted as the arrival time of
a claim, and the cluster that point triggers describes the times and amounts of the
payment for this particular claim. We also study the chain ladder model. Lastly, we
concentrate on the Poisson processes with Poisson clusters. We analyze the first and
second moments of those processes in order to predict the claim number and total
claim amounts. Chain ladder model and Poisson cluster process are often used to
estimate reserves, which is one of the most important insurance practice problems.
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