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Uvod

Promatrajuc¢i Gaussov dokaz zakona kvadratnog reciprociteta, Jacobi je pretpostavio zakon
kubnog reciprociteta, dok je Gauss pretpostavio zakon bikvadratnog reciprociteta. U ovom
radu dati ¢emo dokaze ovih zakona na temelju Gaussove i Jacobi sume.

U prvom poglavlju definiramo Gaussovu i Jacobi sumu, te navodimo teoreme koji ¢e nam
biti potrebni u idu¢em poglavlju. Definiramo Legendreovom simbol, te kre¢emo s Gausso-
vim kvadratnim zakonom reciprociteta.

Drugo poglavlje zapoc€injemo s kubnim reciprocitetom, definimramo Eisensteinov cijeli
broj, simbol kubnog ostatka te dolazimo do dokaza kubnog zakona reciprociteta. Zatim
dolazimo do bikvadratnog zakona reciprociteta, gdje prvo definiramo Gaussov cijeli broj
nakon cega slijedi dokaz bikvadratnog zakona reciprociteta. Poglavlje zavrSavamo sa za-
konom racionalnog reciprociteta u kojemu navodimo dokaz zakona racionalnog kvarti¢nog
reciprociteta.



Poglavlje 1

Gaussove 1 Jacobijeve sume

7r[mn2 . . .o
(Kvadratna) Gaussova suma Z’,‘l;(l) ¢ uvedena je 1801. godine. Tu sumu nije lako

izraCunati, Cak ni u posebnom slucaju kada je m = 1 i k neparan prirodni broj. Kasnije je
D. L. Dirichlet uveo multiplikativni karakter y modulo k 1 sumu G (y) = ',‘,;(1) x (n) e .
Ovaj izraz takoder se naziva Gaussova suma.

Suma koja se sada naziva Jacobijeva suma, je u biti ona koju je Jacobi uveo 1827. godine,
JOGY) = Xhmoed pX M) (1 —n), gdje su y i ¢ multiplikativni karakteri modulo prost p.
Jacobi je bio svjestan da su Gaussova i Jacobijeva suma povezane slicno kao gama i beta

funkcije, tj. zak=pim=1

T u) = CRZW,
)

kada je yy netrivijalni.

Promatrat ¢emo Gaussovu sumu nad kona¢nim prstenom cijelih brojeva (mod k) 1 Ga-

ussovu 1 Jacobijevu sumu nad opim kona¢nim poljima F,, gdje je g potencija od prostog

broja p.

F, je konacno polje od g elemenata. F je oznaka za ciklicku multiplikativnu grupu
redag— 1.

1.1 Kbvadratni zakon reciprociteta

Definicija 1.1.1. Neka je nzd (a,m) = 1. Ako kongruencija x* = a (mod m) ima rjesenja,
onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo m. U protivnom kaZemo da je a kvadratni
neostatak modulo m.

Definicija 1.1.2. Neka je p neparan prost broj. Legendreov simbol (%) je jednak 1, ako je
a kvadratni ostatak modulo p, -1, ako je a kvadratni neostatak modulo p, a 0, ako p | a.

2



POGLAVLIJE 1. GAUSSOVE I JACOBIJEVE SUME 3

Teorem 1.1.3. (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta) Ako su p i q razliciti neparni prosti
brojevi, onda vrijedi
-
q/\p

Drugim rije¢ima, ako su p i q oba oblika 4k + 3, onda jedna od kongruencija x*> = p
(mod q), x> = g (mod p) ima rjesenja, a druga nema. Ako barem jedan od brojeva p i q
ima oblik 4k + 1, onda ili obje ove kongruencije imaju rjesenja ili obje nemaju rjeSenja.

Dokaz. Za dokaz ovog teorema potreban nam je sljedeci teorem kojeg neCemo dokazivati.
Teorem 1.1.4. Ako je p neparan prost broj i nzd (a,2p) = 1, onda je (%) = (=1), gdje je

24
t= ij ) [pJ Takoder vrijedi: (p) = (—l)pT, tj. broj 2 je kvadratni ostatak modulo p ako
i samo ako je p oblika 8k + 1.

Nekaje S = {(x.):xy. 1 <x<Z1<y<% Skup S ima & - 4 ¢lanova,
Podijelimo § na dva disjunktna podskupa S118, prema tome da li je gx > pyili gx < py.
Uocimo da ne moze biti gx = py. Skup S, je, dakle skup svih parova (x, y) takvih da je
I<x<Bil<yc< " . Takvih parova ima Z |_ J Sli¢no se S, sastoji od svih parova

1
(x,y) takvihdaje 1 <y < L~ Li1<x< 2, atakvih parova ima Zq { q’J Prema tome je

. Jj=1
1.
P

q

p-1 -1
2

g-1
2

pa je prema prethodno navedenom teoremu

(-

1.2 Gaussove i Jacobijeve sume

Definicija 1.2.1. Multiplikativni karakter x u F, je preslikavanje iz F; u multiplikativnu
grupu kompleksnih korijena iz jedinice koje zadovoljava

x(ab)=x(@x((b) za sve abeF,



POGLAVLIJE 1. GAUSSOVE I JACOBIJEVE SUME 4

Trivijalan karakter je karakter x takav da je x (@) = 1 za svaki @ € F. Prikladno je
prosiriti podrucje definicije karaktera x sa F, na F, postavljanjem x (0) = 1 ako je x
trivijalni karakter i y (0) = 0 ako je x netrivijalni karakter. Ovom definicijom imamo

,akoje trivi jalan
S x@ = { x.akoje  x J

0,akoje x netrivijalan.
acl,

Definicija 1.2.2. Neka je x karakter na F, i neka je p € F,. Tada je Gaussova suma
G, (B,x) u F, definirana sa

G, (Bx)= ) x(@ep).

acly,

Teorem 1.2.3. Neka je x netrivijalan karakter u F, i neka je B € F. Tada je

G.(B.x) =x(BHG,(x),

gdje B~ oznacava inverz od 8 u F,

Dokaz. Neka je y~! oznaka za inverz od y, odnosno y~! = y. Tada je

G, Bx)= ) x(@e@B)=x"B) ) x(aB)e(ap)

=x"' B Y xMem =x(8")G (),
Y

buduci da je x™' (8) = x (87). O

Definicija 1.2.4. Neka su y i Y karakteri konacnog polja F,, gdje je g = p". Jacobijeva
suma definirana je s

I = ) x @yl -a),

gdje a prolazi kroz elemente od F,.

Kako je a — 1 — a bijekcija na F,, vidimo da Jacobijeva suma ima svojstvo simetrije

S0 =00 x)

Zgodno je staviti
K, () =x® I (. x) -
Kada je r = 1 ispustimo indeks iz J, i K,.
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Teorem 1.2.5. Neka su y iy karakteri u F,. Ako je x\ netrivijalno, tada

G, )GH(¥)

(a) J(x.¥) = G.Ceb)

b

a ako su y, ¥ i yy svi netrivijalni tada je
(b) 106wl =g
Dokaz. (a) Prema definiciji od G, (y) slijedi

GG W) =) > x@yBe@+p =) e) ) x@yP
« B

4 a+p=y

D x@uB+ D e x@yy-a

a+p=0 v#0 a

=YD @+ ) e Y x )y (y -ya)

v#0 [ed
= 047, 06:0) ) 3 (e = J, (6 0) G, ().
v#0

(b) Prema (a) i Teoremu 1.2.6 (¢) slijedi

11

G- OIG, W _ q2q2

Gowl g

17 O, ¥l

Teorem 1.2.6. Neka je 3 € F i neka je x netrivijalan karakter u F,. Tada je
(@ G BGBX)=xEDp

(b) Gr (B’X) :X(_I)Gr (ﬁ’/\_/)
©) G, B.x)| = p?
d G, B.x") =G, (Bx).

Dokaz ovog teorema mozemo pronadi u knjizi B.C. Berndt, R. J. Evans, K.S. Williams,
Gauss and Jacobi Sums, poglavlje Gauss Sums, Theorem 1.1.4.
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Teorem 1.2.7. Neka je K = Q(B), gdje je B = exp (2’7”), k > 2. Neka je p prost broj, pa
pisemo q = p’, gdje je r > 1 izabran kao najmanji takav da p” = 1 (mod k). Neka je x
karakter x, na O/ P reda k, za neki prosti ideal P u O koji dijeli pO,. Neka sum i n cijeli
brojevi takvida O < m,n <kim+n # k. Ako je p = 1(mod k), tj. r = 1 tada je

Jo" X0k = ] Py,
jes
gdjejeS ={j:0< j<k}, nzd(j,ky=1 i L(mj)+L(nj)<ki j‘1 oznacava inverz od
j(mod k), posebno

KOy = ]—[ Pii.
isj<§
nzd(j, k) =1
Povrh toga, za opci r

R O(mod P), m+n<k
SO x") =

(=) () (mod P),m+n >k
.o -1
gdje je f = 1.

Dokaz ovog teorema moZemo pronaci u knjizi B.C. Berndt, R. J. Evans, K.S. Williams,
Gauss and Jacobi Sums, poglavlje Jacobi Sums and Cyclotomic Numbers, Theorem 2.1.14.

Teorem 1.2.8. Ako je g primitivan korijen modulo prost p = 3f + 1, onda je
ind3 = —%(mod 3),

gdje je ind,3 indeks 3 s obzirom na primitivni korijen g, a s3 je cijeli broj dan jedinstveno
prema

3552 (85 —¢77 )rs (mod p).
Dokaz ovog teorema moZemo pronaci u knjizi B.C. Berndt, R. J. Evans, K.S. Williams,
Gauss and Jacobi Sums, poglavlje Jacobi Sums and Cyclotomic Numbers Corollary 2.6.9.

{4p:r§+3s§, rn=1(3), s=0(3),

Teorem 1.2.9. Imamo
20062 =1 +is3 V3

gdje je x karakter (mod p) reda 6 s y (g) =, B = exp (2’{), a r3 i s3 su cijeli brojevi, takvi
da je

rg + 3s§ =4p,

s3 = 0(mod 3),

35y = (2g"7 + 1)rs(mod p).
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Dokaz ovog teorema moZemo pronaci u knjizi B.C. Berndt, R. J. Evans, K.S. Williams,
Gauss and Jacobi Sums, poglavlje Evaluation of Jacobi Sums over F,, Theorem 3.1.3.

Teorem 1.2.10. Imamo
K(X) = ay + iby,

gdje je x karakter (mod p) reda 4 s x (g) = i, a a4 i by cijeli brojevi takvi da
ai + bi =p,
as = — (2) (mod 4).
p
Dokaz. Kako j je X (n) € Z[i] za svaki cijeli broj n, slijedi K(y) = a4 + iby, gdje su as 1 by
cijeli brojevi. Stovise, prema Teoremu 1.0.3 (b) ay i by zadovoljavaju a2 2+ b2 = p, paslijedi
as +iby = —p(mod 2 (1 —1i)).
Tako 8 mora dijeliti
l(ay + p) + ibsl* = @2 + b2 + p* + 2a4p = p(p + 1 + 2ay)

1 tako

O

Neka je p prost broj takav da p = 1(mod 6). Neka je g primitivni korijen (u oznac1
ind,) (mod p) i neka je y karakter (mod p) reda 6 takav da je x(g) = B, gdjeje S = e .
Stavimo Z = ind,2 tako da je y(4) = x(g%"%2) = x(g)*"%* = p**.

Lema 1.2.11. Vrijedi:
(@ G =pIi’.xD),

) Gl = B4 pF G,
Dokaz ove leme moZemo pronaci u knjizi B.C. Berndt, R. J. Evans, K.S. Williams,

Gauss and Jacobi Sums, poglavlje Determination of Gauss Sums over F,, Lemma 4.1.1.
Neka je p prost broj oblika kf + 1, gdje su ki f prirodni brojevi takvi da je k > 2.
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Korolar 1.2.12. Neka je y karakter (mod p) reda k. Neka je q prost broj takav da je
q # p. Tada je
G'00x"(@)G(x")(mod g).

Takoder vrijedi:
G (y) = x(¢)(mod q), ako je g = 1(mod k),

G (y) = x(—g)p(mod g), ako je g = —1(mod k).

Dokaz ovog teorema moZemo pronaci u knjizi B.C. Berndt, R. J. Evans, K.S. Williams,
Gauss and Jacobi Sums, poglavlje Residuacity, Lemma 7.0.1 1 Corollary 7.0.2.

Teorem 1.2.13. 3 | by je nuZan i dovoljan uvjet da -3 bude kvartican ostatak (mod p).

Jedan od dokaza ovog teorema je dokaz Teorema 2.2.6 u idu¢em poglavlju.

Teorem 1.2.14. Neka je p = 4f + 1 prost broj. 5 je kvarticni ostatak (mod p) ako i samo
ako 5 | by.

Dokaz. Prema Korolaru 1.0.11 gdje je ¢ = 51k = 4 vidimo da je y (5) = 1 ako 1 samo

ako je G* (v) = pK? (y) = 1 (mod 5) ili ekvivalentno p?K (y) = K (mod 5). Tako, prema
Teoremu 1.0.6 i Eulerovom kriteriju, 5 je kvarti¢ni ostatak (mod p) ako i samo ako

(%7) (a4 + iby) = a4 — iby (mod 5),

() )= {2) =t

ili
Kako je p = a3 + b2

bZ
5|as = Snedijeli by i (3):(?‘):1

5| by = Snedijeli ay i (—):

pa je p kvarticni ostatak (mod p) ako i samo ako 5 | by. O



Poglavlje 2

Z.akoni reciprociteta

U ovom poglavlju, koristit ¢emo neke od jednostavnijih svojstava Gaussove 1 Jacobijeve
sume kako bismo dokazali zakone kubicne i kvartne recipro¢nosti. Zakon kvartne reci-
procnosti, poznat je i kao zakon bikvadratne reciproc¢nosti.

2.1 Kubni reciprocitet

Eisensteinov cijeli broj je cijeli broj imaginarnog kvadratnog polja Q(i V3) = Q(e%”).
Prsten Eisensteinovih cijelih brojeva oznacavamo sa Z [w], gdje je w = exp(z%). Poznato
je da je Z [w] domena jedinstvene faktorizacije. Prije nego navedemo i dokazemo zakon
kubicne reciprocnosti, trebali bi se prisjetiti nekoliko ¢injenica o Eisensteinovim cijelim
brojevima i utvrditi neke definicije.

Jedinice u Z [w] su +1, +w, +w?. Norma N(a) elemenata « € Z [w] je N(a) = aa.
Eisensteinovi prosti brojevi u Z [w] sastoje se od pridruZenih elemenata racionalnih prostih
brojeva ¢ = 2(mod 3), pridruzenih elemenata broja 1 — w i pridruZenih elemenata onih
elemenata o € Z[w] ¢ija je norma N(«) racionalan prost broj p = 1(mod 3). Dogovorili
smo se da p oznaCava racionalan prost broj = 1(mod 3),7m € Z[w] oznaCava bilo koji
(Eisensteinov) prost broj, a g oznacava racionalan prost broj = 2(mod 3). Primjetimo da
je N(g) = ¢* i N(1 — w) = 3. Ako su a, € Z [w], gdje je x prost broj takav da 7 r «, tada
imamo analogiju Malog Fermatovog teorema:

7! = 1(mod 7). (2.1)
Konacno polje Z [w] /7 ima N(r) elemenata.

Propozicija 2.1.1. Neka su a,n € Z|w], n je prost, N(nr) # 3 i n r a. Tada postoji
jedinstveni cijeli broj m, 0 < m < 2, takav da je

N(m-1 m
a 3 =" (mod 7).
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Dokaz. Prvo primjetimo da za sve proste brojeve n € Z [w] gdje N(rr) # 3 vrijedi
3| (N(r) — 1). Stoga moZemo pisati

Nt = (ozN(”;_l - cu)(aN(?_1 - ). (2.2)

Prema (2.1) x dijeli lijevu stranu od (2.2). Stoga & dijeli barem jedan od faktora s desne
strane od (2.2). Pretpostavimo da r dijeli dva faktora s desne strane od (2.2)

N(r)-1 , N(r)—1 s
nl(a 3 —w)n|ll@ 3 —-w),0<r<s<2

Tada 7 | W' (1 — '), zato $to je w” jedinica, 7 | 1 —w' zat = 11ilit = 2. Stoga,
N(r) | N(1 — ") = 3 §to je nemoguce jer N(n) # 1, 3. |

Sada definiramo simbol kubnog ostatka.

Definicija 2.1.2. Neka je r Eisensteinov prost broj takav da N(rt) # 3 i neka je @ € Z [w].

a a
Ako & | a, uzmimo (—) = 0. Ako m | «a, neka (—) bude jedinstvena potencija od w
/3 /3

definirana kao
Ne-1 a
a 3 = (—) (mod ).
/3
(Ova definicija je jednoznacna prema Propoziciji 2.1.1.)

Nadalje ako je p = m - - - &, gdje je svaki m; (1 < j < n) prost iz Z[w], N(r;) # 3,

definiramo
(-G )
Bl \ms )5

Na kraju, ako je B jedinica od Z [w), definiramo (%) =1lzasvakia € Z[w], @ # 0
3
_ 0
definiramo (—) =0.
Bls
Kada je N(m) # 3 lako vidimo (g) = 1 ako i samo ako je a kubni ostatak (mod ).
/3
Posebno, ako je 1 = q = 2(mod 3) i n je racionalan cijeli broj, takav da q 1 n, onda je

(g) = 1 jer je svaki takav cijeli n kubni ostatak (mod g).
3

Propozicija 2.1.3. Neka je x € Z,0 € Z|w] i neka je p racionalan prost broj takav da
p = 1(mod 3), tako da je p = it za Eisensteinov prost broj n. Tada

(a) x = a*(mod p) za neki « € Z [w] ako i samo ako x = a*>(mod p) za neki a € Z.

(b) 6 = y*(mod p) za neki y € Z[w] ako i samo ako 6 = o’*(mod n) i § = B*(mod 7) za
neki a,f € Z [w].
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Dokaz. 1z N(r) = p imamo izomorfizam polja
Z(w)/(n) = Z] pZ.

Dakle, svaki a € Z [w] zadovoljava @ = a(mod ) za neki a € Z i slijedi dio (a).
Za dane a,fB € Z[w] postoji y € Z [w] takav da je

v = a(mod m),y = S(mod 7)

prema Kineskom teoremu o ostatcima. Tada lako slijedi (b) dio. O

Produktna formula (%) = (g) (é) , gdje su @, 8 € Z [w] izravno slijedi iz definicije
n/)3 \n/3\n/3

simbola kubnog ostatka. Takoder, lako slijedi da je @ = f(mod =), onda je (g) = (é) .
/3 /3

Stoga je (g) kubni karakter na polju Z(w)/(r) od N(rr) elemenata i mozemo pisati y (@) =
T
@
nls

Propozicija 2.1.4. Neka su a,n € Z|w], n je prost, N(n) # 3in 1 a. Tada je x, (o) =
X7 (@).

Dokaz. Budu¢i da je "5 = Xr(@)(mod ) iz kompleksne konjugacije slijedi a i o=
X(@)(mod 7). Po definiciji x7, Xz = xz(@)(mod 7). Zadnje dvije kongruencije povlace
Zeljeni rezultat. O

Definicija 2.1.5. Neka je a € Z [w]. KaZemo da je a primaran ako a = +1(mod 3).

Primjetino da su +1 jedine primarne jedinice u Z [w]. Ako (1 — w) | @ u Z [w], tada niti
jedan od pridruZenih elemenata broja a nije primaran. Za bilo koji drugi @ u Z [w] to¢no
dva pridruzena elementa od @ su primarna, kao Sto prikazujemo u Propoziciji 2.1.6.

Propozicija 2.1.6. Neka je a € Z|[w] takav da (1 — w) ¥ a. Tada od Sest pridruZenih
elemenata od «, tocno dva su primarna i razlikuju se samo po predznaku.

Dokaz. Stavimo da je @ = a + bw, gdje su a,b € Z. Kako (1 — w) 1 (a + bw) slijedi
da a + b nije kongruentno O(mod3) te konacna tvrdnja slijedi iz tablice, gdje je & = *1.
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almod3) Hmod3) Talmod3) | feaimod’) | + e a(modd)
(L) & 0 +1 ta + @’
(11) & g + @ +1 +a@
(111} 0 £ +a + @? &1
i

Propozicija 2.1.7. Eisensteinov cijeli broj koji nije jedinica je primaran ako i samo ako se
moZe faktorizirati u produkt primarnih Eisensteinovih prostih brojeva.

Dokaz. Neka je a primaran Eisensteinov cijeli broj koji nije jedinica. Z[w] je domena
jedinstvene faktorizacije, @ = m; - - - my, gdje je svaki ; (1 < i < k) Eisensteinov prost broj.
Nadalje, kako je « primaran, niti jedan x; nije pridruZen element od prostog broja (1 — w).
Stoga, prema Propoziciji 2.1.6. zai = 1,....k, m; = 6;4;, gdje je 6; jedinica od Z [w] pa je
06 =xw" zanekir=0,1,2. Stoga je @ = zw'A; - - - ;. Uzimajuéi relaciju modulo 3,
bududi da je @ = +1(mod 3) i svaki 4; = +1(mod 3), vidimo da je " = £1(mod 3). Ali
3 = —w?*(1 — w)?, pa mora biti r = 0, i to povladi @ = +4, - - - A;.

Obrnuto, jasno je da je produkt primarnih Eisensteinovih prostih brojeva primaran. O

Lema 2.1.8. Neka je m primaran Eisensteinov prost broj, takav da je N(n) = p = 1(mod
3) Tada je

_ | —m,m=1(mod 3)
mnXn) = { 7w = —1(mod 3)

gdje je J oznaka za Jacobijevu sumu.
Dokaz. Stavimo y, = x i piSemo J(y,x) = a + bw. Prema Teoremu 1.2.9. imamo

2J(x,x) = r3 + is3 V3, gdje je 3 = 1(mod 3) i 53 = O(mod 3). Stovise, kako je w =
-1+ l\/§ r3 + 53

O( mod 3). Slijedi da je J(x, ) primarni Einsteinov prost broj, buduci da je N(J(x, x)) = p.
Stoga,

, lako vidimo da je a = ib = s3. Stoga, imamo a = 2(mod 3)i b =

JOe, ) (x,x) = p = N(n) = nm.

Prema Teoremu 1.2.7., J(x,x) = O(mod m). Stoga je J(y,y) = +n. Sada tvrdnja leme
slijedi iz J(y, x) = —1(mod 3).
Sada smo spremni iskazati 1 dokazati kubni zakon reciprociteta. O
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Teorem 2.1.9. (Kubni zakon reciprociteta) Neka su « i 8 relativno prosti primarni Eisens-
teinovi cijeli brojevi. Tada je

).~ (2

B/, “\als’

Dokaz. Ako je « jedinica (tako da je @ = £1), lako je vidljivo da su oba ¢lana kubnog za-
kona reciprociteta jednaka 1. Prema Propoziciji 2.1.7. 1 multiplikativnosti simbola kubnog
ostatka, dovoljno je dokazati teorem kada su « 1 g relativno prosti primarni Eisensteinovi
cijeli brojevi. Dokaz trebamo podijeliti na tri slucaja.

Prvo pretpostavimo da su « i 8 primarni racionalni Eisensteinovi prosti brojevi. Tada, kako

su « 1 S relativno prosti,
5,1
)1
Bs a/3

po napomeni koja prethodi Propoziciji 2.1.3.
Drugo, pretpostavimo da je @ = ¢ = 2(mod 3) i 8 = « tako da N(r) = p = 1(mod 3).
Prema Lemi 1.2.11. (a) i Lemi 2.1.8. vrijedi

G3(X7r) = pJ(Xr Xx) = £p1
1 zato je
£-1
GO = (pm)T = xy(pr) = xy(m)(mod g,
Sto implicira .
G(xn)?" = xq(mG(xx)(mod g). (2.3)

S druge strane, prema multinomnom teoremu i Teoremu 1.2.3.,
ZiJrqzn _
G = Y Xl e+ =G@xn) = Xx (6) G (k) = xx (@) G (x) (mod ) (24)

Usporedujuci (2.3) i (2.4) pronalazimo

Xq(m) = x=(q).

Trecée, pretpostavimo da je @ = m; takav da N(mr;) = p; = 1(mod 3) i 8 = m, takav da
N(my) = p» = I(mod 3). Onda je 7 takoder primaran,

pp-1 -
G(Xﬁ)pz_l = (il717T_1)2T = Xr, (p171) (mod )

ili
G (x#)"” = Xn (P171) G () (mod 75) . (2.5)
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S druge strane, prema multinomnom teoremu i Teoremu 1.2.3.,

innpy

Glrm)” = Y AL e R =G (prxm) =xm ()G () (mod p).  (26)

Iz (2.5) 1 (2.6) slijedi
X (P17 = X (P3). 2.7)
Sada ponovimo isti argument kao u (2.7), ali umjesto 7, stavimo m,, a umjesto m, stavimo
7. Umjesto (2.7) dobijemo
X (p22) = Xm (P}) - (2.8)
Zatim prema Propoziciji (2.1.4.),
X (P3) = Xm (P3) = X (P2). 2.9)

Koristeci (2.7), (2.9) 1 (2.8) u ovom poretku, dobivamo
X, (1) Xy (P17T0) = X, (1) X (P3) = Xm, (72) X, (P2)

= Xri (12P2) = X, (P}) = X (P171TD) = om, (1) oy (1D
Stoga, kracenjem slijedi
X (M2) = X, (711) .
O

Kriterij da 2 bude ostatak (mod p) moZze se dobiti pomocu zakona kubnog reciproci-
teta. Prvo trebamo sljedeci rezultat.

Propozicija 2.1.10. Nek je n neracionalan primaran Eisensteinov prost broj. Tada je kon-
gruencija x> = 2(mod 7) rjesiva za x € Z [w] ako i samo ako je n = 1(mod 2).

Dokaz. Prema kubnom zakonu reciprociteta imamo

Xx(2) = xa2(m). (2.10)

Bududi da je
NQ)-1

n=n 3 = ys(m)(mod 2) (2.11)

i x* = 2(mod r) rjesivo ako i samo ako je y(2) = 1, rezultat slijedi iz (2.10)i (2.11). O

Teorem 2.1.11. Broj 2 je kubni ostatak (mod p) ako i samo ako je r3 paran.
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Dokaz. NapiSimo p = nint, gdje je m Eisensteinov prost broj. Prema Lemi 2.1.8. mozZemo
uzeti 7 tako da je m1 = J(xr Xx). Vrijedi da je 2J(xx, Xx) = 13 + i83 V3, gdje je r; =
I(mod 3) i s3 = O(mod 3). Stoga, prema Propoziciji 2.1.10., 2 je kubni ostatak (mod p)
73+ 083 \/§

ako 1 samo ako ( 7

) = I(mod 2), odnosno ako i samo ako je
r3 + 53

2

Po ovim kongruencijama odmah vidimo da je r; paran ako je 2 kubni ostatak (modp).
Obrnuto, ako je rs paran, tada je s; paran zbog 4p = r; + 3s3, stoga moZemo napisati
ry = 2ris; = 6s. Tada,

= 1(mod 2)is; = 0(mod 6).

r3 + 83

=r+3s=r>+33s)’> = p=1(mod 2),

pa je 2 kubni ostatak (mod p). O

v 2 2 . .
Cinjenica da je (—) = (—1)%, gdje je p bilo koji neparan prost broj, naziva se Dopuna

zakona kvadratnog reciprociteta jer prost broj 2 nije pokriven kvadratnim zakonom reci-
prociteta. Na isti nacin, prosti broj 1 — w nije pokriven zakonom kubnog reciprociteta. U
sljede¢em teoremu dokazujemo dopunu kubnog zakona reciprocoteta.

Teorem 2.1.12. (Dopuna kubnog zakona reciprociteta) Neka je m primaran Eisensteinov
proct broj takav da je (bez gubitka opcenitosti) m = —1(mod 3). Ako je m = q, za raciona-

+
lan prost broj q, piSemo m = qT Ako je N(rr) = p = 1(mod 3) pisemo m = a + bw,

+1
(a,beZ)im= aT. Tada je
yr(1 —w) = ™™,
Dokaz. Buduéi da je (1 — w?) = —3w, dovoljno je pokazati da je y,(—3w) = w™. U slucaju
7 = ¢, to slijedi zbog

N(g)-1 £-1

Xo(F3w) = xg(w) =w " =w

Sada pretpostavimo da je N(r) = p = 1(mod 3). Prema Lemi 2.1.8. i Teoremu 1.2.3.

l’3+iS3\/§ r3 + 853 .
——— takodaa = ib = s3,8aa =

vrijedi 7 = a + bw = J(YxXx) =
—ry = —1(mod 3)ib = —s3 = O(mod 3). Neka je g primitivni korijen (mod p) takav da
Xr(g) = w. Tada slijedi

—353 -b



POGLAVLIJE 2. ZAKONI RECIPROCITETA 16

Prema Korolaru 1.2.8. .
/\/n(_S) :Xn(3) =w?3.
Stoga

nl(=30) = 05
2
r
Budu¢idaje p = f(mod 9), lako se provjeridaje p— 1 — b = a + 1(mod 9). Stoga je

kao Sto je trazeno. O

Sljedeci numericki primjer ilustrira manipulaciju simbolom kubnog ostatka.

Primjer 2.1.13. Eisensteinova domena Z |w] je Euklidova domena u odnosu na svoju
normu, tj. ako je a € Z[w] i B(# 0) € Z[w), tada postoje vy € Z[w] i § € Z|w] takvi
da je

a =Ly +0,N©) < N(P).
Koristeci visestruko ovo svojstvo i zakon kubnog reciprociteta ili njegov dodatak moZemo
evaluirati simbol kubnog ostatka (%)3

Objasnjavamo na primjeru (—_59&3")3
Prvo primjetimo
5+ 8w = —w(8 + 3w),

gdje je (8 + 3w) primaran.
Zatim
—9+4w =8 +3w) (-1 +w) + 2 +2w) = (8 + 3w)(—-1 + W) + (—w?)2,
gdje je
N2 +2w) < N8 + 3w),

—w? je jedinica, a 2 je primaran.
Nadalje,
B8 +3w) =24 + w) + w,
gdje je N(w) < N(2) i w je jedinica.
Stoga,

-9+4w -9+4w (—w?)2 ) 2 8+ 3w z(a)) )
— — =W = =W |—= :(,()C():l.
5+8w /4 8+ 3w /, 8+3w), 8+ 3w/, 2 5 2/3
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2.2 Bikvadratni reciprocitet

Gaussov cijeli broj je cijeli broj imaginarnog kvadratnog polja Q(V-1) = Q(i) = Q(ezil),
odnosno kompleksni broj oblika x + iy, gdje su x,y cijeli brojevi. Prsten Gaussovih cije-
lih brojeva je Z [i]. Poznato je da je Z [i] domena jedinstvene faktorizacije. Kratko ¢emo
ponoviti neke ¢injenice o Gaussovim cijelim brojevima. Jedinice u Z [i] su =1, +i. Prosti
brojevi u Z [i] sastoje se od pridruzenih elemenata od 1 + i 1 pridruzenih elemenata onih
elemenata 7 € Z[i] ¢ija je norma N(r) racionalan prost broj p = I(mod 4). Ako su
n,a € Z[i], gdje je w prosti  { a, tada je V™! = 1(mod 7). Za Gaussov prost broj
konacno polje Z [i] /m ima N(r) elemenata. Uzimajudi istu vrstu argumenata kao u dokazu
Propozicije 2.1.1. vidimo da imamo jedinstveni cijeli broj m, 0 < m < 3, takav da je
s i"(mod m) za sve m,a € Z[i], gdje je m prost, 7 ¥ @ i N(m) # 2. Ovo vodi do
sljedece definicije sumbola kvarticnog ostatka.

Definicija 2.2.1. Neka je m Gaussov prost broj takav da je N(nt) # 2 i neka je a € Z[i].
Ako 1 | a, neka je (%)4 = 0. Ako rr 1 @, neka je (% A Jjedinstvena potencija od i definirana
sa
a% = (g) (mod 7).
/4

Ako je B = - - - m, gdje je svaki rtj (1 < j < n) Gaussov prost broj takayv da je N(w ) # 2,

) ~(5) (),

Na kraju, ako je B jedinica od Z [i], definiramo (%)4 =lzasvakia € Z[i], a #0i (%)4 =0.

Kada je N(r) # 2 lako se vidi da je (%)4 = 1 ako i samo ako je a kvartican ostatak modulo

definirajmo ([‘—‘;)4 sa

prost . Iz definicije simbola kvarticnog ostatka lako se izvodi da je (%)4 multiplikativna

funkcija od « i da vrijedi (%)4 = (2)4 ako je a = B(modn). Stoga je (%)4 kvartic¢an ostatak

s

s

karakter na polju Z [i] /7 od N(r) elemenata. Pisemo x (@) = (2) r

Definicija 2.2.2. KaZemo da je Gaussov cijeli broj a + ib (a,b € Z) primaran ako je
a =1(mod 2),b = 0(mod 2),a + b = 1(mod 4).

Ekvivalentno, a + ib je primaran ako i samo ako je a + ib = 1(mod 2 + 2i).

Jedina jedinica koja je primarna je 1. Ako je Gaussov cijeli broj primaran, tada nuzno
nije djeljiv sa 1 +i. KaZemo da je Gaussov cijeli broj koji nije djeljiv sa 1 + i neparan. Ako
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je a neparan cijeli broj, onda od Cetiri pridruZena elementa od @, zapravo tocno jedan je
primaran; ovo je analogno Propoziciji 2.1.6. Gaussov cijeli broj koji nije jedinica je prima-
ran ako i samo ako se moze faktorizirati u produkt primarnih Gaussovih prostih brojeva;
dokaz je u sustini isti kao u Propoziciji 2.1.7.

a\ [a
2) (%) =1 2.12

akosua,feZ[il, a#0,8#0inzd (o,8) = 1;

Lema 2.2.3. Imamo

a
-] =1 2.13
(b )4 ( )
ako su a, b # 0 i relativno prosti racionalni cijeli brojevi, gdje je b neparan i
i 1-a
=iz 2.14
(a +ib )4 : (2.14)

ako je a + ib primarni.

Dokaz. Prema argumentu slicnom onom koristenom u dokazu Propozicije 2.1.4.,
5.
B 4 ) Bla ,
iz Cega slijedi (2.2).

Dovoljno je dokazati (2.13) kad je b neparan prost broj p koji koji ne dijeli a. Prema
2_
Malom Fermatovom teoremu a”~! = 1(mod p). Ako je p = 3(mod 4), onda je T =
(p=D(p+1)

a + = I(mod p) te slijedi Zeljeni rezultat. Ako je p = 1(mod 4), onda je p = niwr za

neki Gaussov prost broj 7 i
(a) a a
“) (), =(2) =
ply \mla \mls

prema (2.12) Sto dokazuje (2.13).
Neka su a + ib i ¢ + id primarni Gaussovi cijeli brojevi. Izb=1-a+4jid =1 —c + 4k,
zaneke j, k € Z, lako vidimo da je (1 — a)(1 — ¢) = bd(mod 8) i stoga je

1

—a 1 J1-ac+bd
12 2

1-c
12 =1

Dovoljno je dokazati (2.14) za slucaj da je a + ib glavni Gaussov prost . [zb = 1 —a + 4,
lako slijedi da je a*> + b*> — 1 = 2 — 2a(mod 16). Dakle, N(r) = a* + b,

( I ) a24b2-1 l=a
- =1 4 =12
a+ibla ’

Sto dokazuje (2.2.3) O
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Sljede¢a lema je analogon Leme 2.1.8. za Gaussove proste brojeve.

Lema 2.2.4. Neka je n primarni Gaussov prost broj takav da je N(r) = p = 1(mod 4).
Onda je

p+3
J(/\/m)(n) = (_I)Tﬂ--
Dokaz. Prema Teoremu 1.2.5. (b)

J(Xﬂ'aXﬂ)J(Xﬂ’Xﬂ') =p= ﬂ'ﬁ

i prema Teoremu 1.2.7.,
J (X Xx) = 0(mod 7).

Stoga, J(xx, Xr) = Or za neku jedinicu 6 € Z [i].
Sljedece, prema Teoremu 1.2.10.,

(=1)'F J0tm Xe) = KO = a3 + b,
gdje su ay 1 by cijeli brojevi takvi da
as = —1(mod 4), by = 0(mod 4),akoje p = 1(mod 8)
as = 1(mod 4),b, = 2(mod 4),akoje p = 5(mod 8),
tako da je —ay — iby = (—1)#J(Xﬂ,){ﬂ) = (—1)pT+36’7r primaran. Ali, 7 je primaran broj,
tako da (—1)%36 mora biti primarna jedinica pa je (—1)#0 = 1, sto daje J(xr Xr) =

p+3

(=1) = m. O

Sada smo spremni dokazati bikvadratni zakon reciprociteta.

Teorem 2.2.5. (Bikvadratni zakon reciprociteta) Neka su a i  relativno prosti primarni
Gaussovi cijeli brojevi. Stavimo @ = a+ib i = c + id. Tada je

(%)4 _ (5)4 D%, 2.15)
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Dokaz. Prvo dokazujemo teorem kada je o primaran racionalan cijeli broj. U ovom slucaju

pokazat ¢emo da je
@\ é
(,5)4 B (a)4' 2.16)

Dovoljno je uzeti u obzir primarne « i 8 za koje je @ = g, gdje je (g # 2) racionalan
prost broj i 8 = m Gaussov prost broj. Ako je m realan, onda (2.16) odmah slijedi iz
(2.13). Pretpostavimo da N(r) = p = 1(mod 4). Stavimo y = y, pa je prema Lemi 2.2.4.
J(x, x) = £m.

Prvo pretpostavimo da je @ = —¢, gdje je g racionalan prost takav da ¢ = —1(mod 4).
Prema multinomnom teoremu

J(x. x) = J(x, x)(mod q)

ionda je
a? = J9(y, ) = p(mod g). (2.17)

Takoder, prema multinomnom teoremu i Teoremu 1.2.3.

G'(x) = X"(@G") = x(@)G(Y)(mod g),
koji implicira
G (x) = x(~g)p(mod ). (2.18)
Prema (2.17), (2.18) i Teoremu 1.2.5.

g+l

MﬂﬁmzﬂmemWU=W%ﬂ%=bﬁwwV

g+l

4 q+3)(g+1)

= (p7r2)% = (mod q).

= {p0.0)

Tako,
(1]) =x(—q) = anfl = (1) (mod ¢q)
T /4 4

1(2.16) slijedi u slucaju da je @ = —g = 1(mod 4).

Sada pretpostavimo da je @ = ¢, gdje je g racionalan prost broj takav da ¢ = 1(mod 4).
Neka se ¢ moze faktorizirati na proste faktore yy u Z [i]. Prema multinomnom teoremu i
Teoremu 1.2.3.

G'(x) = x"(9G(") = x(9)G(x)(mod q)

i onda
G (x) = ¥(¢)(mod g).
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Stoga je

g1 - (= 3 =\ 7T\
X (q) = {PJz (X,)()}T = (7_T7T3) = (E) (f) = (E) (E) (mod ).
Y/4\Y/4 Y/4\Y/4

Uzimaju¢i kompleksne konjugate i koristeci (2.12) zakljuCujemo

9 s )3, - o

pa (2.16) slijedi u slucaju da je @ = g = 1(mod 4). Ovo dovrSava dokaz od (2.16).

Sada ¢emo dokazati (2.15) za proizvoljne relativno proste Gaussove cijele brojeve @ = a +
ibip = c+id. Gledajuéi (2.16) mozZemo pretpostaviti da nzd(a, b) =nzd(c,d) = 1. Sljedele,
odaberimo £ = +1 takav da je ec primaran, neka je £ = 1 1li —1 prema tome dali 4 | 4 ili
2 | d. Sli¢no, odaberimo ¢ = +1 takav da je da primaran. Zbog ca = ac + bd(mod ),

(E) (g) _(8(ac+bd)+ib£(c+id)) _(ﬁ) (6s(ac+bd)) (2.19)
Bl \Bly B o BL\ B, '

jer je (g)4 = +1 prema (2.14). Prema (2.16), (2.13) i (2.14),

ec (,8) c+id id (z) RE

_— _— = = | — = | — =1 .

B ) \ecls e )y ecl, \ecls
Sljedece, primjetimo da de(ac + bd) = dcac = (da)(ec) = 1(mod 4), tako da je de(ac + bd)
primaran. Zatim, prema (2.16) 1 (2.19),

W (8 (B |
(5)4_(,3)4_(68(ac+bd))4l : (2.20)

o\ _(8\( B\ e
(5)4_(3)4(68(ac+bd))4l : (2.21)

Sljedece ¢emo pokazati da je

Sli¢no,

nzd(ad — bc,ac + bd) = 1.
Pretpostavimo suprotno, da postoji racionalan prost broj p takav da
plad—bcp | ad— be.

Jasno ac + bd je neparan, pa onda p # 2. Neka je 7 Gaussov prost broji koji dijeli p. Onda
n|lafin|aB. Al nzd(e,B)=nzd(a,B) = 1, pamorabitin | a, 7 | ailin | B, n | B. Ako
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stoji prva mogucnost, imamo 7 | @ + @ i | a@, paonda r | 2a, 7 | a* + b>. Stoga, kako je
N(m) # 2, mora vrijediti | a, 7 | bionda p | a, p | b, kontradikcija nzd (a, b) = 1. Druga
mogucénost takoder vodi do kontradikcije, p | ¢, p | d. Ovo upotpunjuje dokaz tvrdnje da
su ad + bc i ac + bd relativno prosti brojevi.

Zatim, prema (2.13),

( Ba ) _(ac+bd+i(ad—bc)) _( i(ad — bc) )
oe(ac + bd) oe(ac + bd) 4 ~ \6e(ac + bd) 4

i

4

Zbog £ = 416 = i*, lako slijedi iz (2.14) da

(f) | ee=1

/4 B 5,8 = —1

6y _Jdo=1

B, Tl ed=-1"

(f) (é) =1.
als\B),

Sada uzmimo kompleksne konjugate od obje strane od (2.21) za dobivanje ((5)4 =+1)

(5.~ Gl e,

Iz ove jednakosti i (2.20), mnoZenjem dobivamo

(g) @‘(f) (é) (L) -(L) e
Bl \als \al\B), 68(ac+bd)4’ = 85(ac+bd)4l _

Pozivajuci se na (2.22) zakljuCujemo
(07 ﬁ [ £c=da
(=) =——m—] i 7. 2.23
(/3)4(05)4 (58(ac+bd))4l (2:23)
Zbog, ec = 6a = 1(mod 4), iz (2.14) 1 (2.23) slijedi

a ﬁ . 1-0s(ac+bd)+ec—6a L (=b6a)(1+ec) _ sebd
| (=) = 2 =i 2 2
B 4 4

tako da

debd debd

=i = ()7 = (DT,
dokazuje (2.15). O
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Teorem 2.2.6. Za prosti broj p = 1(mod 4), -3 je kvartican ostatak (mod p) ako i samo
ako 3 | by.

Dokaz. Neka je m primaran prost broj takav da N(m) = p = 1(mod 4). Po Teoremu 2.2.5.
) =(5)
), S \=3)y7

(—13)4 = x-3(m) = o= m*(mod 3).

Tako da je -3 kvarti¢an ostatak (mod p) ako i samo ako je 7> = 1(mod 3). Prema Lemi
224, JWnsXr) = (—1)pT+37r tako da je -3 kvarti¢ni ostatak (mod p) ako i samo ako je
J* (x> Xx) = 1(mod 3). Stoga, -3 je kvarti¢ni ostatak (mod p) ako i samo ako vrijedi

as(p—1)=by(p+1) =0(mod 3)

Sljedeé¢e imamo

1 slijedi rezultat. O

U Teoremu 2.1.12. dali smo dopunu kubnog zakona reciprociteta za izniman Eisenste-
inov prost broj 1 — w. Za kvarti¢nu reciprocnost, prost broj 1 +i je izuzetak i sljedee ¢emo
dokazati analogon Teorema 2.1.12.

Teorem 2.2.7. (Dopuna zakona o bikvadratnom reciprocitetu) Neka je & = a + ib primarni
Gaussov cijeli broj. Tada je
1+i a=b-1-1?
( ’) =7 (2.24)
4

a

Dokaz. Pokazimo prvo (2.24) kada je @ = a primarni racionalan cijeli broj. Pokazat éemo
da zaa = 1(mod 4),

1+

( ’) = 14, (2.25)

a /s

Ako je a; = a; = 1(mod 4), lako se provjeri da
a1—1+a2—1 Ealaz—l

4 4 4

Dovoljno je dokazati (2.25) kada je a = p = 1(mod 4) i kada je a = —¢g = 1(mod 4), gdje

su p i g prosti.

Pretpostavimo prvo da je a = p = nnt, gdje je m = ¢ + id primarni. Onda prema (2.12)

5L L),

(2.26)
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(i) 1+i\ (1+1i (z) Na-lp-l
=|— _ =|— =1 4 =14,
aha\ = J,\ © ), /4

Drugo, pretpostavimo da je a = —¢, gdje je g racionalan prost broj kongruentan 3 modulo
4. Onda

1+1i 2-1 2| - o 2
(_’) =407 =@)T = (27) i
_q 4

g+l g+l

(o) =)
q

“g+1)? -1 =(g+)? | -1

(=1)"T® 8 =i 3 8 :i%](modq).

Stoga (2.25) vrijedi za a = —g. Ovo upotpunjuje dokaz od (2.25). Prema (2.25) i (2.26),
sada je dovoljno dokazati (2.2.13) kada je a + ib primarni, takav da je nzd (a,b) = 1.
Stavimo da je a* = (—l)ga 1 primjetimo

a-1_a-1 b

a*=1(mod 4) i + Z(mod 4). (2.27)

2 2
Prema (2.13), (2.14), Teoremu 2.2.5. i (2.27) slijedi

1+ (i)3 ib\ [ 1+i wfa+ib) (1+i
= | — _ =1
a+ib4 a*/a a*4a+ib4 a* 4a+ib4

e a 1+ 1( i )”(a+ia)
=1 2 =12
a+ib/,\a+ib), a+ib/a\a+ib/s

:i%Jr%Jr% ila—>b) :i# a->b .
a+ib |, a+ib),

Kako je a — b = 1(mod 4), vidimo da je a — b primaran: Stoga, prema Teoremu 2.2.5.,
(2.13) 1 (2.25) slijedi

[ b I+ 2 1+ P pabol
=14 =1 4 =1 4 4
a-b),\a-b), a-b),

Ovo upotpunjuje dokaz. O

Sljedeca dva teorema daju primjenu zakona bikvadratnog reciprociteta.
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Teorem 2.2.8. Neka je p prost broj, takav da p = 1(mod 4) i zapisimo p = a* + b?,
gdje je a neparan. Ako je p = 1(mod 8), onda je b kvarticni ostatak (mod p). Ako je
p = 5(mod 8), onda je %’ kvarticni ostatak (mod p) ako je izabran predznak od b tako da
vrijedi 2 = 1(mod 4).

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je p = 1(mod 8). Zamjenom a sa —a, ako je potrebno,
mozemo pretpostaviti bez smanjenja opcenitosti da je a = 1(mod 4). Kako je p = 1(mod
8), imamo da je b = O(mod 4). Tadaje a + b = 1(mod 4) i # = a + ib je primaran. Prema
Teoremu 2.2.5. 1 (2.13), slijedi

1 stoga prema (2.14) slijedi

BT R

Stoga je b kvarti¢ni ostatak (mod 7), pa je onda b kvarti¢ni ostatak (mod p).

Sljedece, pretpostavimo da je p = S(mod 8), pa je %’ neparan. Odaberimo predznake za a 1
b takve da je a = —1(mod 4) i 2 = 1(mod 4). Onda su 7 = g + ib i £ primarni, i onda je
prema Teoremu 2.2.5. 1 (2.2.2)

()= 67).~ )=

Slijedi da je [5’ kvartic¢ni ostatak (mod 7). Buduc¢i da je N(rr) = p imamo izomorfizam polja

Zlil/x ~ Z/pZ

pa je 2 kvarticni ostatak (mod p). O

Neka je p prost, takav da je
p=4f+1=a*+b*=5(mod 8) (2.28)
i odaberimo predznake od a i b tako da
a = —1(mod 4),b = 2(mod 8). (2.29)

Postoji € = +1 takav da je
+1
2 1122 (mod p) (2.30)

jer je (2 + 1) = 2/*D(mod p). Brillhart se pitao koji je znak £ = =1 u (2.30) to&an.
Odgovor se nalazi u iduéem teoremu.
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Teorem 2.2.9. U oznakama (2.28)-(2.29) vrijedi

2f = %b(mod P) (2.31)

2 1+ 1= (=152 (mod p). (2.32)
Dokaz. Neka je m = a + ib. Prema (2.29) r je primaran. PiSemo y = y,. Prema (2.24),
(2.14) 1 (2.29) slijedi

a=b-1-b? —b—b?

X2 =P +iy) =i i =TT =, (2.33)

zbog 2/ = y(2)(mod 7) i —i = %b(mod m), iz (2.31) slijedi (2.33). Ostaje nam dokazati
(2.32). Prema (2.31), (2.16), (2.24), (2.13), (2.14) slijedi

Y e (T N (T (b 4D (=ib\ (140 (0
x(=2" = 1) = x(a - b)x( “)_(a—b)4(—a)4_(a—b N-a), ™ a—b4(—a)4

(2.34)
.azb=l arl  datl-h
=7 4 12 =1 4

Prema (2.33) slijedi »

YQ Ty =i (2.35)
Kombinirajuéi (2.30), (2.34) 1 (2.35) imamo
_ 1 -2f(mod 16), f = 1(mod 4)

a= { 9 —2f(mod 16), f = 3(mod 4) (2.36)

Stoga je x(-¢) = (—1)%. Kako je f neparan, y(—&) = —e 1 onda je € = (—1)%, Sto
dokazuje (2.2.21). O

Zakljucit ¢emo ovaj dio numerickim primjerom da ilustriramo manipulacije oznakom
kvarti¢nog ostatka.

Primjer 2.2.10. Gaussova domena Z [i] je Euklidska s obzirom na normu. To znaci, ako
sua € Z[i]liB(+# 0) € Z[i], onda postoje y € Z[i]i 6 € Z[i] takvi da je

a =Py +06,N©) < NP).
Primjetimo da 7y i 6 nisu nuzno jedinstveno odredeni sa « i 8. Da bi to vidjeli, promotrimo

2+43i=0+D2+i=0+D)B+1i)—1.
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7+2i
—10+3i

T+2i\ (T+2i\  (3+10:
-10+3i), \3+10i),  \7+2i),’

3+10i=T+20)(1+)+(-2+1) =T +2)A+0)+ (—-)(-1-20)
gdje je —1 = 2i primarni i N(—1 — 2i) < N(7 + 2i). Sljedece,

Koristeci ovo svojstvo, racunamo ( )4. Prvo primjetimo,

Sada,

T+2i=(-1-20)(-2+2i)+1,

gdje je I primarni i N(1) < N(—1 — 2i) kako je 1 jedinica, ne trebamo ici dalje. Tako je

34100\ ((=i)(=1 - 2i) (-1-2i
-] - = —1
T+2i), T+2i 4 T+2i),
Y A 1 .
[ U T i P S R
T+2i) .
C10+3i), -

2.3 Zakoni racionalnog reciprociteta

i onda

Zapocinjemo s definicijom simbola racionalnog ostatka (3)2, reda 2.
Definicija 2.3.1. Neka je r prirodan broj i pretpostavimo da je a razlicit od 0 ostatak 2"'-

tog stupnja (mod q), gdje je q neparan prost broj. Tada je simbol racionalnog ostatka
(3)2r reda 2" definiran sa

a\ _ |1, a ostatak 2" —tog stupnja (mod q)
ql, | 1. u ostalim slutajevima

Kada je r = 1, ova definicija podudara se s definicijom Legendreovog simbola. U ovom
poglavlju (i)y uvijek oznacava simbol racionalnog ostatka. Tako, znacenje od (3)4 u ovom
poglavlju nije isto kao znacenje (3)4 u dijelu 2.2. Neka su p i q razliciti prosti brojevi, svaki
kongruentan 1 modulo 4. Pisemo

p=a®+b* i q=A>+B*b=B=0(mod?2). (2.37)
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Nadalje, ako je p = g = 1(mod 8), pisemo
p=c+2d*> i g=C?>+2D* d=D =0(mod 2). (2.38)
Dalje, ako je p = g = 1(mod 16) prema Teoremu 1.2.9. moZemo pisati

2

p =X+ 207 + 207 + 2w, 2xv = ¥ — w? — 2uw (2.39)

g =X +2V*+2U% +2W?2,2XV = U* - W? = 2UW. (2.40)

Teorem 2.3.2. (Zakon racionalnog kvarticnog reciprociteta) Neka su p i g razliCiti prosti
brojevi takvi da je p = g = 1(mod 4) i (g) = 1. Onda je

(2) :(g) :(aA+bB):(_l)q41(aB+bA)’ (2.41)
q)/4 P4 q q

gdje vrijednosti simbola ne ovise o izboru predznaka od a, b, A, B.

Dokaz. Primjetimo prvo da je

(aA + bB) (aA - bB) (cz2A2 - szz) (612A2 +b?A? — P?A? - szz)

q q q q
)
q q
i onda
aA+DbB\ (aA-bB\ (-aA+DbB\ (—-aA-DbB
(q)_(q)_(q)_(q)

tako da vrijednost od (%) ne ovisi o izboru predznaka a, b, A, B. Sli¢an argument po-

kazuje da vrijednost od (%) takoder ne ovisi o izboru predznaka a, b, A, B.

Neka je y kvarti¢ni karakter (mod p). Prema Teoremu 1.2.10. moZemo odabrati predz-
nake za a i b tako da K(y) = a + ib. Prema Korolaru 1.2.12. i1 Teoremu 1.2.5. imamo
(podsjetivii se G(y?) = p?)

gq-1
kT

1= (@G (y) = (g) peE

4

(x)(mod g).

Prema Eulerovom kriteriju,

(‘_’) (ﬁ) = (a+ib)T (mod g). (2:42)
4\P/4
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Sljedece, pozivajuci se na kvadratni zakon reciprociteta imamo

-1 A |A| q A2+Bz) (BZ)
A7 =[—|=l—]=|=]|= =|—| = l(mod g). 243
[5)-(5)- () - () - ()= 1ot 0

Stoga, prema (2.42) 1 (2.43) slijedi

(3) (ﬁ) = (aA + iAb)"= = (aA + bB + ib(A + iB))™T (mod ).
qls\PJy

Zatim, racunajué¢i modulo A + iB imamo

(B) (ﬁ) = (aA +bB)T = (“A +bB)(modA +iB).
q/4s\P/4 q

Ovo dokazuje prvu jednakost u (2.41). Konacno,

[ I e L [ I A

iz Cega slijedi druga jednakost iz (2.41) O

Primjer 2.3.3. Koristimo zakon racionalnog kvarticnog reciprociteta da odredimo je li
kongruencija x* = 73(mod 137) rjesiva. Stavimo da je p = 73 i g = 137. Prvo

(- 3)-(7)- -

MozZemo uzetia=3,b=8 A =11, B=4ionda

(52 (5)-&)-B)--5)-3)-»

Stoga, prema Teoremu 2.3.2.,

[75).~ (). ().~ ()= (5) -

Kongruencija x* = 73(mod137) je rjesiva. Doista, 61* = 73(mod137).

Ako postoje cijeli m i n za koje vrijedi
p=m’+qn’, (2.44)

onda zakon racionalnog kvarti¢nog reciprociteta ima jednostavniji oblik, Sto pokazuje sljedeci
teorem.
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Teorem 2.3.4. Neka su p i q razliciti prosti brojevi takvida je p = g = 1(mod 4)i (g) =1.
Pretpostavimo da postoje cijeli brojevi m i n takvi da vrijedi (2.44). Onda je

(2) (z) _{ I, ¢=1(mod 8)
qls\p), |1 (=D", g=5(mod 8)

() ) - )
8- R

Sljedece, stavimo m = 2'm; i n = 2'ny, gdje su m; i n; neparni. To¢no jedan od A1 v je 0.

B ) )
() )=l =)= ) -

Zatim iz (2.45) zakljuCujemo,
o) v+A+1 o) A
ELGL-G) () 249
q4/4\PJ4 p q

Prvo, pretpostavimo da 2 | ntakodajev > 114 = 0. Ako je p = 1(mod 8), onda je
(%) = 1, dok ako je p = 5(mod 8) vidimo da je v = 1 iz (2.44). Stoga je desna strana od
(2.46) jednaka 1 u oba slucaja.

Drugo, pretpostavimo da 2 1 n, tako da je v = 0. Ako p nije kongruentno g(mod 8), iz
(2.44) vidimo da je A = 1 i ako je p = g(mod 8), (%) = (5) Stoga je u oba slu¢aja desna
strana od (2.46) jednaka (%1) O

Stoga je

Korolar 2.3.5. Neka je g = 5, 13 ili 37 i neka je p prost broj takav da je p = 1(mod 4) i
(g) = 1. Onda je p = m* + qn® za neke cijele brojeve min i

(g
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da je
p =m’ + qn*

za neke cijele brojeve m 1 n. Tada ostatak teorema odmah slijedi iz Teorema 2.3.4. 1z

-
p q

postoji cijeli broj s(mod p) takav da je s> = —g(mod p). Promotrimo skup {x — sy : 0 <
x,y < 4/p}. Ovaj skup sadrZi viSe od p elemenata, pa su dva razlicita elementa skupa

medusobno kongruentna (mod p). Uzimajuéi njihovu razliku, vidimo da je m — sn =
O(mod p), za neke cijele brojeve m i n takve da je 0 < |m| < 4/p, 0 < |n| < 4/p. Stoga je

m* + qn* = Mp

za neki prirodan broj M takav da je Mp < (¢ + 1)p, tj. M < q.

Sada uzimamo u obzir samo slucaj kada je g = 5 jer su slucajevi g = 13, ¢ = 37 analogni.
Zbog m*> = Mp(mod 5) i (%) = 1, ne moZemo imati (%) =—-1,pajeM =1,41li 5. Ako
je M =1,ondaje p=m?+qn*>. Akoje M = 5,0onda 5 | mi

2
sl
p=n+ 5

Konacno, ako je M = 4, onda i m 1 n moraju biti parni brojevi i
m\? n\?
== + 5(—) .
P (2) 2

Korolar 2.3.6. Neka je p prost takav da je p = 1 ili 9(mod 20), tada (prema Korolaru
2.3.5.) postoje cijeli brojevi a, b, u, v takvi da je

O

p=a+b =u*+57, (2.47)
gdje je a neparan. Ako je p = 1(mod 20), onda
p | a ako i samo ako 2 | u;
a ako je p = 9(mod 20), onda

p | a ako i samo ako 2 1 u.
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Dokaz. Prema Korolaru 2.3.5. slijedi,

%), (5)4 = (1) = (-1

S/a\p
Jasno je da
(2) é = 1, p = 1(mod 20)
5k | (2),=(3)=-1, p=9(mod 20)
Prema Teoremu 1.2.14. (jer je upravo jedan od a i b djeljiv s 5),

p\ _ | 1,b=0(mod 5)
(5)4_ ~1,a = 0(mod 5)

Korolar slijedi koriStenjem zajedno (2.47), (2.48), (2.49).
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(2.48)

(2.49)
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Sazetak

U ovom radu govorimo o kubnim i bikvadratnim zakonima reciprociteta. Polazimo od de-
finicije Gaussove 1 Jacobi sume, te od kvadratnog zakona reciprociteta. Koristimo neka
jednostavnija svojstva Gaussove i Jacobi sume kako bismo dokazali zakone kubne 1 bikva-
dratne reciprocnosti.



Summary

In this thesis we talk about cubic and quartic reciprocity laws. We start from the definition
of Gauss and Jacobi sums and quadratic reciprocity law. We use some of the simpler
properties of Gauss and Jacobi sums to prove the cubic and quartic reciprocity laws.
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