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Uvod

Poliedri su objekti izgradeni od simpleksa, a u tom smislu vaznu ulogu imaju simplicijalni
kompleksi.

U pocetku ¢emo proucavati simplekse i simplicijalne komplekse te na koji nacin oni
tvore poliedre. Nakon toga ¢emo proucavati neka metricka svojstva poliedara kao na pri-
mjer kompaktnost i zatvorenost. Nadalje ¢e biti govora o racionalnim simpleksima, mak-
simalnim simpleksima i dobrim to¢kama poliedara.

Poliedri imaju vaznu ulogu u topologiji, a ovim radom ¢emo prikazati neke zanimljive
rezultate.






Poglavlje 1

Simpleksi 1 simplicijalni kompleksi

1.1 Geometrijska nezavisnost tocaka

Definicija 1.1.1. Neka je N € N. Neka je n € Ny te neka su ay, . ..,a, € R. KaZemo
da su ay, .. .,a, geometrijski nezavisne to¢ke u R ako je n = 0 ilin > 1 i vektori a; —
ap, . ..,a, — ay su linearno nezavisni (u RY).

Primjer 1.1.2. Neka su ag,a; € RY. Vrijedi sljedece: ay,a, su geometrijski nezavisne
tocke © vektor a; — ay linearno nezavisan & a, — ag # 0 & a, # ay. Dakle,

ao, a, su geometrijski nezavisne tocke & a, #+ ay.

Primjer 1.1.3. Neka su u R? dane tocke ay = (1,1,1), a; = (2,2,2), a, = (5,5,5). Jesu li
one geometrijski nezavisne?

Imamo a; —ap = (1,1,1)ia, —ay = (4,4,4), paje jasno da su a; — ap 1 a, — ap linearno
zavisni. Prema tome ay, a; 1 a, nisu geometrijski nezavisne tocke.

Primjer 1.1.4. Neka su u R? dane tocke ag = (2,1), a; = (1,2), a» = (5,4).

Vrijedi: a; —ag = (-1, 1), ax —ap = (3, 3). Iz toga je jasno da su vektori a; —ag 1 a; —ag
linearno nezavisni. Dakle, tocke ay, a;, a, su geometrijski nezavisne u R2.

Propozicija 1.1.5. Neka je n € N, te neka su ay, . . ., a, € R. Tada su te tocke geometrijski
nezavisne ako i samo ako za sve t, . .., t, € R vrijedi sljedeca implikacija

[Zn:t,-a,-:OiZn:t,-:O =Sty=-=1,=0 (1.1)
i=0 i=0
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Dokaz. Pretpostavimo da su ay, . . . ,a, geometrijski nezavisne to¢ke. Pretpostavimo da su
fo,...,t, € Rtakvidavrijedi )\ t;a; = 01 iyt = 0. Ako je n = 0, onda je ocito #, = 0.
Pretpostavimo da je n > 1. Iz izraza ), ,#; = 0 imamo da je

fo = —ant,.. (1.2)
i=1

Stoga je
n n n n n n n
0= ha= Y tar st = 1t [_ 3 z,.] 0=t~ nan= 3 (b o).
i=0 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Dakle,

Zn: ti(a; —ap) =0
i=1

pa iz Cinjenice da su vektori a; — ay, . .., a, — ap linearno nezavisni (jer su tocke ay, . .., a,
geometrijski nezavisne) slijedi t, =, = --- = 1, = 0. Dakle, iz (I.2) slijedi 7y = 0. Time je
dokazano da implikacija (I.1) vrijedi.

Obratno, pretpostavimo da za sve 1, ..., 1, vrijedi implikacija (I.1). Zelimo dokazati da
su tocke ay, . .., a, geometrijski nezavisne. Ako je n = 0, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo
da je n > 1. Treba dakle dokazati da su vektori a; — ay,...,a, — ap linearno nezavisni.

Pretpostavimo da su 4;,..., 4, € R takvi da je

Zn: Ai(a; —ag) = 0.
i=1

Vrijedi
0= i Ai(a; —ap) = i(/liai - diag) = i Aia; — i Aiag = i Aia; + [— i /L') ap. (1.3)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Definirajmo

Prema (I.3) vrijedi Y%, A;a; + Apap = 0, tj

Zn: Aa; = 0.
i=0
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Nadalje,

N
N

Sada iz (I.1) slijedi

Adp=-=2,=0
Posebno,

Ay=--=2,=0
Iz toga zaklju¢ujemo da su vektori a; — ao,...,a, — ay linearno nezavisni, pa su tocke
ao, - . . , a, geometrijski nezavisne.

O

1.2 Konveksni skupovi
Neka je N € N, te neka su a, b € RY. Definiramo
ab:={(1-0a+1b|tel0,1]).

Za ab kazemo da je segment u RY odreden to¢kama a i b. Uo&imo da su a, b € ab. Nadalje,
aa = {a}.

Definicija 1.2.1. Neka je S € RY. Za S kaZemo da je konveksan skup u R" ako za sve
a,b e S vrijediab C S.

Ocito su @, RY i svaki jedno¢lan podskup od RY konveksni.

Primjer 1.2.2. Neka su a,b € RN.a # b. Tada skup {a, b} nije konveksan. U suprotnom
bi vrijedilo ab C {a, b}, no ovo je nemoguce jer je %a + %b € ab, a %a + %b ¢ {a, b} (iz
%a+%b:aili %a+ %b = b slijedi a = b).

Iz prethodnog primjera slijedi da unija dva konveksna skupa ne mora biti konveksan
skup. ({a} U {b} = {a,b})

Propozicija 1.2.3. Neka je A neprazna familija konveksnih podskupova od RY. Tada je
N K konveksan podskup od RY.

KeA

Dokaz. Neka su a,b € () K. Slijedi da su a,b € K, za sve K € A. Bududi da je K
KeA

konveksan skup, imamo ab C K, za sve K € A. Slijedi daje ab C () K. Dakle, () K je

KeA KeA
konveksan skup. m|
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Neka je S € RY. Definiramo

Conv(S) = ﬂ K.

K konveksan
ScK

Za Conv(S ) kazemo da je konveksna ljuska skupa S .
Nije teSko dokazati sljedecu propoziciju.

Propozicija 1.2.4. Nekaje S C RY. Tada vrijedi:
1. Conv(S) je konveksan skup i S C Conv(S)
2. Conv(S) = S ako i samo ako je S konveksan skup
3. Ako je K konveksan skup takav da je S C K onda je Conv(S) C K.

Napomena 1.2.5. Ako su S i T podskupovi od RY takvi da je S € T onda je Conv(S) C
Conv(T).

Naime, zato Sto je § € T € Conv(7T) 1 Conv(T) je konveksan, slijedi da je, prema
propoziciji (3.), Conv(S) € Conv(T).

Teorem 1.2.6. Neka je n € N te neka su ay, . . ., a, € RY. Tada je

n n
Conv{ao,...,an}:{Ztiai|t0,...,tn20iZtizl}.
i=0 i=0

Dokaz. Neka je

n

S:{Zn:riai|r0,...,r,,201Zr,:l}. (1.4)
i=0

i=0
Dokazimo da je S konveksan skup. Neka su x,y € §. Tada je

n n
X = Ztiaiiy: Zs,-a,-,
i=0 i=0
gdje su o, ..., Sprtor. sty 20,505 =11 Y%, #; = 1. Zelimo dobiti
Xy CS.

Neka je z € xy. Tada je z = (1 — )x + Ay, zaneki 4 € [0, 1]. Imamo

e=(=D ) tiai+ 1) siai= Y (1= Dtai + dsia)) = » (1 = Dty + As))ai.
i=0 i=0 i=0 i=0
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Ocitoje (1 — Dt; + As; > 0 zasvakii € {0,...,n} te je
DA =D+ Asda; =1 =) Y t+A) si=1-A+1=1.
i=0 i=0 i=0
Zakljucujemo da je z € S. Prema tome xy C S. Dakle, S je konveksan.
Uocimo da su ay, ...,a, € S. Dakle, {ay,...,a,} C S paje

Conv{ay,...,a,} CS.

Obratno, dokazimo indukcijom po n daje S € Conv{ay,...,a,}. Zan = 0, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 0. Neka su ao, .. ., a,.; € RY. Neka je

n+l n+l

S':{Zz,-a,-|z0,...,rn+1 >0i Zt,-: 1}.
i=0 i=0

Zelimo dokazati da je
S’ C Conviay, ...,d,.1). (1.5)

Neka je skup S definiran kao u (I.4). Prema induktivnoj pretpostavci vrijedi S € Conv{ay,
..,a,}. Neka je x € §’. Tada je

n+l1 n+l
X = Ztiaigdjesuto,...,tnﬂ >0i1 Zti =1.
i=0 i=0
1. slucaj
n
U = 0.
=0
Tadajety=---=1t,=01t,41 = 1 pajex = a,;. Stoga je oCito x € Conviay, ..., Ay}
2. slucaj
n
U > 0.
=0

Neka je 4 = 3, t;. Imamo

oy 1,
X =todg+ -+ + tyly + byr1Gpe) = /l(zao +t z"an) + byi1Gyet -

Oznacimo,
h) tn
y=—ag+--+ —ay,.
A A
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Dakle, imamo
X = Ay + lpe1Qpyr-

Vrijedi A, 41 = 01 A+ £,1 = 1. Stoga je x € ya,;. Uotimodaje 2 +--- + 2 = [,
Stoga je y € S pa slijedi da je y € Conv{ay,...,a,}, dakle y € Conv{ay,..., a1}

Imamo y,a,,; € Conviay,...,a,.}. Dakle, ya,,; € Conv{ay,...,a,:1} paje x €
Conv{ay, .. .,a,1}. Time smo dokazali da vrijedi (1.5)) pa je tvrdnja teorema doka-
zana.

O

1.3 Simpleksi

Definicija 1.3.1. Neka su N € N,n € Ny te neka su ay, . . . , a, geometrijski nezavisne tocke
u RN, Neka je
o = Conv{ay, ..., a,}.

Tada za o kaZemo da je n-simpleks uR".

Primjer 1.3.2. 1. Neka je ay € RY. Tada je Conviay} = {ay}. Stoga je {ay} O-simpleks
uRN.

2. Neka su ay,a, € RN, ay # a,. Tada su ay i a, geometrijski nezavisne tocke, a prema
teoremu (1.2.6) vrijedi:

Convi{ay,a;} = {toapg+t1a; | to, 1 = 0,80+t = 1} = {(1 =Hag+ta; | t € [0, 1]} = apa;.

Dakle, aya; je 1-simpleks u RN. Obratno, svaki 1-simpleks u RY je oblika aga;, gdje
suay,a, € RN iay # ay.

Propozicija 1.3.3. Neka sun € No,N € N, ay, . ..,a,.1 € RY. Tada je

Convi{ay, ...,a,41} = U Ayl X.

xeConviay,...,a,}

Dokaz. Nekaje x € Conviay,...,a,}. Tadaje x € Conv{ay,...,a,:1} (jer je Conv{ay, ..., a,}
C Conv{ay,...,a,+1}). OCito je a,,; € Conv{ay,...,a,.1}. Buduéi da je Conv{ay, ..., a,1}
konveksan skup vrijedi a,,.1x € Conviay, ..., da,}. Prema tome

U a1 x € Conviayg,...,a,.1}.

xeConviay,...,a,}
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Obratno, pretpostavimo da je y € Conv{ay, . .., a,:+1}. Tada je

n+l
Yy =toag + -+ bpiGuit,  foy. oy bper 20, Zti =1
i=0
(prema teoremu [1.2.6).
. slucaj: #=---=1t,=0.Tadajey = a,;1, pa je ofito

yE€ U anp+1X.

xeConvi{ag,...,d,}

2. slucaj: Postoji j €0,...,n takav da je ¢; > 0. Tada je },_,#; > O te imamo

(gﬂ t]( o fog +1
y= i n dpg + - n ay n+1n+1
) Do 1

i=0 i=0 %
paje
n
y= ( li]x + hr1Qnats
i=0
gdje je
X= fo ap+ -+ In a
ot ——a,.
Dot Dot

Iz teorema [I.2.6|slijedi da je x € Conv{ay, ..., a,}. Imamo

n n
D620, 620 i Yt =1
i=0 i=0

pa iz (1.6) slijedi da je
y E X(Z,H_l.

Time je tvrdnja propozicije dokazana.

Primjer 1.3.4. Neka su ag,a;,a, € RN geometrijski nezavisne tocke. Neka je o =
= Convi{ay, ay, a,}. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi

g = U ahHhX = U arXx.

xeConvi{ag,a} X€apay

(1.6)
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Definicija 1.3.5. Neka su x,y € R, x # y. Definiramo

(xy) = xy\{x, y}.
Za {xy) kaZemo da je otvoreni segment odreden s x i y.
Uoc¢imo da je
(xy) ={(I = nDx+1y |1 €0, )}
Naime, ocito je svaka tocka z € (xy) oblika z = (1 — t)x + ty, zaneki ¢ € [0, 1]. No, r # 0 i

t# ljerjez # xiz # y. Obratno, akojez = (1 —t)x+tyzar € (0,1) ondaje z € xy, a
Z # x1z # y vrijedi jer bismo u suprotnom dobili x = y.

Napomena 1.3.6. Neka su ay, . . ., a, geometrijski nezavisne tocke u RY. Neka su t, ... ,t,
i So,...,S, realni brojevi takvida je Y\ ot; = 1, Y si = 1 i Yigtiai = Xy sia;. Tada je
t;=s,zasvei€l0,..., n}

Naime imamo er-l:o tia; — Z?:O sia; = 0, tj. Z?:O(ti — si)ai =0i Z?:O(ti - Si) = Z?:O t, —
Yiosi =1 —1=0.1Iz ovog i propozicije slijedi dajet; —s; =0, tj. t; = s5; za sve
i €{0,...,n}.

Teorem 1.3.7. Neka su ay, . . ., a, geometrijski nezavisne tocke u RY. Neka je o =
Conviay,...,a,}. Neka je T € o. Tada vrijedi

T ¢{ap,...,a,} © Ax,ye o, x+#ytakvidajeT € (xy).

Dokaz. Pretpostavimo da T ¢ {ay,...,a,}. Imamo da je
T = Zt,-a,- zaneke ty,...,t, > O’Zti =1.
i=0 i=0

Sigurno postojii € {0, ...,n} takavdajes; > 0. Kadabivrijedilot; =0 Vje{0,...,n},j#
i,ondabibilot; = 11T = a; §to je nemoguce. Stoga postoji j € {0,...,n}, j # i takav da
je t; > 0. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti j < i. Odaberimo € > 0 takav
daje e <min{s;,1;}. Tadajet; — e > 01t; — € > 0. Neka je

X=tyap+ -+ {j+ea;+- -+ (i —€a+- - +ta,
y=toagp+---+({j—€a;j+---+({t;+€)a;+---+t,a,.
Prema teoremu x,y € o. Nadalje, iz gornje napomene slijedi da je x # y. OCito je

o1
==X+ -V,
YT
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pa imamo da je
T € {(xy).

Obratno, pretpostavimo da dx,y € o takvidaje x # yi T € (xy). Imamo

n

n
X = Zl’,‘ai, y= Z S;a;
i=0

i=0

gdje su tg, ..., 1, So, ..., S, nenegativni realni brojevi takvida je > t; = 11 28 = 1.
Bududida je T € (xy) postoji 4 € {0, 1) takva da je

T =Ax+ (1 - )y.

Stoga je
T = /l[ t,-a,-] +(1-2) (Z s,-a,-) = ) (i + (1= Dspa;
i=0 i=0 i=0
Uocimo da je

i(/lliﬁ'(l—/l)si):ﬂili'f'(l—/l)isi:/lﬁ'l—/l: 1.
i=0 i=0 i=0

Pretpostavimo da je T = a;, zaneki j € {0,...,n}. Tadaje T = })/_, v;a; pri Cemu je v; = 0
zai # jiv; = 1.1z napomene [[.3.6]slijedi Az; + (1 — A)s; = v; zasvei = 0,...,n. Stoga
Vi # jvrijedi At; + (1 — A)s; = 0 iz Cega slijedi t; = s; = 0. Stoga je t; = s; = 1 pa je

x = aj,y = aj. Ovo je u kontradikciji s x # y. Dakle, T # a; za sve j € {0,...,n}. Prema
tome, T ¢ {ay,...,a,}. O
Korolar 1.3.8. Neka su m,n € Ny, neka su ay, . .., a, geometrijski nezavisne tocke te neka
su by, ..., b, geometrijski nezavisne tocke u RV. Neka je o = Conviay,...,a,} te T =
Conv{by,...,b,}. Pretpostavimo da je o = 1. Tada je

{ao, ..., a,} = {bo, ..., bn}. (1.7)

Posebno, n = m.

Dokaz. NekajeT € {ay,...,a,}. Pretpostavimoda T ¢ {by,...,b,}.1zT € oslijedi T € 7.
Iz teorema [1.3.7] slijedi da postoje x,y € 7,x # y takvi da je T € (xy). Sada teorem [[.3.7]
i ¢injenica da su x,y € o (jer Tt = o) povlace T ¢ {ay,...,a,}. No, to je u kontradikciji s
pretpostavkom pa prema tome T € {by, ..., b,,}. Time smo dokazali da je

{ao’---’an} - {bo’---’bm}'
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Analogno dobivamo da je
{bO"”’bm} - {aOa' -"an}

pa je jednakost dokazana.

Nekasui, j€{0,...,n},i # j. Tada je a; # a; jer bi u suprotnom vrijedilo a; — ay = a; — ay
Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da su vektori a; —ay, . . . , a, — ap linearno nezavisni. Isto
tako je b; # b;. Iz ovog zakljuCujemo da je

card{ag,...,a,} =n+1

card{by,..., b, =m+1
paiz (1.7) slijedidajen+ 1 =m+ 1, .

O

Dakle, prema prethodnom korolaru za svaki simpleks o postoji jedinstveni, do na po-
redak geometrijski nezavisni niz tocaka ay,...,a, takav da je o = Conviay,...,a,}. Za
tocke ay, . .., a, kazemo da su vrhovi simpleksa 0. Za broj n kazemo da je dimenzija od o
i oznaCavamo ga sa dim o~. Uo¢imo da je broj svih vrhova simpleksa o jednak dimo + 1.

Definicija 1.3.9. Neka su o i T simpleksi u RN. KaZemo da je T stranica od o ako je svaki
vrh od T ujedno i vrh od o

Uocimo sljedece, ako je 7 stranica od o onda je T C o Naime, ako su v, ..., v,, vrhovi
od 7, onda je
{VO,...,Vm} co

paje Conv{vy,...,v,} C o tj.
TCoO.

Nadalje, ako je o simpleks te ako su vy,..., v, neki vrhovi od o (medusobno razliciti),
onda je Conv{vy, ..., v,} stranica od o. Pri tome treba uociti da je vy, ..., v, zaista geome-
trijski nezavisni niz tocaka. Naime, ako je iy, . .., i, bilo koja permutacija skupa {0, ..., n}
onda je q;,,...,a; geometrijski nezavisni niz toCaka Sto slijedi iz propozicije Sada
mozemo odabrati permutaciju i, ..., i, od {0, ..., n} takvu da je

Vo =4y, V1 = dj5...,Vn =4,

e

Iz definicije geometrijske nezavisnosti tocaka je jasno da geometrijska nezavisnost kona¢nog
niza a;,, ..., a; povlaci geometrijsku nezavisnost konanog niza q;,,...,a;, . Prema tome
Vo, - - - » Vin J€ geometrijski nezavisni niz tocaka.
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Uocimo sljedece: ako je 7 stranica simpleksa o, onda je
dim7 <dimo
te je
dimt =dimo © 7 =0.

Primjetimo i ovo: ako je o n-simpleks u R", onda je n < N tj.
dimo < N.

S druge strane, za svaki N € N postoji simpleks o u R" takav da je dimo = N. Naime,
moZzemo uzetiay = (0,...,0),a; = (1,0,...,0),a, = (0,1,0,...,0),...,ay =(0,...,0,1),
tada je ay, . . . ,ay geometrijski nezavisni niz to¢aka pa ako uzmemo simpleks o kojeg ove
tocke razapinju, tj.

o = Conv{ay, ..., ay},
onda je

dimo = N.

Definicija 1.3.10. Neka je o simpleks u RY te neka je T stranica od o takva da je T # o.
Tada za T kaZemo da je prava stranica od o

Primjer 1.3.11. Neka su ay, a,, a, geometrijski nezavisne tocke u R". Neka je o = Conv{ay,
ai,a»}. Tada je o 2-simpleks u RY, a sljedeci simpleksi su sve njegove stranice:

o, apay, a1a, doay, {aol, {ar}, {az}-
Prave stranice od o su svi gore navedeni simpleksi osim o.

Definicija 1.3.12. Neka je o simpleks u RY. Definiramo skup Bd o kao uniju svih pravih
stranica od o. Za Bd o kaZemo da je rub simpleksa o
Neka je Into = o\ Bd 0. Za Int o kaZemo da je interior simpleksa o

Primjer 1.3.13. 1. Neka je o simpleks u R s vrhovima ay, a,, a>. Tada je

Bdo = apa; Uaja; Uapas.

2. Neka je o simpleks u RN s vrhovima ay, a,. Tada je Bd o = {ay, a,}, a Int o = {apa; ).

3. Neka je o 0-simpleks u RY. Tada je Bdo = 0, a Into = 0.
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Napomena 1.3.14. Neka je o simpleks u RN s vrhovima ay, . . ., a, (1. ag, . .., a, je geome-
trijski nezavisni niz tocaka takav da je o = Conviay, . ..,a,}). Tada prema teoremu|(1.2.6|i
napomeni[1.3.6|za svaki x € o postoje jedinstveni realni brojevi t, . . . ,t, > 0 takvi da je

n n
X = Zt,-a,-,Zt,- = 1.
i=0 i=0

Definicija 1.3.15. Neka je o simpleks u RY, v vrh od o, te x € o-. Tada postoji geometrijski
nezavisni niz to¢aka ay, . . .,a, u RY takav da je o = Conviay,...,a,}. Imamo v = aj za
neki j €1{0,...,n}. Neka su ty, . ..,t, jedinstveni nenegativni realni brojevi takvi da je

n

n
X = Ztiai, Zti = 1.
i=0

i=0

Za broj t; kaZemo da je baricentricka koordinata tocke x u simpleksu o s obzirom na vrh
V.

Jasno je da definicija baricentricke koordinate tocke x u simpleksu o s obzirom na vrh
v ne ovisi o izboru geometrijski nezavisnog niza ay, . . . , a, tj. o poretku vrhova simpleksa
0. Ako je o simpleks u R", v njegov vrh te x € o, onda sa #,(x) ozna¢avamo baricentri¢ku
koordinatu od x u o s obzirom na vrh v. Neka je o simpleks u RY s vrhovima vy, ..., v,.
Neka je x € ¢ Tada vrijedi

xe€Bdo © i€ {0,...,n}takav daje t,.(x) = 0. (1.8)

Naime, ako je x € Bd o onda se nalazi u nekoj pravoj stranici 7 od o, Sto znaci da se x
moze zapsati kao linearna kombinacija nekih (ne svih) vrhova od o s nenegativnim ko-
eficijentima Cija je suma jednaka 1. Kada tu linearnu kombinaciju proSirimo do linearne
kombinacije svih vrhova od o stavljajuci pri tome O uz one vrhove koji nisu iz 7, vidimo
da postoji i € {0,...,n} takav da je ¢,,(x) = 0. Obratno, ako postoji i € {0, ..., n} takav da

je t,,(x) = 0, onda
X = Z f(X)v;i Z h(x) =1
=0 j=0

povlaci
n n
X = Z f(xX)v; i Z h(x) =1
Jj=0 Jj=0
J#i J#i
pa slijedi da se x nalazi u pravoj stranici od o s vrhovima vy, ..., Vi_1, Vi+1, ..., V,. Prema
tome

x€Bdo.
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Iz (1.8)) slijedi da je
xe€lnto © Vie{0,...,n} vrijedi 1,,(x) > 0.

Drugim rijeima, interior smpleksa o sastoji se od onih tocaka simpleksa o Cije su sve
baricentri¢ke koordinate pozitivne.

Propozicija 1.3.16. Neka je o simpleks u RY te neka je x € o. Tada postoji jedinstvena
stranica T od o takva da je x € Int .

Dokaz. Neka su vy, ..., v, vrhovi od o. Vrijedi

n
X = Z 1, (X)v;.
i=0

Nekasu iy < --- < i elementiiz {0, ..., n} takvidasuv;,...,v; svivrhovi od o s obzirom
na koje je baricentricka koordinata od x pozitivna. Tada je

k k
x= IZ(:‘ e ; t, () = 1it, (x) > 0zasvel € {0,...,k).

1z ovoga zakljucujemo da je
x € IntT,

gdje je T simpleks razapet tockama v; , . .., v;,. OCito je T stranica od o. Pretpostavimo sada
da je 7’ stranica od o takva da je
x €lIntt'.

Neka su jyo < --- < j, elementi od {0, ..., m} takvi da su v;,,...,v; vrhovi od 7. Buduci
da je x € Int7’, vrijedi
n
X = Z SiVi,
i=0

pri ¢emu su s, . . . , S, nenegativni realni brojevi ¢ija je suma jednaka 1 te takvi daje s; = 0
zasvakii € {0,...,n}takavdai ¢ {jo,..., j.}. Vrijedi

s; = t,(x) zasvakii € {0,...,n}.
Stoga zai € {0, ...,n} imamo
i€{jo,.. ., jmle si>01,(x)>0ei€ ...,

Prema tome
{jO’-"’jm} = {iO""’ik}
paje

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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1.4 Simplicijalni kompleksi

Definicija 1.4.1. Neka je N € N te neka je K konacna neprazna familija simpleksa u RY
takva da vrijedi sljedece:

1. ako je o € K te ako je T stranica od o onda je T € K.
2. ako su o, 71 € K takvi da je o N T # 0, onda je o N\ T stranicai od o i od T.
Tada za K kaZemo da je simplicijalni kompleks u R" .

Propozicija 1.4.2. Neka je N € N te neka je K neprazna konacna familija simpleksa u RY .
Tada je K simplicijalni kompleks u RN ako i samo ako vrijedi:

1. ako je o € K te ako je T stranica od o onda je T € K.
2. ako su o, 7 € K takvi da je o # 1, onda je Into N Int7 = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je K simplicijalni kompleks. Po definiciji[T.4.T]vrijedi 1. Dokazimo
da vrijedi 2’. Neka su 0,7 € K takvi da je o # 7. Pretpostavimo da je Into N Int7 # 0.
Odaberimo

x €Into NIntt.

Tadaje x e IntoixeInttpaje x € oixe 1. Posebnoo Nt # 0pajeo Nt stranicaiod
o 1od 1. Oznacimo
S=0NT.

Dakle x € si s je simpleks. Prema prepoziciji [I.3.16] postoji jedinstvena stranica ¢ od
s takva da je x € Intz. Bududéi da je s stranica od o, imamo da je ¢ stranica od o pa iz
x € Intt, x € Into i propozicije imamo da je

o=t
Analogno dobivamo da je

t=1
pa je onda

oc=T

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom o # 1. Dakle,

IntocNIntt = 0.

Obratno, pretpostavimo da vrijede 1.1 2’. DokaZimo da je K simplicijalni kompleks. U tu
svrhu dovoljno je dokazati svojstvo 2. iz definicije[I.4.1] Neka su o, 7 € K takvi da je

onNnt=#0.
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Neka su ay, ..., a; svi zajednicki vrhovi od o 1 od 7 te neka je p simpleks razapet tim
vrhovima (ako takvih zajednickih vrhova nema, neka je p = ). Tvrdimo da je

pP=0NT.
1z definicije od p je jasnodaje p C oip C T, to jest

pCoNnNT.
Obratno, neka je

XEoNT.

Tada je x € o1 x € 7. Tada postoje stranice s od o1t od 7 takve da je x € Ints i x € Intz.
Stoga je
Ints N Intz # 0.

S druge strane, iz 1. slijedi da su s, 7 € K. Sada iz 2. slijedi da je
s =1

Dakle, s je stranicaiod o i od 7 §to povlaci da je svaki vrh od s jedna od tocaka ay, . . . , ay.
Znaci da je s stranica od p pa je s C p iz Cega slijedi x € p (jer je x € Ints C 5). Time smo
dokazali da je

onNtCp.
Dakle,

pP=0NT.

Prema tome, o N 7 je stranica i od o 1 od 7. Zaklju€ujemo da je K simplicijalni kompleks.
O

Primjer 1.4.3. Neka je N € N te neka je o simpleks u RY. Neka je
K = {t | T stranica od o}.
Tada je K simplicijalni kompleks u R .

Naime, ako je 7 € K i ako je p stranica od 7, onda je p stranica od o jer je po definiciji
od K T stranica od o, dakle, p € K. Nadalje, ako su 71,7, € K takvi da je 7; # 7, onda je
Int7; NInt 1, = O jer bi u suprotnom postojala tocka x € o takvadaje x € Int7;ix € Intt,
Sto bi bilo u kontradikciji s propozicijom (T1 1 7 su stranice od o). Iz propozicije
slijedi da je K simplicijalni kompleks u RV.

Definicija 1.4.4. Neka je K simplicijalni kompleks u RY te neka je L neprazna podfamilija
od K takva da za svaki o € L i svaku stranicu T od o vrijedi T € L. Tada za L kaZemo da
Jje potkompleks od K.
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Uoc¢imo ako je L potkompleks od K, onda je L i sam simplicijalan kompleks. Naime,
akosuo,7 € Ltakvidaje o Nt # 0, ondaje o N7 stranicaiod o iod 7 jer su o it ujedno
elementi od K koji je simplicijalni kompleks.

Primjer 1.4.5. Neka je o simpleks u RY takav da je dim o > 1. Neka je

K = {1t | 7 stranica od o}

L = {7t | T prava stranica od o}.

Tada je L potkompleks simplicijalnog kompleksa K.

Definicija 1.4.6. Neka je K simplicijalni kompleks u RY. Definiramo

K=o

oekK

Za |K| kazemo da je politop simplicijalnog kompleksa K.
Za podskup S od RN kazemo da je poliedar u RN ako postoji simplicijalni kompleks K u
RN takav da je S = |K| to jest takav da je S politop simplicijalnog kompleksa K.

Primjer 1.4.7. Neka je o simpleks u RY. Neka je
K = {t | T stranica od o}.

Tada je
K| = o.

Iz ovog zakljucujemo da je svaki simpleks poliedar.

Propozicija 1.4.8. Neka je K simplicijalni kompleks u RY. Tada za svaki x € |K| postoji
jedinstveni s € K takav da je x € Int s.

Dokaz. Bududi da je x € |K]| postoji o € K takav da je x € o. Tada postoji stranica s
od o takva da je x € Ints, a iz definicije simplicijalnog kompleksa slijedi da je s € K.
Pretpostavimo da je ¢t € K takav da je x € Int¢. Tada je Int sNIntz # @ pa iz slijedi da
jes=t. O

Uo&imo sljedeée: ako su K i L simplicijalni kompleksi u R" takvi da je KNL # (), onda
je K N L simplicijalni kompleks. Stovise, ako je (K, )qes indeksirana familija simplicijalnih
kompleksa u R" takva da je

(K. %0,

€A
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onda je
() K
simplicijalni kompleks u R,

Primjer 1.4.9. Neka je o simpleks u R? razapet tockama (0, 0) i (2,0) te neka je T simpleks
u R? razapet tockama (1,0) i (1, 1). Imamo

o ={(1-1(0,0)+12,0)| 1 € [0, 1]}
={(22,0)| 1 € [0, 1]}
=1{(x,0) | x € [0,2]}
i
T={(1-(1,0)+ A(1,1) | 1 € [0, 1]}

1-40+@D)|21€[0,1]}
(1,1 1€[0,1]}
(Ly) |y el0,1]}.

Il
—_— — = —~

Iz ovoga je jasno da je
ont={1,0)}.

Prema tome, o N 7 nije stranica od o.

Neka je K skup svih stranica od o te neka je L skup svih stranica od t. Znamo da
su K i L simplicijalni kompleksi. No, K U L nije simplicijalni kompleks. Naime, vrijedi
0,7 € KU L, no o N7 nije stranica od o.

Neka je K’ skup svih pravih stranica od o. Tada je K’ simplicijalni kompleks (prema
primjeru [1.4.5). No, K \ K’ nije simplicijalni kompleks. Naime, o € K \ K’ i {(0,0)} je
stranica od o, ali {(0,0)} ¢ K \ K'.

Teorem 1.4.10. Neka sun,N € N te neka su K, . .., K, simplicijalni kompleksi u RN takvi
da vrijedi sljedece:
ako su i, j € {l,...,n} takvi da je
IKil N IK;| # 0,
onda postoji L takav da je L podkompleks i od K; i od K te takav da je
|Kil N K| = |L].

Tada je Ky U K, U - - - U K, simplicijalni kompleks.
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Dokaz. Neka je
o € K, UKQU"'UKH

te neka je 7 stranica od o. Tada je o € K; za neki i € {l,...,n} pa, buduéi da je K;
simplicijalni kompleks, imamo 7 € K;. Dakle,

TeKiUK,U---UK,.
Nekasuo,7€ K; UK, U ---U K, takvi da je
OFT.

DokaZimo da je

Into N Int7 = 0.
Ako to dokaZemo, onda Ce iz propozicije slijediti da je K1 UK, U- - -U K, simplicijalni
kompleks. Pretpostavimo suprotno,

Into NIntt # 0.

Odaberimo
x€IntocnNnlintt.

Tadaje x € Into i x € Int7. Posebno, x € 0ix € 7. Buduéidasuo, 7€ KUK, U--- UK,
postoje i, j € {1,...,n} takvida je o € K; i 7 € K;. Slijedi da je x € |Kj| i x € |[K}], .

X € |K,| N |KJ|

Prema pretpostavci propozicije vrijedi |Kj| N |K;| = |L], gdje je L podkompleks i od K; 1 od
K;. Sada imamo
x € |L]

pa prema propoziciji |1.4.8| postoji s € L takav da je x € Ints. Imamo o, s € K; (jer je
L C K)tex € Intoix € Ints. Iz propozicije [.4.§] zakljuujemo o = s. Isto tako,
7,5s€ Kj,te x € Inttix € Intspajer=s. Stogaje

g =T

Kontradikcija. Prema tome,
IntoNIntt = 0.

Time je tvrdnja teorema dokazana. O
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Primjer 1.4.11. Neka su a = (0,0),b = (1,0),c = (1,1),d = (0, 1). Neka je o simpleks
razapet tockama a, b, c te neka je T simpleks razapet tockama a, c,d. Vrijedi
o={aa+pb+ycla,pB,y>20,a+p+y=1}
={B+y.VIBy=20,8+y< 1}
dakle,
o={(xy [x=yxyel01]}

Analogno dobivamo
T={(xy) | x<yxyel0,1]}

Stoga je
onNnt={xx)|xe[0,1]}.
No,
ac ={(1 —wa+pc | pel0,11}
={(u, ) [ € [0, 1}
paje

oNT=ac.

Neka je K| skup svih stranica od o te neka je K, skup svih stranica od 1. Neka je L skup
svih stranica od ac. Buduci da je ac stranica od o, imamo da je L C K. Isto tako, L C K.
Stoga je L podkompleks i od K, i od K. Imamo

|Kil N |K>| = ac = |L]
pa iz teorema |l.4.10|slijedi da je K, U K, simplicijalni kompleks.
Uocimo da je

K U K| = K| U K|
=ouUrT
={,» x>y, xye[0,1JU{(xy)|x<yxye[0,1]}.

Prema tome,
K1 U K> ={(x,y) | x,y € [0, 1] X [0, 1]}.

Posebno, [0, 1] x [0, 1] je poliedar.
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Napomena 1.4.12. Opéenito ako su o i T simpleksi u R, takvi da je o N 1 stranica i od o
i od 7, onda je o U T poliedar. Naime, neka su

Ki = {s| s stranica od o}

K> = {t| t stranica od 7}

te neka je
L ={p | p stranica od o N 1}.

Tada je L podkompleks i od K, i od K,, a vrijedi
IKilN Kyl =0 Nt =|L]
pa je prema teoremu|1.4.10, K| U K, simplicijalni kompleks. Vrijedi

K1 UKy = |Ki|U|Ky) =0 UT.



Poglavlje 2

Metricka svojstva poliedara

2.1 Metricki prostori

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija takva da za
sve x,,z € X vrijede sljedeca svojstva:

1. dx,y)20id(x,y) =0 x=y
2. d(x,y) =d(y, x)
3. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y).
Tada za d kaZemo da je metrika na skupu X a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki prostor.

Primjer 2.1.2. Podsjetimo se da je norma na (realnom) vektorskom prostoru (V, +, -) funk-
cija|||: V- R, x = ||x||, takva da za sve x,y € Vi 1 € R vrijedi:

L x| 20i|x] =0 x=0
2. lAxll = |41l
3 e+ yll < el + [yl

Pretpostavimo da je (V, +, -) vektorski prostor te da je ||| norma na (V,+, ). Definirajmo
d: VXV —Rsa
d(x,y) = |lx =yl

DokaZimo da je d metrika na V. Ocito je da d zadovoljava svojstva 1. i 2. iz definicije
metrickog prostora. Neka su x,y,z € V. Tada je

llx =yl =llx =z +z=yll < |lx =zl + llz = yll

23
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dakle,
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).

Prema tome, d je metrika na V. Za d kaZemo da je metrika inducirana normom ||-|| .

Primjer 2.1.3. Neka je n € N te neka je d : R" X R" — R funkcija definirana sa

d((x1,. .o %), V15 e s y0)) = \/(xl —y1)?+ e+ (= )2

Za d kaZemo da je euklidska metrika na R". DokaZimo da je d zaista metrika na R". Neka
je ||l : R" — R funkcija definirana s

NG, Xl = fx] + -+ X2, 2.1)

Uoc¢imo da ako su x,y € R", x = (x1,...,x,) iy =(1,...,y,) onda je

dx,y) = Vo =12+ + (6 — yn)?
=X = Y1seees X =Yl
= [lx = yll,

dakle,
d(x,y) = |lx—yll. (2.2)

Stoga je dovoljno pokazati da je funkcija ||-|| norma na R". Naime, tada ce iz slijediti
da je d metrika inducirana normom ||-|| (sto ¢e posebno znaciti da je d zaista metrika).
Opcenito, ako je (V,+,-) vektorski prostor onda za funkciju (- | -) : VXV — R, (x,y) —
(x | y) kaZemo da je skalarni produkt na (V,+,-) ako za sve x,y,z € Vi za svaki 1 € R
vrijedi:

L (x|x)20,(x|x)=0x=0
2. (x+zly=&ly+ly)
3. (Axly) = Alx | y)

4 xIn=01x

Pretpostavimo da je (- | -) skalarni produkt na vektorskom prostoru (V, +, ). Neka su x,y €
V. Definiramo funkciju f : R — R sa

fO =x+ty|x+1ty).
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Iz 1. slijedi da je f(t) > 0 za sve t € R. S druge strane, koristeci svojstva 2.,3.,4. lako
zakljucujemo da je
fO =@ 10E+2x [ )+ (x| x),V €R.

Dakle, f je kvadratna funkcija s vrijednostima koje su nenegativne pa slijedi da je diskri-
minanta te funkcije manja ili jednaka 0. Prema tome,

40x | y)* =40 | y)(x] x) <0,

to jest
x|y <[00 1) (2.3)
Definirajmo funkcijun : V — R sa

n(x) = y(x| x).

Tvrdimo da je n norma na (V, +,-). Prvo svojstvo iz definicije norme je ocito. Nadalje, ako
suxe€VideRondaje

n(Ax) = NAx | A0 = V2E |2 = V]2 = ).
Neka su x,y € V. Vrijedi

n(x+y) < n(x)+n(y)
& (n(x +y))* < n(x)* + 2n(0)n®y) + n(y)*
e x+ylx+y <(x]x)+2n(0)nly) + 1y
S @[)+2x|y)+ Gy < (x| x)+2nx)ny) + &1y
& (x]y) < n(ony).
No, iz slijedi
I(x [ Yl < n(x)n(y).
Prema tome vrijedi
n(x +y) < n(x) +ny).

Dakle, n je norma na (V, +, ). Za n kazemo da je norma inducirana skalarnim produktom (- |
-). Neka je (- | -) : R" X R" — R funkcija definirana s

((xl,---,xn)K.YI,---,yn)) =X1Y1t s+ X Ya-

Lako se provjeri da je (- | -) skalarni produkt na R". Neka je n norma inducirana tim skalar-
nim produktom. Tada za x € R", x = (x1,...,x,) vrijedi n(x) = V(x| x) = 4 lx% + o+ X2
Prema tome n = |||, pri Cemu je ||| funkcija definirana sa (2.1). To znaci da je ||-||

zaista norma na R" i time smo dokazali da je d metrika na R". Za ||| kaZzemo da je
euklidska norma na R".
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Definicija 2.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo i r € R,r > 0. Definiramo
skupove
K(xo,1) = {x € X | d(x, x0) < r}

K(xo, 1) = {x € X | d(x, x0) < r}.

Za K(xo,r) kazemo da je (otvorena) kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d),
a za K(xy, r) kaZemo da je zatvorena kugla oko x, radijusa r u ﬂetricvkom prostoru (X, d).
Ako Zelimo istaknuti o kojoj se metrici radi pisemo K(xy, r;d) i K(xg, r;d).

Propozicija 2.1.5. Neka je n € N te neka je ||-|| norma na R". Neka je d metrika induci-
rana normom ||-|| . Tada su sve otvorene i sve zatvorene kugle u metrickom prostoru (R", d)
konveksni skupovi.

Dokaz. Neka su xo € R” i r > 0. PokaZimo da je K(xo, r) konveksan skup. Neka je ¢ € ab.
Tada je c = (1 — D)a + Ab zaneki A € [0, 1]. Imamo

d(c, x0) = llc = xoll
=|I(1 = Da + Ab — ((1 — D)xy + Axo)||
= I(1 = (@ — x0) + Ab — xo)l
< I(1 = A(a = xo)ll + 14D = xo)lI
= (1 =D lta = xo)ll + (5 = xo)ll
= (1 = Dd(a, xp) + Ad(b, xp)
<(1-Dr+ar

=r

(2.4)

jer je d(a, xo) < rid(b, xy) < r. Dakle,
d(c,xg) <r

pa je ¢ € K(xo,r). Time smo dokazali da je ab C K(xo,r) pa zakljuCujemo da je kugla
K(xy, r) konveksan skup. Analogno dobivamo da je K(xy, r) konveksan skup. O

Primjer 2.1.6. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija definirana s

I, x#y

d(x,y):{o X =y.

Dokazimo za je d metrika na X. Svojstva 1. i 2. iz definicije metrike su ocita. Neka su
x,y,z€ X. Zelimo dokazati
d(x,y) <d(x,2) +d(z,y). (2.5)
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Ako je d(x,z) = 0ili d(z,y) = 0, onda (2.5)) ocito vrijedi. Inace imamo d(x,z) = 1 i
d(z,y) = 1 pa je jasno da (2.5) vrijedi. Dakle, d je metrika na X. Za d kaZemo da je
diskretna metrika na X. Uocimo da za sve xy € X i r > 0 vrijedi:

) {xoh, r<1
K(xo,r) = { X, r>1
i
— ) {xo), <1
K(xo,r)—{ X, r>1.

Primjer 2.1.7. Neka je n € N te neka su a,b € R",a # b. Definirajmo funkciju
d:R"XR" > Rs

3 Ly =(a,b)ili(x,y) = (b,a)
dix,y)=40, x=y
1, inace.

Na isti nacin kao u prethodnom primjeru zakljucujemo da je d metrika na R". Tada je
K(a,?) = {a,b) i K(a,?) = {a,b) pa zakljucujemo da K(a,2) i K(a,?2) nisu konveksni
skupovi.

Definicija 2.1.8. Neka je (X, d) metricki prostor, x € X, te S C X, S # 0. Tada je {d(x, s)|s €
S} neprazan, odozdo omeden podskup od R, stoga ima infimum. Definiramo

d(x,S) = inf{d(x, s)|s € S}.
Za d(x,S) kazemo da je udaljenost tocke x do skupa S u metrickom prostoru (X, d).
Uocimo, ako je (X, d) metricki prostor, S € X, x € S onda je d(x,S) = 0.
Primjer 2.1.9. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je S = (0, 00) i x = 0. Imamo:

d(x,S) =inf{d(x, s) | s € (0, 00)}
inf{|0 — s| | s € 0, o)}
inf{s | s € (0, c0)}
inf(0, co)

=0.

Dakle,
dx,8)=0,

no x ¢ S. Prema tome, udaljenost tocke od skupa moZe biti 0 iako tocka ne pripada skupu.
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2.2 Omedenost u metrickim prostorima

Definicija 2.2.1. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je S C X. Za S kaZemo da je
omeden skup u metrickom prostoru (X, d) ako postoje x € X ir > 0 takvida je S C K(x,r).

Iz prethodne definicije je jasno da je svaka otvorena kugla u metrickom prostoru omeden
skup. Nadalje, svaka zatvorena kugla je omeden skup: ako je (X,d) metricki prostor,
x€ X,r>0,ondaje K(x,r) C K(x,r+1).

Lema 2.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada
Vxe€ X,dr > 0takavda S C K(x,r).

Dokaz. 1z Cinjenice da je S omeden slijedi da postoje xo € X 1ry > 0 takvida je § C
K(xg, r9). Uzmimo x € X. Definiramo

r=d(x, xg) + rop.

Tvrdimo da je
K(xg,ro) € K(x,r). (2.6)
Neka je y € K(xy, o). Tada je d(y, xo) < ro. Imamo
d(y, x) = d(x, xo) + d(x9,y)
< d(X, )C()) + 1y

=r.

Dakle, d(y,x) < rpajey € K(x,r). Time smo dokazali da vrijedi (2.6). Sada iz § C

K(xg, ) 1 slijedi
S C K(x,r).

O

Propozicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor, n € Ni Sy,...,S, omedeni skupovi u
(X,d). Tada je S, U - - - U S, omeden skup u (X, d).

Dokaz. Odaberimo x € X. Prema lemi[2.2.2} postoje pozitivni realni brojevi ry, . . ., r,, takvi
dajeS; € K(x,ry),...,S, € K(x,r,). Neka je

r = max{ry,..., "}

Tada je
K(x,r)) C K(x,r),...,K(x,1,) C K(x,7)
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paje
S1CK(x,r),...,S, < K(x,r).
Prema tome,
SiU---US, CK(x,r),
StoznaCidaje S, U---US, omeden skup u (X, d). O

Napomena 2.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X,r > 0. Neka su x,y € K(xo, 1)
Tada je
d(x,y) <2r.

Naime, imamo
d(x,y) < d(xp,x)+d(xp,y) <r+r=2r

Definicija 2.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan, omeden skup u
(X, d). Tada postoje xy € X ir > 0 takvi da je S C K(xo,r). Iz prethodne napomene tada
slijedi da je d(x,y) < 2r,¥x,y € S. Ovo znaci da je {d(x,y) | x,y € S} odozgo omeden
podskup od R. Taj skup je neprazan jer je S neprazan pa ima supremum. Definiramo

diam S = sup{d(x,y) | x,y € S}.
Za diam S kaZemo da je dijametar skupa S u metrickom prostoru (X, d).

Iz prethodne definicije je jasno da za svaki neprazan omeden skup S u metrickom
prostoru (X, d) i sve x,y € § vrijedi

d(x,y) < diam .

Napomena 2.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T neprazni podskupovi od
X takvida je S C T. Pretpostavimo da je T omeden u (X, d). Tada je S omeden u (X, d) te
vrijedi

diam$§ < diamT.
Naime, ocito je da je S omeden skup. Za sve x,y € S vrijedi x,y € T paje d(x,y) < diamT.
Ovo znaci da je diam T gornja meda skupa {d(x,y)|x,y € S}. Stoga je supremum tog skupa
manji ili jednak od diam T, tj. diam S < diam 7.

Primjer 2.2.7. Neka je (X, d) metricki prostor; xo € X te r > 0. Skup K(xo,7) je omeden u
(X,d) te za sve x,y € K(x, r) vrijedi

d(x,y) <2r
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prema napomeni Prema tome, 2r je gornja meda skupa {d(x, y)|x,y € K(xo, 1)} pa je
supremum tog skupa manji ili jednak 2r, tj.

diam K (x, r) < 2r.
Iz K(xo,7) € K(x0,7) slijedi da je
diam K(xp,r) < 2r.

Primjer 2.2.8. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
Xo € X te neka je r = % Tada je

— |
K(xo,r) = {x € X|d(x, xo) < 5} = {xo}
paje
diam K(xo,7) = 0 < 2.
Dakle, diam K (xo, ) # 2r. Takoder

diam K (xg,7) = 0 < 2r.

Primjer 2.2.9. Neka je n € N te neka je ||-|| norma na R". Neka je d metrika inducirana
normom ||:|| . Neka su xo € R" i r > 0. Tvrdimo da u metrickom prostoru (R", d) vrijedi

diam K(xo, r) = 2r.

Znamo da je diam K(xg, r) < 2r. Pretpostavimo da je diam K(xy, r) < 2r. Odaberimo € > 0
takav da je
diam K(xo, r) + 2€ < 2r. 2.7

MoZemo pretpostaviti da je € < r (jer ako nejednakost vrijedi za neki € posebno vrijedi
i za svaki manji € pa moZemo uzeti onaj koji je ujedno i manji od r). Nadalje, odaberimo
veR" v#0teneka je e = L”v. Tada je ||e|]| = 1. Neka je

(v

xX=xp+ (r—ee

y=xo—(r—ee.

Imamo
d(x,x0) = |lx = xoll = lI(r —e)ell = [r —€lllell =r—e<r.
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Dakle, x € K(xy, ). Analogno dobijemo d(y, xo) =r — € < r pajey € K(xy,r). Nadalje,

d(x,y) = |lx =yl
=||lxg+(r—e€)e—xg+ (r—e)e|
= 2(r - €)el|
= 2(r = )l lell
=2r-2¢
> diam K(xg, r)

zbog (2.7). Dakle, d(x,y) > diam K(xo, r). No, iz x,y € K(xo, r) slijedi d(x,y) < diam K(xo, r).
Dosli smo do kontradikcije pa zakljucujemo da je

diam K(xq,r) = 2r.
Uocimo da za sve x,y € K(xo, r) vrijedi
d(x,y) <d(x,xp) +d(xp,y) <r+r=2r
tj. d(x,y) < 2r. Dakle,
d(x,y) < diam K(xg, r), Vx,y € K(xo, r).

Uocimo takoder da je
diam K(xo, r) = 2r.

Propozicija 2.2.10. Neka je N € N, ||-|| norma na RY te d metrika inducirana normom ||-|| .
Neka je o simpleks uRN s vrhovima v, . . ., v,,n € Ny. Tada je o omeden skup u metrickom
prostoru (RN, d) i vrijedi

diam o = max{d(v;,v))li, j € {0,...,n}}.

Dokaz. Uocimo prije svega da je skup {d(v;,v))li, j € {0, ..., n}} konacan podskup od R pa
ima maksimum. Oznacimo:

M = max{d(v;,v))li, j € {0,...,n}}.

Ako je n = 0, tvrdnja propozicije je jasna. Pretpostavimo da je n > 1. Tada je M > 0. Neka
jei €{0,...,n}. Zasvaki j € {0,...,n} vrijedi d(v;,v;)) < M pajev; € K(v;, M). Prema
tome,

Vos- -, v} € K(vi, M).
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Prema propoziciji K(v;, , M) je konveksan skup pa iz propozicije m prema (3.) sli-
jedi da je Conv{vy,...,v,} € K(v;, M), tj

o C ?(V,‘, M)

Stoga je o~ omeden skup te za svaki x € o vrijedi x € K(v;, M) pa je d(x,v;) < M. Dakle,
zasvakii € {0,...,n}1svaki x € o vrijedi

d(x,v;) < M. (2.8)
Neka je x € 0. Prema || vrijedi vy, ..., v, € K(x, M) pa je
(Vo,....va} € K(x, M).

Iz propozicije [I.2.4] slijedi B
o C K(x,M).

Neka je y € 0. Tada je y € K(x, M) pa je d(x,y) < M. Dakle, za sve x, y € o vrijedi
dx,y) <M
Sto znaci da je M gornja meda skupa {d(x, y)|x,y € o}, §to povlaci da je
sup{d(x,y)lx,y € o} < M.

Prema tome,
diamo < M.

S druge strane, iz definicije od M je jasno da je M = d(v;,v;) zaneke i, j € {0,...,n}. 1z
vi,v; € o slijedi d(v;, v;) < diam o pa je

M < diam 0.
Dakle,
M = diam 0.
O
Napomena 2.2.11. Neka je N € N, te n € Ny. Neka su vy, ...,v, € RY to¢ke (ne nuzno
geometrijski nezavisne). Neka je S = Conv{vy,...,v,}. Tada na posve isti nacin kao u

dokazu prethodne propozicije vidimo da je S omeden skup te da je

diam § = max{d(v;,v;) | i, j €1{0,...,n}}.
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Definicija 2.2.12. Neka je N € N te neka je S € RN. Za simplicijalni kompleks K u RY
kaZemo da je triangulacija skupa S ako je S = |K|.

Napomena 2.2.13. Neka je N € N te neka je S € RN. Uo&imo da S ima triangulaciju (1.
postoji K takav da je K triangulacija od S ) ako i samo ako je S poliedar u RY.

Definicija 2.2.14. Neka je K simplicijalni kompleks u RN te neka je v € RN. KaZemo da
je v vrh simplicijalnog kompleksa K ako postoji o € K takav da je v vrh od o. Skup svih
vrhova simplicijalnog kompleksa K oznacavamo sa K°.

Uocimo sljedeée: ako je K simplicijalan kompleks u RN te v € RY, onda je

veK' e v} ek

Naime, ako je {v} € K onda je v € K° jer je v vrh od {v}. Obratno, ako je v € K° onda je
vvrh od o, za neki o € K. Tada je ocito da je {v} stranica od o, a kako je K simplicijalni
kompleks, imamo {v} € K.

Nadalje, uocimo da je K° konacan skup, naime K je konacna familija simpleksa, a svaki
simpleks ima konacno mnogo vrhova.

Propozicija 2.2.15. Neka je d metrika inducirana nekom normom na RY. Neka je S poli-
edar u RY.

1. S je omeden skup u (R, d).
2. Ako je K triangulacija od S, onda je

diam S = max{d(v, w)lv,w € K°}. (2.9)

Dokaz. 1. Buduci da je S poliedar, S je unija konacno mnogo simpleksa. Svaki simpleks
u RY je omeden skup u (R, d) prema propoziciji [2.2.10| Stoga je S omeden skup prema

propoziciji[2.2.3]
2. Buduéi da je K® konaCan skup imamo

K= Vo, -5 Vi),
k € Ny. Neka je
T = Conv{vg,..., v}
Neka je o € K. Neka su ao,...,a, vrhovi od o. O¢ito su tada ay,...,a, € K° pa je

{ag, ..., a,} C {vo,...,v}. Iz napomene [I.2.5]slijedi da je

Convi{ay, ...,a,} € Conv{vy,..., v}
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Prema tome, oo C T. Dakle, za svaki o € K vrijedi o C T pa je

UO'QT,

tj. S € T. Iz napomene [2.2.6]slijedi
diam § < diam7.
Prema napomeni [2.2.1T]imamo diam 7' = max{d(v;, v))li, j € {0, ..., k}}, tj.
diam 7' = max{d(v, w)|v, w € K°}.

Prema tome,
diam S < max{d(v, w)lv,w € K°}.

S druge strane, ako su v,w € K” onda suv,w € S (jerje S = |K|) pa je
d(v,w) < diam$§.

Stoga je
max{d(v, w)|lv,w € K°} < diam S.

Prema tome, vrijedi (2.9). O

Definicija 2.2.16. Neka je (X, d) metricki prostorte U C X. Za U kaZemo da je otvoren skup
u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Propozicija 2.2.17. Neka je (X, d) metricki prostor.
1. 0, X su otvoreni skupovi u (X, d).

2. Ako je (Uy)aen indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d), onda je unija | ) ,es Uy
otvoren skup u (X, d).

3. Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je U N\'V otvoren skup u (X, d).
Dokaz. 1. Ocito vrijedi.

2. Ako je x € [Jyeq Uy, onda je x € U, za neki o, € A pa slijedi da postoji r > 0 takav
da K(x,r) C U,,, Sto povlaci K(x,r) C (Jea Uo. Dakle, | Jqen Uy je otvoren skup.

3. Nekajex e UNV.Slijedi x € U i x € V papostoje rj, r, > 0 takvidaje K(x,r) S U
1 K(x,r;) € V. Uzmimo r = min{r;, r,}. Tada je K(x,r) € U N V. Dakle, U NV je
otvoren skup.

m]
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Propozicija 2.2.18. Neka je (X, d) metricki prostor te xo € X i r > 0. Tada je K(xo,r)
otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka je
a € K(xop,r).

Tada je d(a, xo) < r. Neka je ry = r — d(xo,a). Tadajer; > 01i
r=r +d(x,a).

Tvrdimo da je
K(a,r) € K(xo, ). (2.10)

Neka je
be K(a,nr).

Tada je d(a, b) < r; pa imamo
d(xg, b) < d(xg,a) + d(a,b) < d(xg,a) +1r =r.

Dakle, d(xy, b) < r pa je
b € K(xp,r).

Prema tome, vrijedi (2.10) te zakljucujemo da je K(x, r) otvoren skup. O

Definicija 2.2.19. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je F C X. KaZemo da je F
zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako je F€ otvoren skup u (X, d).

Propozicija 2.2.20. Neka je (X, d) metricki prostor.
1. 0, X su zatvoreni skupovi u (X, d).

2. Ako je (F)aea indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,d), onda je presjek
(Naea Fo zatvoren skup u (X, d).

3. Ako su F i G zatvoreni skupovi u (X, d), onda je F U G zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. 1. Vrijedi 0¢ = X, a X je otvoren pa slijedi da je @ zatvoren. Isto tako iz X¢ = 0
zakljuujemo da je X zatvoren.

2. Vrijedi (Ngea Fo)© = Ugea FE pa iz propozicije [2.2.17|(2.dio) slijedi da je | Jyes FS
otvoren pa je (\,ea Fo zatvoren skup.
3. Vrijedi (F U G)¢ = F¢ N G pa iz propozicije [2.2.17| (3.dio) slijedi da je F€ N G
otvoren pa je F U G zatvoren skup.
m]
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2.3 Neprekidne funkcije

Definicija 2.3.1. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori, f : X — Y i xo € X. Za funkciju
f kaZemo da je neprekidna u tocki x, s obzirom na metrike d i d’ ako

Ve>036>0VxeX (d(x,xp) <d=d(f(x),f(x0)<E€).

Napomena 2.3.2. Neka je f : R — R i d euklidska metrika na R te xy € R. Tada je f
neprekidna u tocki xy s obzirom na metriku d ako i samo ako

Ve>036>0VxeR (|x—x <d=1[f(x)— f(xo)| <e€).

Definicija 2.3.3. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori. Za funkciju f : X — Y kaZemo
da je neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako je f neprekidna u tocki x, s obzirom na
metrike d i d’' za svaki xo € X.

Primjer 2.3.4. . Neka su (X, d) metricki prostor te f : X — X identitetana X, tj. f(x) = x
za svaki x € X. Tada je f neprekidna.
Naime, ako su xy € X i € > 0, onda za svaki 6 € 0, €] vrijedi

d(x, xp) <6 = d(x, xp) < €.

2. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je yy € Y. Tada je funkcija f : X — Y
definirana sa f(x) = yo, Yx € X neprekidna.
Naime, za sve xy € X i za sve € > 0 vrijedi

d'(f(x), f(x0)) = d’'(yo,y0) =0 <€, Yx € X.
Dakle, d'(f(x), f(x9)) < €, Vx € X. Stoga, V6 > 0 i Vx € X vrijedi
d(x,x0) < 6 = d'(f(x), f(x0)) < €.

Prema tome, f je neprekidna. Ovime smo pokazali da je svaka konstantna funkcija nepre-
kidna.

Definicija 2.3.5. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X te U otvoren skup u (X, d) takav
da je xy € U. Tada za U kaZemo da je okolina tocke x, u metrickom prostoru (X, d).

Propozicija 2.3.6. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori, f : X — Y funkcija i xy € X.
Tada je f neprekidna u tocki xo s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaku okolinu
Vod f(xy) u (Y,d") postoji okolina U od xy u (X, d) takva da je f(U) C V.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u x,. Neka je V okolina od f(xp) u (Y, d"). Imamo
da je V otvoren skup te da je f(x() € V pa stoga postoji r > 0 takav da

K(f(xo),r) C V.
Buduci da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takva da za svaki x € X vrijedi

d(x,x0) <6 = d'(f(x), f(x0)) < r.

Tada vrijedi
S(K(x0,06)) € K(f(x0), 7). (2.11)
Naime ako je y € f(K(xy,0)), onda jey = f(x) gdje je x € K(xo, ). Slijedi,
d(x, xp) <6,

a to povlaci

d'(f(x), f(x0)) <r

paje f(x) € K(f(x0),7) 4.
y € K(f(x0), 7).

Dakle, vrijedi (2.11)). Iz (2.11) slijedi da je
f(K(x,6)) € V.

Jasno je da je K(x,0) okolina tocke x.
Pretpostavimo sada da za svaku okolinu V od f(x() postoji okolina U od x, takva da
vrijedi
fycv.
Neka je € > 0. Tada je K(f(xo), €) okolina od f(x() pa postoji okolina U od x, takva da je
f(U) € K(f(xo), €). (2.12)

Bududi da je U otvoren skup koji sadrzi x, postoji 6 > 0 takva da je K(xy,0) C U. Stoga je
f(K(xo,6)) < f(U) (2.13)

paiz 2.12) i (2.13) slijedi
J(K(xo,0)) € K(f(x0), €).
Iz ovoga zakljucujemo da za svaki x € X vrijedi

d(x, xp) <6 = d'(f(x), f(x0)) < €.

Prema tome, f je neprekidna u tocki xo. m|
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Teorem 2.3.7. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostorite f : X — Y. Tada je f neprekidna
s obzirom na metrike d i d' ako i samo ako za svaki otvoreni skup V u (Y,d") vrijedi da je
f(V) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je V otvoren skup u (¥, d’). Neka je x €
fT (V). Tadaje f(x) € V paje V okolina od f(x). Iz prethodne propozicije slijedi da postoji
okolina U od x takva da je f(U) C V. Slijedi

Ucf (V).
Bududi da je U okolina od x, postoji r > 0 takav da je K(x, r) C U iz Cega slijedi
K(x,r) C f(V).

ZakljuCujemo da je f“ (V) otvoren skup.
Obratno, pretpostavimo da je f“ (V) otvoren skup u (X, d), za svaki otvoren skup V u
(Y,d’). Neka je xo € X. Neka je V okolina od f(xy). Definirajmo

U=f"(V).
Tada je U okolina od x te vrijedi
JFW)=ff(Vycwv
Iz prethodne propozicije slijedi da je f neprekidna u xy. Dakle, f je neprekidna. m|

Propozicija 2.3.8. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te f : X — Y. Tada je f
neprekidna ako i samo ako je f(G) zatvoren skup u (X,d) za svaki zatvoren skup G u
X, d’).

Dokaz. Neka je A C Y. Tvrdimo da je
X\fT(A) = fT(N\A).
Vrijedi,

VxeX xeX\fTADoex¢f"A)e fxn)egAe f(x)e Y\A e xe fT(Y\A).
Pretpostavimo sada da je f neprekidna. Neka je G zatvoren skup u (Y,d’). Tada je Y\G
otvoren u (Y,d’) pa iz prethodnog teorema slijedi da je f“(¥Y\G) otvoren skup u (X, d).
Dakle, X\ f“(G) je otvoren skup u (X, d) pa slijedi da je f(G) zatvoren u (X, d).

Obratno, pretpostavimo da je f“(G) zatvoren skup u (X, d) za svaki zatvoren skup G
u (¥,d’). Neka je V otvoren skup u (Y,d"). Tada je Y\V zatvoren u (Y,d’) pa je f~(Y\V)

zatvoren u (X, d), tj. X\f(V) je zatvoren u (X, d). Stoga je f~(V) otvoren u (X, d). 1z
prethodnog teorema slijedi da je f neprekidna. Time je propozicija dokazana. m|
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Lema 2.3.9. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostorite f : X — Y funkcija takva da za sve
x,y € X vrijedi

d'(f(x), f(») < d(x,).
Tada je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je xp € X ineka je € > 0. Tada za svaki x € X vrijedi

d(xg, x) < € = d'(f(x0), f(x)) < €.
Prema tome, f je neprekidna u x,. Dakle, f je neprekidna. O

Primjer 2.3.10. Neka je n € N, neka je d euklidska metrika na R" te neka je d' euklidska
metrika na R. Neka je i € {1,...,n} te neka je p : R" — R funkcija definirana sa

p(xl’ cees xn) = Xi.

Tada je funkcija p neprekidna s obzirom na metrike d i d'.
Ovo slijedi iz prethodne leme, naime, ako su x,y € R", x = (X1,..., %), ¥ = (V1y-++»Vn)
onda je

d'(p(x), p(y)) = d'(xi, yi)
= |x; — yil
= V(x; = yi)?
< V@ =37+ G — )
=d(x,y).

Dakle,
d'(p(x), p(y)) < d(x,y).

Propozicija 2.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je d’ euklidska metrika na R.
Neka je xy € X te neka su f,g : X — R funkcije neprekidne u xq (s obzirom na metrike d i
d’). Tada su i funkcije —f : X - Ri f + g : X — R neprekidne u x.

Dokaz. Za svaki x € X vrijedi
d' (=), (=)(x0)) = | = f(x) = (= x| = 1f(x) = f(xo)l = d'(f(x), f(x0)),

dakle,
d'(=Hx), (=) (x0) = d'(f(x), f(x0)). (2.14)

Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takva da

d(x, x0) <6 = d'(f(x), f(x)) <.
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Iz (2.14) slijedi da vrijedi

d(x,x0) <6 = d'(=f)(x), (=) (x)) < €.

Prema tome, funkcija —f je neprekidna u xy.
Neka je x € X. Imamo

I(f + &) (x) = (f + 8)(x0)| = |f(x) + g(x) = fx0) = g(xo)| < |f(x) = f(x0)| + |g(x) — g(xo)l.

Dakle,
d'((f + 9)(x), (f + &)(x0) < d'(f(x), f(x0)) + d'(g(x), g(x0)). (2.15)

Neka je € > 0. Budu¢i da su f i g neprekidne u xy, postoje 0,0, > 0 takve da vrijedi:
, € . , €
d(x, xp) < 61 = d'(f(x), f(x0)) < 5 d(x, xp) < 6> = d'(g(x), g(x0)) < 3 (2.16)

Neka je 6 = min{d;, 6,}. Pretpostavimo da je x € X takav da je d(x, xo) < d. Tada iz (2.135))
1 (2.16) slijedi da je
, € €
d'((f + &), (f + g)(x0)) < St5=¢€
Dakle funkcija f + g je neprekidna u x. O

Koristeci prethodnu propoziciju indukcijom lako slijedi sljedeci korolar.

Korolar 2.3.12. Neka je (X,d) metricki prostor te d' euklidska metrika na R. Neka je
Xo€X,keNte fi,..., fc : X = R funkcije neprekidne u x,. Tada je funkcija fi +---+ fi :
X — R neprekidna u x.

Propozicija 2.3.13. Neka su (X,d), (Y,d") i (Z,d") metricki prostori, neka je xo € X, neka
je f: X = Y funkcija neprekidna u xo te g : Y — Z funkcija neprekidna u f(x). Tada je
go f:X — Z neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Bududi da je g neprekidna u f(xy), postoji 6; > O takva da za sve
y € Y vrijedi
d'(y, f(x0)) < 61 = d"(g(), 8(f(x0))) < €. (2.17)

Nadalje, bududi da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takva da za sve x € X vrijedi
d(x, xp) <6 = d'(f(x), f(x0)) < ;. (2.18)
Iz i slijedi da Vx € X vrijedi
d(x, x9) <6 = d"(g(f(x)),8(f(x0))) < €.

Prema tome, funkcija g o f je neprekidna u xy. m|
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Neka je n € N, neka je X skup te neka je f : X — R". Tada postoje i jedinstvene su
funkcije fi,...,f, : X = R takve da za svaki x € X vrijedi f(x) = (fi(x),..., f,(x)). Za
funkcije fi, ..., f, kazemo da su komponentne funkcije od f.

Propozicija 2.3.14. Neka je n € N, (X, d) metricki prostor, xo € X te f : X — R". Neka su
fis-- s Ju i X = R komponentne funkcije od f. Tada je f neprekidna u x, (s obzirom na d
i euklidsku metriku na R") ako i samo ako su f,..., f, neprekidne u x, (s obzirom na d i
euklidsku metriku na R).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u xy. Nekajei € {1,...,n}. Nekaje p: R" —» R,
p(x1,...,Xx,) = x;. Za svaki x € X vrijedi

J) = ([, fix), ..., fulx)
paje
p(f(0) = fi(x).
Prema tome,
fi=peolf.
Iz primjera[2.3.10]i propozicije [2.3.13|slijedi da je funkcija f; neprekidna u x.
Obratno, pretpostavimo da su funkcije

JiseeosSn

neprekidne u xy. Neka je p euklidska metrika na R”. Za svaki x € X vrijedi

p(f(x), f(x0)) = p((fi(x), . ... fu(X)), (fi(x0), - . ., fu(X0)))

(2.19)
= V@ = fil)? + -+ (i) = fulxo))?.
Neka je i € {1,...,n}. Funkcija f; je neprekidna u x, pa postoji 6; > 0 takva da
€
d(x, x0) < 6; = |fi(x) = filxo)l < —=.
Vn
Imamo dakle, 61,...,6, > 01 vrijedi
d(x,x0) < 61 = (fix) = fi(x)? < §
: (2.20)

d(x, %) < 8y = (,(¥) = fulx))? < &
Neka je 6 = min{0y, ..., 9,}. Tada iz (2.19) i (2.20) slijedi da za sve x € X vrijedi
d(x, x0) <6 = p(f(x), f(x0)) < e.

Prema tome, funkcija f je neprekidna u x. m|
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Primjer 2.3.15. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su xo € Rir > 0. Za svaki x € R
vrijedi
d(xp,x) <re|xg—xl<r
SxXg—X<rix—xyg<r
SXg—Fr<Xi x<xyg+r
S x€{xg—1,x9+ ).
Iz ovoga zakljucujemo

K(xo,7) = {xo —r,x0 + 1).

Neka su a,b € R,a < b. Neka je xy = “zi’,r: l%“. Tada je xo — r = a, xo + r = b. Dakle,

{a,b) = K(xy, ).

Posebno, {a, b) je otvoren skup u (R, d) (slijedi iz propozicije[2.2.18).
Neka je a € R. Uzmimo x € {a, o). Tada je a < x pa je broj r = x — a pozitivan. Imamo
a=x-—rpaje
K(x,r)={x—r,x+r)y={a,x+r) C{a,oo).

Zakljucujemo da je {a, oo) otvoren skup. Analogno dobijemo da je (—co, a) otvoren skup.
S druge strane, skup (—oo, a) nije otvoren jer ne postoji r > 0 takav da je (a — r,a + r) C
<_OO’ a]'
Analogno skup [a, 0o) nije otvoren.
Iz Cinjenice da su (—o0, a) i {a, oo) otvoreni skupovi slijedi da su (—co, al i [a, o) zatvoreni
skupovi.
Primjer 2.3.16. Neka je n € N te neka je

S={(x,...,x)eR" | x;+---+x,<1, xy>0,...,x, >0}

Tvrdimo da je S zatvoren skup u R".
Zaie€{l,...,n}nekaje p; : R" — R funkcija definirana sa

Pi(X1, ... X,) = X
Neka je f : R" — R funkcija definirana sa
F(X1yee s X)) = X1+ 4 X0

Funkcije py, ..., p, su neprekidne prema primjeru[2.3.10} a funkcija f je neprekidna jer je
f = p1+ -+ pn Iz definicije skupa S slijedi
S=xeR"| f(x) <1, pi(x) >20,..., p,(x) >0}
={xeR"|fO<N{xeR"|pi(x) 20N ---N{xeR"| p,(x) > 0}.



2.4. KOMPAKTNI SKUPOVI 43

Dakle,
S = fT (=00, 1) N py ([0,00)) N -+~ N p, ([0, 00)).

Prema propoziciji skupovi f~({(—oo, 11), p7 ([0, 00)), ..., p;, ([0, 00)) su zatvoreni u
R”. Stoga je S zatvoren skup kao presjek zatvorenih skupova.

2.4 Kompaktni skupovi

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U neprazna familija podskupova od X takva da
je U otvoren skup u (X,d) za svaki U € U.

Neka je K C X takav da je K C \Jyeq U. Tada kaZemo da je U otvoreni pokrivac skupa K
u metrickom prostoru (X, d).

Neka je (X, d) metricki prostor te K C X. KaZemo da je K kompaktan skup u (X, d) ako za
svaki otvoreni pokrivac U od K u (X, d) postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da je

KcU U---uUU,.

Primjer 2.4.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K konacan podskup od X. Tada je
K kompaktan skup u (X, d).

Naime, neka je U otvoreni pokrivac od K u (X,d). Ako je K = 0, onda odaberemo bilo
koji U € U i vrijedi K C U. Inace, imamo K = {xi,...,x,}. Za svaki i € {1,...,n} postoji
U; € U takav da je x; € U,. Tada je ocito K CU; U ---U U,,.

Primjer 2.4.2. Neka je X beskonacan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je

U = {{x} | x e X}.
Za svaki x € X vrijedi
1

iz Cega slijedi da je {x} otvoren skup u (X, d). Ocito je

xc|Ju

Stoga je U otvoren pokrivac skupa X u (X, d). Kada bi X bio kompaktan skup u (X, d), onda
bi postojalin e Ni Uy,...,U, € U takvida je X C U; U --- U U, Sto je nemoguce jer je
skup Uy U --- U U, konacan (kao konacna unija jednoclanih skupova), a X je beskonacan
skup. Dakle, X nije kompaktan skup u (X,d). Uocimo da je X zatvoren skup u (X,d) te
takoder da je i omeden (X = K(xy,2), Yxo € X).
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Propozicija 2.4.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K omeden u (X, d).

Dokaz. Neka je
U={K(x,r)| xe X, r> 0}

Tada je U otvoreni pokriva¢ skupa K u metrickom prostoru (X, d). Budu¢i da je K kom-
paktan skup, postoje xi,...,x, € Xiry,...,r, > 0takvidaje

K CK(xy,r))U---UK(x,, 7).

Stoga je K podskup omedenog skupa (jer je unija konatno mnogo omedenih skupova
omeden skup) pa je K takoder omeden. O

Lema 2.4.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y € X takvi da je x # y. Tada
postoji r > 0 takav da je
K(x,r)NnK(y,r) = 0. (2.21)

Dokaz. Neka je r = @. Ocito je r > 0. Tvrdimo da vrijedi . Pretpostavimo su-
protno. Tada postoji z € X takav da je z € K(x,r) 1z € K(y,r). Slijedi d(x,z) < r1i
d(y,z) <rpaje

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < 2r = d(x,y).

Kontradikcija. Prema tome, vrijedi (2.21]). O

Teorem 2.4.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
je K zatvoren u (X, d).

Dokaz. Ako je K = (), tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K # (. DokaZimo da je K¢
otvoren skup. Fiksirajmo x € K. Neka je y € K. Tada je x # y pa prema lemi [2.4.4] postoji
ry > 0 takav da je K(x,r,) N K(y,ry) = 0. Neka je

U ={K(y,r)|yeK}.

Ocito za svaki y € K vrijedi y € K(y,r,) pa je U otvoren pokrivaC od K. Budu¢i da je K
kompaktan, postoje yy,...,y, € K takvi da je

Kc | KGin). (2.22)

1<i<n

Neka je 6 = min{ry,,...,r,}. Nekajei € {l,...,n}. Iz

K(x,0) € K(x,ry,)



2.4. KOMPAKTNI SKUPOVI 45

K(x,ry) N Ky, ry) =0
slijedi
K(x,6) N K(y;,ry,) = 0.

Ovo, dakle, vrijedi za svaki i € {1, ..., n} pa slijedi

K(xe6) 0 ([ KGir,)) = 0.

1<i<n
Iz ovoga i (2.22) slijedi K(x, ) N K = (. Stoga je
K(x,0) € K*.
Dakle, K¢ je otvoren skup, pa je K zatvoren. O
Prethodni teorem i propozicija zajedno daju sljedecu tvrdnju.

Teorem 2.4.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
je K omeden i zatvoren skup u (X, d).

Obrat prethodnog teorema opcenito ne vrijedi. Naime, u primjeru [2.4.2] smo imali
metricki prostor te zatvoren i omeden skup u njemu koji nije kompaktan. U R" (n € N)
obrat ipak vrijedi. Navest ¢emo taj rezultat bez dokaza (dokaz se moZe naci u knjizi [3]] s
popisa literature).

Teorem 2.4.7. Neka je n € N i d euklidska metrika na R". Neka je K C R". Tada je K
kompaktan u (R", d) ako i samo ako je K zatvoren i omeden u (R",d).

Propozicija 2.4.8. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d’. Neka je K kompaktan skup u (X,d). Tada je f(K)
kompaktan skup u (Y, d").

Dokaz. Neka je V otvoreni pokrivac od f(K) u (Y,d’). Neka je
U={f"V)|VeV]L

Za svaki V € V vrijedi da je V otvoren skup u (Y, d’) pa prema propoziciji [2.3.8 imamo da
je f(V) otvoren skup u (X, d). Dakle, svaki element od U je otvoren skup u (X, d). Neka
je x € K. Tada je f(x) € f(K) pa bududi da je

f(K) C UV

VeV
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postoji V € V takav da je f(x) € V iz Cega slijedi x € f (V). Stoga je

Time smo dokazali da je

Prema tome, U je otvoreni pokrivac od K. Iz ¢injenice da je K kompaktan slijedi da postoje
Vi,...,V, € Vtakvidaje

KCF(V)U-- U f(V). (2.23)
Neka je x € K. Prema (2.23)) imamo x € f(V;) zaneki i € {1,...,n}. Slijedi f(x) € V; pa
je f(x) e Vi U---U V,. Iz ovoga zakljuCujemo da je
AK)YCV,U---UV,.

Prema tome, f(K) je kompaktan u (Y, d").
O

Lema 2.4.9. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X te f : X — R funkcija neprekidna u
tocki xy. Neka je c € R. Tada su funkcije cf,|f| : X — R neprekidne u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Budu¢i da je f neprekidna u x,, postoji 6 > 0 takav da za svaki
x € X vrijedi

d(x,x0) <6 = |f(x) — fxo)l <€
Za svaki x € X vrijedi || f(x)| — [f(xo)ll < |f(x) — f(x0)|. Stoga, za svaki x € X vrijedi

d(x,x0) <6 = |lf(0)] = f(xo)ll < €.

Prema tome, funkcija |f| je neprekidna x.
Nadalje, postoji 6" > O takav da za svaki x € X vrijedi

(e, %) < &' = 100 = f)l < 17
Neka je x € X takav da je d(x, xo) < ¢’. Vrijedi
lef(x) — cf(xo)l = el f(x) = f(xo)l < el

€
1 +|c|

<€

Dakle, za svaki x € X vrijedi
d(x, x0) <6 = lef(x) — cf(x)l <€

pa je funkcija ¢ f neprekidna u xy. m|
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Lema 2.4.10. Neka sun,N € N. Neka su g, ...,g, : R" — R neprekidne funkcije te neka
SU Vo, ...,y € RN, Neka je f : R* — RN funkcija definirana sa f(x) = go(x)vo + --- +
g.(X)v,,. Tada je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Zai€{l,...,n}nekasuv;,...,v" € R takvidajev; = (v;,...,v"). Nadalje, neka
su fi,..., fv : R" —» R komponentne funkcije od f. Neka je j € {1,..., N}. Tada za svaki
x € R" vrijedi _ '

fi(x) = go(xX)vy + -+ - + gu(X)vi.
Iz prethodne leme i korolara [2.3.12]slijedi da je f; neprekidna funkcija. Dakle, fi,..., fy
su neprekidne funkcije pa iz propozicije[2.3.14] slijedi da je f neprekidna. m|
Teorem 2.4.11. Neka je N € N te neka je o simpleks u RY. Tada je o kompaktan skup.

Dokaz. Neka su v, ...,v, vthovi od o,n € Nj. Ako je n = 0, onda je o = {vy} pa je ocito
o kompaktan skup. Pretpostavimo da je n > 1. Neka je

S :{(xl,...,x,,)eR”le,S 1,x >0,...,x, >0l

i=1
Nekajex e S,x = (xq,...,x,). UoCimo da za svakii € {1,...,n} vrijedi 0 < x; < 1, prema
tome, |x;| < 1. Imamo

d(x,0) =\ +---+x2< Vn
pa je x € K(0, /n + 1). Prema tome, S C K(0, vn + 1) pa je S omeden u R". Prema

primjeru [2.3.16]skup S je zatvoren u R". Prema teoremu S je kompaktan skup u R".
Definirajmo f : R" — R sa

n

f(x1,...,x,) =(1 - Zx,-)vo + X1V + -+ XV
i=1

Zaie€{l,...,n}nekaje g; : R" — R projekcija na i-tu koordinatu. Neka je go : R" = R
funkcija definirana sa

200 =1- > gi(x).
i=1
Iz primjera[2.3.10] propozicije[2.3.11] korolara [2.3.12]te primjera[2.3.4(2.dio) slijedi da su

go, - - - » & neprekidne funkcije. Buduci da za svaki x € R” ocito vrijedi
J(x) = go(X)vo + -+ + gu(X)Vs,
iz leme [2.4.10| zakljuCujemo da je f neprekidna funkcija. Tvrdimo da je
f(S) =o. (2.24)
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Neka je (xi,...,x,) € S. Tada su brojevi 1 — X7, x;, X1, ..., X, nenegativni i suma im je
jednaka 1. Iz ovoga i definicije funkcije f slijedi da je

f(x1,...,x,) CoO.

Obratno, neka je y € 0. Tada je y = X1, x;vi, gdje su xg, ..., x, = 01 27 x; = 1. Slijedi
1 -5, x =xppaje
f(X1yeoyX0) =Y.

Prema tome, vrijedi (2.24)). 1z (2.24) i propozicije slijedi da je o kompaktanuRY. O

Korolar 2.4.12. Neka je N € N te neka je o simpleks u RN . Tada je o zatvoren skup u RV,
Nadalje, svaki poliedar u RY je zatvoren skup.

Dokaz. Daje o zatvoren slijedi iz prethodnog teorema i iz teorema[2.4.5] Ako je P poliedar
uRY, onda je
P=0o,U---Uo,

gdje je n € N te gdje su oy,...,0, simpleksi u RY. Opéenito, unija konaéno mnogo za-
tvorenih skupova u metrickom prostoru je zatvoren skup Sto lako slijedi indukcijom iz
propozicije[2.2.20] Stoga je P zatvoren skup. m|

Korolar 2.4.13. Neka je N € N te neka je P poliedar u R". Tada je P kompaktan skup u
RY,

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodnog korolara, propozicije[2.2.15]i teorema m|



Poglavlje 3

Aproksimacija racionalnim simpleksima

3.1 Hausdorflfova udaljenost

Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T neprazni omedeni skupovi u (X, d). Neka
jer > 0. Pisemo S ~, T ako za svaki x € S postoji y € T takav da je d(x,y) < r te ako za
svakiy € T postoji x € S takav da d(y, x) < r.

Propozicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T neprazni omedeni sku-
povi u (X,d). Tada postoji r > 0 takav da je S ~, T.

Dokaz. Skup S U T je omeden u (X,d). Nekaje r = diam(S UT)+ 1. Nekasux € § i
y € T. Tada je
dix,y) <diam(S UT) <diam(S UT)+1=r.

Dakle, d(x,y) <r,zasvex€ S,ye T. Stogaje S =, T. ]

Propozicija 3.1.2. Neka je N € N, neka je d metrika na RY inducirana nekom normom ||-|| .
Neka je n € N te neka su ay, . . ., a,, b, . . ., b, € RV. Pretpostavimo da je r > 0 takav da je
d(a;,b;) < r,zasvakii € {0,...,n}. Neka je S = Conv{ay,...,a,} i T = Convib,...,b,}.
Tada je S ~, T.

Dokaz. Neka je x € S. Tada je prema teoremu x = Ylota, gdjesut,...t, >0i
Yioti=1.Nekajey = X", tb;. Tadaje y € T te imamo:

< an llzi(a; — bl = Zn]|fi| lla; — bill = Zn: tid(a;, b;)
i=0 i=0 i=0

< Zn: tir=r.
i=0

49

n

Z tia; — b;)

i=0

d(x,y) = llx =yl =
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Dakle,
d(x,y)<r.

Posve analogno dobivamo da za svaki y € T postoji x € S takav da je d(y, x) < r. Prema

tome, S =, T. O

Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T neprazni omedeni skupovi u (X,d).
Definiramo
oS, T)=inf{r >0|S =, T} (3.1

(uoc¢imo da je broj p(S, T) dobro definiran prema propoziciji . Za p(S,T) kazemo da
je Hausdorffova udaljenost skupova S i T u metrickom prostoru (X, d).

Korolar 3.1.3. Neka je N € N te neka je d metrika na R inducirana nekom normom.
Neka je n € Ny te neka su ay, . . ., ay, by, . .., b, € RN. Pretpostavimo da je r > 0 takav da je
d(a;, b)) < r,za svakii € {0,...,n}. Neka je S = Conv{ay,...,a,} i T = Conviby,...,b,}.
Tada je p(S,T) < r.

Dokaz. OCcito je
max{d(a;,b;) | i €{0,...,n}} <r.

Odaberimo " € R takav da je max{d(a;, b;) | i € {0, ...,n}} < r’ < r. Slijedi da je d(a;, b;) <
r', Vi e{0,...,n}. Iz propozicije [3.1.2]slijedi da je p(S,T) < r’. Stogaje p(S,T) <r. O

Za n € N neka je
S"={Ce, . x) ER ] + -0 4 x| = 1)

Propozicija 3.1.4. Neka su n,N € N te neka su wi,...,w, € R". Tada su wy,...,w,
linearno nezavisni vektori ako i samo ako

xXwy + -+ x,w, # 0, (3.2)
za svaki (x1,...,x,) € S".
Dokaz. Pretpostavimo da su wy,...,w, linearno nezavisni vektori. Ako je (xi,...,x,) €
S”, onda postoji i € {l1,...,n} takav da je x; # O pa linearna nezavisnost od wy,...,w,
povlaci da vrijedi (3.2)).

Obratno, pretpostavimo da (3.2) vrijedi za svaki (x;,...,x,) € S". Pretpostavimo da
vektori wy, ..., w, nisu linearno nezavisni. Tada postoje a1, ..., @, € R takvi da je a;w; +
ot aw, =01a; # 0zanekii € {1,...,n}. Neka je t = |ay| + -+ - + |a,|. OCito je t > 0.
Imamo

@

@] el + o Hlal 1
t

t t

04
'_1 44 =1
t
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paje (..., %) € §". Imamo

(0] a 1
7W1+...+T”wn:;(a1w1+~~-+anwn)=0

a to je u kontradikciji s pretpostavkom da (3.2)) vrijedi za svaki (xy,...,x,) € S". Dakle,
Wi, ..., W, su linearno nezavisni vektori. O

Propozicija 3.1.5. Neka je K neprazan kompaktan skup u R (1. u metrickom prostoru
(R, d), gdje je d euklidska metrika na R). Tada K ima minimum i maksimum.

Dokaz. Prema teoremu K je omeden i zatvoren u R. Slijedi da postoji xo e Rir >0
takvi da
K C K(xg, 1) ={xg —1,x0 + 7).

Stoga je xop — r donja meda skupa K. Buduci da je odozdo omeden i1 neprazan, skup K ima
infimum, oznac¢imo ga s a. Tvrdimo da je a € K. Pretpostavimo suprotno, tj. a ¢ K. Tada
je a € K¢ a K je otvoren skup, stoga postoji r, > 0 takav da K(a,r,) € K¢. Dakle,

{a—rys,a+r,) CK".

Neka je x € K. Tvrdimo da je a + r, < x. U suprotnom bi vrijedilo x < a + r, pa bismo
imali a < x < a + r, (jer je a infimum skupa K) iz Cega bi slijedilo x € (a — r,,a + r,) Sto
bi povlacilo x € K¢, a to je oCito nemoguce. Stoga je a + r, donja meda skupa K. Ovo je
u kontradikciji s ¢injenicom da je a najveca donja meda skupa K. Prema tome, a € K pa
slijedi da je a minimum skupa K. Analogno zaklju¢ujemo da K ima maksimum. O

Korolar 3.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — R funkcija neprekidna s
obzirom na metriku d i euklidsku metriku na R. Pretpostavimo da je K neprazan, kompak-
tan skup u (X, d). Tada f poprima maksimum i minimum na K, tj. postoje xy, x; € K takvi
daje f(xo) < f(x) < f(xy) za svaki x € K.

Dokaz. Prema propoziciji [2.4.8|skup f(K) je kompaktan u R. Taj skup je o€ito i neprazan
pa prema prethodnoj propoziciji f(K) ima minimum i maksimum. Neka je a = min f(K)
1 b = max f(K). Imamo a,b € f(K). Tada postoje xo,x; € K takvi da je a = f(xo) 1
b = f(x1). Za svaki x € K ocito vrijedi f(x) € f(K)pajea < f(x) < b, tj. f(xp) < f(x) <
JGx). |

Lema 3.1.7. Za svakin € N skup S" je kompaktan u R".

Dokaz. Neka je (xi,...,x,) € §". OCito je tada |x;] < 1 za svakii € {1,...,n}. Neka je d
euklidska metrika na R". Tada je

d(x1,....%),(0,...,0) = \fxf+- +x2< V4o + 1= V.
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Iz ovoga zakljuujemo da je S” € K(0, vn + 1). Prema tome, S" je omeden skup.
Zaie{l,...,n}nekaje p; : R" — R projekcija na i-tu koordinatu. Nekaje f : R" - R
funkcija definirana sa
S, x) =[x+ 4 x

Funkcija f je neprekidna jer je f = |pi| + - - - + |pal|. Vrijedi
S"={xeR"| f(x) =1} = {x e R"| f(x) € {1}} = f~({ID.

Dakle, " = f<({1}), a {1} je zatvoren skup u R (jer je {1} = (=00, 1] N [1, o0)). 1z pro-
pozicije [2.3.8| slijedi da je S" zatvoren skup. Iz teorema slijedi da je S" kompaktan
skup. O

Lema 3.1.8. Neka je n € N te neka je ||-|| euklidska norma na R". Tada je ||| : R" — R
neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je xp € R". Neka je x € R". Imamo

llxll = llx = xo + xoll < [lx = Xoll + [Ixoll
pa je
llxll = llxoll < llx = Xoll -
Analogno dobivamo
llxoll = [l < llx = Xoll -

Stoga je
llxll = Tlxolll < [lx — Xoll -

Neka je € > 0. Uzmimo bilokoji ¢ € (0, €). Tada ocito vrijedi

llx = xoll <& = [llxll = llxolll < €.

Prema tome funkcija ||-]| je neprekidna u tocki xy. Time je tvrdnja leme dokazana. |
Teorem 3.1.9. Neka su n,N € N te neka su wy, . ..,w, linearno nezavisni vektori u R".
Neka je d euklidska metrika na RY. Tada postoji r > 0 sa sljedeéim svojstvom:

ako suvy,...,v, € RN takvi da je d(vi,w;) < rzasvakii € {1,...,n},onda suvy,...,v,

linearno nezavisni vektori.

Dokaz. Nekaje f : R" — RY funkcija definirana s

J(X1y ey Xp) = XiW1 4+ -0+ X W
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Prema lemi [2.4.10| funkcija f je neprekidna (naime, ako je zai € {I,...,n} p;, : R" - R
projekcija na i-tu koordinatu, onda je f(x) = pi(x)w; + --- + p,(x)w, za svaki x € R").
Neka je g : R¥ — R funkcija definirana s

g(x) = [|x[,

pri ¢emu je ||| euklidska norma na RY. Kompozicija go f : R" — R je neprekidna funkcija
(g je neprekidna prema lemi|2.4.10). Prema korolaru funkcija go f poprima minimum
na S", tj. postoji a € S" takav da

(8o f)a) <(go f)x), VxeS" (3.3)

Oznac¢imo
€ =(go fa).

Imamo a = (ay,...,a,) te je f(a) = ajw; + ..., a,w,. Iz propozicije [3.1.4] slijedi da je
f(a) # 0. Stoga je ||f(a)l| > 0tj. g(f(a)) > 0. Prema tome, € > 0. Prema (3.3) vrijedi
€ < (go f)(x)zasvaki x € S", .

€< |lxywy + -+ x,wll, Y(xp1,...,x,) €S".
Neka je r = 5. Pretpostavimo da su vy, ..., v, € RY takvi da je
dvi,w)) <rVie{l,..., n}.

Tvrdimo da su vektori vy, ..., v, linearno nezavisni. Pretpostavimo suprotno. Tada prema
propoziciji [3.1.4] postoji (xy, ..., x,) € S” takav da je x;v; + -+ + x,v, = 0. Imamo

€< |lxywy + -+ + x,w,|
= [lxi(wy —=v) + -+ (W, — v) + X0+ X0l
= ler(wr = vi) + -+ + x(wy, — V)l
< Pl llwr = vl + -+ Xl [(w, = vl
<Ny = vl + -+ + [[(wy, = vl
=dvi,wy) + -+ d(Vy, wy)

<r+---+ ¢
r+--+r=nr=—.
2
Kontradikcija. Prema tome, vy, ..., v, su linearno nezavisni vektori. O
Korolar 3.1.10. Neka su N € Nin € Ny te neka su ay, . . ., a, geometrijski nezavisne tocke
u RY. Neka je d euklidska metrika na RN . Tada postoji r > 0 sa sljedeéim svojstvom:
ako su by, ...,b, € RN takvi da je d(b;,a;) < r za svaki i € {0,...,n}, onda su by, ...,b,

geometrijski nezavisne tocke.
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Dokaz. Neka su w; = a; — ag,...,w, = a, — dp. Tada su wy,...w, linearno nezavisni
vektori. Prema prethodnom teoremu postoji » > 0 takav da za sve vy,...,v, € RY vrijedi
sljedec¢a implikacija:

divi,w) <r, Yie{l,...,n} = vq,...,v, linearno nezavisni vektori (3.4
Pretpostavimo da su by, ..., b, € RY takvi da je

d(ai, b)) < % Vielo.....n).

Tvrdimo da su by, . .., b, geometrijski nezavisne tocke. Neka je i € {1,...,n}. Neka je ||||
euklidska norma na RY. Imamo

d(b; — by, w;) = d(b; — by, a; — ap)
= ||b; — by — a; + al|
< |Ib; — aill + llag — bol|
= d(a;, b;) + d(ao, by)

2r
<—=r

2

Dakle,
d(b; — by,w;) <r, Yie{l,...,n}.

Iz implikacije (3.4) moZemo zakljuciti da su by — b, . . ., b, — by linearno nezavisni vektori.
Stoga su b, . .., b, geometrijski nezavisne to¢ke. Dakle, ako su by, ...,b, € R" takve da
vrijedi d(a;, b;) < 5, Vi € {0,...,n} tada su by, ..., b, geometrijski nezavisne tocke, Cime
smo dokazali tvrdnju korolara. O

3.2 Gusti skupovi u metrickim prostorima

Definicija 3.2.1. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je D C X. KaZemo da je D
gust skup u metrickom prostoru (X,d) ako za svaki x € X i svaki € > 0 postoji y € D
takav da je d(x,y) < €.

Primjer 3.2.2.  [. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Q gust skup u metrickom
prostoru (R, d).

Naime neka su x € Ri e > 0. Imamo x < x + € pa postoji y € Q takav da je
X <y<x+e€izcegaslijedi0 <y— x < €. Dakle, d(x,y) < €.
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2. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada je Q" gust skup u metrickom
prostoru (R", d). DokaZimo to.

Neka sux € R", x = (x1,...,x,) i € >0. Za svakii € {1,...,n} prema tvrdnji 1. ovog
primjera postoji y; € Q takav da je |x; — y;| < ‘% Neka je y = (y1,...,y,). Ocito je
y € Q". Imamo

d(x,y) = x =2+ + (%, = )?
€? €?

< !
n n

= €.

Dakle, d(x,y) < €.

3.3 Racionalni simpleksi

Definicija 3.3.1. Neka je o simpleks u RY. Kazemo da je o racionalan simpleks ako su
svi njegovi vrhovi elementi od Q" .

Teorem 3.3.2. Neka je o n-simpleks u RN, n € Ny, N € N. Tada za svaki € > 0 postoji
racionalni n-simpleks T u RN takav da je p(o, 1) < €.

Dokaz. Neka su ay, ..., a, vrhovi od o. Prema korolaru |3.1.10| postoji » > 0 takav da za
sve by, ...,b, € RY takve da je d(a;,b;) < r zasvakii = 0,...,n vrijedi da su by, ..., b,
geometrijski nezavisne tocke. Neka je € > 0. Buduéi da je QV gust u (R",d), za svaki
i=0,...,npostoji b; € Q" takav da je

d(a;, b;) < min{r, €}. (3.5)

Slijedi da su by, ..., b, geometrijski nezavisne toCke. Neka je 7 = Conviby,...,b,}. Tada
je 7 racionalan n-simpleks u R". Nadalje iz (3.5) i korolara slijedi da je

p(o,7) <€






Poglavlje 4

Maksimalni simpleksi i dobre tocke
poliedara

4.1 Ravnina i ortogonalna projekcija

Definicija 4.1.1. Neka je W potprostor od RY te neka je a € RN. Nekajen = {a+x | x € W}.
Tada za r kazemo da je ravnina u R, a za W kaZemo da je smjer ravnine r. KaZemo i da
je m ravnina kroz a smjera W.

Neka su ay, . ..,a, geometrijski nezavisne tocke u RN. Neka je W potprostor od RY
razapet vektorima a, — ay, . ..,a, — ay. Neka je m ravnina kroz ay smjera W. Tada za n
kazemo da je ravnina u R razapeta tockama ay, . . ., a,.

Uocimo da je

= {ao+t1(a1 —Clo)+"'+tn(an—ao)|t1,...,ln ER}
Tvrdimo da je
ﬂz{Ztiailto,...,tneR,Ztiz1}. (4.1)
i=0 i=0
Neka je x = n. Tada je
X =ap+ ti(ay —ap) + -+ + t,(a, — ap),

gdjesuty,...,t, € R.Slijedi

n
x:[l—Zti)ao+t1a1+---+t,,an.

i=1

57
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Neka je

n
th=1- Z L.
i=1
n n
X = Ztiaii Zli =1.
i=0 i=0

Na isti nacin vidimo da je svaka tocka oblika x = Y\ t;, gdje su ty, ..., t, €Ri Y t; =1
element od r.

Uocimo da ([@.1)) poviaci sljedece: ako je o simpleks s vrhovima ay, . .. ,a,, onda je
oCm.

Tada je

Napomena 4.1.2. Neka je N € N te neka je W vektorski potprostor od RN dimenzije n.

Tada postoji ortonormirana baza (e, . . ., ex) od RY takva da je (e, ..., e,) ortonormirana
baza od W.

Naime, neka je (a,...,a,) baza od W. Tada su ay,...,a, linearno nezavisni vek-
tori u RN, pa ih moZemo prosiriti do baze za RY, tj. postoje ap.1,...,ay € RN takvi
da je (ai,...,ay) baza za RY. Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije dobivamo
medusobno okomite vektore ey, . ..,ey norme 1 takve da za svaki k € {1,..., N} vektori
ai,...,agley,...,e; razapinju isti potprostor od RN. Prema tome, (e, ..., ey) je ortonor-
mirana baza zaRY, a (e, .. .,e,) je ortonormirana baza za W.

Propozicija 4.1.3. Neka su n,N € N. Neka je W vektorski potprostor od RY, dimenzije
n. Neka je d euklidska metrika na R" te neka je d’ euklidska metrika na R". Tada postoji
bijekcija f : R" — W takva da je

d'(f(x), f(y) = d(x,y)
za sve x,y € R".
Dokaz. Neka je (ey,...,e,) ortonormirana baza za W. Definiramo f : R* — W sa
S(X1,...,X,) = X161 + -+ + Xp€,.

Jasno je da je funkcija f bijekcija. Neka su x,y € R", x = (x1,...,%,), ¥ = (V15 -+, Vn)-
Imamo

d'(f(x), fO)) = IlfF () = fWII

= |lxier + -+ + xpe, — (Vi€ + - 4 ypen)||

=|(xi —yper + -+ (x, = yaell

= V(1 = yDer + -+ (X, — yen | (1 = yer + -+ + (X, — ya)en)
= V1 =)+ + (= yn)?

=d(x,y).
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Dakle,
d'(f(x), f(y) = d(x, ).

O

Propozicija 4.1.4. Neka je N € N te neka su xo € RY i W potprostor od RY. Neka je
n=xo+W(tj. m={xo+w|we W}). Tada je

W={x-yl|x,yen}.

Dokaz. Nekajew € W. Nekaje x = xo + wtey = xo +0. OCito vrijedi x,y e i x—y = w.
Obratno, neka su x,y € . Tada je x = xo + wy 1y = xo + w, gdje su wy,w, € W. Tada je
x—y=w;—wypajex—yeWw i

Neka je n ravnina u RY. Tada postoji jedinstveni potprostor W od RY takav da je W
smjer od . Naime, pretpostavimo da su W i W’ smjerovi od n. Tada postoje x, x, € RN
takvi da je

n=xo+Win=x,+W.

Iz prethodne propozicije slijedi
W={x-ylx,yent i W={x-y|x,yemn}
pajeW =W’

Definicija 4.1.5. Neka je m ravnina u RY smjera W te neka je 7 € RN. Za tocku zy € n
kazemo da je ortogonalna projekcija tocke z na m ako je z — zoLw za svaki w € W.

Propozicija 4.1.6. Neka je m ravnina u R te neka je z € RY. Tada postoji jedinstvena
ortogonalna projekcija tocke z na m.

Dokaz. Pretpostavimo da su z, i z; ortogonalne projekcije toCke z na ravninu 7. Neka je
a=z—-201v=2z -2

Iz z9, 7, € 7 slijedi v € W. Stoga je
alv.

Uocimo da je a + v = z — z;, pa buduci da je z;, ortogonalna projekcija od z na 7 imamo da
je
a+vliv.

Dakle,
O={a+v|vy=<La|vyw+@|vy=0+{]|v).
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Iz Cegaslijedida je (v | v) = 0 .

v=0.
Dakle, zo — z;, = 0, t].
20 = 26.
Neka je (ey,...,ey) ortonormirana baza za RY takva da je (e,...,e,) baza za W. Tada

postoje a1, ...,y € R takve da je
I—Xo=Qe; +---+ayey.

Neka je
a=oe +---+aue,

te
b = ayi1€441 + -+ ayey.

Uocimo da je a € W te da je bLw za svaki w € W. Neka je
20 = Xo + a.
Ocito je zp € m. Imamo
t-=20=2-(x+a)=@—-x)—-—a=>h.

Dakle, z — zo = b pa je
Z—Zolw

za svaki w € W. Prema tome, z; je ortogonalna projekcija od z na 7. O

4.2 Svojstva maksimalnih simpleksa i dobrih tocki
poliedara

Definicija 4.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S i T podskupovi od X takvi da
je S € T. KaZemo da je S gust skup u T (u metrickom prostoru (X,d)) ako za svaki x € T
i svaki € > 0 postoji y € S takav da je d(x,y) < €.

Propozicija 4.2.2. Neka je o simpleks u RY. Tada je Int o gust skup u o.

Dokaz. OCcito je Into C 0. Neka su ay, . .., a, vrhovi od 0. Neka je x € o te neka je € > 0.

Tada je
n
X = Z t;a;,
i=0
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gdje su tg,...,t, = 0, Yi.yt; = 1. Znamo da postoji iy = {0,...,n} takav da je 7;, > 0.
Odaberimo ¢ > 0 takav da je ¢ < %0 i

€
0 < .
lao +ar + -+ + @iy — na, + @iger + -+ + | + 1
Zaie€{0,...,n} definiramo broj s; na sljedeci nacin:
5 = t,-o—ncS, i:io
e t; + 9, E
Uoc¢imo da su sg,...,s, > 01>, s; = 1. Neka je

n

y= Z S;d;.

i=0

Ocito je y € o, a bududi da su sve baricentricke koordinate od y pozitivne tada je y € Into.
Imamo

d(x,y) = [ly = xll

n n

i=0 i=0
= ||6a0 4+ -4 561,‘0_1 - n6a,~0 + 6ai0+1 doeee 6an

n

Z(Si —1)a;

i=0

:5||a0+--'+ai0_1—nai0+aio+1+---+a,,

+1<e

<6||a0+‘--+ai0_1—nai0+al-0+1+---+an

Dakle, d(x,y) < €. O

Definicija 4.2.3. Neka je K simplicijalni kompleks u RY te neka je x € |K|. Za x kazemo da
je dobra tocka u K ako postoji jedinstven o € K takav da je x € o.

Definicija 4.2.4. Neka je K simplicijalni kompleks u RY te neka je o € K. Za o kaZemo da
Jje maksimalan simpleks u K ako o nije prava stranica niti jednog drugog simpleksa iz K.

Propozicija 4.2.5. Neka je K simplicijalni kompleks u RY .
1. Ako je o maksimalan simpleks u K onda je svaka tocka iz Int o dobra u K.

2. Ako je x dobra tocka u K onda postoji maksimalan simpleks o u K takav da je
x € Into.
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Dokaz. 1. Neka je o maksimalan simpleks u K te neka je x € Into. Pretpostavimo da
je T € K takav da je x € 1. Tada postoji stranica ¢ od 7 takva da je x € Intz. Ocito
jet € Kpaiz x € Into N Int7 slijedi da je o = 7. Dakle, o je stranica od 7, no o
nije prava stranica od 7 (jer je o maksimalan simpleks) stoga je oo = 7. Dakle, o je
jedinstven simpleks iz K koji sadrzi x. Prema tome, x je dobra tocka u K.

2. Neka je x dobra tocka u K. Znamo da postoji o € K takav da je x € Into. Pret-
postavimo da je o prava stranica od 7 za neki 7 € K. Tadaje o # 71 x € 7 §to
je u kontradikciji s ¢injenicom da je x dobra to¢ka. Prema tome, o je maksimalan
simpleks u K.

O

Propozicija 4.2.6. Neka je K simplicijalni kompleks u RY te neka je S skup svih tocaka
koje su dobre u K. Tada je S gust skup u |K|.

Dokaz. Neka su x € |[K| 1€ > 0. Neka je o € K simpleks najvece dimenzije takav da je
x € 0. Tada je oo maksimalan simpleks u K. Naime, kada bi postojao 7 € K takav da je
o prava stranica od 7, onda bismo imali dimo- < dim7 1 x € 7 §to je u kontradikciji s
odabirom simpleksa o-. Prema propoziciji f.2.2] postoji y € Int o takav da je d(x,y) < €. Iz
prethodne propozicije (1.dio) slijedi da je y dobra tocka u K, tj. y € S. Time smo dokazali
daje S gust skup u |K|. m|
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo poliedre i njihova svojstva.

Poliedri su objekti koji su izgradeni od simpleksa pri Cemu se u toj izgradnji simpleksi
spajaju na odredeni nacin po svojim stranicama tvoreci tako simplicijalne komplekse. U tu
svrhu proucavali smo strukturu i svojstva simpleksa i simplicijalnih kompleksa kako bismo
stekli predznanje potrebno za proucavanje poliedara i njihovih svojstva. Govorili smo
o aproksimaciji racionalnih simpleksa te o maksimalnim simpleksima i dobrim tockama
poliedara.

Poliedri imaju vaznu ulogu u topologiji, sto je prikazano i u ovom diplomskom radu.






Summary

In this thesis we studied polyhedra and their characteristics.

Polyhedra are objects that are built from the simplexes where in that building simplexes
are connected in a certain way on its site, thus creating a simplicial complexes. For this
purpose, we studied the structure and properties of the simplexes and simplicial complexes
in order to gain knowledge necessary for the study of polyhedra and their characteristics.
We have discussed about approximation of rational simplexes, the maximum simplexes and
good points of polyhedra, too.

Polyhedra have a significant role in topology, which is shown in this thesis.
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