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Uvod

Ovaj rad zapocet je pod vodstvom docenta Ante Mimice kojeg cemo se uvijek sjecati po
njegovoj susretljivosti i entuzijazmu s kojim je radio.

Tockovni procesi matematicki su modeli kojima Zelimo opisati slu€ajnu distribuciju to¢aka
u nekom d-dimenzionalnom prostoru. Primjer mogu biti pozicije 1 vremena potresa u zad-
njih 100 godina, raspored stabala u Sumi ili vremena dolazaka klijenata na Salter. Tockovni
procesi do sada su se proucavali kroz dva razliCita pristupa. Prvi pristup raspored tocaka
u prostoru opisuje na jednostavan nacin - kao podskup u R¢, dok drugi koristi naprednije
alate - tzv. sluajne mjere. Ova dva pristupa nisu samo formalno razlicita, vidjet ¢emo
kasnije da pristup preko slucajnih mjera zapravo dopusta Siroj klasi procesa da zadovolje
definiciju.

Na pocetku se odmah namece potreba za svojevrsnim osnovnim modelom koji bi opisi-
vao potpuno slucajno razbacane tocke u prostoru, tj. tocke medu kojima nema interakcije.
Kao rezultat toga nastali su Poissonovi to¢kovni procesi. Oni imaju dva osnovna svojstva:

e broj tocaka u svakom podskupu ima Poissonovu distribuciju,
e broj toc¢aka u disjunktnim podskupovima je nezavisan.

Drugo svojstvo se Cesto naziva svojstvo potpune slucajnosti i ono matematicki formalno
definira nas$ intuitivni zahtjev da su tocke potpuno sluc¢ajno razbacane.

Cilj nam je u ovom radu iskazati formalnu definiciju Poissonovih procesa i dati pregled
osnovnih rezultata vezanih uz njih.



Poglavlje 1

Poissonova distribucija

Prije nego uvedemo koncept Poissonovih tockovnih procesa koji su glavna tema ovog rada,
ponovit ¢emo neka osnovna svojstva same Poissonove distribucije. Vidjet éemo da se
temeljne ideje, koje ovdje navodimo u kontekstu slucajnih varijabli, provlace u pozadini
teorije Poissonovih procesa.

1.1 Poissonova, binomna i polinomijalna distribucija

Definicija 1.1.1. KaZemo da sluc¢ajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju sa parame-
trom A € R, A > 0, ako joj je distribucija zadana sa

A
PIX =k = 7e™, kel

Koristimo oznaku X ~ Poiss(A).

Iz prakti¢nih razloga dodefinirat ¢emo Poissonove distribucije za vrijednosti parametra
A =014 = oo istom relacijom kao gore, tj. tako da po definciji vrijedi

X ~ Poiss(0) < X =0(g.s.),
X ~ Poiss(o0) & X = co0(g.s.).

Poissonova distribucija usko je vezana uz binomnu te njeno visedimenzionalno poopcenje
- polinomijalnu razdiobu.

Definicija 1.1.2. Slucajna varijabla X ima binomnu distribuciju sa parametrima n € N i
p € [0, 1] ako je

P(X = k) = (Z)pk(l P, k=0,1,....n.

2
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Definicija 1.1.3. Nekajen € Nipy,..., p; > 0 takvi da je Zf;l pi = 1. Za k-dimenzionalni

diskretni slucajni vektor X = (Xy, ..., Xy) kaZemo da ima polinomijalnu distribuciju s pa-
ramterima n, py, . .., pr ako
—m_p¥ . p ako x x, € {0, 1 n}, Y5 x;=n
PAX = (xp,... 3} = nrst P10 e SO A AR Do T 2amt BT
0, inace
za (xq,...,x,) € R~

Binomnom slu¢ajnom varijablom modeliramo ponavljanje n nezavisnih pokusa (npr.
bacanja novci€a) s vjerojatnoS¢u uspjeha p. Ocekivani (prosjecan) broj uspjeha u jednoj
realizaciji tada je np. No §to ako nov¢€i¢ bacamo jako puno puta - beskonaéno mnogo puta?

Fiksirajmo neki realni broj 4 > 0. Da bi u n bacanja dobili u prosjeku A uspjeha,
vjerojatnost uspjeha u svakom pokusu mora biti p, = A/n. Dakle, poveCavanjem broja
pokuSaja n — oo i smanjivanjem vjerojatnosti p, — 0 odrZavamo prosjek uspjeha A. Neka
je X, ~ B(n, p,), tada je

lim P{X, = k} = lim (Z)plfl(l - pa)"*

1 k 1 n—k
()3
n—oo \k) \n n

A im n! ( /l)” 1
k! n—eo (n — k)Ink (1 _ 4)k

n
= /l—ke_/l
k'
Sto je jednako vjerojatnosti da Poissonova sluajna varijabla s parametrom (tj. ocekivanjem)
A poprimi vjerojatnost k.

Dakle Poissonova slucajna varijabla nam daje model prebrojavanja koji nije kao u
slucaju binomnog modela ograni¢en s gornjom ogradom pokuSaja n, nego je dobiven
pustanjem n u beskoncanost. Formalno, iz prethodnog ratuna zapravo slijedi konvere-
gencija po distribuciji slu€ajnih varijabli X,, ~ B(n, p,) prema Poissonovoj varijabli sa
parametrom A (Sarapa, [4], teorem 10.13). Time smo vidjeli na¢in kako iz niza binomnih

sluc¢ajnih varijabli moZzemo dobiti Poissonovu.
Prisjetimo se sada poznatog svojstva nezavisnih Poissonovih sluc¢ajnih varijabli.

Teorem 1.1.4. Neka su X,,...,X, nezavisne Poissonove slucajne varijable s paramterima
Aty Ay Tada za X = 3,2, X; vrijedi

X ~ Poiss(A),

pricemuje A=Y A.
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Uzmimo X, Xi.,....,X,, kao u teoremu, te neka su ry,....,r, E Nir=ry +---+r,. Tada je

P{X| =r1,.... X, = r,|X =1}

n ﬂ;ie—/li //lre—/l

7','! r!

i=1
a3 G

rileer VA 1)

Dakle, uz uvjetnu vjerojatnost P(-|X = r) zajednicka distribucija Poissonovih varijabli je

multinomijalna sa parametrima r, 4, /4, ..., 4,/A.
Posebno, u slucaju kada je n = 2 lako dobivamo

A1
X | X =r~ B(r,
1 r (r/11+/12)

A
/11 +/12

X, | X =r~ B(r, ).

Dakle, uvjetovanjem Poissonovih slucajnih varijabli u odnosu na odgovarajuci dogadaj,
njihova (pojedinacna) distribucija postaje binomna, a zajedni¢ka polinomijalna. Kasnije
¢emo vidjeti ovaj isti efekt izmedu Poissonovih i Bernoullijevih tockovnih procesa.

Zanimljivo je da tvrdnja u sluCaju n = 2 ima 1 svojevrsni obrat. Pretpostavimo da je
X Poissonova slucajna varijabla sa parametrom A te da je X; takva slucajna varijabla da
vrijedi X; | X = n ~ B(n, p). Stavimo X, = X — X i raCunamo

PiXi=m,Xo =k} =P{X;=m,X=m+k}
=P X=m+kPXi=m|X=m+k}
amk o (m+k
— -1, m 1= k
m+ k¢ ( m )p (1=p)
— (ﬂp)me_,lp . (/1(1 - p))ke_,z(l_p)

m! k!

Dobili smo da su X; i X, = X — X; nezavisne Poissonove slucajne varijable s parametrima
ApiA(l — p).
Ovo svojstvo koristit ¢emo kod tzv. stanjivanja Poissonovih procesa.

1.2 Svojstvo prebrojive aditivnosti
U teoremu [[.1.4] smo se prisjetili poznatog svojstva aditivnosti n nezavisnih Poissonovih

slu¢ajnih varijabli. No ovo svojstvo ima i poopcenje za prebrojivo mnogo nezavisnih Po-
issonovi slucajnih varijabli.
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Teorem 1.2.1. Neka su (X;, j € N) nezavisne Poissonove sluc¢ajne varijable s parametrima

A, j € N. Ako

konvergira, onda i

konvergira gotovo sigurno, te je S ~
gotovo sigurno.

Dokaz. 1z teorema slijedi da je

M

<.

(1.1)

~.
1l
—

M

S X; (1.2)

~.
1l

Poiss(o). Ako (L.1) divergira, onda S divergira

S, = ij ~ Poiss(o,),
=1

pri cemu je

. k _ . . . v . .o
Oznacimo sa m(u) = %5e™ vjerojatnost da Poissonova slucajna varijabla s parametrom

u poprimi vrijednost k. Za r € N vrijedi

P{S, <

Kako je za fiksni r niz dogadaja ({S, <

AEDIEACH
k=0

P, padajuéii{S < r} =nN,{S, < r}, po neprekid-

nosti vjerojatnosti na padajue nizove dogadaja slijedi

P{S <r}=1mP{S, <r}

n—oo

pri ¢emu posljednja jednakost vrijedi zbog neprekidnosti funkcije 7y, u slucaju da (I.1)

konvergira. Tada slijedi da je
P{S

r} = n.(0),



POGLAVLIJE 1. POISSONOVA DISTRIBUCIJA 6

paje zaista S ~ Poiss(0).
Ukoliko pak o, — oo, onda

r k
n

;ﬂk(o-n) =e Z (I:—, - 0,

paje
P{S <r}=0, VreN.

Dakle, § = oo gotovo sigurno. O

Primijetimo da smo u kontekstu definicije Poissonovih sluc¢ajnih varijabli sa parame-
trima 0 1 co mogli iskazati teorem 1 bez rastavljanja na dva slucaja (ovisno o konvergeniciji
(L.I)). Naime u slucaju da je o = oo dobivamo upravo da je S = oo gotovo sigurno, tj.
S ~ Poiss(c0).

Vidjet ¢emo kasnije da iz ovog svojstva proizlazi i vazno svojstvo za Poissonove pro-
cese (teorem superpozicije).

1.3 Analiticki alati za distribuciju

Cesto ¢emo u daljnjem tekstu koristiti neke osnovne analititke metode za opis distribucije
poput funkcija izvodnica, Laplaceove transformacije i karakteristicnih funkcija. Karakte-
risticne funkcije najopCenitiji su alat primjenjiv za sve distribucije (tj. sve tipove slucajnih
varijabli), dok je Laplaceova transformacija definirana za nenegativne slucajne varijable,
a funkcija izvodnica za cjelobrojne. Ovdje ¢emo ukratko ponoviti definicije i osnovna
svojstva za svaku od tih transformacija.

Definicija 1.3.1. Neka je X cjelobrojna slucajna varijabla sa zakonom razdiobe
P{X =k} =pr, keN,.

Funkcija izvodnica slucajne varijable X (odnosno distribucije {pi}) je funkacija gx zadana
sa

gx@ =Y pd, zeR, =L (1.3)
k=0

Kako je Yo, pr = 1, red u (1.3) konvergira apsolutno i gy je dobro definirana. Zbog
jedinstvenosti razvoja u Taylorov red, jasno je da su distribucija {p,} 1 funkcija izvodnica
gx u 1-1 korespondenciji. Iz definicije direktno dobivamo

gx(2) = B[], zeR, <.
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Iz posljednjeg izraza lako slijedi da je funkcija izvodnica zbroja nezavisnih slu€ajnih
varijabli jednaka umnoSku pojedinih funkcija izvodnica.
Za X ~ Poiss(A) lako se izraCuna

gx(x) = e zeR, |7 <.

Koristeci funkcije izvodnice, moZemo raCunati i momente slucajnih varijabli (Sarapa,
[4]], propozicija 6.7).

Definicija 1.3.2. Neka je X nenegativna slucajna varijabla s funkcijom distribucije F.
Laplaceova transformacija od X (odnosno F) je funkcija Ly zadana sa

Lx(2) :f e “dF(x), z=>0.
0

Kako je e < 1 za z > 0, zakljuCujemo da je Ly dobro definirana. Pokazuje se
da i u slucaju Laplaceove transformacije imamo jedinstvenost, tj. da razliCite distribu-
cije imaju razliite Laplaceove transformacije (to se moze pokazati koriStenjem Stone-

Weierstrassovog teorema). Takoder, jasno je da vrijedi
Ly(z) =E[e™], z20.

Kao i u slu€aju funkcija izvodnica, slijedi da je Laplaceova transformacija zbroja nezavis-
nih slu€ajnih varijabli jednaka umnoSku pojedinih Laplaceovih transformacija.

Koristenjem posljednje formule, lako dobijemo da u slucaju Poissonove slucajne vari-
jable s parametrom A imamo

Lx(z) = eV, 220,

Deriviranjem Laplaceove transformacije mozemo dobiti informacije o momentima slucajne
varijable (Resnick, [3], poglavlje 3, sekcija 3.2.3).

Definicija 1.3.3. Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije F. Karakteristicna

funkcija od X (odnosno F) jest funkcija definirana sa

vx(2) :f e“dF(x), zeR.

(%)

Kako je [¢™] = 1, px je dobro definirana. F i ¢y su u 1-1 korespondenciji (to se takoder
pokazuje preko Stone-Weierstrassovog teorema), te vrijedi

ox(z) = B[e®*], z€R,
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iz Cega slijedi da je karakteristina funkcija zbroja nezavisnih slucajnih varijabli jednaka
umnosku karakteristi¢nih funkcija pojedinih varijabli.
U slucaju Poissonove slucajne varijable s parametrom A imamo

ex(@) =D, zeR.

I karakteristi¢ne funkcije daju nam informacije o momentima slucajne varijable (Sa-
rapa, [4]], poglavlje 13, sekcija 13.3).
Primijetimo da je u slucaju Poissonove slucajne varijable X ~ Poiss(A),

0X o A -1 bk A1)
Ele ]:Z—e e =e

dobro definirano za svaki 6 € C. Formule za karakteristicnu funkciju 1 Laplaceovu tran-
sformaciju samo su specijalni slu¢ajevi prethodne formule.



Poglavlje 2

Definicija 1 osnovna svojstva Poissonovih
tockovnih procesa

Zanima nas kako modelirati pozicije prebrojivo to¢aka u proizvoljnom prostoru. To mogu
biti tocke u jednodimenzionalnim prostorima — tipi¢no, trenuci u vremenu poput dolazaka
klijenata na Salter, vremena popravaka strojeva i slicno, ili raspored nekih objekata u dvo-
ili viSedimenzionalnom prostoru, poput rasporeda stabala u Sumi ili vremena i mjesta po-
javljivanja potresa. Takve tocke nasumicno su rasporedene u prostoru, ne slijede nikakav
konkretan obrazac, ali mogude je da su na nekim dijelovima gusce rasporedene nego na
drugima. Mi ¢emo ovdje takoder pretpostaviti je na omedenom dijelu najviSe konacno
mnogo tocaka.

el
o o ? ot
Poseh el
‘e ... %
P .
. * . “ o
. S S
e w  eed ey .
-, . ., .
PN TR 2R
] eo g o o5
LR A BELRY
«{- by o™ - ..‘
. M S . .y
. o T ey
g’ o d  Provala
Sl o Wt ootk t A Pluéa o Krada
N e ‘e L] . v
- * O Grkljan o Pljacka

Slika 2.1: Primjeri iz stvarnog Zivota. Prva slika prikazuje raspored stabala crvenog hrasta
u Sumi (Lansing,SAD) pri ¢emu je mjerno podrucje pravokutnog oblika ([1]). Na drugoj
slici vidimo raspored pojavljivanja dva tipa bolesti raka (grkljana i plu¢a) u gradu Chroley
u Velikoj Britaniji ([1]). Na trecoj slici prikazane su provale, krade 1 pljacke u Londonu
(podaci preuzeti sa data.police.uk/data, s dopustenjem Open Government Licence).

Vjerojatnosni modeli za takve pojave nazivaju se tockovni procesi. Dva su bitno razlicita

9
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pristupa u modeliranju tockovnih procesa, a objasnit ¢emo ih u nastavku.

2.1 Tockovni procesi

Neka je zadan vjerojatnosni prostor (€2, 7, P) i oznacimo sa E prostor u kojem promatramo
toc¢ke. Taj skup najcesée je [0, co) (kada modeliramo vrijeme) ili RY za neki d € N (kada
modeliramo prostor), ali moZe biti i neka kombinacija ili neki kompleksniji prostor koji je
ekvivalentan R

Oznacimo sa & familiju podskupova od E koji nas zanimaju, u smislu da Zelimo pro-
matrati koliko je slu¢ajno odabranih tocaka palo unutar takvih skupova. Obzirom da ¢emo
nad tim skupovima vjerojatno htjeti provoditi uobicajene skupovne operacije (unija, pre-
sjek,itd.), prirodno je zahtjevati da & bude o-algebra podskupova od E. Takoder, Zelimo
da ta o-algebra bude dovoljno profinjena da raspoznaje jednoc¢lane skupove. Taj uvjet se
Cesto formulira u malom jacem obliku da je dijagonala D = {(x, x) : x € E} izmjeriva u
produktnoj o-algebri (& x &). Ukoliko je E metricki prostor, najcesce ¢e & biti upravo
Borelova o-algebra na odgovaraju¢em skupu.

Definirajmo jo$ i £~ kao familiju svih prebrojivih podskupova od E. Sada moZemo
definirati to¢kovni proces.

Definicija 2.1.1 (Prvi pristup). Tockovni proces sa skupom stanja u E je preslikavanje
I1:Q — E*, pri cemu je za svaki A € &,

N(A) = N(A)(w) = #H{II(w) N A}, (2.1)
slucajna varijabla. Pri tome je N(A) < oo (g.s.) za svaki omeden A € &E.

Zahtjev da je N(A) : Q — N slucajna varijabla direktno proizlazi iz Cinjenice da
Zelimo da su skupovi oblika {N(A) = k}, k € N, dogadaji. Naime, lako se vidi da su ta dva
zahtjeva ekvivalentna — ako je N(A) slu¢ajna varijabla onda je {N(A) = k} = (N(A))"'{k}
dogadaj za svaki A € &1k € Ny. I obratno, ako je {N(A) = k} dogadaj za svaki A € &1
k € N, onda je, za ¢ € R, {N(A) < ¢} = {N(A) < [c]} = U {N(A) < k} unija dogadaja,
dakle dogadaj, pa je N(A) sluCajna varijabla.

Ovdje treba naglasiti da smo tockovni proces definirali kao slu¢ajni skup, samim time
on razaznaje samo razlicite tocke tog skupa pa ovakvim pristupom ne mozZemo direktno
modelirati ponavljanje tocaka. Ukoliko npr. modeliramo mjesta potresa na Zemlji, iz
prirode problema je jasno Ce se potresi ponekad pojavljivati na istim mjestima kao i prije,
no funkcija prebrojavanja N ¢e takvo mjesto (tj. tocku koja odreduje to mjesto) brojati
samo jednom.
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2.2 Alternativni pristup tockovnim procesima

Primijetimo da se prethodna definicija tockovnog procesa koncentrira direktno na tocke, tj.
tockovni proces opisan je kao slucajan prebrojiv podskup od E. Pri tome nema direktnih
zahtjeva na izmjerivost preslikavanja IT : Q — E® kao $to smo mozda navikli u defini-
cijama slucajne varijable ili vektora, nego se zahtjev postavlja na funkcije prebrojavanja
N(A), A € E. Ovaj pristup, iako moZzda prirodniji, ¢esto nailazi na neke tehnicke poteskoce
u dokazima.

Fiksirajmo sada w € Q te oznacimo I[1(w) = {X,(w)} 1 x, = X,,(w) (ovdje moZemo bez
smanjena opcenitosti pretpostaviti da je n € N jer je I1(w) po definiciji prebrojiv). Za tocke
{x,} definiramo funkciju m,, : & - Nj sa

mgy, = Z €y, (2.2)

i

gdje je

1, akoxe A
€(A) = , (2.3)
0, akox¢ A

mjera na & koncentrirana u tocki x. Lako se vidi da je m, mjera na & te da je ona u 1-
1 korespondenciji sa tockama {x,}. To nam daje motivaciju da tockovni proces, umjesto
preslikavanja koje elementarnom dogadaju w pridruzuje sluc¢ajan skup {X,(w)}, moZemo
promatrati kao preslikavanje koje elementarnom dogadaju pridruzuje slu¢ajnu mjeru m,,
oblika Drugim rijeCima, poistovjeCujemo tocke {X,(w)} sa mjerom m,, generiranom
tim to¢kama. Primijetimo da je m,(A) = N(A)(w), tj. m,, predstavlja samo drugi aspekt
funkcje N - umjesto da fiksiramo skupa A, fiksiramo elementarni dogadaj w.
Definirajmo prvo tockovnu mjeru.

Definicija 2.2.1. Tockovna mjera na (E, E) je mjera oblika

m=3 e, 2.4)

gdje su x; € E za svaki i € N, te svaki omeden skup A € & sadrZi najvise konacno mnogo
x;. Prostor svih takvih mjera oznacavamo sa M,, = M,(E).

Ideja je definirati to¢kovni proces kao preslikavanje sa (Q, ¥) u M,. Takvo preslika-
vanje Zelimo uciniti izmjerivim, tj. definirati neku smislenu o-algebru na prostoru mjera u
kojoj ¢e tockovni proces biti izmjerivo preslikavanje, a istovremeno osigurati da su skupovi
{N(A) = k} dogadaji.
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Definicija 2.2.2. Na M, definiramo o-algebru M, kao najmanju o-algebru generiranu
skupovima oblika
{meM,:md) = ki, (2.5)

gdje je I omeden pravokutnik u E, a k € Ny.

Sada moZemo dati i drugu verziju definicije tockovnog procesa.

Definicija 2.2.3 (Drugi pristup). Tockovni proces sa skupom stanja u E definiramo kao
izmjerivo preslikavanje N : (Q, F) — (M,(E), M,(E)).

Primijetimo da smo sa (2.5]) osigurali
(NI)=k}=N"'"meM,:m(I) =k €F, (2.6)

tj. {N(I) = k} je dogadaj za sve omedene pravokutnike / i kK € N, a onda je 1 N(/) sluCajna
varijabla. Lako se pokaZe da je onda N(P) sluCajna varijabla i za bilo koji (ne nuzno
omeden) pravokutnik P, a onda i za svaki P koji je kona¢na unija disjunktnih pravokut-
nika. Tada se pokaze da tvrdnja vrijedi i za cijelu o-algebru &, pri cemu smo implicitno
pretpostavili da je & generirana pravokutnicima, $to je i istina za Borelovu o-algebru.

Treba joS jednom napomenuti da smo koristili oznaku N u prividno dvije razlicite svrhe
— kao slucajnu varijablu N(A) za A € &, te kao mjeru N(w) za neki w € . Zapravo,
korektno bi bilo pisati N kao funkciju dva parametra N(w, A), onda je za fiksni w € Q,
N(w) = N(w, -) mjera, a za fiksni A € &, N(A) = N(-, A) sluCajna varijabla.

Sada vidimo, da iako su ova dva pristupa naoko prilicno razlicita, oni daju u sustini
jako sli¢ne definicije. Ako je I = {X,} tockovni proces u smislu prvog pristupa, tada
Ce preslikavanje w — m,, = )] €x, () zadovoljavati definiciju tockovnog procesa u smislu
drugog pristupa. Naime, izmjerivost tog preslikavanja Ce slijediti direktno iz ¢injenice da
su N(I) slucajne varijable:

m {me M, : m(I) = k} = {w € Q: m,(I) = k} (2.7)
={weQ: NI)(w) =k} (2.8)
={NI)=kle¥F. (2.9)

(Tu treba primijetiti jednu malu razliku, a to je da po prvoj verziji definiciji m,, nije nuzno
u M), za svaki w € Q, nego m,, € M, (g.s).) I obratno, ako je N tockovni proces u smislu
drugog pristupa, ve¢ smo komentirali da su tada N(A) sluCajne varijable za svaki A € &.

Ipak, postoji jedna bitna razlika u ta dva pristupa. Kao Sto smo naglasili nakon prve
definicije, sa prvim pristupom ne mozemo modelirati ponavljanje iste tocke, tj. samim
time §to je [I(w) = {X,,(w)} skup, implicitno pretpostavljamo da su to¢ke X,,(w) medusobno
razlicite. Stoga, ako pogledamo to¢kovnu mjeru oblika (2.4)) pridruzenu skupu IT(w), tocke
x; iz definicije od m su medusobno razlicite.
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S druge strane, u definiciji toCovne mjere nismo zahtjevali da tocke x; moraju nuzno
biti razlicite, stoga toCkovni proces u smislu drugog pristupa moze modelirati ponavljanje
toCaka. Naime, uzmimo da je N tockovni proces i neka je za neki w mjera m = N(w) =
2.i € takva da se u njenoj definiciji neka to¢ka ¥ pojavljuje npr. tri puta - to upravo modelira
dogadaj u kojem se tocka X ponovila tri puta.

Stoga, u prvom pristupu je nuzno N({x}) < 1, Vx, dok u drugom pristupu nemamo
takvo ogranicenje.

Za toCkovni proces definiramo joS i zakon razdiobe. On odreduje sve vjerojatnosti
vezane uz to¢kovni proces.

Definicija 2.2.4. Zakon razdiobe ili distribucija tockovnog procesa N : (Q, F) — (M,, M,)
je vierojatnosna mjera Py = Po N~! na (M, M,,).

Takoder, bitne su nam i kona¢nodimenzionalne distribucije.
Definicija 2.2.5. Familija konacnodimenzionalnih distribucija tockovnog procesa N :

Q. F) = (M, My) je familija

.....

pri cemu je
o, (i, n) = PN = ny, ..., N(Iy) = ng). (2.11)

Nije teSko pokazati da je zakon razdiobe to¢kovnog procesa u potpunosti odreden nje-
govim kona¢nodimenzonalnim distribucijama (Resnick, [3], propozicija 4.7.1.).

Cesto je prakti¢no distribuciju okarakterizirati takozvanim Laplaceovim funkcionalom.
Oznacimo sa B, = B,(E) skup svih nenegativnih ogranicenih funkcija na E. Za mjeru
m € M, i funkciju f € B, definiramo

)= | s = 3 oo

gdje su {x;} toCke iz definicije mjere m. Primijetimo da je m(1,) = m(A).

Definicija 2.2.6. Laplaceov funkcional tockovnog procesa N je nenegativna funkcija na
B, definirana sa

¥n(f) = Eexp{=N(f)}

= —N 5 dP
LwM(MM(M 2.12)

= f exp{—m(f)}Py(dm).
M,
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Pokazuje se da Laplaceov funkcional jedinstveno odreduje konacnodimenzionalne dis-
tribucije tockovnog procesa, a onda i njegov zakon razdiobe (Resnick, [3], propozicija
4.7.2).

2.3 Poissonovi tockovni procesi

Sada kada smo postavili bazu za naSa razmatranja, mozemo definirati Poissonov tockovni
proces. Napomenimo da ¢emo se primarno bazirati na prvom (jednostavnom) pristupu
u definiciji tockovnog procesa, osim ako nije drugacije reCeno. lako se sama definicija
Poissonovog procesa moze promatrati sa oba stajaliSta, rezultati za ta dva pristupa nisu
uvijek jednaki, Sto je posljedica jedne klju¢ne razlike u definicijama o kojoj smo govorili u
prethodnom poglavlju.

Definicija 2.3.1. Poissonov tockovni proces na skupu stanja E sa srednjom mjerom u je
tockovni proces takav da vrijedi

(i) za sve disjunktne skupove Ai,...,A, € &, slucajne varijable N(A,),...,N(A,) su
nezavisne,

(ii) za A € & N(A) ima Poissonovu distribuciju sa parametrom u = u(A), pri cemu je
0<u<oco.

Napomena 2.3.2. Cesto se umjesto termina Poissonov tockovni proces koristi termin Po-
issonova slucajna mjera. Takav naziv proizlazi iz druge verzije definicije tockovnog pro-
cesa i u tom slucaju se koristi oznaka PRM (u) (engl. Poisson random measure).

Napomena 2.3.3. Svojstvo (i) iz definicije[2.3.1) zove se svojstvo potpune slucajnosti.

Funkciju p : & — [0, o0] iz definicije nazvali smo srednjom mjerom. Primijetimo da
U zaista jest mjera na (E, ) pa je time taj naziv opravdan. Naime, funkcija je nenegativna
te je u(0) = E[N(0)] = O po definiciji od N. Takoder, za disjunktne izmjerive skupove
A] , Az, . je

n(ULA,) = B[N (U;L,A,)]

= E[i N(A,)]
n=1

= i E[N(A,)]
n=1

= iﬂ(An),
n=1
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pri ¢emu druga jednakost slijedi iz Beppo-Levijevog teorema.

Srednja mjera odreduje razdiobu Poissonovih procesa. Sto je neki skup A veéi (tj. §to
je u(A) vece), to je ocekivani broj tocaka u tom skupu veéi. Ukoliko je u proporcionalna
Lebesgueovoj mjeri, prethodnu reenicu mozemo shvatiti doslovno - o¢ekivani broj tocaka
je veci §to je povrSina/volumen skupa veci.

Nadalje, srednja mjera nam daje izraze za zajednicke distribucije od N(A) za razliCite
A. Uzmimo npr. dva izmjeriva skupa A; 1 A, koja nisu nuzno disjunktna, zanima nas
kovarijanca N(A;) i N(A;). Intuitivno je za pretpostaviti da ona ovisi o mjeri presjeka
U(A; N Ay). Uvedimo oznake By = Ay \ Ay, B, = A, \ A1 1 B3 = A; N A,. Ti skupovi su
ocito disjunktni te je

A1:B1UB3, A2232UB3.

Tada vrijedi

E[N(A1)N(A,)] = E[N(B|)N(B,) + N(B))N(B3) + N(B,)N(B3) + N(B3)’]
= u(B)u(By) + pu(B)u(Bs) + u(Bo)u(Bs) + u(B3) + pu(B3)?
= pu(By) [u(By) + p(B3)] + pu(B3) [u(By) + u(B3)] + pu(B3)
= u(B1)u(Az) + u(B3)u(Az) + u(Bs)
= u(ADu(Az) + u(A; N Az),

pa je zaista

cov(N(A1), N(Az)) = E[N(A|)N(A2)] — E[N(ADIE[N(A2)] = u(A; N A). (2.13)

toCkovnog procesa, a to nam govori 1 iduci teorem.

Teorem 2.3.4. Distribucija Poissonovog tockovnog procesa jedinstveno je odredena uvje-
tima (i) i (ii) iz definicije. Takoder, tockovni proces je Poissonov tockovni proces sa sred-
njom mjerom u ako i samo ako je Laplaceov funkcional od N dan sa

Br(f) = expl f (- Oy@n), fe B, (2.14)
E

Dokaz. Pokazimo prvo da iz (i) i (ii) slijedi da je Laplaceov funkcional od N zadan s
[2.14] (time automatski slijedi da je distribucija jedinstveno odredena). Dokaz provodimo
Lebesguevom indukcijom.
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1. Neka je f = 14, tada je N(f) = N(A) ~ P(u(A)). Tada je
Py (f) = Be W
= expl(e™ — Du(A))

= expl- f (1 = N1, ()
E

= exp{— f (1 = e M u(dx)).
E

2. Nekaje f = Zf-‘zl Ail,, za disjunktne Ay, ..., Ay € Ete nenegativne Ay, ..., Ay, . fje
jednostavna funkcija. Koristeéi nezavisnost N(A;), ..., N(Ay) te prethodnu tvrdnju,
lako dobijemo da i ovdje vrijedi [4.14]

3. Uzmimo sad proizvoljnu f € $,, ona se mozZe aproksimirati rastu¢im nizom jed-
nostavnih funkcija f,, j 0 < f,(x) T f(x). No tada po Lebesgueovom teoremu o
monotonoj konvergenciji slijedi da N(f,) T N(f), a zatim po teoremu o dominiranoj
konvergenciji i da Wy (f) = lim,—. ¥Yn(f,). Dakle

¥n(f) = lim exp {— f (I- e_f”(x)),u(dX)}
n—eo E

exp {— lim f (1- e_f”(")),u(dx)}
n—-oo E
exp {— f lim(1 — e‘f”(")),u(dx)}
E n—oo
exp {— f (1-e/ <x))u(dX)},
E

pri cemu treca jednakost slijedi opet iz teorema 0 monotonoj konvergenciji.

Pokazimo sad obratni smjer. Pretpostavimo da je Laplaceov funkcional od N dan sa[2.14]
Tada za f = A1, A € & dobivamo

Ee N4 = exp {— f(l - e‘”*‘)u(dx)}
£ (2.15)
= exp{(e™ ~ Du(A)}.

Sto je Laplaceova transformacija za Poissonovu slucajnu varijablu s parametrom u(A),
dakle dobili smo uvjet (1).
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Stavimo sad f = Zf-‘zl Ail4, za disjunktne skupove Ay, ..., A, € Einenegativne Ay, ..., A;.
1z 414 dobivamo

Ee~ TEAN@A) exp {_ f(l —e Pl /lilAi)dM}
E

k
- Y
exp{ fE Zj( e )#}

expl—(a — e " u(A)}

(2.16)

=i

Il
—_

Ee_/liN(Ai).
1

Dobili smo da je Laplaceova transformacija vektora (N(Ay), ..., N(A;)) jednaka umnosku
Laplaceovih transformacija slu¢ajnih varijabli N(A,), ..., N(Ay) pa slijedi da su te slucajne
varijable nezavisne, tj. dokazali smo (ii). O

Vidjeli smo da srednja mjera ima klju¢nu ulogu u razdiobi tockovnog procesa, stoga
nam je bitno razluciti kakve sve mogu biti srednje mjere Poissonovih procesa. UocCimo da
je posljednji teorem primjenjiv bez obzira na pristup u definiciji to¢kovnih procesa. Razlika
medu pristupima ocituje se upravo u tome koje klase mjera mogu biti srednje mjere.

Prili¢no je lako primijetiti da, ukoliko govorimo o to¢kovnom procesu u smislu prvog
pristupa, jedna klasa mjera nikako ne moZe biti srednja mjera, a to su mjere koje nekom
jednoclanom skupu pridruzuju pozitivnu vrijednost (za takve mjere ¢emo reci da imaju
atome). Naime, neka je u mjera takva da za neki x € E vrijedi u({x}) > O te pretposta-
vimo da postoji Poissonov to¢kovni proces kojemu je u srednja mjera. Tada N({x}) ima
Poissonovu distribuciju sa parametrom koji nije O te je

P(N({x}) = 2) > 0, (2.17)

Sto je u kontradikciji sa definicijom od N. Primijetimo da u slucaju drugog pristupa
nemamo ovakvo ograni¢enje jer tim pristupom moZemo modelirati ponavljanje toCaka.
Dakle, vratimo li se prvom pristupu, zakljucujemo da je odsutnost atoma nuZan uvjet da
bi neka mjera bila srednja mjera. Kao rezultat toga, srednja mjera poprima 0 na konacnim
i prebrojivo beskona¢nim skupovima (to je posljedica konacne i o-aditivnosti mjere). Po-
kazat ¢emo kasnije u teoremu egzistencije da vrijedi 1 svojevrsni obrat, tj. da je svaka
o-kona¢na mjera koja nema atome srednja mjera nekog Poissonovog procesa.

U slucaju E = RY, srednja mjera je Cesto zadana preko tzv. intenziteta. Intenzitet
srednje mjere je nenegativna izmjeriva funkcija A na E takva da

uA) = f/l(x)dx. (2.18)
A
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Slika 2.2: Simulacije tocovnih procesa za razne funkcije intenziteta A. S lijeve strane
je uniforman proces s 4 = 5, u sredini proces s A(x,y) = 8e¢7*, s desne strane proces s
A(x,y) = 2(x + y)*

Ako je A konstanta, onda je
u(A) = A|A], (2.19)

1 za Poissonov to¢kovni proces sa takvom srednjom mjerom kaZzemo da je uniforman.

Prije nego prijedemo na daljnje analiziranje Poissonovih procesa, bitno je vidjeti u
kojim kontekstima se takvi procesi pojavljuju. Poissonovi to¢kovni procesi prvotno su se
pojavili u jednoj dimenziji predstavljaju¢i vremenske trenutke.

Primjer 2.3.5. Jednodimenzionalni Poissonov proces.

Cesto se u literaturi moZe naci definicija Poissonovog procesa na [0, o) u smislu pro-
cesa obnavljanja formulirana na sljede¢i nacin: neka su {E;, j > 1} nezavisne i jed-
nako distribuirane eksponencijalne slucajne varijable sa parametrom A > 0 te neka je
I' = {I', : n € N} proces obnavljanja zadan sa I',, = Y|_, E;. Tada pridruZeni brojeci
proces N = {N; : t 2 0}, N, = X, Lo.q(I'y) zovemo (homogenim) Poissonovim procesom
sa intenzitetom A. Primijetimo da ovakva definicija definira jednodimenzionalni tockovni
proces u smislu drugog pristupa.

Dakle, vremena obnavljanja T, su tocke u prostoru [0, ), a proces N broji tocke u
intervalima oblika (0, t] (iako moZemo promatrati i druge podskupove od [0, c0)). MoZe
se pokazati da takav proces zadovoljava definciju Poissonovog tockovnog procesa sa sred-
njom mjerom intenziteta A iz ovog poglavlja ([3], poglavlje 4, propozicije 4.2.114.8.1).

S druge strane, neka je zadan homogeni Poissonov tockovni proces na [0, oo) sa sred-
njom mjerom intenziteta A, tada tocke procesa u sortiranom redoslijedu tvore proces ob-
navljanja cija su vremena izmedu dva susjedna obnavljanja eksponencijalno distribuirana
sa parametrom A.
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Slika 2.3: Primjer jednodimenzionalnog Poissonovog procesa. Tocke su slucajno generi-
rane tako da su razmaci medu njima eksponencijalno distribuirani sa parametrom 1, stoga
tocke (odnosno funkcija prebrojavanja N) ¢ine Poissonov proces s intenzitetom 1.

Primijetimo da je glavna razlika u teoriji jednodimenzionalnih i visedimenzionalnih
toc¢kovnih procesa uredaj. U jednoj dimenziji, pogotovo u kontekstu vremena, uredaj medu
tockama se prirodno namece pa i funkcije prebrojavanja definiramo samo za skupove
oblika (0,t]. U vise dimenzija moZemo definirati razne uredaje, ali u opcenitom smislu
oni ne odraZavaju neku korisnu informaciju.

Takoder, iz ovog primjera jasno moZemo interpretirati parametar A. Naime, kako je
N((0,t]) ~ Poiss(At), slijedi da je

EN(0,1]) = At

pa moZemo reci da je A ocCekivana stopa (brzina) obnavljanja. Ovo nam takoder daje
ideju da u praksi, ako imamo podatke za koje pretpostavljamo da ih moZemo modelirati
homogenim tockovnim procesom, moZemo intenzitet procijeniti kao N({0, t])/t.

U prethodnom primjeru vidjeli smo jedan nacin konstrukcije Poissonovog procesa -
jednostavno uzmemo vremena obnavljanja kao tocke u [0, co). Uskoro ¢emo u teoremu
egzistencije vidjeti da se Poissonov proces u viSe dimenzija moZe dobiti tako da uniformno
rasporedimo Poissonov broj nezavisnih to¢aka na nekom ograni¢enom podruéju. Sto to
formalno znaci, vidjet ¢emo u samom dokazu teorema, a prije toga ¢emo se osvrnuti na
klju¢nu ideju koja nam je potrebna za taj dokaz - vezu izmedu Bernoullijevih i Poissonovih
procesa. Ta veza proizlazi direktno iz veze polinomijalne i Poissonove distribucije o kojoj
smo govorili jo§ u prvom poglavlju.
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Definirajmo prvo Bernoullijev proces, a onda ¢emo pokazati kako je on povezan sa
Poissonovim tockovnim procesom.

Definicija 2.3.6. Neka je Il slucajan konacan podskup od E takav da je #11 = n. KaZemo
da je 11 Bernoullijev proces s parametrima n i p, gdje je p vjerojatnosna mjera na E, ako
za disjunktne izmjerive Ay, ..., Ax, te ny,...,n; € N takve da je ny + - - - + n, < n, vrijedi

n!
T p(A))" - pAD™,
n .« o0 nk 1

Q!I’ll!

P{N(A1) =ny,...,N(AY) = m} =

pri Cemu je ng = n — Zle n;.

Drugim rijecima, za disjunktne Ay, ..., Ay vektor (n — ) ,; N(A;), N(Ay),...,N(Ay)) ima
polinomijalnu razdiobu s parametrima n,1 — ; p(A;), p(A1), ..., p(Ay). Za Bernoullijev
proces takoder definiramo srednju mjeru kao E[N(A)] = np(A).

Primjer 2.3.7. Veza sa Bernoullijevim procesom. Neka je I1 Poissonov tockovni proces
na E sa srednjom mjerom u i pretpostavimo da je u(E) < oo. Tada je broj tocaka procesa
gotovo sigurno konacan i moZe nas zanimati kako se proces ponasa pod uvjetom da je
ukupan broj tocaka fiksan.

Neka su Ay, ..., A, € Edisjunktni i oznacimo Ag = E \ (Uf.‘zlA,-). Tada je

P{N(A)) = ny,...,N(Ay) = iN(E) = n}
= P{N(Ao) = no, N(Ay) = ny, ..., N(Ap) = m}/PIN(E) = n}

(e o ey -
o n;! n! '
___ (H(Ao))no 5 (u(Ao)’”‘
nolng! - m! \ u(E) H(E)

Oznacimo li sa P, uvjetnu vjerojatnost u odnosu na dogadaj {N(E) = n}, vidimo da u
odnosu na tu vjerojatnost Poissonov proces prelazi u Bernoullijev sa distribucijom p(-) =

HC)/UCE).

Veza izmedu Bernoullijevog i Poissonovog procesa nam je izrazito bitna upravo zbog
sljedeceg teorema.

Teorem 2.3.8 (Teorem egzistencije). Neka je u mjera na E koja nema atome i koja se moZe
zapisati kao

u= Z,un, Un(E) < oo, ¥Yn € N.
n=1

Tada postoji Poissonov proces na E sa srednjom mjerom p.
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Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZzemo pretpostaviti da je u,(E) > 0 za sve n. Defini-
ramo nezavisne slu€ajne varijable/vektore

Nn, an (n"r:17253"")

takve da su N, Poissonove s parametrima p,(S) te da X,, imaju zakon razdiobe p, =
o/ (E) (X, su vektori tj. tocke dimenzije prostora E).
Stavimo sada da je
IL, = {Xu1, Xo2s - - - » Xov, }

te
N,(A) = #{I1, N A}

NekasuAy,...,A; disjunktnii Ay = E\UleAl- te m,my, ...,m; € Ntakvida je Zf-(:o m; = m.
Tada vrijedi

P{Nn(Al) = ml’Nn(AZ) =my,... ,Nn(Ak) = mkINn = m}
m! . " . (2.21)
= ———————Pn(A0)" Pu(AD)™ - - pu(A)™.
mo!ml! e -mk!
Oznacimo sa m;(4) vjerojatnost da Poissonova slucajna varijabla s parametrom A poprimi
vrijednost k. RaCunamo

P{N, (A1) = m,Ny(Ar) = mo, ..., N,(Ay) = my)

>y et By (E) m! £ .
- Z ! P vnp”(A/)J
=y m; m. mgy.mi. my. =0
00 k .
_ w T LA™ 4
= Z pn(E) a1 ¢ !
m=y. m; j=0 J
oo k .
1 Ha(A)™
= Mn(E)" —~ —~ e Hn4)
m;,m Hn(E)Y™ - - - py (E)™ l;)[ m;! (2.22)
00 k
= > 1] [
m=y,m; j=0
k o (A )m()
= [ [rmua Y B
j=1 m=y, m; m()!
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Dakle N,(A;) su nezavisne sluCajne varijable sa Poissonovom distribucijom s parame-
trom p,(A;), iz Cega slijedi da su II, nezavisni Poissonovi procesi sa srednjim mjerama

Ha-
Na kraju definiramo proces

Il = U, TI,.

Iz teorema superpozicije, koji ¢e biti dokazan u sljedeCem poglavlju, direktno slijedi da je
[T Poissonov proces sa srednjom mjerom . O



Poglavlje 3

Operacije nad Poissonovim tockovnim
procesima

Cilj ovog poglavlja nam je prouditi razne transformacije i operacije nad tockovnim proce-
sima. Ako poznajemo svojstvo prebrojive aditivnosti Poissonovih slucajnih varijabli, mogli
bi se zapitati vrijedi li sli¢no 1 za Poissonove tockovne procese, tj. dobivamo li unijom ne-
zavisnih procesa takoder Poissonov tockovni proces? Odgovor na ovo pitanje je potvrdan,
a detalje ¢emo dati u takozvanom teoremu superpozicije. Takoder, moZe nas zanimati Sto
se dogada s procesom ako ga nekom funkcijom preslikamo u drugi prostor - ostaje li on
Poissonov tockovni proces i pod kojim uvjetima. Odgovore na ta pitanja daje nam teorem
preslikavanja. Na kraju ¢emo joS reci nesto o stanjivanju i oznaavanju to¢kovnog procesa.

3.1 Teorem superpozicije

Prije samog dokaza teorema, navest cemo jedan tehnicki rezultat koji nam je za to potreban.

Lema 3.1.1. Neka su 11, i 11, nezavisni Poissonovi toc¢kovni procesi na E sa srednjim
mjerama [y i |, te neka je A € & takav da pu(A) < o0 i u(A) < oo. Tada su I1; i I,
disjunktni s vjerojatnoséu 1 na A.

Dokaz. Definirajmo sa A/ familiju svih konaénih podskupova od A, te sa (A x A) familiju
svih konaénih podskupova od A X A. Promatramo preslikavanje 7 : A/ x A/ — (A x A/,
(A1, Ay) = Ay X A,. Zelimo to preslikavanje uiniti izmjerivim pa definirajmo o-algebre
na domeni i kodomeni.
Definirajmo o-algebru na A”. U tu svrhu, za B € E, B C A definirajmo prvo preslika-
vanja Fz: A/ — Ng sa
Fg(A) =#B N A}.

23
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Stavimo da je
A = o{F3'({n}) : B€ &, BC A, n e Ny},

tj. A’ je najmanja o-algebra u kojoj su sva preslikavanja Fp izmjeriva. Sada na Karte-
zijevom produktu A’ x A’ promatramo produktnu o-algebru generiranu pravokutnicima
o(A x A).
U kodomeni radimo sli¢cno. Za C € A X A, C € o(E x &) definiramo preslikavanja
Ge : (AxAY — Ny sa
Gc(®) =#HC N OB},

pa onda definiramo o-algebru
AA = (G (In)) : C e 7(EX E),C CAxA,ne Ny

PokaZimo sada da je 5 izmjerivo preslikavanje u paru (o(A/ x A'), AA") . Zato je
dovoljno provjeriti praslike skupova koji su generatori o-algebre u kodomeni, tj. dovoljno
je pokazati

(G (in) = 17O € (AX A : #H{C N O} = n) € (A’ x A), (3.1)

i to za svaki izmjerivi C € A X A. Oznacimo sa £ familiju svih skupova koji zadovoljavaju
(3.1). Prvo uo¢imo da su svi pravokutnici u £. Naime, stavimo C = B} X By, u tom slucaju

(B.1) glasi
(@ e (AxA)Y : #{B, x B, N O} = n)

= U (A1 € AT Fpl(A) = m) x {As € AT 2 Fil(Ay) = o)
(3.2)

) Faltmb x Frlamb) € oA x A,

ni-np=n

Sada se na standardan nacin tvrdnja proSiruje - pokaze se da (3.1)) vrijedi i za sve
konacne disjunktne unije pravokutnika (a to je algebra), zatim se pokaze da je £ mono-
tona familija. Zato je £ = M(L) = o(L) (oznaka M oznacava najmanju monotonu
familiju generiranu danim skupom), iz ¢ega naposlijetku imamo da £ sadrZi sve izmjerive
C C A X A (sjetimo se da je produktna o-algebra po definiciji generirana pravokutnicima).
Dakle, 1 je izmjerivo preslikavanje.

Ve¢ prije smo napomenuli kako pretpostavljamo da je dijagonala D izmjeriva u pro-
duktnom prostoru. Tada je i restrikcija dijagonale Dy = DN A X A izmjerivau A X A, pa je
skup

J=J,=n"4Gp ({0}) € (A x A).

Primijetimo da je tvrdnja teorema ekvivalentna Cinjenici da je

P{II, xII, € J} = 1. (3.3)
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Oznacimo sa Py, odnosno P, zakone razdiobe od I1; i I1,. Kako su II; 1 I, nezavisni, njihov
zajednicki zakon razidobe je jednak produktnoj vjerojatnosti P; XP, pa (3.3) moZemo pisati
kao

I = By xP)(J)
_ f Py (I, )dP2(As),
AS

pri Cemu je Ju, prerez od J u Ay, tj. Ja, = {A; : (A1, Ay) € J}. Dakle tvrdnja vrijedi ako je
P{A; : (A, A edh =1, Pr-gs,

tj. ako je
P]{A] . Nl(Az) = O} = 1, Pz—g.s..

No kako je A, konacan onda je u;(A;) = 0 pa je Ni(A,) = 0, Pi-g.s. (za svaki A,). Time
je tvrdnja dokazana. O

Bitno nam je vidjeti kako se tvrdnja leme proSiruje i na skupove A € & koji su prebrojive
unije izmjerivih skupova na kojima su y; iy, konacne.

Uzmimo dakle daje A = U A, gdjesuA, € Eiui(A,) < oo te uy(A,) < o0, za svaki
n € N. Iz tvrdnje leme slijedi da je

PITy;NnI,NA,=0}=1, VneN,
pa komplementiranjem dobivamo
P, NILNA,#0} =0, VneN.
Iz o-poluaditivnosti vjerojatnosti slijedi da je

0 <PURIMNTL N A, #0) < ) BT NN A, # 0} =0

n=1

iz Cega komplementiranjem slijedi da je
P(ﬂ;';l{l_ll N H2 ﬂAn = (b}) =1.

Preostaje primijetiti da je dogadaj u kojem su svi skupovi II; N Il N A, prazni jednak
dogadaju gdje je II; NI, N (U;> | A,) prazan. Dakle dobili smo

P{IT; NI, N (U, A,) = 0} = 1.

Primijetimo da onda tvrdnja leme vrijedi za A = E ukoliko su mjere y; i y, o-konacne.
Pokazimo sada teorem.
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Teorem 3.1.2 (Teorem superpozicije). Neka je I1;, I1,,... niz nezavisnih Poissonovih tockovnih
procesa sa srednjim mjerama [iy,la,... lada je

I1 zovemo superpozicijom procesa I1;,11,,...

Dokaz. Pokazimo da I zadovoljava svojstva (1) 1 (i1) iz definicije Poissonovog to¢kovnog
procesa.

Za A € &, oznaCimo sa N, (A) broj toCaka procesa II, koje su upale u A, a sa N(A)
ukupan broj tocaka procesa IT koje su upale u A. Tada je zbog prethodne leme i nezavisnosti
procesa II, vrijedi da je

N(A) = )" Ny(A), (3.4)
n=1

za sve A € & za koje je u,(A) < oo, za svaki n € N. Prema teoremu prebrojive aditivnosti
za Poissonove slucajne varijable direktno dobivamo da je N(A) Poissonova sa parametrom
HA) = 37 1a(A). Takoder, ukoliko je za neki n € N y,(A) = oo, onda je N(A) = oo te u
ovom slucaju [3.4]slijedi trivijalno. Time je pokazano svojstvo (ii).

Uzmimo sada disjunktne Ay, ...,A; € . Primijetimo da su zbog medusobne nezavis-
nosti II, 1 svojstva (i) za I, sluCajne varijable N,(A;), n € Ni j = 1,2,...,k nezavisne.
NoondasuiN(A)) = 3.7, Nu(A)), j = 1,2, ...,k medusobno nezavisne jer su to funkcije
disjunktnih podskupova niza nezavisnih slucajnih varijabli. Dakle vrijedi (i). O

Uocimo da je lema o disjunktnosti nezavisnih Poissonovih procesa svojstvena iskljucivo
prvom pristupu. U drugom pristupu, u kojem je dopusSteno ponavljanje tocaka, jasno je da
takvo svojstvo nikako ne moZze vrijediti. Ipak, to nam ne bi predstavljalo prepreku u dokazu
teorema. Naime, lema nam je bila potrebna upravo da dobijemo jednakost (3.4), koja pak
u drugom pristupu slijedi trivijalno.

3.2 Teorem preslikavanja
Kao $to smo rekli, zanima nas da li ée za neku funkciju f : E — E’ i Poissonovi tockovni

proces I1, f(IT) takoder biti Poissonov tockovni proces. Pokazimo prvo da ée to uvijek biti
istinito za injektivne funkcije.
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Propozicija 3.2.1. Neka je 11 Poissonov tockovni proces na E sa srednjom mjerom u te
neka je f : (E,&E) — (E', &) izmjeriva injekcija. Tada je f(I1) Poissonov tockovni proces
na E’ sa srednjom mjerom o f='.

Dokaz. Oznalimo sa N'(A), A € &', broj tocaka f(Il) koje su upale u A. Kako je f
injekcija, slijedi da je
N'(A) = N(f'(A))
pa N’(A) ima Poissonovu distribuciju s paramterom u(f~'(A)), ¢ime smo dokazali svojstvo
(i1) iz definicije.
Takoder, ako su Ay,...,A; € & disjunktni, tada su i njihove praslike disjunktne, pa
svojstvo (i) za f(IT) slijedi direktno iz svojstva (i) za II. O

Uvjet injektivnosti moZe se jo§ dodatno oslabiti. Primijetimo prvo da injektivnost od f
povladi da u o f~! nema atome. Naime, pretpostavimo suprotno - neka je u o f~'({t'}) >
0 za neki ¥ € E’ i ozna¢imo A = f~!({¢}). Tada je u(A) > 0, no u je srednja mjera
Poissonovog tockovnog procesa, a za nju znamo da ne moZe imati atome, pa skup A mora
nuzno sadrzavati viSe od jednog elementa, Sto je u kontradikciji sa injektivnoséu od f.

Dakle, injektivnost od f jaci je uvjet od odsutnosti atoma kod u o f~!. Pitamo se
mozemo li tvrditi isto kao u prethodnoj propoziciji, ali uz taj slabiji uvjet? Pokazuje se da
mozemo ukoliko pretpostavimo joS i o-konacnost od y, Sto ¢emo uskoro vidjeti u teoremu
preslikavanja. Prije samog teorema, navedimo joS jednu propoziciju koja nam treba u
dokazu.

Propozicija 3.2.2. Neka je I1 Poissonov tockovni proces na E sa srednjom mjerom u i neka
j€E1 € é&. TadajeHl =1INE;

(a) Poissonov tockovni proces na E sa srednjom mjerom u,, definiranom sa u;(A) =
HANEY), te

(b) Poissonov tockovni proces na E| sa srednjom mjerom p|g, .
Dokaz propozicije se svodi na jednostavnu provjeru definicije.

Teorem 3.2.3 (Teorem preslikavanja). Neka je I1 Poissonov tockovni proces na E sa sred-
njom mjerom u koja je o-konacna, te neka je f : (E, &) — (E’, &) izmjeriva funkcija takva
da mjera i/ = p o f~' nema atome. Tada je f(I1) Poissonov tockovni proces na E' sa
srednjom mjerom ('

Dokaz. Pokazimo prvo slucaj kada je u(E) < oco. Za izmjeriv skup A stavimo da su I1; =
IINAill, = II N A restrikcije procesa I1. Jasno je da su oni, zbog disjunktnosti A i
A€ 1 svojstva potpune slucajnosti, medusobno nezavisni. Analogno kao u dokazu leme o
disjunktnosti pokazuje se da su f(I1;) i f(Il,) disjunktni s vjerojatnoscu 1.
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Oznacimo sa M mjeru na EX & takvu da za skup B C E X E M(B) predstavlja ocekivani
broj parova (x,y) € B, x e [, y e I t.d. je f(x) = f(y). Kako su f(Il;) i f(Il,) disjunktni s
vjerojatnos$¢u 1, jasno je da vrijedi

M(A x A€) = 0.

Neka je m(B) = M(B x B). Lako se vidi da zbog aditivnosti mjere i ¢injenice da je
M(A x A°) = 0 vrijedi
M(A X B) = m(A N B).
Primijetimo da je m(B) = M(B x E) pa se lako vidi da m zadovoljava svojstva mjere, tj. m
je mjera na &. Oznaimo sa M; mjeru na dijagonali D C E X E induciranu sa m. Tada je

M (A x B) = m(A N B).
No to znaci da je
M(A X B) = M(A X B),

za sve izmjerive A i B. Dakle, M i M, poklapaju se na svim pravokutnicima iz & X & pa
su zbog jedinstvenosti proSirenja te mjere jednake. Stoga slijedi da je M koncentrirana na
dijagonali D, §to znaci da s vjerojatnoScu 1 nema razlicitih to¢aka x € I11y € Il takvih da
je f(x) = f(y). Dalje dokazujemo kao u propoziciji|3.2.1

Sada pokaZimo da tvrdnja vrijedi i bez pretpostavke u(E) < oo. Kako je u o-konacna,
postoje disjunktni izmjerivi skupovi (E, : n € N) takvi da je

E-= U E, w(E,) <o, YneN.
n=1

Sa I, oznacimo restrikciju od Il na E,. II, su nezavisni Poissonovi procesi sa srednjim
mjerama u, (restrikcija mjere u na E,). Prema upravo dokazanom, f(Il,) su nezavisni
Poissonovi procesi sa srednjim mjerama g/, = g o f~'. Tada je

£ = f([] Hn) = O £,)
n=1 n=1

njihova superpozicija, dakle Poissonov proces sa srednjom mjerom

W= iu; =po f.

n=1

Time je pokazana tvrdnja teorema. O
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Sjetimo se, prema prvoj (jednostavnoj) definiciji tockovnog procesa nuzno je N({x}) <
1, za svaki x € E. Ono §to nam u preslikavanju stvara tehnicke poteSkoce je upravo slucaj
kada se dvije razliCite toCke iz E preslikaju u istu to¢ku u kodomeni pa broj tocaka u
nekom skupu B C E nije nuzno jednak broju tocaka u skupu f(B). Kada bismo dopustili
da se ta tocka kodomene broji dva puta, ne bismo viSe imali taj problem. Stoga, u slucaju
drugog pristupa u definiciji to¢kovnog procesa, analogon teorema preslikavanja tehnicki je
puno manje zahtjevan, a uvjeti na preslikavanje f jos slabiji, Sto moZemo vidjeti u iducoj
propoziciji.

Propozicija 3.2.4 (Teorem preslikavanja za drugi pristup). Neka je f : E — E’ funkcija
takva da je za svaki omeden skup B' C E’ i praslika f~'(B’) omedena. Ako je N PRM(u)
na E sa tockama {X,} onda je N' = N o f~' PRM(y’) na E’ sa tockama {f(X,))} pri cemu je
wo=po f .

Dokaz. Jednostavno se vidi da ako je N oblika

N = ZGX"’

onda je
N = Z €7 (X,)-
n

PokaZimo da N’ zadovoljava uvjete iz definicije. Za izmjerivi B’ C E’ vrijedi
P(N'(B) = k} = PIN(f~'(B") = k},

a desna strana je upravo jednaka vjerojatnosti da Poissonova slucajna varijabla s parame-
trom u(f~'(B")) = u/(B’) poprimi vrijednost k.

Takoder, ako su B/, ..., B, disjunktni izmjerivi podskupovi od E’, tada su i praslike
fNBY),..., f(B,,) disjunktne, a kako je

(N'(B),....N'(B,) = (N(f™'(B))), ... N(f"'(B)).

onda iz nezavisnosti komponenti sa desne strane slijedi i nezavisnost od N'(B)), ..., N'(B;).
O

Iz teorema preslikavanja slijede neka pozeljna svojstva poput Cinjenice da je projekcija
Poissonovog procesa na niZedimenzionalni prostor i dalje Poissonov proces.

Primjer 3.2.5. Neka je I1 Poissonov proces na RP sa intenzitetom A te neka je f : RP — R?
projekcija
f('x17~x27""xD):(XI’XZ""’Xd),
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pri cemu je d < D. Tada za B C R? po Fubinijevom teoremu vrijedi

W' (B) = f Ax1, X2, ..., xp)dxdx, . ..dxp
BxRP-d

= f/l’(xl, X2yeny Xd) dxld)Q . dxd,
B
gdje je
/Y(.Xl, XDyonoy xd) = f . /l(xl, XDyonny )CD) dxd+1dxd+2 Cen d)CD.
RD-

Prema tome, u’ je o-konacna te nema atome (jer je apsolutno neprekidna u odnosu na
Lebesgueovu mjeru na R?). Stoga prema teoremu o preslikavanju zakljucujemo da je pro-
Jjekcija f(I1) Poissonov proces sa intenzitetom A'.

¥ 7 P ¥ 7 s
£ ° o § 4 - 2
" o
¢ — ¢ —
o 3
" i s
" s
o b o @
'y 2
_ ' * _I Y bl
o |+ W e e e we e O —
[ [ [ [ [ [ [ [ [
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Slika 3.1: Primjer projekcije dvodimenzionalnog Poissonovog procesa na x i y osi. Origi-
nalni proces ima konstantni intenzitet 1 na kvadratu [1,4] x[1, 4], a 0 izvan kvadrata, stoga
projekcije imaju konstantan intenzitet 3 na intervalu [1, 4], a O izvan intervala.

Takoder, procese sada mozemo promatrati i u nekim drugim koordinatama. Najosnov-
niji primjer su polarne koordinate u dvodimenzionalnom prostoru.

Primjer 3.2.6. Neka je I1 uniforman Poissonov proces sa konstantnim intenzitetom A na
R? te neka je f : R* — (0, 00) x [0, 27)

foey) = (Va2 + 32 tan ™ (/).
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Tada za B C R? po teoremu o zamjeni varijabli vrijedi

,u'(B):f /ldxdy:f/lrdrde.
Via®:)) B

Opet, prema teoremu o preslikavanju, dobivamo da je proces u polarnim kordinatama f(I1)
i dalje Poissonov proces. Uocimo da transformirani proces vise nije uniforman.

o 4 . *o' . '.3".0’$.".
— . :.:s s ® -» ;$ - : - .“;. .‘géz
.ow.&‘.' '.0 P o — *w ‘.. °:
o | ttee . T N LA v N
.o b e300 -7 ** .5‘:“\"0?‘
{‘.\...o . X, 2| o A I Dt
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R A O IR DN A
w | 'b..‘:.. ".'. O°a..¢.. [ .0*‘.’ ¢,

i .if.. soh L ‘}* o .« o o ..}’ ?o?
o %oy M..".‘ | e o o ‘..'oo'a*
< ] Mg ¥ ? ** Tme a0

I I I I I I I I I I I
100 5 0 5 10 2 4 6 8 10 12
X r

Slika 3.2: Primjer transformacije koordinata Poissonovog procesa u polarne. Pocetni pro-
ces generiran je u krugu radijusa 12.

MoZemo oti¢i i korak dalje pa pogledat projekciju procesa u polarnim koordinatama
na prvu koordinatu. Prema prethodnom primjeru, to ¢e opet biti Poissonov proces sa
intenzitetom

27
A"(r) = f A'(r,0)df = 2rAr. (3.5)
0

Dakle, dobili smo da udaljenosti tocaka uniformnog Poissonovog procesa 11 od ishodista
tvore Poissonov toc¢kovni proces na {0, o) sa intenzitetom A”’. Primijetimo da iz formule
(B.5) kao i sa slike [3.2] moZemo vidjeti da udaljenosti od ishodista nisu uniformne. In-
tuitivno, broj tocaka koje su udaljene za manje od 1 je proporcionalan povrsini kruga
povrsine 11, dok je recimo broj tocaka koje su udaljene za barem 1, a manje od 2, propor-
cionalan povrsini kruznog vijenca koja iznosi 311. Stoga je jasno da ocekivani broj tocaka
u intervalu {0, 1) i intervalu (1, 2) nece biti priblizno jednaki pa tako ni mjere tih skupova.
Na taj nacin moZemo se uvjeriti da dobiveni rezultat potkrepljuje i intuitivne zakljucke.
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Za posljednji primjer primjene teorema preslikavanja pokazat ¢emo kako u jednoj di-
menziji fundamentalnu ulogu igra upravo uniforman Poisssonov tockovni proces, tj. da se
odgovarajuéim preslikavanjima jednodimenzionalan (neuniforman) Poissonov proces uvi-
jek moZze svesti na uniforman.

Primjer 3.2.7. Neka je I1 Poissonov proces na R sa o-konacnom srednjom mjerom p.
Definiramo funkciju M : R — R kao

M(1) = p(€0,1]), =0,
M(t) = —u({0,¢]), t<O.

Ovako definirana M je monotono rastuca te vrijedi
ula,bl = M(b) — M(a), a<b.

Kako je u u potpunosti odredena svojim vrijednostima na poluotvorenim intervalima, sli-
jedi da su M i p u 1-1 korespondenciji te kaZemo da je u Stieltiesova mjera odredena sa
M.

Uzmimo sada da je f = M. Tada je zat > 0ix = M(?)

K (0, x]) = @' 0, M(D]) = p(0,1]) = M(1) = x,

te analogno p'({(—x,0]) = x. Stoga je M(I1) uniforman Poissonov proces s intenzitetom 1
na (M(—c0), M(0)).

3.3 Stanjivanje i oznacavanje Poissonovih procesa

U ovoj sekciji opisat ¢emo ukratko joS$ jedan zanimljiv koncept u promatranju Poissonovih
toCkovnih procesa.

Prisjetimo se prvog poglavlja gdje smo govorili o vezi Poissonove i1 binomne distribu-
cije. Jedan od zakljuCaka koje smo tamo naveli bio je 1 sljedeci: ukoliko je N ~ Poiss(u) te
M slucajna varijabla takva da je M|N ~ B(N, p), tada su M i N — M medusobno nezavisne
Poissonove slu¢ajne varijable s parametrima pu i (1 — p)u, respektivno.

Neka je IT Poissonov proces na E sa srednjom mjerom u. Obojimo tocke procesa
nasumicno u dvije boje - crvenu 1 zelenu, pri ¢emu je vjerojatnost da biramo crvenu p, a
zelenu g = 1—p. Sada za proizvoljan skup A C E, moZemo promatrati N(A), N,(A), Ng(A),
dakle broj tocaka iz IT koje su upale u A te broj crvenih i zelenih to¢aka u A. Primijetimo da
je po definiciji Poissonovog procesa N(A) ~ Poiss(u(A)), a zbog nacina kako smo bojali
tocke je N.(A)IN(A) ~ B(N(A), p). Stoga su N,(A) i Ny(A) = N(A) — N.(A) nezavisne
Poissonove slucajne varijable s parametrima pu(A) i gu(A).
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§tovi§e, ako su Ay, ..., A, disjunktni podskupovi od E, onda su trojke
(N(Aj),N(Aj),N,(A)), j=12,...,n,
medusobno nezavisne, a onda su i
N.(Aj), NJ(Ap, j=12,...,n,

nezavisne. Iz toga slijedi da skup crvenih tocki i skup zelenih tocki tvore nezavisne Po-
issonove procese sa srednjim mjerama pu i gu.
Tvrdnja se moze induktivno poop¢iti na k boja, za proizvoljan k € N.

Teorem 3.3.1 (Teorem o bojanju). Neka je I1 Poissonov proces na E sa srednjom mjerom
U te neka su njegove tocke obojane u k boja, pri cemu je vjerojatnost i-te boje p;. Pri tome
su boje razlicitih tocaka nezavisne (medusobno i od pozicija tocaka). Neka 11; predstavlja
skup tocaka obojan i-tom bojom. Tada su 1l; nezavisni Poissonovi procesi sa srednjim
mjerama ; = p;u.

Primjer 3.3.2. Vratimo se nakratko na slucaj sa dvije boje i probajmo razmisljati u drugom
kontekstu - umjesto bojanja tocaka u dvije boje, zamislimo da sa vjerojatnoséu p neku
tocku zadrZimo, a s vjerojatnoséu q = 1 — p izbacimo iz skupa 11, pri cemu su ti izbori
medusobno nezavisni za svaku tocku te nezavisni od pozicije tocke. Time smo dobili novi
podskup 1" C 11 za koji, na potpuno isti nacin kao i u slucaju bojanja, zakljucujemo da
Jje Poissonov tockovni proces sa srednjom mjerom pu. Taj postupak zovemo stanjivanjem
Poissonovog procesa.

Na slici[3.3]moZemo vidjeti primjer procesa obojanog u tri boje - crvenu s vjerojatnosti
0.5, zelenu s vjerojatnosti 0.3 i crnu s vjerojatnosti 0.2. S druge strane, ako uzmemo na
primjer samo crveno obojane tocke, dobijemo stanjeni tockovni proces za p = 0.5.

KoriStenjem teorema o bojanju u primjenama, pokazuje se da je svojstvno nezavisnosti
boje od pozicije tocke dosta restriktivno, stoga je nastala potreba da se taj teorem dodatno
poopdi.

Neka je opet I1 Poissonov proces na E sa srednjom mjerom u. Uz svaku tocku X skupa
IT povezujemo slucajnu varijablu my koja predstavlja oznaku (eng. mark) od X, a podrucje
vrijednosti joj je neki skup M. Oznaka nam predstavlja poopcenje boje koje u ovom slucaju
moze ovisiti 0 samoj tocki X, ali je nezavisno s ostalim tockama 1 njihovim oznakama.

Tocku X* = (X, my) moZemo promatrati kao slu¢ajnu totku skupa E x M. Stovise,
pokazuje se da je

IT" = {(X,my) : X € 1},

Poissonov proces na S X M. Iduca definicija i teorem na formalan nacin iskazuju tvrdnje
1Z Ovog razmatranja.
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Slika 3.3: Originalni uniformni Poissonovi proces, proces nakon bojanja te stanjeni proces.

Definicija 3.3.3. Neka je I1 Poissonov proces na E sa srednjom mjerom u, te neka je za
svaki x € E zadana vjerojatnosna distribucija p(x,-) na M takva da je za B € M, p(-, B)
izmjeriva funkcija na E. Oznacavanje od 11 je slucajan podskup IT* = {(X, myx) : X € I1} od
E X M takav da uvjetna distribucija od 11" uz dano 11 ¢ini my nezavisnima s distribucijama
PX, ).

Teorem 3.3.4 (Teorem o oznaCavanju). I1* je Poissonov proces na E X M sa srednjom
mjerom u* danom sa

w(C) = f u(dx)p(x, dm).
(x,m)eC



Poglavlje 4

Sume nad Poissonovim procesima

U ovom poglavlju promatrat ¢emo sume oblika

T= ) f0, (4.1)

pri ¢emu je I1 Poissonov proces, a f realna izmjeriva funkcija. MoZe nas zanimati pod
kojim uvjetima suma ovog oblika konvergira, kolika je ocekivana suma, kolika je varijanca
sume, itd.

Takvi rezultati bitni su u nam u primjenama jer se sume oblika (4.1)) prirodno pojavljuju
u raznim problemima. Jedan od povijesno prvih primjera je tzv. shot effect (efekt udarca),
gdje se tocke pojavljuju u raznim trenucima, a efekt njihovog djelovanja traje jo§ neko
vrijeme nakon njihova pojavljivanja. Konkretno, pretpostavimo da imamo uredaj koji mjeri
ucinak Cestica koje se emitiraju iz nekog radioaktivnog materijala, 1 to tako da na Cesticu
koja se pojavila u trenutku 7';, uredaj u trenutku ¢ reagira sa intenzitetom @(z — 7). Tada
je ukupna reakcija uredaja u trenutku ¢

D> o -T)).
J

Ukoliko se vremena emitiranja Cestica mogu opisati kao Poissonov proces na (0, co), pos-
ljednji izraz je upravo oblika (.T].

Visedimenzionalni primjer moZe biti npr. racunanje ukupne gravitacijske sile okolnih
zvijezda na jednu odredenu zvijezdu.

4.1 Campbellov teorem

Osnovni rezultat koji nam daje nuzne i dovoljne uvjete za konvergenciju sume u @.1) je
Campbellov teorem. Da bi stekli bolju intuiciju, prije nego prijedemo na sam teorem,

35
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probajmo analizirati slu¢aj za jednostavne funkcije. Dakle, pretpostavimo da f : E — R
poprima kona¢no mnogo ne-nul vrijednosti fi,..., f; te da je jednaka nuli izvan nekog
skupa konacne u-mjere. Tada su

Ai={x:fx)=f}, Jj=1,...,k
disjunktni izmjerivi skupovi te vrijedi
mJ:/J(AJ)<00, jzl,...,k.

Oznacimo
N;=N(A;) ~ Poiss(m;).

N su nezavisne te vrijedi

k
L= fX)=) N, (4.2)
1

Xell Jj=

Sto u potpunosti odreduje distribuciju od X. Za 6 € C vrijedi

BE(e%Nh)

.:»

E(eHE) —
1

J

exp{(egff - Dmj}

.:»

1l
—_

J

k
exp {Z fA (e - l)u(dX)}

j=1 YAj

= exp {f(egf(x) - l)y(dx)}.
E

Uzmemo li posebno da je 6 Cisto imaginaran, dobivamo karakteristi¢nu funkciju od

@s(1) = E(e™) = exp { f (e — l)ﬂ(dx)}, teR.
E

Sada koristeci vezu izmedu karakteristicnih funkcija i momenata slucajne varijable, moZemo
iz gornje formule izraCunati ocekivanje i varijancu (primijetimo da zbog (#.2) u ovom
slucaju £ ima prva dva momenta). Prisjetimo se da vrijedi

1
EQX) = ;90;_(0)

1

E(X’) = 24:0).
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Oznacimo li

1(r) = f (e — Du(dx),
E

imamo J J
gp(t) = —e'V =V —1(1) = ' f if (e p(dx),
= dt dt -

pri ¢emu je derivacija mogla preci pod integral jer je derivacija podintegralne funkcije
apsolutno integrabilna (Sarapa, [4], korolar 10.2). Posebno je

64(0) = i fE FOOu(dx)
paje
E(T) = fs FOu(dx).

Na sli¢an nacin dobivamo i

var(Z) = fs f(x)*u(dx).

Ova razmatranja su zapravo prvi korak u dokazu Campbellovog teorema. Prije samog
teorema, treba nam jo$ jedna pomoc¢na tvrdnja koju ¢emo koristiti u njegovom dokazu.

Lema 4.1.1. Neka je f : E — R nenegativna izmjeriva funkcija te neka je u € R, u > 0.
Tada vrijedi

f min(f(x), Du(dx) < o & f (1 — e yu(dx) < 0. (4.3)
E E
Dokaz. Koristit éemo sljedece poznate nejednakosti
al <l-e"<x, x2>0. 4.4)
x+1
Primijetimo da vrijedi
l-e“@W<1, VxeE (4.5)
1 -—e™™ <uf(x), VxeE. (4.6)

Ako je u < 1, [#.6) povlaci da je 1 — e /@ < f(x), pa to skupa sa (4.3)) daje
1 — ™™ < min(f(x), 1).
Ako je pak u > 1, (#.3) povlati daje 1 — e™/™ < u, pa to skupa sa (@.6) daje

1 —e™@ < ymin(f(x), 1).
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Dakle, za sve u > 01 x € E vrijedi
1 — ™™ < max(u, 1) min(f(x), 1). 4.7)

S druge strane, imamo sljedece. Za x € E takve da f(x) < 1 vrijedi

1 -

—uf(x) Mf(.X') I/lf(.X') u .
A1 S url D oag 1m0 D.

Za x € E takve da f(x) > 1 vrijedi
l—e@W>1—e"=N-e™-1=(-e)Ymin(f(x),1) > % min(f(x), 1).
u
Dakle, za sve x € Eiu > 0 vrijedi

| e s M

min(f(x), 1). (4.8)

u+1
Sada @.7) i (4.8) skupa daju

uTu1 min(f(x), 1) < 1 — e™@ < max(u, 1) min(f(x), 1),

pa iz monotonosti integrala slijedi tvrdnja leme.
O

Teorem 4.1.2 (Campbell). Neka je 11 Poissonov tockovni proces na E sa srednjom mjerom
U te neka je f : E — R izmjeriva funkcija. Suma

L= f(X)

apsolutno konvergira sa vjerojatnoscu 1 ako i samo ako

fmin(lf(x)l, Du(dx) < oo. 4.9)
E

U slucaju konvergencije vrijedi

E(e™) = exp { f (e — 1);1(dx)} (4.10)
E

za svaki 8 € C za koji integral na desnoj strani konvergira, a posebno za svaki cisto imagi-
narni 6. Nadalje, vrijedi

EQ) = f Ju(dx) (4.11)
E
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u smislu da ocekivanje od X postoji ako i samo ako integral s desne strane konvergira i u
tom slucaju su jednaki. Ako @.11)) konvergira, onda je

var(X) = f f’u(dx),
E

konacno ili beskonacno.

Dokaz. Dokaz provodimo Lebesgueovom indukcijom. Prvi slucaj, kada je f jednostavna
funkcija, ve¢ smo pokazali. U tom slucaju, (4.10) vrijedi za sve 6 € C.

Svaka pozitivna izmjeriva funkcija f moZe se prikazati kao limes rastuceg niza jednos-
tavnih funkcija (f,), §j. f = lim; f;. Stavimo da je 6 = —u, gdje je u realan pozitivan broj,
te oznac¢imo X; = X f;(X). Tada imamo

E[e™*] = lim E[e™"*/]
]

= lim exp {— f(l - e‘“ff(x))u(dx)}
J—)OO E

= exp {— f (1- e‘”f("))u(dx)}
E

pri ¢emu prva jednakost slijedi iz teorema o dominiranoj konvergenciji, druga po prethodno
dokazanoj tvrdnji za jednostavne funkcije, a treca iz teorema o monotonoj konvergenciji.
Primijetimo da iz prethodne leme znamo da posljednji integral konvergira za svaki
u > 0 ako i samo ako je ispunjeno (4.9).
U slucaju da integral ne konvergira (tj. divergira u co), dobivamo da je E[e™*] = 0 za
svaki u > 0, pa je zbog
0 = E[e™*] = E[e”1(zceo)];

nuzno P({X < oo}) = 0, dakle X = oo gotovo sigurno.
U slucaju konvergencije, pusStanjem u — 0, dobivamo da je

E[le™] — 1.
Kako je za svaki u
Ele™*] = Ele " 1is<aj] + Ele ™ 1{zc0)] = Ele ™ 1j5c)] < P({E < o0}) < 1,

po teoremu o sendvicu slijedi da je £ < oo gotovo sigurno pa vrijedi prva tvrdnja teorema.

U slucaju kada je ispunjeno (4.9) tj. kada je X konacna g.s., moZe se pokazati da su
lijeva i desna strana od (4.10) analiticke funkcije od 6 za Re 6 < 0. Kako se te dvije ana-
liticke funkcije poklapaju na negativnhom dijelu realne osi, po principu jedinstvenosti ana-
liticke (holomorfne) funkcije (Ungar, [S)], korolar 37.6), one su nuzno jednake. Posebno,
(4.10) vrijedi za sve Re 6 < 0.
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Formule za ocekivanje i varijancu dobijemo sli¢no kao i u slu¢aju za jednostavne funk-
cije koriste¢i vezu momenata slucajne varijable i karakteristi¢ne funkcije (ili Laplaceove
transformacije). Time smo dokazali tvrdnju teorema za slucaj f > 0.

Za opcenitu funkciju f, stavimo f = f* — f7, gdje je f* = max(0,f) te f~ =
max(0, —f). Tada X konvergira apsolutno ako i samo ako konvergiraju obje sume

o= ) 0= fX,

Xell Xell,
=) == fX),
Xell Xell-

pri ¢emu su I1, i I1_ restrikcije procesa I[1 na E, = {f > 0} odnosno E_ = {f < 0}. Prema
prethodno dokazanom, nuZan i dovoljan uvjet za konvergenciju tih dviju suma je da vrijedi
(4.9) u odnosu na mjere u(- N E,) i u(- N E_), ato je pak ekvivalentno upravo sa (4.9)) za u.

Dakle (4.9) je nuzan i dovoljan uvjet za konvergenciju od X. Obzirom da su E, i E_
disjunktni, I1; 1 II_ su nezavisni procesi, pa za 6 €isto imaginaran vrijedi

E[e?] = E[e™*]E[¢™]

:wp{fwwm—1mum}wp{fwwm—lwum}
E E

= exp {f(egﬁ(x) . 1),u(dx)}
E

= exp {f(e(’f(x) - 1)y(dx)} )
E

Time je dokazano da (4.10) vrijedi za imaginarne 6, pa se izrazi za oCekivanje i varijancu
dobivaju opet na sli¢an nacin. Tvrdnja se proSiruje i na § € C za koje integral na desnoj
strani konvergira koriStenjem principa jedinstvenosti.

]

Direktna posljedica Campbellovog teorema je iduéi korolar.

Korolar 4.1.3. Neka su f,..., [, funkcije za koje je zadovoljen uvjet Campbellovog te-
orema [@.10). Tada znamo da sume

Zi= ) S

Xell

konvergiraju gotovo sigurno i vrijedi

E[eit121+-~~+itn2n] = exp {f(eit1f|(x)+-~+it,,fn(x) _ l)lu(dx)} ) (412)
E
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Ako fj zadovoljavaju
[ run <o
E
onda je

cov(Zj, Xy) = fE Ji) fillx)u(dx).

Dokaz. Relacija (@.12)) slijedi direktno iz Campbellovog teorema za f = t;f; + ---t,f, i
0 =i
Ukoliko je

var(Z)) = L i) u(dx) < oo, j=1,....n,

kovarijanca cov(Z;, X;) je dobro definirana za sve ji k. Kako posebno vrijedi

E[eitj2j+itk2k] — exp {f(eiljfj(X)+itkfk(X) _ 1)’u(dx)} R
E

moZe se sli¢no kao 1 za momente dobiti da je E[X;X;] jednako koeficijentu uz itif; u razvoju
lijeve strane u red. Taj koeficijent moZemo dobiti parcijalnim deriviranjem desne strane po
1; 11y, dijeljenjem s i* te uvrStavanjem #; = 0 iz = 0. Tako dobivamo

B = fE Ji)u(dx) fE Jeouldx) + f Ji) fil(x)u(dx).

Sada je
cov(Zj, 2) = E(X;2) — EQHEZ0) = f Ji(0) fi(x)p(dx).
O

Primjer 4.1.4. Campbellov teorem moZemo koristiti zajedno sa Monte Carlo (MC) simu-
lacijama u procjenama integrala funkcija vise varijabli. Neka je W C R te f : W — R
integrabilna funkcija. Zanima nas

I = f Jf(x)dx.
w

Neka je I1 Poissonov proces sa itenzitezom
(4.13)

Oznacimo sa
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Po Campbellovom teoremu je tada

E[]) —E[Z )]

f (0)A(x)dx

f f(x) - cdx
= f f(x)dx
w

=1

Dakle procjenu stvarne vrijednosti integrala moZemo dobiti kao prosjek vrijednosti do-
bivenih iz velikog broja simulacija.
llustrirajmo to konkretnim primjerom. Definirajmo

f(x,y) = 16xy + 200,

te izracunajmo integral te funkcije na podrucju W omedenom sa krivuljama

y=x2iy:8—x2.
Tockovne procese simuliramo 500 puta sa funkcijom itenziteta A kao u @.13) za ¢ = 50.
Sto je c veci, broj to¢aka u simulaciji je veci pa je procjena pouzdanija, ali i sporija. Kako
Jje intenzitet izvan zadanog podrucja 0, simulirani tockovni procesi imaju oblik kao na slici.

Slika 4.1: Primjer simuliranog procesa.

Racunom se dobije da je egzaktna vrijednost integrala 12800/3 ~ 4266.667. Na slici
moZemo vidjeti kako se procjena dobivena MC simulacijama u R-u pribliZava stvarnoj
vrijednosti integrala.
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Slika 4.2: Konvergencija procjena integrala prema stvarnoj vrijednosti.

Sjetimo se da smo u dokazu Campbellovog teorema u slucaju f > 0 pokazali da tvrdnja
teorema vrijedi za svaki 6 = —u gdje je u pozitivan realan broj. Uzmemo li posebno 6 = —1
dobivamo

Ele™] = exp {— f(l - e_f(x))ﬂ(dx)}, (4.14)
E
pri ¢emu je
5 = Z f(X).
Xell

Sjetimo li se definicije Laplaceovog funkcionala od prije, vidimo da je X, = N(f), tj.
(4.14) je upravo izraz za Laplaceov funkcional, pri ¢emu je N reprezentacija od IT u smislu
drugog pristupa, odnosno mjera generirana s tockama od II.

U dokazu teorema[2.3.4] vidjeli smo da je, da bi neki tockovni proces IT bio Poissonov,
dovoljno da vrijedi (4.14)) za f koje poprimaju kona¢no mnogo vrijednosti 4y, ..., ;. Taj
uvijet automatski povlaci da su N(A), A € & Poissonove slucajne varijable te da su te
sluc¢ajne varijable nezavisne ukoliko su odgovarajuéi skupovi disjunktni.
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4.2 Rényijev teorem

JoS$ jedan zanimljiv nacin da okarakteriziramo Poissonove procese daje nam Rényijev te-
orem. Snaga Rényijevog teorema je u tome Sto pokazuje kako je informacija o distribuciji
procesa sadrzana u tzv. funkciji izbjegavanja (engl. avoidance function) a definiranoj sa

a(A) =P{NA) =0} =P{IINA =0}, Acé&

Pokazuje se naime da je, da bi N(A) bile Poissonove sluCajne varijable za svaki A € &,
dovoljno pretpostaviti da imaju dobre vjerojatnosti u O u odnosu na neku mjeru y, tj.

a(A) =", YAe&.

Tu takoder nema nikakvih eksplicitnih uvjeta na nezavisnost, nego ¢e ona automatski pro-
izaci iz uvjeta na funkciju izbjegavanja. U nastavku ¢emo dokazati jednu od inacica tog
teorema.

Teorem 4.2.1 (Rényi). Neka je u mjera na RY koja nema atome te koja je konacna na
omedenim skupovima. Neka je T1 slucajan prebrojiv podskup od R? takav da za sve A C R?
koji su konacne unije pravokutnika vrijedi

P{IINA =0} =e*?Y,
Tada je 11 Poissonov proces sa srednjom mjerom L.

Dokaz. Nazovimo k-kockom svaki pravokutnik {a, b] u R¢ za koji vrijedi
a;=v2*, b=+ 127 i=1,....4d,

za neke cijele brojeve v;, i = 1,...,d. Drugim rije¢ima, sve k-kocke za neki fiksan k
generiraju mrezu u RY sa §irinom 27*. Za k-kocku C, definiramo E(C) = {IIN C = 0}.

PokaZimo prvo da su za fiksan k, dogadaji E(C,), ..., E(C,) nezavisni akosu Cy,...,C,
razlicite (a time i disjunktne) k-kocke.

P[ﬁ E(C))
j=1

=P{INC;=0,j=1,....n}

=PIl N (U,C)) = 0}
= explu(U’_,C)))

n
- H e H(C)
J=1
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Zaista, dogadaji su nezavisni te vrijedi
P{E(C)} = .

Uzmimo sada G C R, otvoren i omeden. Kako je G otvoren, za dovoljno veliki k svaka
tocka iz G nalazi se u nekoj k-kocki koja je sadrzana u G. StoviSe, za svake dvije razliCite
tocke iz G mozemo naci dovoljno velik k tako da su one u razliitim k-kockama. Stoga je

N(G) = lim N(G),

pri ¢emu smo sa N(G) oznacili broj k-kocki C € G za koje je ITN C # 0. Kako su E(C)
nezavisni dogadaji vrijedi

E[ZNk(G)] — E[Zch; IE(C)C]

= |] B[z'E0°]
CcaG,
C k—kocka
= [zP(E(C)°) + P(E(C))]
CcaG,
C k—kocka
- [(1 - e—/l(C))Z + e—#(C)]
CCaG,
C k—kocka
= [z + (1 —2)e™],
CCaG,
C k—kocka

za |zl < 1. Kako je niz (N, (G)); monotono rastu¢, po teoremu o monotonoj konvergenciji
vrijedi
B["@] = imB[M @] = lim | | 2+ (1 -2,
k k

CCG,
C k—kocka

za 0 < z < 1, uz konvenciju z* = 0.
Kakoza 0 <z < 1iyu >0 vrijedi

7+ (1 —g)et > e K,
slijedi da je
N(G) ; —(1-2)u(C)
E[z"“] > lim ]—[ e

CCaG,
C k—kocka

— lim e~(1-9 ZH(©)
k

> ¢~(1-9H(G).
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Sada zbog
e_(l—Z)/-l(G) < E[ZN(G)] = E[ZN(G)l{N(G)<oo}] < P{N(G) < 00} < 19

puStanjem z — 1 slijedi da je N(G) konacna gotovo sigurno.

Veé smo dobili da je E[ZV©] > e~ ali Zelimo pokazati da vrijedi $tovise i jed-
nakost. U tu svrhu pokazujemo malu podtvrdnju.

Pokazimo da za k-kocke na omedenom podrucju, u(C) konvergira uniformno prema
0 kada k — oco. Uzmimo da je to podrucje 0-kocka Cy, iz toga onda slijedi tvrdnja i
za opCenito omedeno podrucje. Pretpostavimo suprotno - u(C) ne konvergira uniformno
prema O na Cy. Tada postoji 6 > 01 k-kocke C C Cj za svaki k € N takve da u(C) > 6. Za
k-kocku ¢emo reci da je losa ako za svaki [ > k sadrzi [-kocku C’ takvu da je u(C’) > 6.
Prema tome, Cy je loSa. No tada je barem jedna 1-kocka od njih 2¢ sadrzanih u C, takoder
loSa. Naime, kako ih je kona¢no mnogo, u barem jednu od njih (oznacimo ju sa C;) je
moralo upasti beskonacno mnogo od ovih k-kocki mjere vece od ¢ koje Cy sadrzi. Jasno
je da je onda C, losa te da induktivno dobivamo niz Cy 2 C; 2 C; 2 -+ pri ¢emu je Cy
loSa k-kocka. Takoder, zbog monotonosti mjere je u(Cy) > 6 za svaki k, a onda je i mjera
presjeka veca od 6. S druge strane, kako se stranice k — kocki smanjuju i teze prema 0,
presjek moze biti ili prazan ili jedna tocka. No to je u kontradikciji s pretpostavkom da u
nema atome.

Stoga, za otvoren 1 omeden G, moZemo pretpostaviti da za 6 > 0 postoji dovoljno veliki
k takav da je u(C) < ¢ za sve k-kocke u G.

Akojeu <610<z<1 vrijedi

e~ (1=9u(G) < E[ZN(G)] < e—(l—z)‘}’((s)ﬂ(G)’

pri cemu W(9) — 1 kada o — 0.
Pustimo 1li § — 0, u naSem sluc¢aju dobivamo upravo

E[ZN(G)] = ¢~ U-2u(G)

Dakle, N(G) imaju Poissonovu distribuciju sa parametrom u(G).
Ako pak uzmemo Gy, ..., G, disjunktne otvorene omedene skupove, jasno je da niti
jedna k-kocka ne mozZe istovremeno biti unutar dva ili viSe G, stoga su za fiksni k

Ni(Gy), ..., N (Gp)
nezavisne, a onda su i njihovi limesi
N(Gy),...,N(G,)

nezavisni.
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Na kraju joS preostaje proSiriti dokazane tvrdnje za otvorene omedene skupove na sve
izmjerive podskupove od R¢. Kako se svaki pravokutnik (a, b] moZe prikazati kao presjek
otvorenih skupova

1 1
(a,b]l =| Ka,b+(=,...,=)),

slijedi da tvrdnja vrijedi i za pravokutnike.
No sada se prisjetimo (4.14). Ako stavimo f = 1 pri ¢emu je R pravokutnik, imamo

Zr= ), LX) = N®),

Xell

te jer je N(R) ~ Poiss(u(R))
Efe /] = E[e V"] = ¢~ = expf f (€™ = Du(dx)}.
E

Kako je svaka nenegativna funkcija limes rastuceg niza karakteristi¢nih funkcija pravokut-
nika, iz teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi da tvrdnja vrijedi i za sve nenegativne
funkcije pa je zaista [1 Poissonov proces sa srednjom mjerom pu. O
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Sazetak

U ovom radu, cilj nam je bio definirati i dati osnovne rezultate o Poissonovim to¢kovnim
procesima. Prije svega, prikazana je definicija opCenitih tockovnih procesa za koju se
tradicionalno koriste dva sli¢na, ali ipak razli¢ita pristupa - prvi se koncentrira direktno
na tocke kao podskupove od R?, a drugi uvodi pojam slu¢ajnih mjera te na njima gradi
definiciju. Iako se uglavnom oslanjamo na prvu definicju, naglaSavamo neke zanimljive
razlike i veze sa drugom definicijom. Nakon formalne definicije tockovnih procesa, a
onda i konkretno Poissonovih tockovnih procesa, pokazujemo osnovne rezultate vezane uz
transformacije Poissonovih procesa poput unije prebrojivo procesa (teorem superpozicije),
preslikavanja, stanjivanja i oznacavanja procesa. U zadnjem poglavlju dokazana su joS dva
bitna rezultata, a to su Campbellov teorem koji opisuje distribuciju slucajne varijable

DX,

te Rényijev teorem koji daje vrlo zanimljivu karakterizaciju Poissonovi procesa kroz funk-
ciju izbjegavanja.



Summary

In this thesis, our goal was to define Poisson point processes and introduce some of their
basic properties. Firstly, we reviewed the definition of general point processes. Typically,
two similar, but different approaches are used for the definition - the first one concentrates
directly on the points as subsets of R, while the second approach relies on the concept
of random measures. Although we concentrate mainly on the first definition, we point out
interesting differences and similarities between those two approaches. After the formal
definition of point processes and Poisson point processes, we show some fundamental
results from the transformation theory of Poisson processes concerning countable unions of
processes (superposition theorem), mapping, thinning and marking. In the last chapter we
prove two more substantial results: the Campbell theorem which describes the distribution
of the random variable
> F,

and Rényi’s theorem which reveals an interesting characterisation of Poisson point proce-
sses using the avoidance function.
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