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Sazetak

Metode redukcije tenzorskih integrala vrlo su vazne za racune amplituda
koje sadrze integrale po petljama. U ovom radu izloZene su tri takve metode:
dvije egzaktne i jedna aproksimativna. Bududi da se tenzorski integrali u
konacnici reduciraju na skalarne, izvedeni su i svi potrebni analiticki izrazi za
skalarne integrale. Konac¢no, sve tri metode primjenjene su na racun ampli-
tuda radijativnih procesa s narusenjem leptonskog okusa u okviru opc¢enitog
modela koji dozvoljava takav scenarij.



Three methods of evaluating radiative lepton
flavor violating processes

Abstract

Reduction methods for tensor integrals are very important in calculations of
amplitudes containing loop integrals. In this work, three such methods are
presented: two exact and one approximate. Since tensor integrals reduce
to scalar ones, all relevant scalar one-loop integrals are evaluated. Finally,
amplitudes of radiative lepton flavor violating processes are calculated using

all three methods in a generic model.
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1 Uvod

Za razliku od, primjerice, otuvanja elektricnog naboja, koje se temelji na lokal-
noj U(1) bazdarnoj simetriji, ideja o¢uvanja leptonskog broja pojavila se iz feno-
menoloskih razloga. U standardnom modelu (SM) jakih i elektroslabih interakcija,
globalne simetrije povezane s ocuvanjem leptonskog (i barionskog) broja su samo po-
sljedice izbora fundamentalnih polja i bazdarne invarijantnosti s obzirom na grupu
SU(3)c xSU(2), xU(1)y i nema potrebe za neovisnim uvodenjem principa ocuvanja
barionskog i leptonskog broja. Strogo gledano, leptonski i barionski brojevi nisu eg-
zaktno ocuvane veli¢ine u SM zbog (zanemarivih) neperturbativnih efekata [1].

No, interakcije koje narusavaju leptonski broj sastavni su dio vecine prosirenja
standardnog modela (npr. SU(5) i SO(10) modeli ujedinjenja, modeli generiranja
neutrinskih masa [2,3], minimalni supersimetri¢ni standardni model prosiren meha-
nizmom njihalice na niskoj skali [4] itd.).

Eksperimenti s neutrinskim oscilacijama [5-8] nude nepobitne dokaze narusSenja
leptonskog okusa u neutrinskom sektoru, Sto je dobra indikacija postojanja fizike
izvan standardnog modela. Unato¢ intenzivnom traganju [9-13], u sektoru nabijenih
leptona jos uvijek nisu pronadeni dokazi narusenja leptonskog okusa i eksperimenti
su u stanju dati samo gornje granice opservabli (tablica 1).

Tablica 1: Gornje granice omjera grananja nekih raspada s narusenjem leptonskog
okusa.

opservabla  gornja granica

B(p—ey) 24x107'2[9]

(u— eee) 10712 [10]

B(r —ey)  3.3x1078[13]
(1= wy) 4.4x107%[13]

B(t — eee) 2.7 x 1078 [13]
(
(
(

T — eup) 2.7 x 1078 [13]
B(t — ppup) 2.1 x 1078 [13]
T — pee) 1.8 x 1078 [13]

Jedan tip procesa s naruSenjem leptonskog okusa su radijativni raspadi, ;1 — e,
T — ey i71 — uy i amplitude takvih procesa bit ¢e detaljno analizirane u ovom
radu. Bududi da dijagrami tih amplituda sadrze petlje, bitno je dobro poznavati razne
metode koje se primjenjuju u racunima s petljama, a radi se o metodama redukcije
tenzorskih integrala. Ovdje Ce biti upotrijebljene tri takve metode: dvije egzaktne i
jedna aproksimativna.

U 2. poglavlju nalaze se detaljni izvodi analitickih izraza za skalarne integrale
koji su potrebni za racun radijativnih procesa, dok su u 3. poglavlju izvedeni svi
potrebni izrazi za redukciju tenzorskih integrala. Zatim su, pomocu tih izraza, u 4.
poglavlju izracunate amplitude radijativnih procesa s narusenjem leptonskog okusa
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u opcenitom modelu. Zakljucak se nalazi u 5. poglavlju.

2 Skalarni integrali

Bududi da se tenzorski integrali u konacnici reduciraju na skalarne integrale

d™l 1
M (v, ... = 2.1
J (nayh 7VN> /(27T)n DTl.“D]VVNj ( )
gdje je n dimenzija prostor-vremena i
Di = (I +p;)* —m] + ie, (2.2)

korisno je naci analiticke izraze za integrale koji se pojavljuju u radijativnim proce-
sima, gdje je v = 1, = --- = vy = 1 i takvi integrali se Cesto nazivaju /N-tockaste
funkcije.

U sljede¢im poglavljima nalaze se detaljni izvodi 1-, 2- i 3-tockastih skalarnih in-
tegrala, koji prate notaciju iz [14]. Analiticki izraz za 4-tockaste funkcije je takoder
poznat, ali ovjde nece biti potreban. Takoder se moze pokazati da se u 4-dimenzionalnom
prostoru N > 5-tockaste funkcije uvijek mogu reducirati na 4-tockaste [15].

2.1 1-tockasta funkcija

Izraz za 1-tockastu funkciju (N = 1) moze se iScitati izravno iz (A.9):

Ag(m?) = / <d”l A —z’n LA L (1 B ﬂ)

27)" 12 — m?2 + i (47r) 2 (m2)ts 2

o of 2 i o, . omP—ic
_—(47r)2m (—4_ 7+1n47r)—|——(47r)2m (1 In e ), (2.3)

gdje je drugi korak dimenzionalna regularizacija [16] — svi faktori razvijeni su oko

n = 4, pri cemu se gama funkcija razvija oko —1 [jednadzba (A.5)]:
1
Fle—1)= —E—|—7—1+(9(e),

gdje je e = (4 — n)/2 infinitezimalna veli¢ina.

2.2 2-toCkasta funkcija

Nakon Feynmanove parametrizacije (poglavlje A.1), 2-tockasta funkcija (N = 2)
dnl M4fn

Bo(p*; mi,m3) = /(27r ) (12 —ml—He) [(1 4 p)? —m3 + ie]

/dx/ -

(2.4)




gdieje g =1+ priA = p*x® + (m2 — m? — p*)z + m? — ie. Nakon integracije po ¢
[jednadzba (A.9)] i dimenzionalne regularizacije,

1

n 2\ 273
By (p mlva /dy % - 5) (%)

[e=]

Potrebno je jos izracunati

1
2

/ /dx {lnp 2 L In(x — 1) + In(x — xz)]

0

2 —ie !
= {x In? s— — (@ —x)In(x —21) — (r — 22) In(z — 12) — 27|,
H 0

gdje je uzeto u obzir da imaginarni dijelovi od nulto¢aka z; i z5 polinoma A imaju
suprotne predznake pa je logaritam In(z — z1)(x — z5) rastavljen po formuli (A.17).
Konacni rezultat moZze se pisati kao

i 2
By(p*; mi, m3) =) <m — 7+ 1n47r)

i p? — i x;— 1
+(47r)2 {ln > + zl: {ln(l —x;) — z;In - - 1} } , (2.5

1

gdje su nultocke polinoma A, eksplicitno,

1 ml |m2 m1| 2p m2 +mj) p’
= - — + 1-— . 2.6
21,2 5 )2 + (2 —m?)? (2.6)
Ako je p? = 0, tada postoji samo jedna nultodka, zy = m2/(m? — m2) i In Z5= treba

2
m1 i€

zamijeniti s In m . Ako je i m? = 0, tada je integral infracrveno—dlvergentan i

potrebno ga je posebno regularizirati.

2.3 3-tockasta funkcija

Skalarna 3-tockasta funkcija je

d"l 1
C p27 b2 —Dp 27p2;m27m27m2 :/ )
o (bt (b2 =) i e, ms) = [ e B [ b = B [ 5o = 2]
2.7)
gdje su izostavljeni ie. Uvodenjem Feynmanovih parametara, gdje je prvom propaga-

toru u (2.7) pridruzen parametar y, drugom z, a treem x,

1 1—x
d"q 1
C“”/“/@/@wmtAw
0 0




gdijejeg=1+pi(1—x—y)+pxi
A=[p(l—z—y) +paf—pi(l—z—y)—pix
+miy+mi(l —x —y)+mix —ie.

Nakon integracije po ¢ [jednadzba (A.9)], uz zamjenu ! 2 = 1 — 2/,
Co = ﬁ/da:/dy(axQ—|—by2+c:py+dm+ey+f)_1, (2.8)
0 0

gdje su koeficijenti:

—(pz—p1)27 b:—pf, c:p%+(p2—p1)2—p§,

d=mi—mi+ (pp—p1)% e=ms—mi+ps—(po—m)° [f=-mitic. (2.9)

Zamjenom y = y' + ax moguce je eliminirati 22 doprinos u (2.8) uz « takav da je

ba? 4+ ca+a =0, (2.10)
bududi da je to koeficijent koji se dobije uz x?. Zatim je potrebno zamijeniti redoslijed
integracije:

1 (1—a)z 1 (1—a)z

/dx / dy—/dx / dy - /dx/
/dy l/a)dx—/dy/dx

—y/o
Integracija po z je sada jednostavna,

1
1l -«

—il4m)2 O =
i4m)”Co /dy (c+2ab)(1 — )y +d+ ea
0

b(1—a)’y* + (1 —a)(c+2ab+e)y+d+ea+ f

b1 —a)?+ (c+2ab)(1 —a)|y?+ [e(1—a)+d+ea)y+ f

X In

«

d
+/ y—(c+2ab)ay+d—|—ea
0
Xlnba2y2—a(c+2ab+e)y+d+ea+f 2.11)
[@?b — (c+2ab)a]y? +dy+ [ '

!Crtice nad novim (nijemim) varijablama bit ¢e izostavljene nakon svake supstitucije.



Uz supstituciju y = y'/(1 — «) u prvom ¢lanu (2.11) i y = —y'/a u drugom,
-« 1
—i(4m)? Cy = / dy N [ln(by2 +ey+ f+ N)—In(bys + eyo + f)]

—

11—«

1 y
— /dyﬁ {ln (byZ—l—ey—f—f—i—mN) —1n(by§+eyo+f)}

+ /dy% [hl (by2 +ey+ f— %N) - ln(byg + eyo —l—f)] , (2.12)

0

N =(c+2ab)y+d+ea, yo=—(d+ea)/(c+ 2ab).

Dodatni logaritmi u (2.12) ne doprinose, ali sluze za uklanjanje pola y,, Ciji je rezi-
duum u tom slucaju nula pa se moze razmatrati kompleksan «. Uzimajuéi za sada
da je « realan, uz supstituciju y = ¥’ — a u prvom integralu u (2.12), y = (1 — a)y’ u
drugom iy = —ay’ u trecem,
1
—i(47)* Cy = /dy

0

1
(c+2ab)y + d + ea + 2a + ca

x {In[by’+ (c+e)y+a+d+ f] —In[by} + (c+e)ys +a+d+ f]}
1
-«

— [ d
/ y(c+2ab)(1—a)y+d+ea
0

X {1n[(a+b+c)y2—l—(e+d)y+f] —ln[(a+b+c)y§+(e+d)92+f]}

«

— [ d
/ y—(c—|—2ab)ay+d+ea
0

[In(ay® + dy + f) — In(ays + dys + f)] ,

(2.13)

gdje su y1, y» 1 y3 vrijednosti y za koje su nazivnici ispred logaritama u (2.13) nula,
ti. 11 = Yo+, y2 = yo/(1 + ) i y3 = —yo/. Argumenti logaritama u terminima
impulsa i masa su:

b’ 4+ (c+e)y+a+d+ f=—piy?+ (m2—m?+pd)y —ms + ic,

(a+b+ )y’ + (e +d)y + [ = —p3y® + (m3 —m} + py)y — mj + ie,

ay’ +dy+ [ =—(p2 — p1)*y* + [m3 — m3 + (p2 — p1)?*] y — m3 + ic. (2.14)
(' u obliku (2.13) pogodan je za svodenje integrala na dilogaritme (poglavlje A.5),
pri ¢emu Ce biti potrebne nultocke gornjih polinoma.

No, prije toga treba razmotriti granice valjanosti gornjih izraza, koji vrijede za
realan «. 1z (2.10) slijedi da je

P% - (plpz) + \/(p1P2)2 - p% p%
5 )
p1

o =

(2.15)

5



Ukoliko je p? vremenolik (pozitivan)?2, a p3 prostornolik, « je realan [skalarni pro-
dukt (p1p2) je realan pa je njegov kvadrat pozitivan] i gornji izvod vrijedi. Zatim se
moze napraviti analiti¢ko produljenje na vremenolik p3 jer se pri tome ne nailazi na
singularitete i nema prijelaza preko reza u logaritmima (poglavlje A.4).

Ako je o kompleksan, integracijska krivulja u jednadzbi (2.12) moze prije¢i preko
pola ¥, no njegov reziduum je nula pa on nema utjecaja. No tada je i y, kompleksan
i argumenti logaritama u (2.12) koji sadrze y, mogu prije¢i negativhu realnu os.
Najprije « treba razdvojiti na realni i imaginarni dio:

c 1w
a=a;+q, q=—— Qy=—, w==xVidab— 2,

2b’ 2b’
d+ ey + ie(w/2b) d+ea; e
Yo =— : =——
w w 2b
Prema tome,
e d+ea;\® e
by +eyo+ f =byo (yo+ 7 )+ f=b( ) =Tt f,

b w 4b

$to je realno, do naic u f, bez obzira na to koliki je « pa by2 + ey, + f nikad ne prelazi
rez i, bududi da je b negativan, realni dio je pozitivan. Za ostale logaritme je dovoljno
razmotriti jednadzbu (2.13), gdje su argumenti logaritama koji ne sadrze yi, y2 i y3
neovisni o « i takoder nema prelaska preko negativne realne osi jer imaginarni dio
nikad nije nula.

Postanu li mase kompleksne, argumenti logaritama koji sadrzavaju yo mogu prijeci
preko reza, i to ima utjecaja samo ako se pol y, nalazi unutar trokuta u kompleksnoj
y-ravnini omedenog tockama 0, —« i 1 — «. Prelaskom preko reza, svaki od tri loga-
ritma u (2.12) dozivi jednak skok u fazi i dodatni integrali koji se pri tome pojavljuju
¢ine integral po zatvorenoj krivulji koja je upravo spomenuti trokut. Po teoremu o
reziduumima, taj dodatni doprinos iS¢ezava ako je pol y, izvan trokuta, tj. mozZe se
rec¢i da se u tom slucaju skokovi preko reza u tri logaritma medusobno kompenziraju.
Dakle, ako je y, unutar spomenutog trokuta, treba provjeriti prelazi li by2 + eyo + f
preko negativne realne osi. U tu svrhu se parametrizira y = A\(u — «), gdje su A\ i p
realni brojevi izmedu 0 i 1. Na taj nacin se variranjem parametara A i y pokriva cijeli
trokut. Razmatra se izraz

by? +ey+ f+ AN,

koji se podudara s by2 + cyo + f za y = yo i u terminima \ i u glasi

bA2 1 4+ ad® 4+ N+ dX\ + el + f,
gdje je iskoriStena i jednadzba (2.10). Nakon uvrStavanja koeficijenata (2.9), gornji
izraz je

PN (1 — ) + paAu(l — ) + (p2 — p1)*A(1 — p) (1 = A)
— miAp —maA(l — p) —m3(1 — p),

2U metrici g,,, = diag(1,—1,—1,—1).



¢iji je realni dio pozitivan ako su p?, p3 i (p, — p1)? vremenoliki, a realni dijelovi masa
negativni i u tom sluéaju by2 + ey, + f ne prelazi preko negativne realne osi.

Ako se jednadzba (2.8) shvati kao definicija skalarne 3-tockaste funkcije, postoji
domena u kojoj jednadzba (2.13) nije to¢na. Radi se o podrucju gdje su a i b pozitivni
i gdje je diskriminanta jednadzbe (2.10), ¢* — 4ab < 0, tj. impulsi p? i p3 su negativni
i (p1p2)? — pips < 0. No, to se ne moze dogoditi za fizikalne impulse (koji su realni u
prostoru Minkowskog). Dakle, moze se zakljuciti da jednadzba (2.13) vrijedi za sve
relevantne mase i impulse.

2.3.1 3-tockasta funkcija u terminima dilogaritama
Svaki od tri integrala u (2.13) moguce je svesti na dilogaritme (poglavlje A.5). Jedan
takav integral ima oblik

1

1
Sy = /dy = [ln(ay2 + by + ¢) — In(ays + byo + c)} , (2.16)
— Yo

gdje je a realan, dok b, ¢ i yo mogu biti kompleksni, uz uvjet da je imaginarni dio
argumenta prvog logaritma uvijek istog predznaka za 0 < y < 1 jer se promjenom
predznaka imaginarnog dijela moZe prije¢i preko negativne realne osi.

Neka su ¢ i § infinitezimalne veli¢ine suprotnog predznaka od imaginarnih dije-
lova logaritama u (2.16), tj. moze ih se pisati kao —ic i —i9. Tada se argumenti
logaritama mogu faktorizirati pomoc¢u njihovih nultocaka y; i ys,

1

S3 = /dy ; _1y0 In(y — y1)(y — y2) — (Yo — y1)(Yo — )]

1 —1
. <a_ig, , >1n yo—1 (2.17)
a — 10 Yo

gdje je funkcija n definirana u poglavlju A.5. Nakon razdvajanja logaritama,

1

Sa= [ dy——— iy — 1) ~ Infoo — 1) + In(y — ) ~ Iy — )

)} me =l a1
Yo

+ {ﬁ(—yh —y2) = (Yo — Y1, Y0 — Y1) =1 <a s s

Sada je dovoljno promotriti

1

R = /dy J _1y0 n(y —y1) — In(yo — y1)]

1=y

1
= dy ———— [lny —1 — : (2.19)
/ yy Yo+ U1 [Iny —In(yo — v1)]

—y1



Reziduum pola je nula. Rez logaritama je izvan trokuta omedenog tockama 0, —y,
1 — 11 pa se integral moze razdvojiti tako da je

1-y1 1=y1 —Y1
Ja= [ [a
—Y1 0 0

jer pravci omedeni tockama 0, —y; i 0, 1 — y; ne sijeku negativnu realnu os. Uz
supstitucije y = (1 —y1)y' iy = —y1v/,

Rz/ldy {d%ln (1+ 7 yﬂ Iny(l—y1) —In(yo — v1)]

Y1 — Yo
1
- fan| g (1= ) ) <o @20
4 dy Y1 — Yo
y je realan i pozitivan pa argumenti logaritama ne prelaze rez. Nakon parcijalne
integracije
1 1—
R = Lis ( h ) — Lis ( h ) +In ( Yo ) In(1 —y1) — In(yo — v1)]
Y1 — Yo Y1 — Yo Y1 — Yo
—1In < —% ) In(—y1) — In(yo — y1)] (2.21)
Y1 — Yo

Prethodni izraz moze se pojednostaviti pomoc¢u formule (A.21):

-1 1
R—LiQ( Yo )—Li2 (yo >+n<—y1, )111 ¥
Yo — % Yo — N Yo — U Yo — %N

1 1
-7 (1 — 1, ) n L2~ (2.22)
Yo — U1 Yo — Y1

3-tockasta skalarna funkcija (2.13) se sada moze zapisati pomoc¢u ukupno 12
dilogaritama:

: 3
1 1 .
— _1 1+1
Co 41)? ¢ + 2ab ZZI ;( )

(
. Yi (i) 1 Yi
X L @ ) T\ Y w | ®
Yi — Yo Yi — Yo Yi — Yo

. 3
/) 1 .
i+1
B 41)2 c + 2ab Zzl ;(_D

=1 o1 i — 1
x L12<y (i)>+n<1—y§’), (i))lny (i)]

Yi — Yo Yi = Yo Yi — Yo
+—

—~

/) 1 )
_1 1+1
(47m)% ¢ + 2ab = (=1)
i i i i Yy — 1
X [n(—yi)7 —y) =y — vy — yﬁ))} In i (2.23)



gdje su:
Yo Yo,

= = = = . 2.24
Y1 ="Yo +Q, Y2 1—o Y3 o Yo e+ 2ab ( )
yil ), yf ) yf ) su nultotke polinoma, redom:
—piy® + (m3 —mi + pY)y —m3,
— p3y® + (m3 —mi + p3)y — m3,
— (p2 — p1)*y* + [m3 — m3 + (p2 — p1)?] y — m3. (2.25)

Za realne mase i impulse i realan «, n-funkcije u izrazu (2.23) su nula jer su tada

svi y; realni i jedine veli¢ine koje mogu biti kompleksne su yﬁé), no one su rjesenja

kvadratnih jednadzbi pa su im imaginarni dijelovi uvijek razli¢itog predznaka (ako
su koeficijenti u jednadzbi realni). Zbog toga je
=y, =) = n(wi =,y — ) =0

za realne mase i impulse i realan «. Uz tu pretpostavku je i

, 1 , 1
—y® - _ @ —
T]( Yo' o (2)>—77<1 Yo 's o (z)>_0
Yi — Yo Yi — Yo

jer kompleksan broj i njegov inverz imaju razlicite preznake imaginarnog dijela, bez

obzira na realan dio.

3-tockasta funkcija naizgled divergira za ¢ + 2ab = 0, ali je ona ipak dobro defi-
nirana u tom slucaju, sto se vidi iz jednadzbe (2.13). U slucaju kada je ¢ + 2ab = 0,
integrali u jednadzbi (2.13) zapravo postaju 2-tockaste funkcije.

3 Tenzorski integrali

Iz Lorentzove kovarijantnosti (u n dimenzija) slijedi da je opéenit oblik tenzorskog
integrala

N . . d " u
Jlsl.,).uM(n, Vi, .. '7VN> — / ( )n Iljl - I\J%V

= > Al oY, N B

M1 pen

gdje je D; definiran u (2.2), a

{lglp]™ - - [pv]™}

M1

je simetri¢na (s obzirom na zamjenu indeksa 1, . . . , ;y) tenzorska kombinacija gradena
od )\ metrickih tenzora g, x; impulsa py, ..., ky impulsa py, primjerice

{gp}#wwa = Guapa Pus T Guips Pus + Guops Ppn -

9



Maksimalne vrijednosti \ i «; slijede iz zahtjeva da je rang tenzora s desne strane
jednadzbe (3.1) jednak rangu M tenzorskog integrala, tj. da je 2\ + > k; = M
(faktor 2 uz A je rang metrickog tenzora). Prema tome, maksimalna vrijednost \ je
najvedi cijeli broj manji od M/2 (max A = |M/2]), a maksimalna vrijednost «; je M
(max k; = M). Uslucaju da je N veéi od dimenzije n u dekompoziciji (3.1) je moguce
izrabrati najviSe n nezavisnih impulsa.

u jednadzbi (3.1) sadrze skalarne integrale (2.1) i odredivanje

Koeficijenti @iﬂmw
tih koeficijenata glavni je problem redukcije tenzorskih integrala. U sljede¢im po-
glavljima bit ¢e opisane tri metode redukcije, od kojih su dvije egzaktne: metoda
Davidiceva i metoda Passarina i Veltmana, i jedna aproksimativna: metoda razvoja

po vanjskim impulsima.

3.1 Metoda Passarina i Veltmana

Osnovna ideja metode Passarina i Veltmana [17] je da se mnoZenjem tenzorskih
integrala (3.1) impulsima p; (i = 1,..., N) moze smanjiti njihov rang. Na taj nacin
se tenzorski integral ranga M reducira na tenzorske integrale ranga M — 1 pa je u
opcenitom slucaju za redukciju potrebno poznavati integrale nizeg ranga od onih koji
se reduciraju.

Uz pretpostavku da je impuls sacuvan, tj. da je ZZN: 1 pi =0, jedan od impulsa p;
nije nezavisan pa se radi jednostavnosti moze uzeti da je, primjerice, py = 0iintegral
(3.1) se moze redefinirati tako da je

d"l .
N (- C e) = i 3.2
Jul...u]\/j (n7 VO) Vl? 9 VN 1) / (27‘(‘)” DgODllll . D]l:/vN_711 ) ( )

gdje je vy = vy, Dy = 1> — m2 i m3 = m%. MnoZenjem integrala (3.2), na primjer,
impulsom p/" i prosirivanjem skalarnog produkta
]‘ 2

1 1
[ +m)* - mﬂ — —(P—mj) + é(m% —m{ — p}), (3.3)

Lp=g| 2

dobije se da je

pl ,ul ,uM( {V]}) EJ;(I,JQV MM< ;{V] 51]}) 2 [1,2 ,uM( {VJ jo})
1

+§(m%_ pl) Ha.. NM( {yj}) (3’4)

Tenzorski integrali s desne strane jednadzbe (3.4) su ranga M — 1 i njih se dalje
moze reducirati istom procedurom. U posebnom slucaju kada je vy = 1, drugi ¢lan
na desnoj strani jednadzbe (3.4) je
"l 1,,...1
N : _
JL(LQ>#M(n,O, Vlyeo oy UN1) = / a D;QMDA%JV; (3.5)

i u svrhu daljnje redukcije potrebno ga je svesti na oblik (3.2) uz supstituciju [ =
I — P1-

d"l (I—p1)yy---(L—p1)
JN (0,0, un_1) = / T e >0
pA (n; 0,04, ..., UN_1) (27)» DD ... D]\[N:i1 ’ (3.6)
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gdje je D;; = (I + p; — p;)* — m?. Integral (3.6) tada u sebi sadrzi i jedan skalarni
integral. U svakom slucaju, skalarni produkt impulsa i tenzorskog integrala moze se
prikazati kao linearna kombinacija tenzorskih integrala nizeg ranga.

Tenzorski integrali relevantni za radijativne procese u ovom radu su ranga M = 1
i M = 2 i obradeni su u sljede¢im poglavljima, najprije opcenito (kako bi se uocile
neke glavne karakteristike metode), a zatim su detaljno izvedeni izrazi od posebnog
interesa.

3.1.1 Tenzorski integral ranga 1

U slucaju kada je M = 1, A je nula (jer je max A\ = 0) i max x; = 1, tj. u svakom ¢lanu
sume u (3.1) je jedan k; = 1, dok su ostali nula pa je

d"l
JI(LN)(n; Vo, V1, -  UNZ1) = / 21)" DVODVI VN 1 sz# (N)’ (3.7)
=1
gdje je CZ,(N ) = CN'((),A{[,)%=1,K#Z:0}- MnoZzenjem integrala (3.7) s p//, uz pomo¢ (3.3) dobije

se sustav jednadzbi za koeficijente C’J(N) G=1,...,N—1)

1 1
PO D ) O = 5T (s v = 815 }) = 5T (s {vi = Gua))
i#]
1
+_

5 (m —m =) TN (n: {n}) = R, (3.8)

Koeficijenti CJ(.N) mogu se na¢i pomocu Cramerovog pravila,

2 (N)

pi P2 - P1 Pj—1-P1 Pj+1 " P1 “++ PN-1°P1
C(N) . 1 P1 - P2 3 Pj—1°D2 R(N) Pj+1-P2 - PN-1°P2
I det AY) : : : : : : ’
P1°PN-1 DP2°PN-1 **° DPj—1°'PN-1 RE\JIV_)l Dj+1 PN-1 “°* P41
(3.9)
gdje je det AWY) determinanta Gramove matrice
P P2-p1 o picP1 ccc DNo1tP
AN _ P1-D2 P% vt DPitpP2 ot PN-1"D2 (3.10)
P1-PN-1 P2 PN-1 " DPi*PN-1 " p?\f—l

3.1.2 Tenzorski integral ranga 2
U slu¢aju kada je M =2, max A\ = 1 i maxk; = 2 paje
dnl Ll —
Jﬁf)(n; Vi, ..., UN) = / ) Dg’OD’l’l}f-li DR, gWC'(()O + prpjy(]( ). (3.11)

i,7=1

11



gdje je C’(N) = (J(O ol ijv N . Ako se integral (3.11) pomnotZi s pj,

0,x4k5
N-1
P, Cl” + Z (pi - pr) pg,,C( %Jﬁm(n; {v—om}) — §Ju]2V)( n;{vi — dw})
i =1
—i—%(mi —m2 —p2)JM (n; {1}). (3.12)
Zatim se (3.7) uvrsti u (3.12) pa je
N-1 N-1
C + Z pi o) O | piy + Z i Pr) p;,,CZ(JN)
=1 ij?gkl
1= ), 2o oy ~(N)
=3 Z [ M {v = du}) — C (i {v = di0}) + (m} —mi — p}) OV (ni {u}) | -

(3.13)

Bududi da su impulsi opcenito linearno nezavisni, izjednacavanjem koeficijenata uz
pr, slijedi da je

N-1

S 9 O = 5 [0 s o1 — i) — O s L — b))

i=1

+(mi—m2—p) CNmup) | - =R (314

dok se izjednacavanjem koeficijenata uz p; , gdje je j # k, dobija da je

=

-1

(b 21) C = 5 [ (i { = dw}) = CE s {1 = Go})

1
2

-
I
—

+<mz—m3—pz>c§“<n;{w}> =R\ (3.15)

Integral (3.11) jos preostaje pomnoziti s g**,

d®l (1> — md) + m?
/ (2m)" Dg° D! .0. - D]”VNgl = JM(n; {vy = 6i}) +miy TN (n; {n})
1

N-1
=nCQ)+ > (i p) O (3.16)
i,j=1
Konacno, redukcija je gotova nakon rjesavanja jednadzbi (3.14)-(3.16) po (JZ(JN ). Sus-
tave jednadzbi za Ci(JN) moguce je dobiti tako da se za fiksni j varira k. Na primjer,
za j = 1 u jednadzbi (3.14) je k = 1, dok se u jednadzbu (3.15) redom uvrstavaju
k=2,3,...,N—1:

N N

) ) RpY

p1 P2-P1 b3-P1 -+ DPN-1"D1 (N) (N)
P1-DP2 3 P3 P2 PN-1"P2 iz i,

. 2 Y - . . % &

) ) ) i ) Cfs N = Rgs) . (3.17)

2 : ’

P1-PN-1 P2 PN-1 P3°PN-1 -°° PN N) N)

01(,1\1—1 Rg,N—l

12



Prvi redak u matrici sustava (3.17) odgovara jednadzbi (3.14), dok ostali retci od-
govaraju jednadzbi (3.15) za, redom, k = 2,3,..., N — 1. Matrica sustava (3.17) je
ponovno Gramova matrica (3.10).

Analognom procedurom moguce je reducirati integrale bilo kojeg ranga M. Bitno
je primjetiti da metoda Passarina i Veltmana ima prividnu divergenciju ako Gramova
determinanta iSCezava (Sto se moze dogoditi ako, primjerice, vanjski impulsi nisu
linearno nezavisni) i numericku nestabilnost ako je priblizno jednaka nuli. Rjesenje
problema iS¢ezavanja Gramove determinante zbog linearno zavisnih impulsa je izbor
linearno nezavisnih vektora za bazu dekompozicije (3.1).

3.1.3 2-tockaste funkcije

Poseban slucaj integrala (3.1) je 2-tockasta funkcija, za kojuje N = 2i1y = v = 1.
2-tockasta funkcija ranga M =1 je

d™l l
J(2) -1.1)= B 2., 2 2y / ©
o A = Blvs i) = | oy @ [+ 27— )
= p, Bi(p*; m}, m3), (3.18)
gdje je B; = 01(2). Iz formule (3.9) slijedi da je
1
Bulp?md ) = 5 [Aa(id) = Ao(ond) + (= i — ) By i) (3.19)

Ako je p? = 0 (Sto odgovara i$¢ezavanju Gramove determinante), tada je integral
(3.18) potrebno posebno izra¢unati. Uvodenjem Feynmanovih parametara,

1
d"q 1
2., 2 2\ __
B.(p™;mi,m3) = —pu/ydy/ 2m)" (2 — A)?
0

gdiejeq=1+pyiA =p*y* — (p> — m3 +m?)y + m? — ic. Nakon integracije po g,

usporedbom s (3.18),

1
Bi(p*mi,m3) = — 5 e (4_n —7+1n47r>
1
2,2 (2 2 2 2
(4m)? p?

Kona¢no, nakon integracije po y, uz p* = 0,

1 2
1 1 m? m3 m?2 2 (m?

— _ 4 — 41 -2 — 1 )1 —1 . 3.21
o |1 (e )+ ) ()| @2

U slu¢aju jednakih masa (m? = m2 = m?),

1 =2 2 1 =2 m?2

Bip*=0m?>m?)=— —— | — — In4 - In{— ). (3.22
7 = 0, mt) = =5 e \a =y, Y P ) s e e e (3.22)



3.1.4 3-tockaste funkcije

3-tockasta funkcija ranga M = 1 je

I (n;1,1,1) = Cu (17, (p2 — p1)*, p3; mi, m3, m3)

B / d"™l Ly
) @m) (2= md) [(L+ p1)? — m3] [+ pa2)? — m3]
= plucl + P2M02, (3.23)

gdje je C; = C; (pi, (p2 — p1)%, p3;m3,m3, m3) = 02(3). Pomoc¢u jednadzbe (3.8) moze

se napisati sustav jednadzbi za C;:
2 C R
i) (€ _ () .24
pip2 D3 Cy Ry

[Bo(1,3) — Bo(2,3) + (m5 —m} — p})Co] , (3.25)

gdje je

[Bo(1,2) — By(2,3) + (m3 — mi — p3)Cy] . (3.26)

Uvedene su sljedece pokrate:

B2 =Bt o) - [ 6
Bt =Bk = [ oy 029
529~ | Gy T

- | o

= By ((p2 — p1)*;mi, m3) . (3.29)

Cy je, s obzirom na redoslijed varijabli, isti kao u definiciji (2.7). RjeSenja za C; i C;
su:

PR — (pip2) Ry
~ (pap2)? — piv}

N p%Rz — (p1p2) Ra
C (pp2)? —pind

4 , (3.30)

Cy (3.31)

3-tockasta funkcija ranga M = 2 je

J,L(l,3V)(n’ 17 1’ ]‘) = CIU/ (pi (p2 - pl)vag; m%: mga m%)

B / a"l Iy
@m)m (12 = m3) [(1+p1)? —m3] [(1 + p2)? — m3]
= p1, 01, Ci1 + P2, P2, Coz + (1, P2, + P2, P1,) Cr2 + Guw Coo. (3.32)
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Sustave jednadzbi za C;; nije moguce dobiti izravno iz jednadzbi (3.14)-(3.16) jer

se primjenom relacije (3.3) u potpunosti krati (1> — m?) iz nazivnika pa je nakon

mnozenja integrala (3.32) impulsima potrebno uvesti zamjenu varijabli kao u (3.6).
Integral (3.32) se prvo pomnozi impulsom pY i upotrijebi se relacija (3.23):

P{Ch = Pip1, Cii + (p1p2)p2,, Caz + [(p1p2)p1,, + Pip2,) Ciz + 1, Coo

1 [ 4 L - L
N 5/ (2m) { (2 =m}) [(L+p2)* =mi] (1 +p1)* = m3] [(1 + p2)* — m3] }

Lo 9 2/ d"i b
B S O s oy (et o e (R Eppery M e

U drugom integralu na desnoj strani gornjeg izraza je potrebno napraviti supstituciju
[ =1 — py iuvrstiti (3.18):

d Ly — P, _ B
/ 2m)" (12 —m3) [(I +py — p1)2 —m3] (P2, — P1,)B1(2,3).

Izjednacavanjem koeficijenata uz p, , i p,,, dobiju se jednadzbe:

piC11 + (pip2)Cha = R, (3.34)
p%cm + (p1p2)Caz = Roy; (3.35)
1
R11 = 5 [81(2, 3) + BQ(Q, 3) + (mg - m% - p%)cl] - COO) (3'36)
1
Ry, = 3 [Bi(1,3) — B1(2,3) + (m3 — m} — p})Cs] . (3.37)
Analogno, mnoZenjem s p},
(p1p2)Ci1 + p3Cia = R, (3.38)
(p1p2)Chz +p3022 = Rao; (3.39)
1
Riy = 5 [Bi(1,2) + Bi(2,3) + Bo(2,3) + (m —mi — p)C1] (3.40)
1
Rag = 5 [—31(2> 3) + (m3 —m? —pg)02] — Coo- (3.41)

MnoZenjem integrala (3.32) tenzorom ¢** i proSirivanjem brojnika dobija se da je

vl (12 = mi) +mj 2
MVCV: B 273 C
s ‘/QMWP—m%W+mV—maw+mP—ma 0(2,3) +miCo

= [P%Cn + (p1p2)012} + [(p1p2)012 + pgcm} +nCoy = Ri1 + Ray + nCyo
1
=5 [Bo(2,3) + (mj — mi — p})C1 + (m3 — mi — p3)Ca] + (n — 2)Coo.

Iz gornjeg izraza slijedi da je

C(00 =

[30(27 3) + 27”'1%00 - (m% - mf - P%)Cl - (m§ - mf —Pg)cz] .

2(n — 2)
(3.42)
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Jednadzbe (3.34) i (3.38) ¢ine sustav:

2 C R
p1 p12292 I 11 ’ (3.43)
pip2 P3 Cia Ry
a jednadzbe (3.35) i (3.39) ¢ine sustav:
2 C R
Y24 p1]292 12) _ 21 ' (3.44)
pip2  P3 Ca Ry
Konacno, njihovim invertiranjem dobiju se Cy, C15 i Css:

pgRll - (ppo)ng

Cy = , (3.45)
! (p1p2)? — Pip3
Cly = p%ng —2(]01]922)1[2511 _ p%Rzl —2(]01]922)1;3227 (3.46)
(p1p2)? — pips (p1p2)? — Pips
2Ry — R
Oy — piRa2 — (p1p2) 21 (3.47)

(p1p2)* — pips
Dobro je primjetiti da za Cetiri nepoznanice (C;, C1a, Cas i Cpo) postoji pet jednadzbi,
$to moze posluziti za provjeru samokonzistentnosti metode.

3.2 Metoda Davidiceva

Drugi pristup problemu redukcije tenzorskih integrala je Davidicevljeva metoda [18],
koja se bazira na relacijama koje povezuju integrale razli¢itih dimenzija prostor-
vremena. U narednim poglavljima je proveden izvod Davidicevljeve metode, najprije
za tenzorske integrale ranga 1 i 2, a zatim je dokazana i opc¢a formula za integrale
proizvoljnog ranga. Na kraju su izvedene formule za redukciju tenzorskih integrala
potrebne u racunima amplituda radijativnih procesa.

3.2.1 Tenzorski integral ranga 1

Tenzorski integral ranga M = 1 moguce je dobiti deriviranjem skalarnog integrala
(2.1) po, primjerice, p}'

1 0
N) — _ (N (n: L. 1) — N (L — 6.

gdje se koristi notacija {v;} = (v1,...,vy). Sada preostaje izracunati derivaciju po
impulsu u drugom ¢lanu na desnoj strani jednadzbe (3.48). Uz pomoc¢ a-reprezentacije
integrala (B.13),

J(N)<n;V1,...,I/N —7r2 it ”F(ZVZ__> [HF Vzi|
x/.../HBi”"—ldBM(Zﬁi—l) [ZZ@@ — 2= Y Bim

gl

3-Xv

(3.49)
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mogu se izvesti dvije korisne formule:

9 N
a—p,fJ(N)(n; {v;}) =21 (pr —pe)urnt TN (425 {v; + 1 + 05}),  (3.50)
k=2
N
J(N) (n, {l/j}) = —’/T_l Z Vi J(N)(n + 2, {I/j + 5jk}) (351)
k=1

Ako granice nisu eksplicitno naznacene, > i [ | oznacavaju sume i produkte od 1 do
N. Skalarni integrali na desnim stranama jednadzbi (3.50) i (3.51) sada imaju ve¢u
dimenziju prostor-vremena (n + 2). Relacije (3.50) i (3.51) zajedno daju:

0
a—puJ(N)(n; {v; — 65}) = —2(1 — 1) p1, /N (n; {v;})
1

N
= —2<V1 — 1) Zpk#yk 7T71J(N) (n + 2, {V]’ + 5]k}) (352)
k=1

Uvrstavanjem formule (3.52) u (3.48) dobije se

N
TN s, ow) =Y et I (0 25 {4 6. (3.53)
k=1

3.2.2 Tenzorski integral ranga 2

Po analogiji s (3.48), tenzorski integral ranga M = 2 je

1 0
N) — _ N (V) -~ N Ly — 5.
J,uzz plyJ;L (n7 {V]}) 2(V1 _ 1) apll, Jy (n7 {yj 5)1})' (354)

Uvrstavanjem izraza (3.53), uz pomoc¢ (3.52) dobije se da je

1
J,(fuv) (nyv1,...,vN) = 59 7 ™M (n+ 2 {;})
N

+ > o v + 1) 72T (0 45 {u; + 26)
k=1

+ > (orapr, + oigpr) v 2T N (4 45 vy + G+ 60}). (3.55)
k<K’

3.2.3 Tenzorski integral ranga M

Po analogiji s formulama (3.53) i (3.55) moze se konstruirati opcenita formula za
integrale (3.1) (za bilo koji M):

1 * K K
JlsjlY?-HNI (n; Vi VN) - Z <_§) {[g]k[pl] Pees [PN] N}Ml---MJ\/I
Ay yeeny K
2/\+i Hizj\]lw

X (V)ey - (UN) ey T MIN (4 2(M = N);vy + Ky, ..., vy + ky),  (3.56)
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gdje je (v), = I'(v+k)/T'(v) Pochhammerov simbol. Formula (3.56) se moZe dokazati
indukcijom tako da se najprije pretpostavi da vrijedi za neki M. Po analogiji s (3.54):

N . o N ‘
Jlsl'?'/‘MNMH(n’ Visenes VN) = "Piuy Jl(h..).uM(nv iy - 77/N)
1 0
- _2(1/1 — 1) gptr+t J/SjlY?-MAI (o —1,...,vn).  (3.57)
1

Uvrstavajudi sada formulu (3.56) u (3.57), uz pomo¢ formule (3.52), dobije se

N0 . .
JlgjlY?.uN1+1 <n7 Vi, ..., VN) = Z (_5) 8p/f]v[+1 {[g])\[pl] e [PN] N};“...uM
N
" (H(Vz)m—5u> MM 4+ 2(M = N); {v; + 55 — 6;1})
=1

2 (4) B i

gdje je uzeto u obzir da je3 (v, — 1), = (1 — 1)(v1),-1. Uz supstitucije x; = k) + 11
A = X —1 u prvom ¢lanu na desnoj strani jednadzbe (3.58) te xj;, = k), — 1 u sumama
u drugom c¢lanu,

1 A
J/(”]l\?NMH (n; Vi, ... 7UN) = Z <_§)

A K1y RN
2)\+Z Kki=M+1

8 K K K Y a K;—0;

| G P ]V + {W [Tin~ } Phssss
1 k=1 i=1 [R5V

X (V1)ky - (UN )y pA—M=1 () m+2(M — A+ 1);v1 4+ K1,...,UN + EN) - (3.59)

U formuli (3.59) se podrazumijeva da je [g]* ' =0za A =01 [py]™* ! = 0 za k;, = 0.
Prvi ¢lan u velikoj zagradi na desnoj strani jednadzbe (3.59) daje sve tenzorske struk-
ture s metrickim tenzorom g,,,,,,,., (i = 1,..., M), dok drugi ¢lan daje sve strukture
s impulsima py,,,,,, (k = 1,...,N). Prema tome, velika zagrada odgovara struk-

1 >\ K . .. K
turi {[g] [pl] ' [pN] N}NlmuM-H
zamijenjen s M + 1. Time je dokaz zavrSen.

pa formula (3.59) odgovara formuli (3.56) uz M

Davidicevljeva metoda posjeduje neke prednosti pred metodom Passarina i Velt-
mana. Uz svaku nezavisnu tenzorsku strukturu u formuli (3.56) nalazi se samo jedan
skalarni integral i ne pojavljuje se problemati¢tna Gramova determinanta. Takoder,
koeficijenti u formuli (3.56) ne ovise o masama m;. Problem Davidicevljeve metode
je to sto formula (3.56) zahtjeva izracun skalarnih integrala (2.1) za razne vrijedosti

3Uz pomoc¢ svojstva da je 2 T'(z) = I'(z + 1).
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dimenzija n i potencija v; u nazivniku. Opceniti izrazi za takve skalarne integrale
mogu se prikazati pomoc¢u generaliziranih hipergeometrijskih funkcija [19] i znatno
su kompliciraniji od uobicajenih skalarnih integrala, u kojimajev; = --- = vy = 1.

Skalarni integrali ve¢ih dimenzija n mogu se povezati s integralima nizih dimen-
zija pomocu rekurzivnih formula [20], no takve rekurzivne relacije sadrze proble-
matic¢an inverz Gramove determinante.

U sljede¢im poglavljima nalaze se eksplicitne formule za redukciju tenzorskih in-
tegrala koji se pojavljuju u racunima amplituda u ovom radu.

3.2.4 2-tockaste funkcije

Formula za redukciju 2-tockastih funkcija (N = 2, v, = 1, = 1) ranga M = 1 dobije
se izravno iz (3.53):

JP(n;1,1) = pum ' TP (n+2;1,2), (3.60)
gdje je uzeto da je p; = 01 py, = p, kako bi se dobilo slaganje s izrazima (2.4) i
(3.18).

3.2.5 3-tockaste funkcije

Formula za redukciju 3-to¢kastih funkcija (N =3, v; =1, =v3 = 1) rangaje M =1
je, prema formuli (3.55):

JO;1,1,1) =pr, 7 TP (n+2,1,2,1) +po, 7 TP (0 +2;1,1,2), (3.61)

dok se formula za redukciju 3-tockastih funkcija ranga M = 2 dobije pomocu formule
(3.55):
1 _
JP(n;1,1,1) = — 50w T LJ®(n +2,1,1,1)
+p1p, 21 2 TP (n+ 451,3,1) + pa,pe, 202 TP (0 + 41,1, 3)
+ (P12, + P2,01,) 728 (n +4;1,2,2). (3.62)

U oba izraza je propagator D, iz definicije (3.1) jednak (1> — m?) kao u (2.7), (3.23)
i(3.32).

3.3 Metoda razvoja po vanjskim impulsima

Treca metoda redukcije tenzorskih integrala, ovaj put aproksimativna, je metoda ra-
zvoja propagatora po vanjskim impulsima i primjenjiva je u slucajevima kada su unu-
tarnje mase znatno vece od vanjskih impulsa. Takva pretpostavka moze biti ispunjena
u radijativnim procesima koji ¢e se ovdje razmatrati.
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Uz pretpostavku da su vanjski impulsi puno manji od unutarnjih masa, skalarni
propagator moZze se razviti po vanjskim impulsima do Zeljenog reda:

1 1 1+2(l-p)+p2 -
(I+p2—M2 12— M2 12 — M?2
v 2Alp) o AWp)”

12 — M2 (l _ M?)Z (l2 _ M2)2 (l2 _ M2)3

4(1 - p)p? 8(1-p)?
(p(_ ]&2)3 - ¢ M)2)4 T (3.63)

Propagatori u skalarnim integralima (2.1), ali i tenzorskim integraima (3.1) mogu se
napisati pomocu razvoja (3.63) i, nakon primjene formula kao $to su (A.7) i (A.8),
integrirati ¢lan po ¢lan budu¢i da geometrijski red (3.63) uniformno konvergira.

Velika prednost metode razvoja po vanjskim impulsima je to Sto se ne pojavljuje
inverz Gramove determinante, a nema ni znatnih numerickih nestabilnosti vezanih
za iznose vanjskih impulsa.

U sljede¢im poglavljima bit ¢e izvedene redukcijske formule za 2-tockaste i 3-
toCkaste tenzorske integrale potrebne za racun amplituda radijativnih procesa.

3.3.1 2-tockaste funkcije

Izraz za 2-tockasti skalarni integral reda p? lako se moze dobiti pomoc¢u razvoja

(3.63), zadrzavaju¢i samo c¢lanove s parnim potencijama od [/ [¢lanovi s neparnim

potencijama ne doprinose, vidi jednadzbu (A.6)]:
d"l 1

B 2, ,..2 2y ~ div 2,2 .
O(p ;M mQ) / (27’(’)” (12 - m%) [(l +p)2 _ m%] ‘]011 +p mey J0137 (3 64)

gdje je J-integral

dnl 2k
Jkab(mimg):/(%)n E 2()a()l2 5 (3.65)

—m3 — Mma

a J§Y je divergentan integral, $to se vidi iz dimenzionalne analize. U svim konver-
gentnim J-integralima je n = 4.
2-tockasti tenzorski integral ranga 1,

i) = [ o g =~ (G g
(3.66)
dobije se na isti nacin, ali zadrzavanjem ¢lanova razvoja (3.63) s neparnim poten-
cijama od [ i uporabom formule (A.7). J{y je divergentan integral, koji se moze
dimenzionalno regularizirati pa ispred njega stoji faktor s neodredenom dimenzijom

n.
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3.3.2 3-tockaste funkcije

Za 3-toCkaste funkcije potreban je razvoj produkta dva propagatora (do reda p?):

1 1 1
(L+p)2—m3(+p)2—m3  (2—md)(12—md)
L[ ) | A
P—mi [ (P—m3)?  (P-mg)? (P —mj)
P i 2(l-p) n Al - pr)?
P—mi [ (P—mj)? (P-m3)?  (IP—mj)

4(L-p1)(1 - pa)

CETHECETHE o7
3-tockasti skalarni integral je
o / d™ 1
’ 2m)™ (12 = m?) [(L+ p1)? — m3] [(I + p2)? — m3]
1
~ Jo1 + pim3 Joiz1 + pam3 Jons + B [P% +p3 — (p2 — p1)2] J1122, (3.68)
gdje je
Jrape(m?, m2, m2) = / . 3.6
e 2 8) = | oy e B — P 369

3-tockasti tenzorski integral ranga 1 se dobije pomoc¢u razvoja (3.67) i formule (A.7),

d l 1 1
C, = I ~_ T J 1 7 ‘
' / @) (2 —md) [+ p)2 — m3 [+ o) — 3] 2 o gl
(3.70)

3-tockasti tenzorski integral ranga 2 se takoder dobije pomoc¢u razvoja (3.67) te for-
mula (A.7) i (A.8),

d™ Ll
C%_/wwm—wwwmww@me—%]

1 1 1
= 3PPy Jo131 + 3P2uP2y Jo113 + 6 (p1upzy +p2uply) Jo122
1 1 1 1 1
+ 9w [Ejfill‘{l + <6J2131 — é_lJIHI) pf + (6J2113 - ZJ1112> pi}
1
+ 129w [P+ p3 — (p2 — p1)?] Ja122, (3.71)
gdje su iskoristene sljedece relacije:
d"l I2(12 — m3)
2 _ 2 _
ozt —may iz = / 2m)" (2 — m2) (2 — m23 (1% — m2) = Jua,
d™l I2(1? — m2)

- J1112-

2
Joriz — mzJing = / (2m)™ (12 — m2) (12 — m3) (12 — m2)3
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3.4 Usporedba triju metoda

Usporedujuci skalarne integrale koji se pojavljuju uz iste Lorentzove strukture u sve
tri metode, mogu se napraviti sljedece identifikacije:

Bo(pz; m%, m%) = J(Q)(n; 1,1) ~ J(?H +p2m§ Jo1s, (3.72)

CO(p%J (p2 - pl)Zapg; m%a m§7m§) = J(3)<n7 17 17 1)7

1
~ Jour + pim3 Jors1 + pym3 Jous + = [p] + 05 — (P2 — p1)°] J1122, (3.73)

2
2 .
Bi(p*mimi) =7 J®(n+2;1,2) ~ —Ejf;; — p*m3 Jiua, (3.74)
1
Ol :’ﬂ'_l J(3)<TL—|—2,1,271) ~ —§J1121, (375)
1
CQ :71'71 J(3)<n+2,171,2) >~ —§J1112, (376)
1
Cll = 271'72 J(?’)(n + 4, 1, 3, 1) ~ §J2131, (377)
1
012 = 71'_2 J(S)(n+4,172,2) =~ 6J2122, (378)
_ o -2 1(3) . 1
022 =27 J (n + 4, 1, ]., 3) ~ §J21137 (379)

Coo = m! J(3) (TL +2,1,1, 1)

1 .. 1 1 1 1
o~ Ez]flfﬁ + (6J2131 — 1J1121) P} + <6J2113 — ijz) P
1
+ 5 [pf + 15 — (p2 —pl)ﬂ Jo122- (3.80)

12

4 Radijativni procesi s narusenjem leptonskog okusa

Prije eksplicitnog racuna, korisno je detaljno razmotriti strukturu amplituda radija-
tivnih procesa, kao i kinematiku:

ei(p1) — e;(p2)7(a), (4.1)

gdje su e; i e; leptoni, redom, mase m; i m,, a v je foton impulsa g.

Na slici 1 su prikazani dijagrami relevantnih amplituda u Feynmanovom bazdarenju.
Ocito je da oni sadrze 2-tockaste i 3-tockaste funkcije, odnosno skalarne i tenzorske
integrale po petljama. Buduci da postoje tocke faznog prostora u kojima Passarino-
Veltmanova metoda redukcije tenzorskih integrala nije dobro definirana, potrebno je
provjeriti pojavljuju li se ti problemi u radijativnim raspadima.
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€; j €; €j €; €; €; €j

Slika 1: Dijagrami amplituda za radijativne procese s narusenjem leptonskog okusa.
Pune linije predstavljaju fermione, valovite linije bazdarne bozone, a isprekidane
linije skalarna polja.

Passarino-Veltmanova metoda u sebi krije problematican inverz Gramove deter-
minante vanjskih impulsa, koja je ovdje, za 3-tockaste funkcije,

P} pipo
DP1P2 p%

2.2

det A®) = = P1Py (p1p2)2. (4.2)

Za radijativne raspade s leptonima na ljusci mase, u sustavu mirovanja leptona e;,

2,2 2 2 2 2 2 2 2 2
pipy — (P1p2)” = mi(my — Ey) = —mj|pa|” = MWy,
gdje je E, energija leptona e;, a p, njegov impuls. Zadnja jednakost u gornjem
izrazu vrijedi zbog ocuvanja impulsa (p2 = —q), a w, je energija izlaznog fotona.
Prema tome, Gramova determinanta iS¢ezava ako je impuls fotona, a time i impuls
leptona e; nula, $to nije fizikalna situacija. PrikaZe li se Gramova determinanta preko
4-impulsa fotona,
5 1

pfp% - (p1p2)2 = mfm2 — —(mf 4 mg _ q2)2.

4
Za fotone na ljusci mase je ¢*> = 0 pa je u tom slucaju

Lo

p%p% - (]91]?2)2 = _Z(ml - m3>27

$to nikad nije nula jer je za procese s naru$enjem leptonskog broja m? # m3. Bududi
da je Gramova determinanta invarijantna na Lorentzove transformacije, gornji za-
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kljucci vrijede u bilo kojem referentnom sustavu. Inverz negativnhe Gramove determi-
nante (tocnije, korijen inverza) pojavljuje se i u 3-tockastoj skalarnoj funkciji (2.23)
kao predfaktor dilogaritama,

I D
c+2ab  ZAB®  |mi—m3|

S$to je uvijek kona¢no. Gramove determinante 2-tockastih funkcija su jednostavno
p? = m?ips = m3, $to je takoder razli¢ito od nule. Problemati¢an moze biti jedino
Bi(¢* = 0;m?,m2), no taj problem je rijeSen u poglavlju 3.1.3.

Prema tome, potencijalni problemi uzrokovani iS¢ezavanjem Gramove determi-
nante se ne pojavljuju u radijativnim raspadima s narusenjem leptonskog okusa.

4.1 Bazdarna invarijantnost amplitude

Sljedeca bitna karateristika radijativnih procesa je bazdarna invarijantnost. Ukupna
amplituda sadrzi 3-tockaste i 2-tockaste funkcije i njenu bazdarnu invarijatnost mo-
guce je provjeriti tek nakon potpune redukcije tenzorskih integrala na osnovne ska-
larne integrale Ay, By i Cy. U slucaju Passarino-Veltmanovih funkcija, potpuno re-
ducirani izrazi su komplicirani, ali je taj problem moguce pojednostaviti uz zahtjev
bazdarne invarijantnosti. Takoder, amplituda se moze prikazati pomocu tzv. form
faktora. U tom obliku ona eksplicitno ovisi samo o impulsu fotona i bazdarna invari-
jantost postaje ocita.
Ukupna amplituda procesa e; — e;y mozZe se pisati kao

M = e, M¥, (4.3)

gdje je ¢, polaziracijski vektor fotona, a M* amplituda s uklonjenom fotonskom
linjjom. M* zadovoljava Wardov identitet [21]

qu M" =0, (4.4)
gdje je ¢ impuls fotona. Opcenito, M* za radijativne procese ima sljede¢i oblik:

MH = éj PL €; (alP“ + (lg(]u) + éj PR €; (blp’u + bgq“)
+C’Léj7“PLei+CRéj7”PRei, (4.5)

gdje je P = p; + pa, a e; = e;(p1,m1) i ej = e;(p2, m2) su leptonski spinori. Uporabom
Wardovog identiteta (4.4) konstante C;, i Cr se mogu povezati s ostalim konstan-

tama:
e
CL - _ (m2a1 + mlbl) — (mgag + mlbg) , (46)
may — my
2
Cr = — (myay + maby) — % (myaz + maby) (4.7)
m2 - ml
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gdje nazivnici (m3 —m?) dolaze od skalarnog produkta P - ¢ = p3 — p?. UvrStavanjem
jednadzbi (4.6) i (4.7) u (4.5), uporabom formula (A.24) i (A.25):

éj PL €; Pt = éj’yu (mQPL + mlPR) €; — éj Z.O'MV(],/ PL €,

e; Pre; P* =" (mi Py, + moPr)e; — €; 10" q, Pree;,

i sljedecih relacija:

éj PL €; (mg — m%) (mQPL + mlPR) €,

€ d
e; Pre; (m% — mf) €j ¢ (m1 Py +myPr) e;,
amplituda (4.5) postaje
MIL = éj (q“q — qQ’)/M) (FLPL —I— FRPR) €; — éj Z'O'MV(]V (GLPL ‘|’ GRPR) €, (48)

gdje su form faktori:

moQo + m1b2

F = — G —
L mg _ m% ) L ay,
b
= 2T gy (4.9)
may — My

Amplituda napisana u obliku (4.8) ocito zadovoljava Wardov identitet, a form faktori
se mogu lako nadi iz forme (4.5), bez eksplicitnog svodenja na oblik (4.8), uz uvjet
da je Wardov identitet ispunjen na samom pocetku. Upravo se na taj nacin form
faktori mogu napisati u kompaktnom obliku, bez reduciranja Passarino-Veltmanovih
funkcija na osnovne skalarne integrale Ay, By i C.

Bitno je primjetiti da se gore opisanom procedurom nalazenja form faktora pre-
skacu amplitude sa samointerakcijama jer je u njima a; = ay = b; = by = 0. No, one
igraju bitnu ulogu u krac¢enju divergentnih doprinosa, a bez njih amplituda ne bi bila
bazdarno invarijantna. Dakle, to Sto amplitude sa samointerakcijama naizgled ne
doprinose ovdje izvedenim form faktorima nije neocekivano bududi da je u izvodu
izraza (4.9) a priori ugradena bazdarna invarijantnost [preko Wardovog identiteta
(4.4)].

4.2 Lagrangijani interakcije

Za izracun amplituda radijativnih procesa na slici 1 koriSteni su sljede¢i lagranzijani
interakcije. Interakcija fotona i dva W bozona:

Law+w- = Caw+w- AHOW, W™ =W, 9,W™)
FCawew WO AW — 4,0,W+)
+Caw+w- WH (O, W, A —W™9,A,), (4.10)

interakcija fotona, W bozona i skalarnog bozona G:
gAwiGJF - CAWj:GJF A’MW;‘:G:F, (411)
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interakcija fotona i dva skalarna bozona G:

Zigra- = Cagra- A" (GT9,G~ — G9,G7) (4.12)
interakcija leptona, W bozona i neutralnog fermiona n,:
Lemaw- = CL o w-€7"PLna W, +H. c., (4.13)
interakcija leptona, skalarnog bozona G i neutralnog fermiona n,:
L = & (ce - PLCE G,PR) n, G~ +H. c., (4.14)
interakcija fotona i dva nabijena fermiona Yy,,:
gAifnx;l = CA)‘(,_”X,_,L Xon Y Xom Apes (4.15)
interakcija leptona, nabijenog fermiona y,, i neutralnog skalara N4:
£ = (CE_\ PL+CE _ Pr) X, Na+H.c (4.16)

”H. ¢.” u gornjim izrazima oznacava hermitsku konjugaciju. Navedeni lagranzijani
mogu se shvatiti kao definicije konstanti vezanja koje se u konacnici pojavljuju u
form faktorima.

4.3 Form faktori

Ukupna amplituda za e;(p;) — e;(p2)7(q) proces je

M =¢; (¢"¢— ") (FLPL + FrPR) € €,(q) — €; 10" q, (GLPL + GrPR) €; €,(q).

(4.17)
Definicije form faktora F, i Fr su:
b b
R N T (4.18)
ma — my ma —my

Dobro je primjetiti da za fizikalno polarizirane fotone (¢(¢q) - ¢ = 0) na ljusci mase
(¢> = 0) form faktori F;, i Fr ne doprinose jer je tada prvi ¢lan u amplitudi (4.17)
nula.

4.3.1 Form faktori u Passarino-Veltmanovom pristupu

=Caw+w- Oe e W Cf;; w- ma(Cy +2C5 — 2C19 + 2Cy9)

+CAWiG]FCe ngW=— Ce ingW— Cl
+CAG+G Ce e G~ CeL:;aG 777,1(—011 + 012)

+Cag+a- Ce G- CR* o Ma(—Cha + Cx)

+Cacta-CL - Comna- Ma(C1 — C)
—C —— —C_L - C_L*_ ml(—C1 - Cll + 012)

AXmXm ermNA €ixXmNa

-C cr CH*_ my(Cy — Oy + Cyy)

AXmxm & xmNa ~ €xmNa

—C o= —C,L — Cﬁ*f Amm(—Cl+Cg) (419)

AXmXm ~&jxmNa ~ &xmN.
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bg :CAW+W Ce g W Ce naW— ml( 201 — 02 — 2011 + 2012)
+CAWj:G10— Ce MG~ ( 02)

eineW

neG— CR* WG— my(—Ch1 + Cha)
+CAG+G—C e CeLZ - Ma(—Cha + Ca2)
+CAG’+G*C naG— CeLn G- ma(Cl — Cg)

€5

~Cyo- -CE _ O my(—Cy — Cpy + Cha)

XmXm ~ € XmNa  €XxmNa

~CayonnCE —y CE ma(Cy — Chp + Cip)

XmXm ermNA eiXmNa

—CA—— —Cﬁ - 09*7 mm(—Cl +CQ) (420)

XmXm ~ €; XmINa ~exmNa

+CAg+G—C

€4

G, =Caw+w- C’e W C’e naw— M ma(—C1 + 2C15 + 2C5)
+CAWiG4:Cév C ngW- ( Cl)

€;

+OAG+G Oe e C naG— m1(01 + 011 + 012)

€;

+Cac+a- Ce N0 G Cfn a- ma(Cy + C1z + Cya)
+CAg+G Ce e G— CR* WG ma( Cl — CQ — C(])
—CA—— —C,L - C,L*f m1(01 + Cll + Clg)

XmXm ermNA €iXmNa
—Cye- - CF__ Cﬁ*,NA may(Cy 4 Chg + Ca)

XmXm EijNA €iXm

Oy —CE OB (O + Ch) (4.21)

XmXm ~ €jxmNa ~ exmNa

GR = CAV{H-W—CEL, CeLn wW- ml( CQ -+ 2011 —+ 2012)
+CawsarCL o w-C o (—C)

—FCAngGfCe e Ce Mo G~ ml(C'l + Cll + 012)
+OAg+Gf Ce g G— Ce NnaG— mQ(CQ —f‘ 012 + 022)
+OAg+G—CE e G~ CL* .G~ ma( 01 — OQ — Oo)

R Rx*
_CAXT_YLX;’LCéjX;NACéiX,TnNA mq (Cl +Cii + 012)

—Cye- - CE O my(Cy + Oy + Co)

XmXm ermNA eixmNa

Oy - CE_CF (O + Cy) (4.22)

XmXm ~ & xmNa ~ &xmNa

U gornjim izrazima skalarni integrali ovise o masama unutarnjih cestica koje su
naznacene u konstantama vezanja ispred njih, npr.
R R« B
OA)Z"_YLXT_TL CéjxanA CéiX;LNA CZJ

— R Rx 2 2 2, 2 2 2
— CA)_C;lXT_ﬂOéjX;LNAOéiX;LNA CZ] (p17 q 7p2’ mNA7 me7 me)' (4'23)
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4.3.2 Form faktori u Davidic¢evljevom pristupu

=Caw+w-CL w-CE o my (1121 + 207y, — 2015 + 4[113)

€; ngW €iNg
L 2
+CAW:':G:F Ce inaW Ce ingW— ]121

+Cag+a-CE CeL;klaG— my ( 211131 + 1122)

ena

+Cagra-CE CQZQG my (=g + 214}5)

ejna
Rx 2 2
+Cacra- Ce]nao Cennc-Ma (1121 - 1112)

L Lx 2 4
_CA%XTTLCEJ-X;LNAC@X;LNA my (_1121 2[131 + [122)

R Rx* 2 4
AX;Lx;LOéjX;LNAOé,.X;NA ma (]112 I 122 T 21113)

—Cyo- - CE _CI oy (=1 + 171) (4.24)

XmXm éijNA €ixmNa

by = Caw+w- Ce naW CLn w- 1 ( 211221 - [1212 41?31 + 2]122)
‘*’CYAI/VJEG’:F Ce g W Ce ingG~ (_11212)
+Cag+a-CF, - CEr omy (=2I05 + Iiy)

ena

+Cag+a-CE Ce o (I + I 5)

e;naG
2 2
+Cacta- Oe inaG Ce naG- Ma (1121 - ]112)
R Rx* 2
CAX;LXZLC@X;NAC@X;LNA ma (1121 2] 1311 ]122)

L Lx 2 4
_CAX;XZLCEJ-X;NAC@X;NA ma (Ill2 ]122 + 2]113)

_CA@X;CSX;NAC%;NA M (=17 + I1hs) (4.25)
Gr =Caw+w- Cé:- CeLn w— M2 (1121 + 2015 + 4]113)
+CAWiG¥Ce neG— CeLfLa <_Il221)
+Cucra- Ce e CL* G- M1 ([121 + 20 + [122)

+Cac+a- Oé - O mma (17 + Ty + 2145)

+Cac+a- Ce inaG CE:;QG— Mg (_[1221 — Iy — CO)
_CAX;x%Oéij;NACéLi;;NA 1 (It + 2005 + L)
_CAx;Zx;LOSX;LNAOS;—N <[1212 + 1122 + 21113)
_CAX%X;Céx;NACS;mN M (171 + 171) (4.26)
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Gr=Caw+w- Ce mow-Crre emu (=g + Al + 2145,)
+CawraxClw-Clin - (—1hs)
+Cac+a- Cé-n G- Cfn - (1121 + 20y, + 1122)
+Cucra- Ce e CeLn G- M2 ([1212 + Iy + 21.113)
+Cagra-Ciro-Coruc- Ma (— It — Ity — Co)
—CA: _Oof O my ([1221 + 2[ 31 T ]122)

XmXm €iXm NA eanLNA

L L*
_CAX;LX;LCéjx:nNACéiX:nNA mo ([112 + [122 + 21.113)

~CaginnOF 0 O (I + T1h) (4.27)

XmXm €ijNA e'LXmN

U gornjim izrazima su uvedene pokrate

I3, =7'J®(n+2a,b,c), (4.28)
14, =729 (n+4;a,b,c), (4.29)

a ovisnost o unutarnjim masama i vanjskim impulsima je ista kao i u (4.23).

4.3.3 Form faktori u terminima J-integrala

Mase Cestica na koje se veze foton su iste pa se .J-integrali mogu pojednostaviti tako
da se zbroje zadnja dva indeksa:

Jrave(mF, m3,m3) = Jrase) (M7, m3). (4.30)

TIako su to u principu i dalje 3-tockaste funkcije, struktura im je identi¢na 2-tockastim.

. 3 1
ay ~ Cyaw+w- Ce W CeLnaW— ma (—§J113 + §J214)

1
+Caw+e=CE CeLjna (—§J113)

1
+CAG+G_OéLjnaG Cel;):l a-" (_6J214)

1
+CAG+G* OgnaG— C«f:; a- M2 (6J214)

1
—C Y- _ct _ cf _J113_6J214)

. 1
— mq

XmXm ~ €iXmINa ~ €xmNa 2

—Cpe= CE L CIm (—

XmXm ~ € XmNa  €XxmNa

1 1
§J113 + 6J214) (4.31)
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~ Cyw+w-CE
+CAwﬂ:G¥OE W
+Cacta-Crin
+Cag+c- C6 G

—C e - CE

AXmXm ~ ejXmNa~ €xmNa

—C 4o - CE

ejngW

CR*

3 1
CeLnaW my <§J113 - §J214>

1
ginaG— 11 <_6J214)

1
Cél;tlaG— mg (6 J214>

1 1
ct_ my <§J113 — —J214)

6

1 1
05*7 Mo (——J113 + —J214)

AXmXm eixmNa ~ exmNa

2 6

. 1
Gr ~Caw+w- Ce e W CeI:n w- M2 <§J113 + J214>

L
+CAWiG:F Céjna

+CAg+G Ce aG

+Cacra- an

. 1
G- Cé[;naW* <§J113)

1 1

CeszaG mi (—§J113 + §J214>
1
2

1
szaa Mo (—§J113 + —J214>

+CAG+G*OéLjnaG CE oo ma (Jus — Joi2)

—C .- -CF

AXmXm €; XmNa exmNa

—C,- -CR

AXmXm er7_nNA eixmNa

~C - - CF

AXmXm ~ e;XmNa~ €xmNa

- L
Gr > Caw+w-C3p,

+Caw+ar ct
+Cag+a-CE
—|—CA0+G—C

+Caata- CE

e;naG

—C e -CH

AXmXm ~ ejXmNa~ €xmNa

—C 4o - CE

1
C,L*f mq (——J113+

CR_ my <—§J113 +

e;inaG

1
Cﬁ*f mq (——J113+

9 _J214)

1
2
1
2

_<]214>

1

fix mm(—Jn:s)

1
w- sz w- M1 (§J113 + J214)

1
CéL;Law— (_JHS)

R
&naG™ C " naG- 11 (_—J113+ —Jo1s

1

2

1
CeL; G- M2 (——Jns + 2J214)

Lx
a-Cam.a-Ma (J113 — Jo12)

—J
5 214

AXmXm ~&jxmNa & xmNa

—C e - CE

AXmXm €5 Xm Na

1
2
1 1
C,L*f mo (——Jng + 2J214)

L*

oy (= 1)
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5 Zakljucak

U ovom radu izracunate su amplitude, odnosno form faktori za radijativhe procese
s narusenjem leptonskog okusa pomocu tri razli¢ite metode redukcije tenzorskih in-
tegrala: Passarino-Veltmanove, Davidicevljeve i metode razvoja po vanjskim impul-
sima. Rezultati su izraZeni pomocu op¢enitih konstanti vezanja, tako da nisu strogo
vezani za specifican model.

Osim za dobru provjeru racuna, pristup problemu uz pomoc¢ vise metoda dobar
je i za razumijevanje samih metoda, kao i njihovih medusobnih poveznica. Ovdje
je poveznica izmedu tri izlozene metode uspostavljena najkra¢im putem — uspored-
usporedba. Unato¢ tome, izracunati form faktori se slazu za sve tri metode, uz iden-
tifikacije navedene u poglavlju 3.4, sto je i ocekivano, buduéi da se metode razlikuju
samo u nacinu odredivanja skalarnih integrala koji se pojavljuju uz Lorentzove struk-
ture. Ipak, moze se dogoditi da se amplitude izracunate Davidicevljevom metodom
i metodom razvoja po vanjskim impulsima razlikuju u divergentnom ¢lanu, Sto nije
problem jer se divergencije u konacnici krate.
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A Korisne formule

A.1 Feynmanova parametrizacija

Jedan od vrlo korisnih alata u ra¢unima s petljama je Feynmanova parametrizacija,
pomocu koje se produkt u nazivnku razlomka moze prikazati na sljedeci nacin:

1 B o ug)
m = 1 /dul/dUQ / ZZ lAZ Z>m s (A.l)

gdje su u; Feynmanovi parametri. Formula (A.1) moze se dokazati indukcijom.

Posebnu paznju treba obratiti na granice integracije nakon Sto se integrira po jed-
nom od parametara. Opcenit oblik koji se dobije Feynmanovom parametrizacijom je
visestruki integral

1 1 1
/dul/dug.../dumé(l—ul—~~—um)f(u1,...,um).
0 0 0

Integracijom po u,, varijabla w,, u funkciji f postaje 1 —u; —- - - — u,,_1, ali ako je vrh
delta funkcije izvan intervala [0, 1], integral po u,, je nula (u suprotnom je jedinica),
Sto se moze pisati kao

1

/dum d(l—ug— - —up) =01 —ug — - — Uy 1)0(ug + -+ + Upy1)- (A.2)
0

Druga ”step” funkcija u (A.2) je ekvivalentna uvjetu
0<wup+--+Up-1,

koji je automatski ispunjen u narednim integracijama. Prva ”step” funkcija predstav-
lja zahtjev
U+ - U1 S 1,

Sto efektivno gornju granicu integracije sljedeceg integrala (npr. po u,, 1) pretvara u
1 —wu; — -+ — u,_o. Primjer takve integracije je

1 1 1
/dU1/du2/dU35 1 —uy — ug — ug) f(ug, ug, ug)

1—ug
/du1 / dU,Qf Ul,UQ,l—Ul —Ug) (AB)
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A.2 Gama funkcija

U racunima integrala po petlji, od kojih su neki navedeni u sljede¢em poglavlju, javlja
se gama funkcija [22],

['(z) = /tz_le_z dt. (A4)
0
U dimenzionalnoj regularizaciji od posebnog je interesa razvoj gama funkcije oko
polova z = —m,
I'(z) = (=" { L Yim+1)+0(z+m)| . (A.5)
m! |z4+m
Zam €N,
bmrl)=1+i+ip 4L
2 3 m
gdje je

. 1
7= lim (Z ~- lnm) = 0.5772156649 . . .

n=1

Euler-Mascheronijeva konstanta.

A.3 Korisni integrali

Pod znakom integrala (zbog simetri¢ne integracije) vrijede sljedece relacije:

dnl

/W[Z#JZ#lle]f(lz) :O, (A.6)
dnl G dni

/(2)llf(12) %/( 2 12 f(1%), (A.7)
dnl v g vo agaJV dnl

[ g bl 1) = et Lt St [ S 2 ), )

gdje je f(I%) neka funkcija od /2.
Pomoc¢u Wickove rotacije [23], kojom se iz prostora Minkowskog prelazi u Euk-
lidski zamjenom [° = 1%, mogu se izratunati neki korisni integrali:

d”l 1 B (1) T (y . %) l v—2
/ (2m)™ (12 = A) N (471’)% L(v) (A) ) (A.9)
T b ()igy D=3 (1)
/(271')” (12— A - (4@3 9 () (A) ) (A.10)

[ e CUEe ) (1)
(2m)3 (2=A)  (4m) I'(v) A

1
Z(gwf Gpo + Gup Jvo + Guo gup) (All)
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Na primjer, izraz (A.9) dobije se na sljede¢i na¢in. Wickovom rotacijom [ prelazi u
— Z% ,

d"l 1 B (_1)V . < o 1

gdje je ), povrsina n-dimenzionalne sfere jedini¢nog radijusa (integral po kutu), koja
se moze izracunati pomocu sljedeceg trika:

(Va)" = </d:ce”‘"2>n = /d”:c exp <_Zn:x2>
/dQno/dxx” 1g-a? (/ > O/d 1=
(/ dQn) 37 (5)

Q, =

N —

Prema tome,
oIme

(ﬂ)

pa je integral (A.12) sada, uz supstituciju y = % /(1% + A),

(A.13)

L (=1)r AR
 (4m)ET (%)

B <y — g g) . (A14)

['()l'(y)

B(z,y) = /tm‘l(l —t)tdt = CETR

Uvrstavanjem izraza (A.15) u jednadzbu (A.14) dobije se trazeni integral (A.9). Ana-

(A.15)

logno se mogu izracunati i ostali integrali.

A.4 Logaritmi

Logaritam kompleksne varijable posjeduje rez, za koji se moze odabrati da ide duz
negativne realne osi 4. U tom slucaju je logaritam produkta kompleksnih brojeva

In(ab) = Ina + Inb+ n(a,b),
n(a,b) = 2mi [0(—Ima)f(— Im b)f(Im ab) — O(Im a)f(Im b)(— Im abd)], (A.16)

gdje je 6(x) Heavisideova "step” funkcija, a pomoc¢u funkcije 7 se izrazava skok u fazi
pri prelasku preko reza. Bitne posljedice gornje relacije su:

In(ab) =Ina +1nb, ako sulma ilm b razli¢itih predznaka, (A.17)
In % =Ina—1Inb, akosulmailmb istih predznaka. (A.18)

4Rez nije jednozna¢no odreden i moZe ga se proizvoljno odabrati, ovisno o definiciji argumenta
kompleksnih brojeva. Logaritam ima rez na negativnoj realnoj osi ako je —7 < arg z < 7.
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A.5 Dilogaritmi
Definicija dilogaritma je

1

Lis(x / g ma —at) “” (A.19)

0

gdje je rez logaritma duz negativne realne osi, Sto znaci da dilogaritam ima rez duz
pozitivne realne osi, pocevsi od tocke x = 1. Dvije korisne formule, pomocu kojih se
argument dilogaritma uvijek moZe staviti unutar jedini¢ne kruznice u kompleksnoj
ravnini, s realnim dijelom manjim od 3, su [24]:

2

Liy(2) = —Lis(1 — 2) + % —In(2)In(1 — 2), (A.20)
2
Liy(2) = —Li G) - % - %an(—x). (A.21)

A.6 Gordonova dekompozicija

Sljedece dvije formule korisne su za povezivanje raznih formi s Diracovim matricama
u amplitudama radijativnih procesa:

© _
atpaiutpn) = alps) [Py ] (a22)
I3 _
u(p2)7 y5ulpr) = u(p2) [% + ia“”%} su(pr), (A.23)

i lako ih je dokazati uz koristenje jednadzbi gibanja, gdje je o = % [y*,~"].
Mnozenjem jednadzbe (A.22) s (mq + my) i jednadzbe (A.23) s (my — my) te
njihovim oduzimanjem, dobije se da je

u(p2)Pru(pr) P* = u(p2)y"(mePr + muPr)u(pr) — u(p2) i0"q, Pru(pr).  (A.24)
gdje je P = p; + po i ¢ = p2 — p1. Analogno, zbrajanjem jednadzbi se dobije da je

u(p2)Pru(pr) P* = u(p2)y" (miPr + maPr)u(pr) — @(p2) ic""q, Pru(p1),  (A.25)
Py, i Py su lijevi, odnosno desni projektori:

Py,

(1-7), Pr (1+7s5). (A.26)

[\DIH
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B Alfa-reprezentacija skalarnih integrala

Op¢eniti skalarni 1ntegra11 (2.1) mogu se prikazati pomocu tzv. alfa parametara [25]

J(N) {Vj / D7 D”N

/dn [ S HF V) 1/ /1H04;’7‘_1 da; exp (iz&iDi> )
0 (B.1)

gdje se u produktima i sumama podrazumijevaju granice od i = 1 do N. Argument
eksponencijalne funkcije moze se svesti na potpun kvadrat

ZaiDi = Z@i (1 +pi)* — mi + ie]
— (Z ozi) (I? +ig) + Z%(p? —m?) + Zo‘i 2(Ip
- (Zo) (1 30) S RG] s

Integral po [ je invarijantan na translaciju, tj. moZe se uvesti supstitucija [ = I
>_cipi/ Y o paje

/dnleizaiDi _ Ii/dnl eil2a7
gdje je

(B.3)

1 9 9 1 2
K = exXp {aZal(pz —mz)—¥<2alpz> +Z€:| N a:Zai.
Wickovom rotacijom se prelazi u Euklidski prostor pa integral po [ postaje
A 5 n A n o)
/d"l e~ilE = g e /dr oo’ — gy FWQ

— —— [ dz pz-leion (B.5)
(%) ) (5) 0/

Integral po x konvergira za bilo koji n > 0 ako mu se doda —in, gdje je n pozitivna
infinitezimala.

(B.4)

. N )
) (n+ia)?

Time je gotova integracija po [

(B.6)

/dnleizai[)" =iz 12 <Z Oz,‘>7§

(B.7)
i integral (B.1) je

N {13}) =

O\H
<
IIJ

5

c:

2

M

5

”t
M\S
™

S

et

|3
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Uvodenjem supstitucija > a; = A i a; = Af;, takvih da je > 5, = 1 i ubacivanjem

jedinice N N
/dAd(A—Z )—/% (1—2@) 1, (B.9)
0 0

00 1
Mn{y;}) =i =72 ws ([ [T ax [ ... Bl dg A5
v; i T H ) 0/ / O/H
<1+Zﬁz>exp2/\ {Zﬂz(p —m? —(Zﬂipiy—l—ie}. (B.10)

Integral po A je

o0

/d)\ AL vimgl exp A {Z Bi( p — m <Z 6sz> ie}

0
> vty

= =i T (Y w- 7 [Zﬁz m;) — <Zﬁipi>2 +2’€] . (BAD)

Konacno, ostaje preurediti
Zﬁz‘(p? —m;) — Zﬁiﬁjpz‘pj +ie = Zﬁzﬂj p; — Zﬁzﬂj piPj — Zﬁi m; + ie
ij ij
= ZZ@'@' (pi —py)° — ZBE m + ie,

1<j

(B.12)

gdje je u prvoj jednakosti ubacena jedinica, ) | ; = 1. Prema tome, skalarni integral
(B.1) u a-reprezentaciji je

TN, oy) =78 4T (Zyi_ﬁ) [Hpﬂl
/ / [T6v a5 (36— 1) [zzm P =S

i<l

§-Tu

(B.13)
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C Pregled bitnih formula

C.1 Skalarni integrali

C.1.1 1-tockasta funkcija

dml Iu4fn
2
Ao(m”) = / (2m)m 12 — m?
1

2 7 m
= 2 - In 4 2(1—1ln— 1
e " (4—n s ”)+<4w>2m ( n/ﬂ) (€D

C.1.2 2-tockasta funkcija

B (pQ'mQ m2) :/ d™l u4—n
o (2m)m (12 —m?) [(I + p)* — m3]
) 2
= _—— In4
4y (4 —p T ”)
—l—L lni+22: ln(l—x-)—mlnxi_l—l (C.2)
(47’(’)2 /LQ £ i i 137; .
1 ml |m2 m1‘ 2p m? + m1) pt
= - — + C.3
125 - T g-me Y

' 2
Bo(0;m?,m3) = ! (——fy+ln47r)

(4m)% \4 -
{ m3 —m? — ie To—1
+ (im)? In e +1In(1 — zp) — x91n o 1 (C.4)
2
m
"= - (©5)
T
B (p mf, m2) J((]ill‘ll + p m2 J013 (C6)
d"l (1%)k
J, a f 5) = / C.
s 8) = | oy @ ey 7
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C.1.3 3-tockasta funkcija

a 1
Co = / (2m)m (12 = m3) [(1 4 p1)? — m3] [(I + p2)? — m3]

) 3

) 1 )
- - 1)+l
~ (4m)2c+ 2ab ;;( D

(
. Yi (i) 1 Yi
X (L2 ol R Gl G
Yi — Yo Yi = Yo Yi = Yo

i 1 -
B (47)20+ 2ab ; Z<_1)Z+

=1
i i i i Yy — 1
X [n(—yi), ) =y — oy — y(_))} In ¥
a=—(p2—p)° b=-pi c=pi+{p2—p) —p;

d=mi—m}+(p2—p)’ e=mi—mitpi—(—p)® f=-—m]

vt Y% Y% __d+ea
%1 =Y y271—a Y3 = «Q Yo = c+ 2ab
1)2 1
— 2y + (3 —mi + Dyl —mi =0
2)2 2
— sy (m3 —md + )y —m3 =0

2
— (p2 —pl)Z?/f) + [m§ —mj + (p2 —pl)ﬂ yf) —mj =0

1
Co =~ Joi1 + pim3 Joiz1 + psm3 Jouis + B [p% +p3— (p2 — pl)z] J1122

T2 2) :/ an (12)*
abc 15 1109, 11t3 (27_‘_)” (l2 - m%)a(ZQ _ m%)b(p _ m%)c
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C.2 Tengzorski integrali

C.2.1 2-tockaste funkcije

2.2 9y d* b
B, (p™;mi,m3) / 2m)» (12 = m?) [(1 + p)? — m3]

= pu Bi(p*ymi,md) = pnt TP (n+2;1,2)

1
Ba(p*smit,ms) = 5 5 [Ao(mi) = Ao(m3) + (m3 —mi — %) Bo(p*s i, m
9 o 1 2
Bl(oamlva) :_§ (471')2 4T—”}/+h’l4ﬂ'
1 1 m? m3 m? 2 m?
e oy (22 ) 2
+2(47r)2 2+m§—m%+n(,u2 * m3 —m?3 N m3

1 = 2 1 = m2
B1(0;m*, m?) 2(4%)2(4—71 7+n7r>+2—<47r)2n( 2)

2 .
B# ~ — (ﬁjﬁl; +p2m§ J114> Pu

=

C.2.2 3-tockaste funkcije

d"l L
= / (2m) (12 = mi) [(L+ p1)? = m3] [( 4 p2)? — m3]

= 1,01+ p2,Co = pry 7t T (0 + 21,2,1) + py, 7 TP (4 251,1,2)

_ p%Rl - (p1p2)R2
(p1p2)? — P3P}
p%R2 - (p1p2)Rl

¢y

O p—
2 (p1p2)? — p%P%
1
By = 5 [Bo(1,3) = Bol2,3) + (m — m3 — p)C)
1
Ry = 5 [Bo(1,2) = Bo(2,3) + (m3 — m3 — p3)C]
dn 1
By(1,2) = Bo(pi; mi, m3) = / (2m)m (12 —m?) [(I + p1)? — m3]’
dnl 1

BO(L 3) = Bo@%% mimg) = / (27T)" (l2 _ m%) [(l +p2)2 — m§]7
Bo(2,3) = / (d"l 1

2m)" [(1 4 p1)* —m3] [(1 + p2)® — m3]

- / dnl 1
) @r)n (2= m3) [(1+ p2 — p1)? — m3)]
= By ((p2 — p1)%m3,m3) .
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(C.14)
(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)



1 1

C =~ —§P1#J1121 - §p2#J1112

d™l Luly
o= | o T T T =

= p1,p1, C11 + P2, P2, Coz + (plﬂpm, +P2HP11,) Cr2 + g Coo
1
== 50w T I®(n+2,1,1,1)

+p1pn, 21 2 TP (n+ 451,3,1) + pa,pe, 202 J¥ (0 + 41,1, 3)
+ (p1up2, + p2p1,) 72 TP (n+4:1,2,2)

o p%Rn — (p1p2) R12

Cy —
. (p1p2)? — p%p%
Cho— piRi2 — (mp2) Rt p3R21 — (pip2) Raz
12 = =
(p1p2)? — pips (p1p2)? — pips
Cly = p%Rm - (p1p2)R21
(p1p2)? — pips
1
Riy = 5 [Bi(2,3) + Bo(2,3) + (m3 — mi — p1)C1] = Cio
1
Riy =5 [Bi(1,2) + Bi(2,3) + Bo(2,3) 4+ (m3 — m] — p3)C4 ]
1
Ry = 5 [31(173) - Bl<273) + (mg - m% _p%)c2:|
1
R22 = 5 [—B1(2, 3) + (m% — m% —pg)CQ] — COO
1
2 —2) [Bo(2,3) +2miCy — (m3 — m} — p})C1 — (m3 — m} — p3)Ca)
1 1 1
Cu =~ 3PPy Jo131 + 3P2uP20 Jo113 + 6 (P1#p2,, +p2up1y) Jo122

1 . 1 1 1 1
+ 9w [Ejfiﬁl + <6J2131 — ZJ1121) P+ (6J2113 — ZJ1112> Pg}

1
+ 129w [P} + 15 — (2 — p1)*] o122
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