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Extended abstract

Introduction

To make confident predictions and comparison with experimental data, the
theoretical calculations in high energy physics have to be of high precision.
For scattering amplitudes, this means that a complete control is needed not
only over the leading order contribution, but to the radiative corrections as
well. Of these, the most important ones are the one-loop contributions. Alt-
hough the calculation of one-loop scattering amplitudes has been extensively
studied and considered to be completely understood, in this thesis we ra-
ise the question whether the standard approach to calculation of one-loop
amplitudes is really optimal.

We present a new, completely numerical method for calculating arbitrary
one-loop amplitudes, which is built upon two existing numerical methods.
Contrary to these methods, our method is simpler and process-independent,
making it more general and versatile. The method is implemented in Wolfram
Mathematica and used to calculate N-scalar and N-photon scattering ampli-
tudes. The method is presented in the paper: “G. Duplanci¢ and B. Klajn,
Direct numerical approach to one-loop amplitudes” (arXiv: 1604.07022).

Standard approach to scattering amplitudes

The standard methods of calculating one-loop amplitudes can be most gene-
rally divided into two groups: analytical and numerical methods.

Analytical methods

All analytical methods follow the same reductionistic approach: first the scat-
tering amplitude is written in term of different one-loop Feynman diagrams,
which are mathematically represented by the corresponding Feynman inte-
grals, contributing to the process, then each diagram is reduced to a linear

1X
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combination of scalar master integrals, which are well known and have been
tabulated. Using this approach, the only unknowns in the problem are the co-
efficients that multiply the master integrals in the linear combination. These
coefficients can be calculated by a number of different methods:

e Passarino-Veltman method. The numerator of Feynman integral is
systematically decomposed into Lorentz-covariant monomials.

e Partial integration method. Feynman integrals are written as in-
tegrals in a general number of dimensions D and recursion relations
between different integrals, possibly with different values of D, are ob-
tained by employing appropriate partial integration identities.

e Tensor reduction. Tensor Feynman integrals are represented as a
tensor differential operator acting on the scalar integrals. Using Sc-
hwinger parametrization of Feynman integrals, as a result, a modified
scalar Feynman integrals are obtained, which can be further simplified
using, e.g. partial integration method.

e Unitarity methods. The underlying principle of these methods is the
optical theorem which uses analyticity of the scattering amplitude in
the complex plane to derive the connection between the amplitude and
the discontinuity of the amplitude across the branch cut. A general
one-loop integral can be reduced to scalar master integrals using the
singularity structure of the on-shell scattering amplitude.

Numerical methods

In order to avoid the involved procedure of the foregoing analytical methods,
one can choose to approach the calculation of one-loop amplitudes numeri-
cally. In this case, one faces the problem of integrand singularities which,
without further treatment, make numerical integration unstable. Before any
attempt of numerical calculation, one must subtract the divergent part of
the amplitude, in order to numerically integrate the finite part. After this
has been done, it remains to take care of the integrable singularities which
cannot be subtracted. The two existing numerical method both use the fact
that the integrable singularities are never really reached due to the Feyn-
man ie prescription in the propagators. It should be noted that both of the
following method calculate the amplitude one diagram at a time.
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Contour deformation method

The contour deformation method uses Cauchy’s theorem to deform the in-
tegration contour into the complex plane consistent with the Feynman ie
prescription and then puts € — 0. A very detailed analysis of the singularity
structure of the amplitude is needed in order to obtain a suitable integration
contour. This makes this method, although very efficient, process-dependent.

Extrapolation method

Unlike the previous method, this method keeps € > 0 and integrates along the
original contour, the real axis. The Feynman integral is represented using
Feynman parametrization and integration is performed for many different
values of €, and then the results are extrapolated to get the physical limit
e — 0. For the extrapolation to work, the numerical integrals have to be
calculated to very high precision.

Direct numerical method and implementation

Contrary to the two existing numerical methods that calculate the amplitude
one diagram at a time, we advocate the view that it is more sensible to
calculate the complete amplitude, given as a sum over Feynman diagrams,
at once. This way the finite amplitudes need no subtraction, even if the
individual diagrams are divergent. Also, we expect better numerical stability
due to all cancellations happening on the integrand level. Since the amplitude
is calculated at once, we also do not require high precision of the integration.
Leaving details to the main text, we highlight the key points of our method.

After we sum over all the contributions to the amplitude at the one-
loop level, we write this expression as a single integral over d*/. Next, we
separate this integral into two contributions. In the UV-contribution we
integrate over all loop momenta satisfying the condition |€_] > A, while in
the IR-contribution we integrate over all loop momenta satisfying \Z| < A.
Here, A = 2./s is a conveniently chosen scale, with s being the Mandelstam
s variable, the energy of the process squared in the center of mass frame.
The integrand singularities in the UV-contribution are located in such a way
that we can perform Wick rotation, a special choice of contour deformation.
After Wick rotation, the UV-contribution becomes monotonically decreasing
function which can be easily integrated with ¢ — 0 using four dimensional
quadratures. On the other hand, the df, integral in the IR-contribution can
be analytically integrated using residue theorem leaving three dimensional
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integral with finite-domain |€_] < A to be calculated using Monte Carlo in-
tegration with ¢ > 0. The IR-contribution has to be calculated for several
different ¢ and extrapolated to the physical limit ¢ — 0. In this way, our
method takes the best features of both existing numerical methods.

The above mentioned method has been implemented using program lan-
guage Wolfram Mathematica. For the extrapolation of the IR-contribution
to the amplitude, a fit to a Padé approximant was used.

Results, discussion and conclusion

We have applied our method to calculate the N-scalar and N-photon scat-
tering amplitudes for N = 4,5,6. To extensively test our method, we varied
masses of the propagator and polarization of the photons. Excellent agre-
ement was obtained with the analytical expressions in all cases. See main
text for figures.

With respect to other numerical method, ours has the advantage that,
since we are calculating the complete amplitude at once, significantly less
Monte Carlo points are needed and we do not have to demand high preci-
sion of the numerical integration. Furthermore, our method is very simple
and completely process-independent making it very useful for calculation of
generic one-loop amplitudes.

To further test the method, we plan to calculate some experimentally
relevant process, e.g. H — 77, which contains a loop with propagator of
different masses. Also, we plan on calculating the photon amplitudes for
a wider range of propagator mass to examine the behavior and stability of
the method for extremely large masses. Finally, we plan on implementing
the method in some other program language which will enable us to effici-
ently calculate the 8-photon and 10-photon amplitudes which would be a
remarkable test of the robustness of the method.



Uvod

Fiziku visokih energija ocekuju uzbudljiva vremena. Razvojem eksperimen-
talnih tehnika i postrojenja, poput CERN-ovog Velikog hadronskog suda-
rivaca (Large Hadron Collider - LHC), u moguénosti smo vrlo precizno ispi-
tati fundamentalnu fizikalnu teoriju—=Standardni model cCestica, kao i poten-
cijalno detektirati signale neke ,,nove fizike”, tj. fizike izvan Standardnog mo-
dela. U trenutku pisanja ovog rada, nema jasnih eksperimentalnih naznaka
nove fizike, no zato pregrst mjerenih i analiziranih podataka nudi moguénost
uvida u najsitnije i najsuptilnije detalje Standardnog modela. Da bi se teorija
koju testiramo potvrdila (ili opovrgnula), nuzno je istovremeno imati velik
broj eksperimentalnih mjerenja te vrlo precizne teorijske izracune. Jedino
njihovom medusobnom usporedbom mozemo doé¢i do zakljucka o valjanosti
promatrane teorije.

Najzahvalniji tip eksperimenta za usporedbu s teorijskim predvidanjima
su procesi rasprsenja u kojima se upadni snop ¢estica rasprsuje bilo na fiksnoj
meti bilo na drugom snopu cestica. S eksperimentalne strane, mjerenjem
svojstava rasprsenih Cestica, npr. distribucije kuta i energije rasprsenja, moze
se konstruirati tzv. udarni presjek o za dano rasprSenje. Ova je veli¢ina
iznimno zanimljiva i s teorijske strane, buduéi da se moze racunati iz prvih
principa kvantne teorije polja. Udarni je presjek upravo mjera vjerojatnosti
da dode do rasprsenja i ovisi kako o interakciji medu cesticama, tako i o
njihovoj kinematici. Informacija o interakciji medu cesticama sadrzana je u
tzv. amplitudi rasprsenja M i nju zelimo modi izra¢unati.

Da bi se izracunala amplituda rasprsenja za bilo koji proces potrebno je
rijesiti kvantne jednadzbe gibanja koje su izvedene iz lagranzijana Standard-
nog modela. Ove je jednadzbe nemoguce egzaktno rijesiti pa se nuzno pribje-
gava aproksimativnim metodama—racunu smetnje, odnosno perturbativnom
racunu. Da bi racun smetnje bio primjenjiv, konstanta vezanja A koja opi-
suje interakciju mora biti dovoljno mala da amplitudu interakcije ima smisla
razviti u red potencija po konstanti vezanja M(\) = M; + My + ..., gdje
implicitno pretpostavljamo da je Mj oc A\¥, te problem sustavno rijesavati
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red po red.* S ciljem sistematizacije ove procedure, koriste se Feynmanovi di-
jagrami kao slikovit prikaz interakcije medu cesticama. Svakom redu racuna
smetnje odgovara odredeni broj razlicitih tipova Feynmanovih dijagrama.
Tako, npr. vode¢em doprinosu M; odgovaraju granasti dijagrami (za koje se
ponekad kaze da su klasi¢ni doprinos rasprsenju budué¢i da njihov doprinos
amplitudi rasprsenja ne ovisi o &), dok se u visim doprinosima M,, za n > 2
javljaju dijagrami sa zatvorenim petljama. Spomenute petlje su kvantne
prirode (eksplicitno sadrze faktore k) i predstavljaju radijativne, odnosno
virtualne korekcije granastim dijagramima. Svakako najbitniju od radija-
tivnih korekcija ¢ine Feynmanovi dijagrami s jednom petljom—jednopetljeni
dijagrami, stoga je iznimno bitno moci precizno ra¢unati te dijagrame kako
bi se, u konaénici, i sama amplituda mogla precizno izracunati. Tehnologija
izracuna jednopetljenih dijagrama razvijala se paralelno s razvojem kvantne
teorije polja te se danas smatra rijeSenim problemom, buduéi su razvijene
mnoge metode, od analitickih preko seminumerickih do potpuno numerickih.

U ovoj ¢emo disertaciji izloziti joS jednu metodu izracuna amplitude
izgradene od Feynmanovih dijagrama s jednom petljom." Uzimajuéi u ob-
zir sve aspekte racuna jednopetljenih dijagrama, smatramo da je potpuno
numericki pristup najprirodniji problemu, pa je, samim tim, i predlozena
metoda potpuno numericka. Motivaciju za nacin na koji ¢emo realizirati
samu metodu crpimo iz dosad razvijenih numerickih metoda koje su se,
iako razlicite, pokazale uspjesnima u rac¢unanju pojedinih jednopetljenih di-
jagrama. Metoda na kojoj se temelji ovaj rad je prezentirana u znanstvenom
¢lanku: ,,G. Duplanci¢ i B. Klajn, Direct numerical approach to one-loop
amplitudes” (arXiv broj: 1604.07022).

Rad je organiziran na sljedec¢i na¢in: u prvom poglavlju dajemo kratak
pregled postojec¢ih metoda za izracun jednopetljenih Feynmanovih dijagrama
te dajemo odgovor na pitanje cemu jos jedna takva metoda. U drugom po-
glavlju u detalje razradujemo matematicku pozadinu nase metode, a kon-
kretnu implementaciju ostavljamo za trece poglavlje. U ¢etvrtom poglavlju
primjenjujemo metodu za izracun N-skalarnih i N-fotonskih amplituda te
diskutiramo dobivene rezultate. U petom poglavlju sumiramo sve zakljucke
i komentiramo daljnje potencijalne primjene metode.

*Pokazalo se se da je za sve teorije unutar Standardnog modela, kako elektroslabu
(pa posebno i kvantnu elektrodinamiku—QED), tako i kvantnu kromodinamiku (QCD)
perturbativan racun valjan pristup izra¢unu amplitude rasprsenja, barem u nekom rasponu
energija.

tU prethodnoj notaciji My, no u nastavku je oznacavamo M jer ne moze doéi do
zabune.



Poglavlje 1

Standardni pristup amplitudama
rasprsSenja

Kao sto smo napomenuli u Uvodu, problem izracuna jednopetljenih Feyn-
manovih dijagrama pa posredno i kompletne amplitude rasprsenja je nacelno
potpuno rijeSen. Dostupne metode mozemo podijeliti u dvije kategorije,
one koje problemu pristupaju analiticki i one koje problemu postupaju nu-
mericki.* U nastavku dajemo kratak pregled dostupnih metoda te motivaciju
zasto bi imalo smisla konstruirati jos jednu metodu.

§ 1.1 Analiticke metode

Sve analiticke metode za izrac¢un amplitude rasprSenja na razini jedne petlje
su redukcionisticke u duhu. Za pocetak, amplituda se shvaca kao suma svih
jednopetljenih Feynmanovih dijagrama koji doprinose promatranom procesu.
Slikovito,
iM=>"T, (1.1)
dijag
gdje je
de
IT= [ —=P 1.2
| GeP o (1.2

Feynmanov integral, tj. matematicki izraz koji odgovara danom jednopetlje-
nom dijagramu. Ovdje je P(¢) podintegralna funkcija, konstruirana pomocéu

*Postoje i hibridne, seminumericke metode, koje odredeni dio rac¢una naprave ana-
liticki, a zatim ostatak numericki.
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Feynmanovih pravila, koja ovisi o impulsu petlje ¢ i drugim relevantnim va-
rijablama za promatrani dijagram. U ovom nam trenu nije bitan konkretan
oblik P (), osim ¢injenice da je racionalna funkcija u varijabli .

Nakon sto smo amplitudu shvatili kao sumu Feynmanovih integrala, svaki
¢emo integral Z posebno tretirati i pokusSati ga svesti na ¢im jednostavniji
oblik. Ovisno o teoriji u sklopu koje promatramo rasprsenje, Z moze biti
skalarni ili tenzorski integral. U skalarnim integralima sva se ovisnost inte-
granda P(¢) o impulsu petlje ¢ nalazi u nazivniku, dok se kod tenzorskih
integrala ¢ ovisnost nalazi i u brojniku. Kako su skalarni integrali uvelike
jednostavniji od tenzorskih integrala, Zelja nam je prikazati Z preko nekog
skupa osnovnih skalarnih integrala. Ovo se pokazalo mogucim i ti se osnovni
integrali nazivaju master integrali. S ovime, daljnja redukcija ide u smjeru

I= CkIO, 1.3
k
k

gdje su Z} skalarni master integrali, a ¢; koeficijenti. Skup master integrala
{7} je jedinstven te dobro poznat i tabeliran [30, 5, 13, 14, 15]. Prema tome,
jedini netrivijalni dio u izracunu jednopetljenih dijagrama jest odredivanje
koeficijenta ¢; u razvoju (1.3).

Postoje mnoge metode za izracun koeficijenata c,. Neke od njih su:

e Passarino-Veltman metoda. [27] U ovoj se metodi brojnik inte-
granda P(¢) sustavno dekomponira na Lorentz-kovarijantne monome.
Na kraju procedure brojnici integranda ne ovise o £ ¢ime je postignuta
trazen rastav na skalarne integrale.

e Metoda parcijalne integracije. [10] Koristenjem dimenzionalne re-
gularizacije [9] za racunanje Feynmanovog integrala u proizvoljnom
broju D dimenzija, moguce je raznim parcijalnim integracijama izvesti
rekurzijske relacije kojima se slozeniji integrali svode na jednostavnije
integrale, sve do skalarnih master integrala. Alternativno, rekurzijske
se relacije mogu prevesti u sustav diferencijalnih jednadzbi s poznatim
rjeSenjem. Ova je metoda vrlo pogodna za automatizaciju na racunalu.

e Tenzorska redukcija. [31, 16] Cilj je tenzorske redukcije prikazati
tenzorske integrale preko skalarnih integrala na koje djelujemo odredenim
tenzorskim operatorom. Vezu izmedu tenzorskih i skalarnih integrala
je najlakse vidjeti koriste¢i Schwingerovu parametrizaciju [29] Feynma-
novih integrala. Rezultat djelovanja tenzorskih operatora na skalarne
integrale su skalarni integrali s modificiranim nazivnikom i/ili integrali
u veéem broju dimenzija (i u ovoj se metodi integrali ra¢unaju u D
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dimenzija). Jednom kad se svi integrali svedu na skalarne, moguée ih
je svesti na master integrale gore spomenutim rekurzivnim relacijama.

e Unitarne metode. [7, 26, 17] Sve metode ovog tipa pocivaju na
optickom teoremu koji, koriste¢i analiticnost amplitude rasprSenja u
kompleksnoj ravnini, dovodi u vezu amplitudu nekog procesa s diskonti-
nuitetom u amplitudi uzduz reza u kompleksnoj ravnini. Promatrajuci
strukturu singulariteta amplitude sa svim impulsima na ljusci mase,
moguce je izvesti relacije kojima se opceniti jednopetljeni dijagram re-
ducira na skalarne master integrale. Postoje razne implementacije ovih
metoda za automatski ra¢un na racunalu.

Pogled na brojnost i raznolikost navedenih metoda doista pokazuje da je ana-
liticki pristup jednopetljenim dijagramima zrelo i dobro istrazeno podrucje
fizike cestica.

§ 1.2 Numericke metode

U proslom smo odjeljku naveli nekoliko metoda analitickog pristupa izracunu
Feynmanovih dijagrama. Sve su metode vrlo sofisticirane i netrivijalne ana-
liticke metode da bi rastavili Feynmanove integrale na skalarne master inte-
grale. Paralelno s razvojem analitickog pristupa razvijale su se i numericke
metode za racunanje Feynmanovih dijagrama. Ocita prednost numerickog
pristupa nad analitickim jest ta da je numericki pristup konceptualno vrlo
jednostavan. Nacelno, dakle, nema potrebe za kompliciranim analitickim raz-
matranjima. Ovo pak znaci da bi numericki pristup trebao biti fleksibilniji i
funkcionirati podjednako, neovisno o detaljima procesa rasprsenja.

S druge strane, numericki pristup ima probleme tamo gdje ih analiticki
pristup nema. Problemi numericke integracije su singulariteti Feynmanovih
integrala, koji se javljaju u dvije vrste: ultraljubicasti (UV) singulariteti su
rezultat divergiranja Feynmanovog integrala za ¢ — oo, dok se infracrveni
(IR) singulariteti javljaju prilikom integracije kad god se u petlji propagiraju
bezmasene Cestice spojene na vanjsku liniju na ljusci mase. Analiticki se lako
nositi s ovim problemima, npr. vrlo je elegantno rjesenje racunati integral u
proizvoljnom broju dimenzija D, ¢ime se regulariziraju oba tipa divergencija
(gore spomenuta dimenzionalna regularizacija). No, u numeri¢kom smo pris-
tupu primorani integral izracunati u cjelobrojnom broju dimenzija, obi¢no
D =4, te je stoga, prije bilo kakve numericke integracije, potrebno izolirati i
ukloniti sve poznate izvore divergencija. Ovo se moze postiéi tzv. supstrak-
cijskim metodama [24, 2, 1] pomo¢u kojih je moguée bilo koji jednopetljeni
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Feynmanov integral razdvojiti na divergentni i konac¢ni dio. Divergentni dio
se zatim renormalizira, dok se konacni dio moze numericki izracunati.
Nadalje, osim UV i IR singulariteta, postoje i integrabilni singulariteti
koji analiticki ne predstavljaju problem, dok se zbog njih, u numerickom
pristupu, javljaju nestabilnosti prilikom integracije. Integrabilni se singula-
riteti javljaju kad se nazivnik integranda P(¢) priblizi nuli, pa sam integrand
neograniceno raste. Stoga je pravi izazov svake numericke metode smisliti
nacin kako se optimalno nositi s ovim izazovom. Odgovor na to pitanje lezi
u samom obliku integranda P(¢). Ako pisemo P(¢) = N (¢)/D(¢) tada je
nazivnik integranda produkt realnih polinoma drugog stupnja o (¢)f

D(0) = [ (w2(0) + ie). (1.4)

Dodatni ¢lan ie, uz € > 0, je tzv. Feynmanova preskripcija koja osigurava ka-
uzalnost definirajuéi ispravan obilazak polova na putu integracije i osigurava
da nazivnik nikad ne iS¢ezava egzaktno. Fizikalna vrijednost Feynmanovog
integrala dana je limesom lim. ,oZ(e). Ovu je preskripciju lako analiticki
implementirati u racun, no kako to ostvariti numericki? Dosad su, u tom
pogledu, razvijena dva razli¢ita pristupa: deformacija integracijske konture i
izravna integracija s € > 0. U nastavku ¢emo promotriti obje ove metode.

1.2.1 Deformacija integracijske konture

Feynmanova ie preskripcija sluzi ispravnom zaobilazenju integrabilnih sin-
gulariteta prilikom integracije po impulsu petlje. Za € > 0, singulariteti su
pomaknuti s realne osi u kompleksnu ¢ ravninu. Medutim, kompleksna nam
analiza govori da, dok se god relativni polozaj konture integracije i singula-
riteta ne mijenja, moguce je racunati Feynmanov integral s ¢ = 0, tako da
singulariteti padnu na realnu os, a konturu integracije deformirati s realne
osi u kompleksnu ravninu.

Ovu su ¢injenicu iskoristili Soper et al. [25, 20] U njihovom pristupu,
impuls u petlji se moze deformirati u kompleksne vrijednosti na nacin ¢ —
(+ik(?), gdje je k() neka specificirana funkcija. Pametnim odabirom funk-
cije k() moze se naéi pogodna kontura integracije koja je dovoljno uda-
ljena od singulariteta. Integracija duz takve konture ¢e biti numericki sta-
bilna i integral se moze izracunati 4D Monte-Carlo integracijom. Upravo su
tom implementacijom Soper et. al. izra¢unali bezmasene fotonske amplitude?

tU iduéem éemo poglavlju vidjeti eksplicitan oblik polinoma ().
tOve su amplitude u meduvremenu postale benchmark proces za testiranje numerickih
metoda za racunanje jednopetljenih dijagrama.
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2y — (N — 2)y za N = 4, 6, racunajuéi dijagram po dijagram te koristedi
105 Monte-Carlo to¢aka po dijagramu.

Treba napomenuti da se pogodan odabir funkcije x(¢) pokazuje krajnje
netrivijalnim zadatkom, jako ovisnim o detaljima konkretnog dijagrama. Iz
tog je razloga u prvotnoj implementaciji metode analiziran samo jednostav-
niji sluc¢aj procesa s bezmasenim propagatorima. U meduvremenu je metoda
generalizirana na procese koje imaju i masivne Cestice u petlji [2, 1, 4, 3],
za koje je odabir pogodne konture integracije znacajno kompliciraniji. Po-
tencijalna je zamjerka ovoj metodi Sto je jo§ uvijek relativno sofisticirana
i zahtijeva znatan analiticki angazman oko odabira konture prije same nu-
mericke integracije. Medutim, sto ako je promatrani proces rasprsenja toliko
slozen da pronalazak pogodne konture postaje prezahtjevan problem ili se
naprosto ne zelimo upustati u komplicirana analiticka razmatranja? Tada
nam ne preostaje nista drugo nego izravno numericki integrirati Feynmanov
integral s kona¢nim € > 0.

1.2.2 Izravna integracija s ¢ > 0

Kao alternativa prethodno izlozenoj metodi numericke integracije deforma-
cijom konture u kompleksnu ravninu, nudi se metoda koja izravno numericki
racuna Feynmanov integral drzec¢i e > 0 kona¢nim. Tocnije, Feynmanov se
integral racuna za niz razli¢itih {e;}, te se iz dobivenih vrijednosti integrala
{Z(ex)} fizikalna vrijenost Z(0) dobiva ekstrapolacijom. Metodu su razvili
de Doncker et al. [12, 34, 11], a sastoji se u tome da se Feynmanov integral
s integrala po impulsima prebaci u integral po Feynmanovim parametrima
[18], ¢ime se ostvaruje velika prednost—kompaktna domena integracije, i kao
takav numericki integrira kvadraturama za konac¢nu vrijednost parametra
€. Medutim, a priori nije jasno za koje tocno vrijednosti € treba racunati
integrale, te kako numericki provesti limes lim, o Z(€).

De Doncker et al. su metodu implementirali na sljedec¢i nacin—Feynmanov
se integral Z(e) izracuna za desetak ne premalih vrijednosti ¢/s (~ 107%; za
manje je vrijednosti numericka integracija nestabilna i nepouzdana), gdje
je /s energija procesa u sustavu centra mase. Zatim se na dobiveni niz
vrijednosti {Z(ex)} primjeni Wynnov e-algoritam [33] za ubrzavanje konver-
gencije pomoc¢u kojeg se efektivno ekstrapolira trazena vrijednost integrala
lim_,0Z(¢€).> Pomoé¢u te metode mogu se ra¢unati svi jednopetljeni Feynma-
novi integrali neovisno o masi Cestice u petlji.

$Bitno je za napomenuti da je za Wynnov e-algoritam kljucéno da su dobiveni integrali
{Z(er)} vrlo precizno izracunati (¢ak do 10 decimalal) da bi se iz njih mogao ispravno
ekstrapolirati konacan rezultat.
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Uz sve prednosti, ove metoda ima i dvije slabe tocke. Integracija po
Feynmanovim parametrima znac¢i da je dimenzionalnost integracije varija-
bilna, tj. jednaka broju propagatora u petlji. Zbog toga je cijela metoda
osjetljiva na detalje promatranog dijagrama, a ponajprije o broju vanjskih
linija. Osim toga, odabir vrijednosti € za koje treba racunati Z(e) je odreden
ad hoc, bez konkretnijih argumenata.

§ 1.3 Potreba za joS jednom metodom?

Uzevsi u obzir prethodno izlozene metode za izracun jednopetljenih dija-
grama, logiéno se pitati: ,,Cemu jos jedna metoda?” Motivirani uspjehom
postoje¢ih metoda, smatramo da, nadogradnjom na njih, jos uvijek ima
mjesta za napredak.

Za pocetak treba odgovoriti na pitanje je li prirodnije razvijati analiticku
ili numericku metodu. Racun jednopetljenih integrala je toliko obiman da se i
analiticki pristupi implementiraju kao automatizirane procedure na racunalu.
Dakle, racunalo je svakako neizbjezan dio racuna jednopetljenih dijagrama.
Buduéi da su strojevi stvoreni za brze, repetitivne i elementarne kalkula-
cije, puni potencijal racunala mozemo iskoristiti jedino ako ga koristimo za
numericke racune. Osim toga, simbolicke manipulacije su karakteristika ljud-
skog razmisljanja i strane su strojevima. Kao dodatan, praktican argument
u korist numerickog pristupa napomenimo da je za odredivanje udarnog pre-
sjeka o (koji je eksperimentalna opservabla) iz amplitude rasprsenja M po-
trebno provesti dodatnu integraciju kvadrata amplitude |M|? preko faznog
prostora vanjskih Gestica. Cak i da imamo analiticki izraz za amplitudu,
iskustvo nas uci da je on prekompliciran i ovu se integraciju mora provesti
numericki. Vidimo da je nemoguée provesti analiticki racun do samih opser-
vabli, pa zasto ne ¢im prije prije¢i na numericki pristup?

Dakle, jednom kad smo se odlucili za numericki pristup izracunu jedno-
petljenih Feynmanovih dijagrama, potrebno je odrediti smjer u kojem ¢emo
razvijati metodu. Prije svega, zelimo da metoda bude sto viSe numericka.
To znaci ¢im manje analitickih intervencija i sofisticiranosti, kako i prili¢i
racunu koji se odvija na stroju. Zagovaramo, dakle, vrlo jednostavan i prize-
man pristup. Dalje, Zelimo da metoda bude robusna—to jest da podjednako
dobro radi za sve jednopetljene dijagrame neovisno o vrsti interakcije, broju
cestica koji se javlja u petlji itd. Ovim se zahtjevom odmi¢emo od pos-
toje¢ih numerickih metoda, budué¢i da one detalje svoje integracijske rutine
prolagodavaju dijagramu kojeg racunaju.

Za kraj, zelimo pomaknuti fokus s pojedina¢nog racunanja dijagrama
na racunanje kompletne amplitude odjednom. Prednosti ovog poteza su
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viSestruke. Iskustvo s analitickim racunom dijagrama nas uci da je konacan
izraz za amplitudu najc¢esée puno jednostavniji nego sto bi se ocekivalo od
naivne sume svih izracunatih dijagrama. Ovo upucuje da dolazi do veli-
kih oduzimanja medu doprinosima razli¢itih dijagrama. To pak znaci da
je racunanje svakog dijagrama ponaosob nepotrebno trosenje resursa. Osim
toga, zbog ovog oduzimanja, svaki je dijagram potrebno racunati na vrlo
visoku preciznost kako se prilikom sumiranja u amplitudu ne bi izgubile sig-
nifikantne znamenke. Konac¢no, ukoliko amplituda u cjelini nema UV i IR
divergencija, ne moramo ni na koji naé¢in tretirati potencijalne UV /IR singu-
laritete pojedina¢nih dijagrama buduci da ¢e se oni u sumi nuzno pokratiti.

Zakljucno, zelimo osmisliti potpuno numericku metodu koja ce, za raz-
liku od dosadasnjih numerickih (i analitickih) metoda, ra¢unati kompletnu
amplitudu procesa rasprsenja na razini jedne petlje odjednom. Od te me-
tode o¢ekujemo robusnost i stabilnost te jednostavnu i intuitivnu realizaciju.
Budué¢i da racunamo kompletnu amplitudu odjednom, nije nam potrebna
velika preciznost konacnog rezultata. Preciznost od 1% je sasvim zadovolja-
vajuéa. Sto se ti¢e implementacije na racunalo, metodu éemo implementirati
na najjednostavniji na¢in, ne vodeéi racuna o performansama poput brzine
izracuna. Bitno nam je pokazati da predlozena metoda funkcionira na razini
koncepta.
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Poglavlje 2

Direktna numeri¢cka metoda

U ovom ¢emo poglavlju prezentirati metodu izravnog numerickog izracuna
sume svih jednopetljenih Feynmanovih dijagrama koji doprinose amplitudi
promatranog procesa. Sasvim opcéenito, na razini jedne petlje, amplitudi
nekog procesa mogu doprinositi kvalitativno razliciti dijagrami, od kojih svaki
moze sadrzavati razli¢it broj vanjskih linija na petlji*. Na primjer, dijagrami
s dvije vanjske linije ¢e, u pravilu, opisivati korekcije propagatora, dijagrami
s tri linije ¢e biti korekcije interakcijskim vrhovima, itd. U svakom slucaju,
uvijek ¢emo biti u moguénosti grupirati jednopetljene dijagrame na prirodan
na¢in prema broju vanjskih linija. Bez smanjenja opcenitosti, numericku
¢emo metodu izloziti pod pretpostavkom da imamo samo jednu takvu klasu
jednopetljenih dijagrama, odnosno, da svi dijagrami u procesu imaju jednak
broj vanjskih linija. Poopcenje na vise razlicitih klasa dijagrama je trivijalno.

Takoder, treba napomenuti da jednopetljene amplitude koje se javljaju
kao korekcije viSeg reda u racunu smetnje, u pravilu nece biti konacne zbog
UV i/ili IR divergencija te se takve amplitude ne mogu izravno numericki
izracunati. Da bismo i te amplitude ucinili pogodnima za numericki tret-
man, potrebno ih je prvo uciniti konac¢nima, tj. analiticki izolirati i otkloniti
divergentne doprinose. Ovo je mogudée posti¢i prije spomenutim supstrak-
cijskim metodama. Nakon oduzimanja problemati¢nih doprinosa, preostali
dio amplitude se moze dalje numericki racunati metodom koju ¢emo izloziti.
Ipak, u ovom ¢emo se radu koncentrirati samo na konac¢ne amplitude koje ne
zahtjevaju supstrakcije.

*Pod pojmom vanjska linija ovdje smatramo liniju koja izlazi iz petlje, a ne mora
nuzno biti i vanjska linija ¢itavog Feynmanovog dijagrama.

11
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§ 2.1 Preliminarna razmatranja

Promotrimo doprinos amplitudi svih Feynmanovih dijagrama s jednom pet-
ljom na koju je spojeno n vanjskih linija

. d* N
iM= Z/WB' (2.1)

Ovdje su NV i D pokrate za brojnik i nazivnik, respektivno, generickog Feyn-
manovog dijagrama, dok je ¢ unutarnji impuls preko kojeg integriramo. Sa-
svim opéenito, brojnik A/ ¢e biti skalarna funkcija (i to polinom) vanjskih
impulsa i polarizacija (odnosno heliciteta), masa Cestica koje se propagiraju u
petlji, konstanti vezanja vanjskih linija na petlju te, naravno, impulsa preko
kojeg integriramo. Eksplicitan oblik brojnika N ovisi o teoriji koju proma-
tramo i, kljuéno je za naglasiti, nije bitan za daljnja razmatranja. S druge
strane, oblik nazivnika D isti je za sve teorije! i dan je produktom (inverznih)
propagatora svih polja u petlji

D—
k

((€ = rp)* —mi +ie) (2.2)

n

gdje je
k
j=1

suma vanjskih impulsa p;, za koje uzimamo da izlaze iz petlje (kako je pri-
kazano na slici 2.1), my, je masa k-te propagirajuce Cestice u petlji, a € > 0
predstavlja Feynmanovu kauzalnu preskripciju koja vodi ra¢una o ispravnom
obilasku polova prilikom integracije, a samim time i o ispravnom predznaku
imaginarnog dijela amplitude. Fizikalna amplituda odgovara limesu ¢ — 0.
Izraz za amplitudu, kako je standardno dan u relaciji (2.1), implicira
da je prvo potrebno izracunati ¢etverostruki Feynmanov integral za svaki
dijagram posebno te zatim sumirati doprinose svih dijagrama. Takvo je
razmisljanje u duhu analitickog pristupa koji racuna dijagram po dijagram
te, sukladno tome, tezi maksimalno pojednostaviti podintegralnu funkciju
prije same integracije. S druge strane, za numericki pristup je bitnije imati

tU slucaju efektivnih teorija polja, potencija nazivnika moze biti razli¢ita od jedinice,
no taj slucaj ne¢emo promatrati.
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Slika 2.1: Konvencionalna kinematika jednopetljenih Feynmanovih dija-
grama s n vanjskih linija. Impulsi vanjskih linija p; su orijentirani tako da
izlaze iz petlje.

¢im manje integracija makar na ustrb vece slozenosti podintegralne funkcije.
Bududi da zelimo numericki izracunati amplitudu, shvatit ¢emo je na nacin

: de N
]Jx4 ::u/nziasz'zzz'is, (2.4)

dijag

gdje smo sumu po dijagramima uvukli ispod integrala. Matematicki je ovo
opravdano buduéi da kona¢na suma uvijek komutira s integralom. Glavna je
prednost zamjene sume i integrala Sto cijelu amplitudu mozemo rac¢unati jed-
nim ¢etverodimenzionalnim integralom preko sume podintegralnih doprinosa
svih dijagrama. Ovo je posebno bitno u slucajevima kad su pojedini Feynma-
novi dijagrami UV /IR divergentni, no cijela je amplituda konacna.* U tim
slucajevima kona¢nost amplitude implicira da se divergencije moraju pokra-
titi medu raznim dijagramima, a do tog ¢e kracenja do¢i upravo prilikom
sume podintegralnih doprinosa svih dijagrama. Ovime je izbjegnuta potreba
regularizacije pojedinih dijagrama te je, istovremeno, osigurana numericka
stabilnost prilikom integracije.

Bez obzira na kona¢nost kompletne amplitude, prilikom integracije ¢emo
nuzno nai¢i na integrabilne singularitete koji se javljaju svaki put kad naziv-
nici propagatora (2.2) is¢ezavaju. Lako je vidjeti da do tog dolazi kad vrijedi
(za k-ti propagator u dijagramu)

—

(C—1e)* = (bo — o) — (0 — 73)* = m} — e, (2.5)

+ . . av1 - . - . -« .
*Sjetimo se da numericki mozemo ionako racunati samo konaé¢ne amplitude.
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odnosno, u terminima ¢, varijable

fo= bhs = rio £ A/ (T— 7)? + m? — e (2.6)

Relacija (2.6) omogucuje alternativan zapis nazivnika,
D =[]t — te)(lo — lis). (2.7)
k=1

Jasno je da zbog kona¢nog € nazivnici nikad nece egzaktno is¢eznuti na re-
alnoj ¢y osi, tj. stvarnoj domeni integracije, no u limesu ¢ — 0, upravo ¢e
podrucja ¢y ~ ;1 najvise doprinositi integralu. Vazno je napomenuti da se
integrabilni singulariteti javljaju kao posljedica indefinitnosti Lorentzove me-
trike i ne ovise o slozenosti procesa i ¢esticama koje sudjeluju u procesu. To
se vrlo lako vidi u UV podrucju, tj. za |!7| — 00, gdje relacija (2.6) pokazuje
da se singularne plohe javljaju kad god vrijedi ¢y = j:\ﬁ |. Dakle, integrabilni
singulariteti su svojstveni svim jednopetljenim Feynmanovim integralima.
Gledano analiticki, Feynmanova ie preskripcija u potpunosti rijesava problem
integracije u blizini tih singulariteta no u kontekstu numerickog pristupa oni
predstavljaju izvor numericke nestabilnosti—tzv. problem malih nazivnika.
Stoga je potrebno pronad¢i nacin kako numericki provesti integraciju, a da se
izbjegne problem malih nazivnika. Da bismo dosko¢ili tom problemu, detalj-
nije ¢emo analizirati singularnu strukturu podintegralne funkcije u komplek-
snoj ¢y ravnini.

§ 2.2 Struktura singulariteta u kompleksnoj ¢,
ravnini

2.2.1 Singulariteti propagatora

Za dani Feynmanov dijagram svaki ¢e od n propagatora u nazivniku imati
singularnu strukturu prikazanu na slici 2.2. Po konstrukciji, singulariteti
k-tog propagatora {4+ su polovi prvog reda, ¢iji polozaj u kompleksnoj ly
ravnini ovisi o trovektoru £. Kako se £ mijenja, vrijedi

Ut € [rro £ (my — i€), (00 — i€) ), (2.8)

gdje smo radi jednostavnije analize uzeli € &~ 0 u relacijama (2.6). Sa slike 2.2
se vidi da su svi moguci polozaji singulariteta lokalizirani na dva paralelna
polupravca medusobno udaljena za 2ie. Razmak medu tockama iz kojih
pocinju polupravci je 2my.
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Im fo

\

(=7

Slika 2.2: Singularna struktura jednog Feynmanovog propagatora. Valovite
linije predstavljaju sve moguce polozaje singulariteta u kompleksnoj ¢y rav-
nini. Toc¢an polozaj singulariteta ovisi o trovektoru /. Na ovoj je slici uzeto
reo < —myg, te e = 0.

2.2.2 Singulariteti integranda amplitude

Na razini jednog Feynmanovog dijagrama, singularna struktura se tek nez-
natno mijenja. Singulariteti pojedinih dijagrama c¢e i dalje biti lokalizirani
polovi, medutim, zbog netrivijalne ovisnosti o trovektoru /i ostalim pa-
rametrima, a priori nije isklju¢eno da ¢e razlic¢iti propagatori istovremeno
iScezavati, tj. da vrijedi ¢;+ = l;+, za j # k. Ovakvo sljubljivanje singulari-
teta rezultira polovima viseg reda. Bez obzira na red pola, svi singulariteti i
dalje leze na prethodno odredenim polupravcima s tom razlikom sto su tocke
iz koje izviru polupravci odredeni uvjetima

ry = mkax(rko —my), r_ = mkin(rko + my), (2.9)

za gornji i za donji polupravac, respektivno. Drugim rije¢ima, za dani dija-
gram, r, je polozaj krajnje desnog singulariteta u gornjoj poluravnini, dok
je r_ polozaj krajnje lijevog singulariteta u donjoj poluravnini. Konac¢no,
buduéi da je podintegralna funkcija amplitude suma preko svih dijagrama,
ekstremni polozaji singulariteta u amplitudi su

R, = maxr,, R_ = maxr_. (2.10)
dijag dijag

Prikaz singularne strukture sume svih Feynmanovih dijagrama dan je na
slici 2.3, gdje je takoder naznacCena integracija duz realne ¢, osi. Sa slike
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Slika 2.3: Singularna struktura sume jednopetljenih Feynmanovih dijagrama
koji doprinose danom procesu. Valovite linije predstavljaju sve moguce
polozaje singulariteta, a puna linija predstavlja krivulju integracije po £.

je vidljivo da se ¢, varijabla za vrijeme integracije cijelo vrijeme nalazi jako
blizu (unutar ie) singularnih linija. Variranjem vektora v prije ili kasnije ¢e
se gornji i donji singularitet naci jedan iznad drugog i kontura integracije
¢e doslovno biti uklijestena izmedu ta dva singulariteta. Kad nastupi ova
situacija, govorimo da je doslo do tzv. pinch singulariteta. Pinch singulariteti
ne dopustaju deformaciju integracijske konture sto pak dovodi do velikih
nestabilnosti prilikom numericke integracije.

Imajuéi na umu da stabilnost numericke integracije zahtijeva udaljenost
od singulariteta, kao i ¢injenicu da je opéenito nemoguce zaobic¢i pinch sin-
gularitete na razini cijele amplitude, pokusat ¢emo barem djelomic¢no imple-
mentirati ideju o deformaciji integracijske konture, no na nacin koji ne ovisi o
konkretnom procesu rasprsenja (Sto podrazumijeva da je primjenjiv u slucaju
masivnih propagatora u petlji) i funkcionira na razini cijele amplitude, a ne
samo pojedinacnog dijagrama. Da bismo to napravili, morat ¢emo amplitudu
razdvojiti na dva dijela, koje ¢emo nazvati UV- i IR-doprinos amplitudi.

§ 2.3 Razdvajanje amplitude rasprSenja na
UV i IR doprinos

2.3.1 Wickova rotacija

Uobicajen nac¢in udaljavanja od singulariteta uzduz realne ¢, osi jest Wic-
kova rotacija [32], tj. prelazak s integracije duz realne ¢, osi na integraciju
uzduz imaginarne ¢, osi (slika 2.4) uzduz koje nazivnici ne is¢ezavaju. Da bi
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Im fo

Ir,

Re go

Ir

IFQ V_II

Slika 2.4: Wickova rotacija: Integral preko realne osi Iy zatvorimo u petlju
dodajudéi integrale Ir,, Ir, duz lukova te —I; integral duz imaginarne osi.
Ukoliko podintegralna funkcija nema polova u prvom i tre¢em kvadrantu,
ukupni integral mora iS¢ezavati prema Cauchyjevom teoremu. U limesu kad
lukove I' posaljemo u beskonacnost, integrali Iy, i Ip, ¢e iSCezavati za svaku
pristojnu podintegralnu funkciju te imamo jednakost integrala duz realne i
imaginarne osi Ig = I;.

Wickova rotacija bila primjenjiva nuzno je da podintegralna funkcija bude
analiticka u prvom i tre¢em kvadrantu, Sto opéenito nije ostvareno u nasem
slucaju. Medutim, iz relacije (2.6) te sa slike 2.2 je vidljivo da se pove¢anjem
iznosa trovektora ¢ gornji singularitet ¢;_ sve dublje pomice u drugi kva-
drant, dok se donji singularitet ¢;, isto tako sve dublje pomice u cetvrti
kvadrant. Stoga mora postojati neka grani¢na vrijednost za |Z| iznad koje
¢e singulariteti biti smjesteni isklju¢ivo u drugom i cetvrtom kvadrantu te
¢e zadovoljavati uvjete Wickove rotacije. Ovo pak zna¢i da ¢emo Wickovu
rotaciju moci napraviti gotovo uvijek, osim za konacan inverval vrijednosti
‘€| < |€|graniéno-

2.3.2 Odredivanje grani¢ne vrijednosti za \Z|

Da bismo mogli napraviti Wickovu rotaciju, nuzno mora vrijediti
Reéki 2 0, (211)

gdje se nejednakost > (<) odnosi na predznak + (—), za svaki propagator
u svakom Feynmanovom dijagramu. Koristeéi definiciju (2.6), obje relacije
(2.11) se u limesu € — 0 svode na nejednakost

—

(0 —7%)* > rig — mi. (2.12)
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Buduéi nas ne zanima stroga granica® za minimalni |¢| koji omoguéava Wic-
kovu rotaciju, eliminirat ¢emo kvadrat mase u zadnjoj nejednakosti i u nas-
tavku koristiti slabiju nejednakost

—

(0 —7%)? > 13, (2.13)

koja ¢e nam u konacnici dati jednostavniji rezultat. Dalje koristimo nejed-
nakost trokuta

(10 + 17?2 (0= ), (2.14)

koja, u kombinaciji s relacijom (2.13), daje
1] > Irxol — |7 (2.15)

U vidu prethodnih razmatranja pokazuje se dovoljnim uzeti takav |Z| da
vrijedi

€] = |rxol (2.16)
kako bismo bili sigurni da su osigurani svi uvjeti za izvodenje Wickove rota-

cije. Relacija (2.16) mora vrijediti za svaki propagator svakog Feynmanovog
dijagrama Sto pak znaci da na razini amplitude mora vrijediti

—

€] = max [ry|, (2.17)
k,dijag
da bismo integral preko £y mogli Wick-rotirati.

Izraz s desne strane relacije (2.17) moze se vrlo jednostavno interpretirati
koristeéi definiciju (2.3). To je maksimalna vrijednost iznosa nulte kompo-
nente svih mogucih suma vanjskih impulsa, $to nije nista drugo nego ukupna
energija u sustavu centra mase, /s. Obzirom da se konvencionalno uzima
da svi vanjski impulsi izlaze iz petlje, zbog zakona ocuvanja vrijedi

> m=0. (2.18)

Prema tome, energija u sustavu centra mase se mora racunati kao

s = (ZP2:> : (2.19)

gdje su pj, fizikalni, tj. impulsi pozitivne energije, koji predstavljaju cestice
koje doista izlaze iz sudara.

$Zbog toga §to trazimo dovoljan, ne i nuzan uvjet za Wickovu rotaciju.



19 §2.4. UV doprinos amplitudi Myvy

Za kraj treba napomenuti da ukoliko u izrazu za amplitudu postoji di-
jagram ¢&iji k-ti propagator zadovoljava my = 0, 7, = 0 te rop = V5,1 tada
singulariteti koji zadovoljavaju uvjet (2.17) jos uvijek diraju imaginarnu £
os. Da nam ta ¢injenica ne bi stvarala problem nakon Wickove rotacije, uzet
¢emo nesto slabiju granicu na iznos trovektora impulsa

|agraniéno > 2\/E (220)

§ 2.4 UV doprinos amplitudi Myy

U proslom smo odjeljku pokazali da ukoliko ogranic¢imo iznos trovektora im-
pulsa prema (2.20), singulariteti ¢e biti lokalizirani isklju¢ivo u drugom i
cetvrtom kvadrantu te nece dirati imaginarnu os. Na taj su nacin ostvareni
svi uvjeti za izvodenje Wickove rotacije. Da bismo formalizirali ovu ideju,
vratimo se na izraz za amplitudu (2.4) i zapisimo ga u obliku

e [l T [ e

d1 a
|fl<2+/5 1f]>2./5 ) g

Drugi ¢lan s desne strane u (2.21) predstavlja upravo onaj doprinos amplitudi
u kojem mozemo napraviti Wickovu rotaciju. Buduéi da uvjet [¢] > 24/s
u sebi sadrzi i podrucje || — oo, taj ¢emo doprinos zvati UV doprinos

litudi
R B0 [P Al N
iIMyy = /// / —0 Z . (2.22)

171>2y/5 " dijoy
Sa slike 2.5 je jasno da prilikom izracuna UV amplitude Myy integraciju
preko ¢y mozemo Wick rotirati, sto je u konacnici jednako tome da u izrazu
(2.22) napravimo zamjenu ¢y — ify drzeéi granice integracije nepromijenje-
nima. Ovime smo efektivno promijenili podintegralnu funkciju tako da se
izraz za UV amplitudu moze zapisati kao

s [l o % S50

1f>2/5

(2.23)

e=(ito,0)

Budué¢i da smo se novom konturom integracije dovoljno udaljili od singula-
riteta, viSe nam nije potrebna Feynmanova preskripcija kao regulator pa u

YPrimjer takvog procesa je rasprienje vy — vy pod kutom 6 = 7 na dovoljno visokim
energijama.
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podintegralnu funkciju u relaciji (2.23) mozemo staviti e — 0. Osim toga,
velika prednost Wick rotacije jest efektivna promjena metrike u UV podrucju
impulsa iz Lorentzove u Euklidovu ¢ime podintegralna funkcija postaje mo-
notono opadajuca sto dodatno stabilizira numericki izrac¢un i omogucuje go-
tovo trivijalnu integraciju deterministickim algoritmom, tj. kvadraturama.

§ 2.5 IR doprinos amplitudi M

Nakon sto smo proucili UV doprinos amplitudi, vratimo se na prvi ¢lan s
desne strane jednadzbe (2.21). Obzirom na to da smo prethodni doprinos
nazvali UV, ovaj ¢emo zvati IR doprinos. Eksplicitno, imamo

3 +o0
IMpg = / / / 4 Cwo (2.24)

d1 a
1f<2y/5 ) g

Zbog uvjeta \Z] < 24/s, integrabilni su singulariteti u kompleksnoj ¢y rav-
nini sad lokalizirani na vrlo usko podrucje. Zbog lokaliziranosti singulariteta,
kao i ¢injenice da znamo da se radi o polovima, mozemo zatvoriti krivulju
integracije kao na slici 2.6 i iskoristiti Cauchyjev teorem o reziduumima. In-
tegral po beskonacnoj polukruznici iS¢ezava i imamo

Im 60

A

e / \ Re/,

\\/ —iew
f=2l ——

Slika 2.5: Wickova rotacija pointegralne funkcije UV amplitude Myy. Pune
ravne linije oznacavaju konturu integracije po ¢y prije i nakon Wickove rota-
cije. Valovite linije prikazuju singularne linije ograni¢ene na drugi i ¢etvrti
kvadrant.

A 4
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/ dgo f Z Z Res (M (g))’g:(gkﬂ[), (2.25)

dljag dijag polovi

gdje je Res (N(¢)/D(¢)) reziduum podintegralne funkcije u singularnoj tocki
ly = lx_. Na ovaj smo nacin problemati¢nu integraciju po £y, najosjetljivu
na integrabilne singularitete, izveli analiticki. Ovo uvijek mozemo napraviti
buduéi da polozaji singulariteta u ¢y ne ovise o strukturi brojnika, pa niti o
detaljima procesa kojeg promatramo. Takoder, kako Cauchyjev teorem vri-
jedi za polove proizvoljnog reda, ne treba nas brinuti niti prije spomenuto
sljubljivanje polova prvog reda u polove viseg reda. Za kraj, rezduumi pro-
izvoljnog reda se mogu analiticki odrediti tako da nam je izraz za reziduum
Res(N (£)/D(¢)) uvijek eksplicitno dostupan jednom kad specificiramo oblik
brojnika N (¢).
Uvrstavanje Cauchyjevog teorema u izraz za Mg vodi na

wute) = [ dgﬂzzﬁes D)y 5. (226)

dijag polovi
<2/ jag p

Najveca je prednost analiticki odradene /; integracije smanjenje broja nu-
merickih integracija s Cetiri na tri. Nadalje, preostale numericke integracije

Im EO

Re 60

R_ et e ] =25

Slika 2.6: Analiticki provedena integracija po £y u IR amplitudi Mg pomocu
Cauchyjevog teorema. Doprinos integraciji po beskonac¢noj polukruznici
iScezava.
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moramo provesti po vrlo ograni¢enoj domeni (malih) impulsa |l7| < 24/s,
stoga je i naziv IR-doprinos amplitudi opravdan.! Medutim, ne smijemo
smetnuti s uma da je za Cauchyjev teorem bilo kljuéno da se singulariteti
ne nalaze na realnoj ¢y osi, tj. mora biti € > 0. Stoga preostale numericke
integracije moramo izracunati s konac¢nim €, kako je i naglaseno notacijom
Migr(€). No, buduéi da nas na kraju zanima fizikalna amplituda, moramo
na neki nacin izracunati limes lim, o Mg (€). Naizgled, nasli smo se u situ-
aciji u kojoj moramo zadovoljiti oprecne uvjete: racunati s ¢im veéim € zbog
numericke stabilnosti ili racunati s ¢im manjim e da bi dobiveni rezultat bio
tim blizi fizikalnoj amplitudi. Inspiraciju za rjesenje ove dileme nalazimo u
numerickom pristupu ala Doncker: pokusSat ¢emo nac¢i optimalni raspon e
koji su dovoljno veliki da stabiliziraju integraciju, a opet dovoljno mali da se
iz njih moze precizno ekstrapolirati fizikalna vrijednost amplitude.

§ 2.6 Konacan izraz za amplitudu

U proslim smo odjeljcima zasebno tretirali i pojednostavili UV- i IR-doprinos
amplitudi. Vidjeli smo da se UV-doprinos moze prevesti u ¢etverodimenzi-
onalni, Wick-rotirani integral koji monotono opada na domeni integracije i
moze se racunati s € = 0. S druge strane, IR-doprinos se moze pojednos-
taviti koristenjem Cauchyjevog teorema i svesti na oblik trodimenzionalnog
integrala po ograni¢enoj domeni integracije. Medutim, prilikom izrac¢una
IR-doprinosa Feynmanov kauzalni ¢ mora biti konacan kako bi regularizi-
rao integrabilne singularitete. Uzimajuéi sve skupa u obzir, zakljucujemo da
je, u nasem pristupu direktnog numerickog izracuna amplitude, amplitudu

IOpravdano je pitanje zasto nismo mogli Cauchyjev teorem iskoristiti na razini kom-
pletne amplitude, bez potrebe za razdvajanjem na UV i IR doprinos. Medutim, singularna
struktura integranda amplitude nema lokalizirane singularitete, tj. za \Z\ — oo singulariteti
u ¢y ravnini takoder bjeze prema ¢y — +oo. Ovime pitanje obuhvaéanja svih singulari-
teta beskona¢nom polukruznicom postaje vrlo suptilno i zahtjevalo bi dodatnu analizu. S
druge strane, iz same konstrukcije IR-doprinosa amplitudi, sigurno smo da su singulariteti
u £ ravnini striktno lokalizirani u blizini ishodista.
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moguce racunati samo s kona¢nim € i to prema formuli

= Muyy + Mig (e
/// d3¢ /“’o d¢y (6)
i- g 0=(i6y,0),e=0
|6]>2y/s
d3¢ (¢)
2 e (S oo
dijag polovi f O=(l_ 0),e>0
ll<2v/s
Fizikalnoj ¢e tada amplitudi odgovarati limes
M = lim M(e). (2.28)

e—0

Iznimno je bitno napomenuti da je ova metoda izrac¢una amplitude pot-
puno opéenita i funkcionira za svaki (konacni) jednopetljeni proces rasprsenja.
To je posljedica cinjenice da nigdje nismo morali precizirati koji oblik po-
prima brojnik N'(£), a on nosi informaciju o detaljima procesa. Ovo ¢ini
metodu vrlo fleksibilnom i univerzalnom. U nastavku ¢emo promotriti jednu
mogucu implementaciju metode vodeni idejom maksimalne jednostavnosti i
robusnosti.
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Poglavlje 3

Implementacija metode

Nakon sto smo u proslom poglavlju izlozili detalje metode za direktan nu-
mericki izracun amplitude bilo kojeg jednopetljenog procesa rasprsenja, sad
¢emo opisati jednu mogucéu implementaciju te metode. Da bismo u potpu-
nosti prikazali jednostavnost i opéenitost metode, implementirat ¢emo je na
elementaran i robustan nacin koji ¢e staviti naglasak na potvrdu ispravnosti
metode, ne vodeéi racuna o optimalnim performansama poput velike preciz-
nosti dobivenih rezultata i/ili brzom vremenu izvrsavanja. Naravno, ukoliko
se metoda koristi za ra¢unanje konkretnog problema, tj. konkretne amplitude
rasprsenja, implementacija treba biti puno specificnija i prilagodena danom
problemu.

U nastavku diskutiramo pogodni programski jezik za robusnu implemen-
taciju metode, detalje same numericke integracije Myy i Migr(€) doprinosa
amplitudi te, za kraj, primjerenu ekstrapolacijsku metodu za dobivanje fizi-
kalne amplitude lim,_,o M(e).

§ 3.1 Odabir programskog jezika za
implementaciju metode

Za implementaciju numericke metode koristimo programski jezik Wolfram
Mathematica 10. Najveca prednost ovog programa u usporedbi s drugim
izborima poput Fortrana, C-a, itd. jest vrlo jednostavna, gotovo doslovna
implementacija gore izlozene metode. Takoder, visoka razina sofisticiranosti
Mathematice nam omogucava da je tretiramo kao ,,crnu kutiju”, tj. ne mo-
ramo voditi racuna o detaljima numericke integracije, osim par osnovnih
postavki. Na taj nacin dobivamo na robusnosti jer ako se metoda pokaze
funkcionalnom u Mathematici, bit ¢e funkcionalna i u nekom manje sofisti-

25
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ciranom u fleksibilnijem programskom jeziku nad ¢ijim postavkama imamo
daleko vec¢u kontrolu.

§ 3.2 Numericka integracija UV-doprinosa
amplitudi

Da bismo izraz za UV-doprinos amplitudi (2.23) doveli u oblik pogodan za nu-
mericku integraciju, potrebno je napraviti odredenu transformaciju varijabli.
Bududi je podrucje integracije preko trovektora impulsa 7 sferno simetricno,
uvodimo sferne koordinate

= 7(sin § cos o, sin # sin ¢, cos ), (3.1)

gdje su ¢ € [0,27) i 6 € [0,7] polarni kutovi, a 7 = |{] iznos trovektora
impulsa. Zatim iz dimenzionalnih varijabli 7 i £y izvla¢imo dimenziju prema

r= é, ly = +/st, (3.2)
gdje smo uveli bezdimenzionalne varijable ¢ € (—oo,+00) te r € [0,1/2].
Motivacija za uvodenje reciproc¢ne varijable r je svodenje podrucja integra-
cije po r na konacan inverval $to uvelike stabilizira numericku integraciju.
Uzimajuéi supstitucije (3.1) i (3.2) zajedno s njihovim jakobijanima u ob-
zir, konacan izraz za UV-doprinos amplitudi koji numericki integriramo u
Mathematici jest

+o00 1/2 T 27 _
s sin 0 N(0)
= dt [ dr [ dO [ d — 3.3
Muv 6 / / 7“/ / ! dZ: D(0) ; (3.3)
—o0 0 0 0 yag e=0
gdje je £ pokrata za cetverovektor
0 = +/s(it,sin  cos ¢ /7, sin fsin /7, cos 0/7). (3.4)

Kao sto je vidljivo iz izraza (3.3), UV-doprinos amplitudi se racuna kao
cetverodimenzionalni integral s jednom beskonacnom te tri konacne granice
integracije. Zbog Wickove rotacije, podintegralna funkcija je kona¢na na
putu integracije i ovaj se integral moze rijesiti kvadraturama. U Mathematici
smo Myy racunali pomo¢u NIntegrate naredbe koriste¢i deterministicku
integracijsku strategiju GlobalAdaptive s opcijama MaxErrorIncreases —
50000, te PrecisionGoal — 2.
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Ukratko, GlobalAdaptive integracijska strategija radi na principu po-
dijele domene integracije na podruc¢ja na kojima se procijenjuje vrijednost
integrala. Podrucja s najve¢om procjenjenom greskom integracije se dalje
rekurzivno dijele na polovice i postupak se ponavlja dok globalna greska svih
podrucja nije unutar neke zadane granice. U nasem se slucaju radi o rela-
tivnoj gresci od 1072, odnosno 1%.* Opcija MaxErrorIncreases oznacava
maksimalan broj puta koliko se globalna greska moze povecati zaredom na-
kon rekurzivnih bisekcija. Vrijednost ove opcije, 50000, govori da je potrebno
znacajno profiniti domenu integracije prije nego integracija po¢ne konvergi-
rati.

§ 3.3 Numericka integracija IR-doprinosa
amplitudi

Za pocetak, kao i u slucaju UV-doprinosa amplitudi, i kod IR-doprinosa
(2.26) pogodno je predi na sferne varijable supstitucijom

(= /sr(sin 0 cos ¢, sin O sin ¢, cos ), (3.5)

gdje kutovi 6 i1 ¢ poprimaju standardne vrijednosti, dok se bezdimenzionalna
radijalna varijabla r nalazi u intervalu r € [0,2]. Ovime IR-doprinos ampli-
tudi postaje

Mir(€) = gg_gjdr/ﬂM?d(p rzsmez Z fes (/7\)%)

0 0 0 dijag polovi

—

(=t ,0),e>0
(3.6)
Nakon sto smo pronasli optimalne varijable integracije, jedina nejasna stvar
je kako izracunati reziduum podintegralne funkcije.
Prilikom izlaganja numericke metode u proslom poglavlju, rekli smo da
su integrabilni singulariteti podintegralne funkcije amplitude polovi, no ne
nuzno prvog reda buduéi se moze dogoditi da dva (ili vise) razli¢ita pro-

pagatora istovremeno iS¢eznu za istu vrijednost trovektora (. Tocni uvjeti
pod kojima dolazi do ovoga jako ovise o konkretnom procesu rasprsenja te ih,
upravo zbog toga, ovdje ne¢emo razmatrati jer ne zelimo da nam niti metoda
niti njena implementacija ovise o detaljima procesa rasprsenja. Medutim, ako

*Tako ne djeluje impresivno, relativna preciznost od jedan posto je vise nego prihvati-
ljiva na razini kompletne amplitude!
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ne znamo kojeg je reda odredeni pol, ne mozemo izracunati njegov reziduum.
Pametnom implementacijom ovaj problem se moze zaobidi.

Kako mozemo vidjeti, do polova viseg reda dolazi za vrijednosti trovektora
{ koji zadovoljavaju jednadzbu (npr. za pol drugog reda)

rjoj:\/(Z—Fj)Q—l—mf—ie:rkoi\/(Z—Fk)2+mi—ie, (3.7)

gdje su j i k dva razli¢ita propagatora u nekom Feynmanovom dijagramu.
Kako ¢ opc¢enito ima tri slobodna parametra, tada ¢e sva rjesenja jednadzbe
(3.7) imati najvise dva slobodna parametra. Analogno, za polove treceg
(Cetvrtog) reda, { ¢e imati najvise jedan (nula) slobodni parametar. Odavde
slijedi da sve vrijednosti trovektora 7 za koje moze do¢i do istovremenog
iScezavanja viSe razli¢itih polova ¢ine skup mjere nula unutar podrucja po ko-
jem integriramo. Ovo pak znaci da ako izvrijednimo podintegralnu funkciju
u nasumicno odabranoj tocki domene integracije, vjerojatnost da ta tocka
odgovara polu viseg reda je nula. Dakle, kao optimalna metoda numericke
integracije IR-doprinosa amplitudi prirodno se namec¢e Monte-Carlo metoda.
Koriste¢i Monte-Carlo integraciju, reziduum podintegralne funkcije iz
(3.6) mozemo slobodno ra¢unati koristeéi formulu za reziduum prvog reda,

Res (M) _ (N(@) , (3.8)

DO e \DrlO)) li—e, 5

gdje je
(Co— — Cry)

Dr(0) = D). 3.9

S ovim, nas konacni izraz za IR-doprinos amplitudi postaje
Mig (e /dr/d&/dgor smﬁzz ( 0 ) (3.10)

Di(0) ) =0, #.c>0

dijag k=1

i kao takvog ga implementiramo u Mathematici. U naredbi NIntegrate
koristimo opciju AdaptiveMonteCarlo te specificiramo standardnu preciz-
nost, PrecisionGoal — 2 te ograni¢imo broj Monte-Carlo tocaka na mi-
lijun, MaxPoints — 1000000. Ovdje treba istaknuti da je koristenje samo
milijun Monte-Carlo tocaka za izracun kompletne amplitude do preciznosti
od jedan posto izniman uspjeh. Prisjetimo se da je dosad standardna praksa
(Soperova metoda) bilo koristenje milijun Monte-Carlo tocaka po jednom
Feynmanovom dijagramu!
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§ 3.4 Ekstrapolacija lim. o M(e)

Za kraj, preostalo je komentirati na koji nacin ¢emo iz e-ovisnih amplituda
odrediti fizikalnu amplitudu danu kao limes M = lim._,o M(€). Svaki je pro-
pagator pa posljedi¢no i cijela podintegralna funkcija amplitude analiticka
funkcija u varijabli e. Stoga mozemo ocekivati da je i kompletna amplituda
M(€) analiticka funkcija. Medutim, iz prethodnih je razmatranja jasno da
M(€e) ne moze biti analiticka za ¢ = 0 jer bi smo je, u protivhom, mogli
izravno izracunati s € = (0. Prema tome, ako bismo htjeli aproksimirati
ponasanje M(¢€) u blizini ishodista moramo odustati od standardne aproksi-
macije Taylorovim razvojem. Prva generalizirana metoda aproksimacije koja
ne zahtijeva analiti¢nost promatrane funkcije jest Padéova aproksimacija [28].
Preciznije, Padéov aproksimant

ag+a1z+ ...+ apz™

R n(2) = 1+biz+...+b,z2"

, (3.11)

jest najbolja aproksimacija racionalnom funkcijom koja originalnu funkciju
aproksimira bolje od Taylorovog polinoma stupnja m + n, a vrijedi i izvan
radijusa konvergencije Taylorovog reda. Obzirom na svojstva koja o¢ekujemo
od funkcije M(€), ima je smisla pokusati aproksimirati Padéovim aproksi-
mantom.

Ekstrapolaciju stoga nacelno provodimo na sljedeéi nacin: amplitudu
M(€) racunamo za niz razlicitih vrijednosti ¢; > 0 te dobivene vrijednosti
prilagodavamo metodom najmanjih kvadrata na ranije spomenut Padéov
aproksimant R, ,(€). Za limes lim,._,o M €) uzimamo vrijednost koeficijenta
ag. Medutim, zbog toga sto je amplituda kompleksan broj fizikalno nebitne
faze analiza je jednostavnija, a fizikalno ekvivalentna, ukoliko na Padéov
aproksimant prilagodavamo uredene parove brojeva (e;, |[M(€;)|?) te za fizi-
kalni iznos amplitude uzmemo

M| = lim [M(e)] = V. (3.12)

Najbolje i najstabilnije rezultate ekstrapolacije je dala prilagodba na
Padéov aproksimant Ry ;(¢) oblika

ag + a1€ + a2€2
R2,1<€) = 1 T b16 y (313)

gdje smo prilikom prilagodbe zahtjevali b; > 0 (da funkcija M (€) ne divergira
za € > 0), ap > 0 (da bi ekstrapolirana amplituda bila realna), a; < 0 (jer
otekujemo da |M(€)| monotono pada s poveéanjem €), te nismo nametali



IMPLEMENTACIJA METODE 30

dodatni uvjet na koeficijent as. Sve smo prilagodbe radili u Mathematici
naredbom NonlinearModelFit.

Sto se ti¢e odabira optimalnih numerickih vrijednosti za razlicite €;, vazno
je uoditi da prema definiciji (2.2) Feynmanov e ima dimenziju (masa)® pa je
smislenije odredivati optimalne vrijednosti za bezdimenzionalni omjer €/s.
Isprobavanjem razlicitih vrijednosti ustanovljeno je da je optimalni raspon
¢/s za koje je numericka integracija jos uvijek stabilna (za jako malu vri-
jednost €/s integracija je oc¢ekivano nestabilna) i dobivene tocke istovremeno
mogu posluziti za ekstrapolaciju (amplituda brzo pada s porastom €/s ¢ineéi
ekstrapolaciju teze izvedivom)

/s € [107%,1072]. (3.14)

Zbog toga Sto se gornji raspon proteze kroz vise redova velic¢ine niz od N + 1
vrijednosti ¢; konstruiramo ekvidistantno na logaritamskoj skali prema

6 = 107H2/N g, (3.15)

zat=20,1,...,N.



Poglavlje 4

Rezultati i diskusija

§ 4.1 Skalarne amplitude

4.1.1 Opcenite skalarne amplitude

Prethodno izlozenu metodu numerickog izracuna amplitude rasprsenja isko-
ristit ¢emo da bismo izracunali procese rasprsenja u skalarnoj teoriji. Pro-
matrat ¢emo teoriju opisanu lagranzijanom

1

L= 5(06) + 5(00) — 3 — g6 (1.1

Ovo je interagirajuca teorija dva skalarna polja—bezmasenog polja ¢ te po-
lja ¢ mase m, koji interagiraju kubi¢nom interakcijom konstante vezanja g.
Razlog odabira upravo ovakvog lagranzijana je sljede¢i: procesi rasprsenja
oblika 2¢p — (n — 2)¢ predstavljaju jednostavniju, skalarnu verziju procesa
fotonskog rasprsenja 2y — (n — 2)y unutar kvantne elektrodinamike, kojeg
u konacnici zelimo promatrati. Polje ¢, skalarni analogon fotona, igrat ¢e
ulogu vanjske linije, dok ¢e polje ¢, skalarni analogon fermiona, predstav-
ljati maseni medijator interakcije u petlji. Da bismo testirali primjenjivost
nase metode u razli¢itim kinematickim rezimima, racunat ¢emo amplitudu
rasprienja varirajuéi vrijednost omjera m/+/s, gdje je v/s ukupna energija u
sustavu centra mase.

Ukoliko polje ¢ oznacimo crtkanom linijom, a polje ¢ punom, tada pro-
ces rasprienja 2¢ — (n — 2)¢ mozemo prikazati generickim Feynmanovim
dijagramom kao na slici 4.1. Procesu doprinosi ukupno (n — 1)! razli¢itih
dijagrama dobivenih relativnim permutacijama vanjskih linija. Ukupna je

31
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amplituda vjerojatnosti za ovaj proces dana izrazom

n

: d*e . i
M, = /WZ(_IQ) 11 (0 — )2 —m2 +ic (42)

perm k=1

P
\

I, \\
P2 3

Slika 4.1: Jedan od (n—1)!/2 Feynmanovih dijagrama koji doprinose procesu
rasprienja 2¢ — (n — 2)¢ na razini jedne petlje. Ulaznim impulsima p; i po
su obrnuti smjerovi u odnosu na fizikalne.

U nastavku ¢emo promatrati ova rasprsenja u slucaju n = 4,5,6. Bez
smanjenja opcenitosti, kinematiku ¢emo zadati u sustavu centra mase i to
tako da zadamo impulse izlaznih cestica te pomoc¢u zakona o¢uvanja rekons-
truiramo impulse ulaznih cestica za koje uzimamo da se gibaju duz osi z.

4.1.2 2¢ — 2¢ amplituda

Rasprsenju 2¢p — 2¢ na razini jedne petlje doprinosi tri razlic¢itih Feynma-
novih dijagrama, a kinematika procesa je posebno jednostavna. Uzimamo
da se ulazne cestice gibaju duz osi z te da dolazi do elasticnog rasprsenja
u zx ravnini. Kut rasprSenja 6 se mjeri od osi z. Slika 4.2 prikazuje ovis-
nost iznosa amplitude |M;| o kutu rasprSenja 6 za razlicite mase propagi-
rajuceg skalara i to za m/y/s = 0.01, 0.1, 0.3, 0.51, 0.7, 0.9. Kao §to se
vidi na slici, numericki dobivene vrijednosti amplitude, prikazane tockama s
pripadnom neodredenoséu*, savrseno padaju na punu liniju koja predstav-
lja analiticki rezultat dobiven standardnim pristupom. Naizgledno povecanje

*Neodredenost svih numericki dobivenih vrijednosti jest neodredenost ekstrapolacije
dobivena NonlinearModelFit-om.
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greske numericke integracije za vece mase odgovara ¢injenici da, s pove¢anjem
mase, amplituda rasprSenja slabije ovisi o kutu rasprsSenja te varira u ma-
njem rasponu, a to se, za fiksne relativne pogreske, manifestira kao efektivno
povecanje greske. Isti komentar vrijedi za sve rezultate.

§* | Mia0l/g* §*| Mool /g

2.0

m/y/s=0.1

m/y/s = 0.01

1.5f
1.0f
0 : : : ‘ : — 0
00 05 10 15 20 25 3.0
(b)
52|MS.2~>2|/.(]J s /\/lsaaz\/.(fl
0.0755
0.27
0.26 m//s =03 0.0750
0.25¢ 0.0745
0.24f
0.0740
- - - - " . . . . . "
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0
(c) (d)
| Mao|/g* s | Maol/g
0.01425F 0.00496} }
0.01420+ m/\/; = ()7 000495 77)/\/; = 09
0.01415¢ 0.00494
0.01410¢ 0.00493
- - - - - 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ "
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 1.0 15 20 25 3.0
(e) (f)

Slika 4.2: Ovisnost iznosa amplitude o kutu rasprsenja 6 za proces 2¢ — 2¢
za slucaj razlicitih masa m propagirajuceg polja ¢. Amplituda je pomnozena
s dodatnim faktorom kako bi bila bezdimenzionalna.
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4.1.3 2¢ — 3¢ amplituda

Rasprsenju 2¢p — 3¢ na razini jedne petlje doprinosi 12 Feynmanova dija-
grama. Izlazne impulse zadajemo prema [25],

= (33.5,15.9,25.),
(—12.5,15.3,0.3), (4.3)
(—21.,—31.2, —25.3).

P3
Pa
Ps

Za ulazne impulse uzimamo da su usmjereni uzduz osi z. Kutnu ovisnost
amplitude promatramo tako da izlazne impulse zarotiramo za kut 6 oko osi
y. Slika 4.3 prikazuje ovisnost iznosa amplitude |M;| o 0 za razlicite mase
propagirajueg skalara i to za m/+/s = 0.1, 0.49, 0.9. Slaganje s analitickim
rezultatom je vrlo zadovoljavajuce kroz cijeli raspon masa.

53‘Ms.2ﬁ3|/.(]5 53‘M542%3|/.{]3
50¢

1.30[

45F
40F m//s =0.49
m/+/s = 0.1 1-29’{
35F
30F 1.28
25¢
1.27¢
20« {
15¢ 1.261
iy Ly
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
(a) (b)

S Messl/g”
0.01238}

0.01236f  m/y/s=0.9

0.012347

0.01232f

0.01230¢

00 05 10 15 20 25 3.0

Slika 4.3: Ovisnost iznosa amplitude o kutu rasprsenja 6 za proces 2¢ — 3¢
za slucaj razlicitih masa m propagirajuceg polja . Amplituda je pomnozena
s dodatnim faktorom kako bi bila bezdimenzionalna.
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4.1.4 2¢ — 4¢ amplituda

Rasprsenju 2¢ — 4¢ na razini jedne petlje doprinosi 60 Feynmanovih dija-
grama, a izlazne impulse zadajemo prema [20]

ps = (33.5,15.9,25.),
Py = (—12.5,15.3,0.3), (4.4)
ps = (—10.,—18.,—3.3),
g = (—11.,—13.2, —22.),

dok ulazne impulse i kut rasprsSenja definiramo kao u 2¢ — 3¢ rasprsenju.
Slika 4.4 prikazuje ovisnost iznosa amplitude | M| o € za razlic¢ite mase pro-
pagirajuceg skalara i to za m//s = 0.33, 0.67. Slaganje s analitickim rezul-
tatom je bolje u slucaju ve¢e mase propagirajuce cCestice, sto je svojstvo koje
bismo genericki ocekivali buduéi da velika masa dominira nad kinematikom
i stabilizira numericku integraciju.

5l|Ms.za4|/!}G Sl|Ms.2a4\/!]ﬁ
78¢ 0.564[
s
0.562f
765 } m/v/s =0.33 i
0.5600 m/\/s = 0.67
75F
74f 0.558
3¢ 0.556
2 0.554]
71 : : : : : — 0 : : : : : —
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0
(a) (b)

Slika 4.4: Ovisnost iznosa amplitude o kutu rasprsenja 6 za proces 2¢ — 4¢
za slucaj razli¢itih masa m propagirajuceg polja ¢. Amplituda je pomnozena
s dodatnim faktorom kako bi bila bezdimenzionalna.
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§ 4.2 Fotonske amplitude

4.2.1 Opcenite fotonske amplitude

Nakon uspjesne primjene metode na skalarnoj teoriji, sada ¢emo je primjeniti
na izra¢un fotonskih amplituda koje se javljaju u kvantnoj elektrodinamici.
Polazimo od standardnog QED lagranzijana

L= =P Fy+ 9D + ), (4.5)

gdje je F,, = 0,A, — 0,A, tenzor elektromagnetskog polja, A, vektorski
potencijal, a 1 fermionsko polje mase m i naboja e. Takoder smo koris-
tili kovarijantnu derivaciju D, = 9, + ieA, te Feynmanovu ,,slash” notaciju
D =~"D,, gdje su {#"} Diracove gamma matrice. Unutar ove teorije zelimo
izracunati amplitudu fotonskog rasprsenja 2y — (n — 2)7y na razini jedne
petlje. Iz oblika lagranzijana (4.5) jasno je da ¢e fotoni predstavljati vanjske
linije, dok ¢e se fermioni propagirati u petlji. Varijacijom mase m mozemo
promatrati kako fotonske amplitude ovise o masi medijatora i testirati pri-
mjenjivost naSe metode pod tim uvjetima.

Fotonska polja A, oznacit ¢emo standardno valovitom linijom, dok ¢emo
fermionska polja 1 oznaciti punom linijom. Genericki jednopetljeni Feyn-
manov dijagram za rasprSenje 2y — (n — 2)v je dan na slici 4.5. Procesu
doprinosi ukupno (n—1)! razli¢itih dijagrama dobivenih permutacijama vanj-
skih linija. Ukupna je amplituda vjerojatnosti za ovaj proces dana izrazom

_ d4¢ T i
lMnyH(nf2)’y - / (27T)4 pe;l(le) g (g _ rk)2 _ m2 + ie

X (“D)TE{(f + ML — Foor + M)y .
X (f — fa + m)a(f — o+ M)}, (4.6)

Bitno je uociti da su, za razliku od skalarnih amplituda, fotonske amplitude
osim vanjskom kinematikom i masom medijatora karakterizirane i polariza-
cijama fotona. U izraz za amplitudu (4.6) polarizacije izlaznih fotona, &,
n > 2, ulaze kompleksno konjugirane Sto nije slucaj za polarizacije ulaznih
fotona, €1 i 9. Bududéi da ¢emo, zbog jednostavnosti, sve fotone tretirati
kao izlazne cestice, moramo nac¢i nacina kako tretirati polarizacije ulaznih i
izlaznih fotona jednako.

Polarizacija fotona e(p, h) ovisi o njegovom impulsu 7'i helicitetu h = +1
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Slika 4.5: Jedan od (n — 1)! Feynmanovih dijagrama koji doprinose procesu
rasprienja 2y — (n — 2)7 na razini jedne petlje. Ulaznim impulsima p; i po
su obrnuti smjerovi u odnosu na fizikalne.

te mozemo koristiti konvencijuf

S (p2, 1) = %(o, 1,41,0). (4.7)

Uz ovaj odabir lako je vidjeti da vrijede identiteti
e*(p,h) = e(—p,h) = e(p, —h). (4.8)

Dakle, ako zelimo sve fotone tretirati kao izlazne, moramo okrenuti helicitete
ulaznim fotonima, na osnovu jednakosti

e(Pr2, hi2) = e(—Pra, —hi2). (4.9)

Ovime ulazne fotone efektivno tretiramo kao izlazne fotone suprotnog helici-
teta. Ovo je standardan nac¢in oznacavanja helicitetnih fotonskih amplituda.?
Takoder, mozemo iskoristiti identitet (4.8) kako bismo eliminirali potrebu za
kompleksnom konjugacijom polarizacije izlaznih fotona

8*(]7717 hn) = 5(5717 _hn)a (410)

tZa odredivanje polarizacijskog vektora za proizvoljno usmjereni impuls fotona, vidjeti
Dodatak A.

tKako se amplitude standardno labeliraju tretirajuéi sve fotone kao izlazne, valja imati
na umu da su dva konvencionalna heliciteta suprotna od realnih heliciteta. Tako ¢e, na

primjer, amplituda MZ 3T oznacavati rasprienje fotona stvarnih heliciteta v(—)y(—) —

V()
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oblik

iMaysno2yy(h1, hay o hy) = / % > o] (N 1_ T
X (=D)Te{(/ + m)¢n(=ha)(f = Vo1 + m)fn1(—hn1) ...
X (f =72+ m)ga(=h2)(f — 11 + m)¢1(—h1)}- (4.11)

Ovdje su h; konvencionalni heliciteti, dok u polarizacije uvrstavamo prave,
fizikalne impulse.

U nastavku primjenjujemo nasu numericku metodu da bismo izracunali
helicitetne fotonske amplitude za n = 4, 5 i1 6. Koristit ¢emo istu vanjsku
kinematiku kao kod skalarnih amplituda.

4.2.2 2v — 2y amplitude

Za proces 2y — 2v nacelno postoji 2* = 16 razlicitih helicitetnih amplituda.
Medutim, one nisu sve nezavisne. Koristeéi C', P, T simetrije QED-a, kao
i kriznu simetriju koju zadovoljava svaki proces, moze se pokazati [6] da
postoje samo tri nezavisne helicitetne amplitude, za koje mozemo odabrati
helicitetne kombinacije (— — ++), (= + ++) te (+ + ++). Na sve ove
kombinacije heliciteta ¢emo primjeniti nasu metodu.

Kao i kod skalarnih amplituda, uzimamo da ulazni fotoni dolaze uzduz
osi z te se rasprsuju pod kutom 6 u xz ravnini. Na grafovima koji slijede
prikazujemo ovisnost modula amplitude o kutu rasprsenja #. Modul ampli-
tude dijelimo s a? (a = 4me? je konstanta fine strukture) da bismo dobili
bezdimenzionalnu veli¢inu.

Bitno je napomenuti da svakoj helicitetnoj amplitudi doprinosi Sest jedno-
petljenih Feynmanovih dijagrama koji su UV divergentni, a u slucajum =01
IR divergentni. Unatoc tome, cijela je amplituda konacna i moze se numericki
izracunati bez ikakvih analitickih intervencija, cak i u slucaju m = 0.

Helicitetna amplituda — — ++

Slika 4.6 prikazuje ovisnost iznosa amplitude | M55 F| o kutu rasprsenja 6
za razlicite mase propagirajuéeg fermiona i to za m/+/s = 0, 0.07, 0.15, 0.25,
0.35, 0.45. Kao sto se vidi na slici, numericki dobivene vrijednosti amplitude,
prikazane tockama s pripadnom neodredenoséu, u skladu su s punom linijom
koja predstavlja analiticki rezultat dobiven standardnim pristupom.
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Slika 4.6: Ovisnost iznosa helicitetne amplitude — — +4 o kutu rasprsenja 6

za razlicite mase m fermiona u petlji. Amplituda je pomnozena s dodatnim
faktorom kako bi bila bezdimenzionalna.

Helicitetna amplituda — + ++

Slika 4.7 prikazuje ovisnost iznosa amplitude |M; ", "] o kutu rasprsenja 6
za razliCite mase propagirajuéeg fermiona i to za m/y/s = 0, 0.015, 0.05,
0.1, 0.25, 0.45. T u ovom sluc¢aju numericke tocke vrlo zadovoljavajuce prate
analiticki rezultat. Iz analitickih se krivulja lako vidi da je ova kombinacija
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heliciteta vrlo osjetljiva na promjenu mase fermiona pa ne ¢udi niti nesto sla-
bije slaganje numerickog racuna s analitickim za m = 0. Naime, konacni ie u
izrazu za Feynmanov dijagram efektivno igra ulogu kvadrata mase propaga-
tora pa su ovakvi efekti ocekivani kod amplituda koje se drasticno mijenjaju
malom promjenom mase.
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RETIEIEN
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Slika 4.7: Ovisnost iznosa helicitetne amplitude — + ++ o kutu rasprsenja 6
za razlicite mase m fermiona u petlji. Amplituda je pomnozena s dodatnim
faktorom kako bi bila bezdimenzionalna.
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Helicitetna amplituda + + ++
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Slika 4.8: Ovisnost iznosa helicitetne amplitude + + ++ o kutu rasprsenja 6
za razlicite mase m fermiona u petlji. Amplituda je pomnozena s dodatnim
faktorom kako bi bila bezdimenzionalna.

Slika 4.8 prikazuje ovisnost iznosa amplitude | M3 TS "| o kutu rasprsenja

0 za razlicite mase propagirajuéeg fermiona i to za m/y/s = 0, 0.4, 0.501,
0.51, 0.61, 1. U cijelom rasponu masa numericki dobivene tocke vjerno prate
analiticku krivulju, s tim da je vidljivo odredeno odstupanje za m ~ /s/2.



REZULTATI I DISKUSIJA 42

Razlog tome jest $to je za /s > 2m kinematicki dozvoljena i realna produk-
cija elektron-pozitron para 2y — eTe™, dok za /s < 2m to nije slucaj. Dakle,
radi se o tzv. treshold singularitetu pa ocekujemo da je amplituda rasprsenja
posebno osjetljiva u podrucju m = /s/2. Vise o tome u Diskusiji.

4.2.3 2v — 3y amplitude

Sve fotonske amplitude koje opisuju proces 2y — (n — 2)y moraju iSCezavati
za neparni n, neovisno o kombinaciji heliciteta. Ovo je poznati Furryjev
teorem [19]. Provjeriti valjanost Furryjevog teorema znaci izracunati am-
plitudu bilo kojeg 2y — 37 procesa i pokazati da iS¢ezava. Koriste¢i nasu
metodu dovoljno je izracunati Myy i Mg i pokazati da se ta dva doprinosa
sumiraju u nulu. Ovo je numericki puno stabilnije nego izravno numericki
pokazati da cijela amplituda iScezava. Tako se posredno separacija ampli-
tude na UV i IR doprinos opet pokazala korisnom i za verifikaciju Furryje-
vog teorema. Posto smo ocekivali nul-rezultat, izracunali smo samo nekoliko
amplituda za proizvoljno odabrane kutove rasprsenja i helicitete i dobili da
se, unutar numericke preciznosti, UV i IR dio amplitude doista ponistavaju
u slucaju 2y — 3~ rasprsenja.

4.2.4 2v — 4 amplitude

Pravi je izazov za nasu metodu bio izracun amplituda rasprsenja za proces
2v — 4~. Analiticki izrazi za amplitudu ovog procesa su nadeni samo za
slucaj bezmasenih fermiona, m = 0, na $to ¢emo se i mi koncentrirati. U
bezmasenom slucaju, postoje samo dvije razlicite helicitetne amplitude [8],
za koje mozemo uzeti da su (++————) i (+——+-+—). Ovom procesu na
razini jedne petlje doprinosi 120 dijagrama, od kojih su svi IR divergentni,
zbog m = 0, dok je kompletna amplituda konacna. Treba napomenuti da se
integrand IR-doprinosa amplitudi, nakon analiticke integracije po £y, sastoji
od 720 doprinosa koji u brojniku imaju trag preko v matrica, a u nazivniku
produkt propagatora. Obzirom na kompleksnost integranda, velik je uspjeh
Sto naivna 3D Monte Carlo integracija daje stabilan rezultat.

Na sljedeéim smo primjerima za izlazne impulse opet uzeli impulse (4.4),
iz zakona ocuvanja odredili pocetne impulse te promatrali iznos amplitude
rasprsenja u ovisnosti o kutu 6 (kut za koji impulse (4.4) rotiramo oko y osi).

Helicitetna amplituda + + — — ——

Slika 4.9 prikazuje ovisnost iznosa bezmasene amplitude |[M3 %, "~ 7| o kutu

rasprsenja 6. Tocke su rezultat numerickog izracuna, a krivulja je analiticki
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Slika 4.9: Ovisnost iznosa bezmasene helicitetne amplitude + + — — —— o
kutu rasprsenja 6. Amplituda je pomnozena s dodatnim faktorom kako bi
bila bezdimenzionalna.

rezultat preuzet iz [8, 22, 23]. Uzevsi u obzir da Monte Carlo integraciju
izvodimo s 10° tocaka te zahtjevamo preciznost od samo 1%, a podintegralna
funkcija ima 720 doprinosa netrivijalne strukture, mozemo re¢i da je slaganje
s analitickim rezultatom iznenadujuce dobro.

Helicitetna amplituda + — — 4 +—
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Slika 4.10: Ovisnost iznosa bezmasene helicitetne amplitude + — — + +— o
kutu rasprsenja #. Amplituda je pomnozena s dodatnim faktorom kako bi
bila bezdimenzionalna.

Slika 4.10 prikazuje ovisnost iznosa bezmasene amplitude |M3
o kutu rasprsSenja #. Tocke su rezultat numerickog izracuna, a krivulja je
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analiticki rezultat preuzet iz [8]. Slaganje numerike i analitike je takoder
zadovoljavajuce, osim u ekstremu oko 6 ~ 2.3 koji se javlja zbog blizine
dvostrukog partonskog singulariteta [20]. Ocito je da su preostre varijacije u
amplitudi velik izazov za numericku stabilnost implementirane metode.

§ 4.3 Diskusija

U proslim smo odjeljcima primjenili numericku metodu za izracun skalarnih
i fotonskih amplituda i dobili izvanredno slaganje s analitickim rezultatima.
Preostaje nam komentirati neke detalje dobivenih rezultata.

Udio UV- i IR-doprinosa amplitudi

Od svih procesa koji smo promatrali, jedino su pojedinac¢ni dijagrami za
rasprsenje 2y — 27 UV divergentni. To je vjerojatni uzrok ¢injenice da
je jedino u tom procesu UV-doprinos amplitudi sumjerljiv IR-doprinosu.®
Svaki od njih doprinosi oko 50% amplitudi. U svim je drugim slucajevima
UV-doprinos (barem) red veli¢ine manji od IR-doprinosa. Ovo nam govori
da se, genericki, sva zanimljiva fizika rasprsenja odvija u IR-doprinosu.

Vrijeme izra€una

Vrijeme trajanja numericke integracije M(e) uvelike ovisi o promatranom
procesu. Slozenost integranda se znantno povecava s brojem dijagrama i
vanjskih linija. Takoder, fotonske amplitude imaju neusporedivo komplicira-
niju strukturu brojnika u odnosu na skalarne amplitude. Time je vrijeme sa-
mog izvrijednjavanja podintegralne funkcije jako ovisno o procesu, ne ulazeci
u brzinu konvergencije integrala. Tipi¢na vremena izracuna se kre¢u od ne-
koliko (< 10) sekundi za 2y — 27 amplitudu, pa do nekoliko (< 5) sati za
2y — 4~ amplitudu. Buduéi je za ekstrapolaciju amplitude za ¢ — 0 po-
trebno izracunati isti integral za nekoliko desetaka razlicitih €, optimalno je
rjeSenje paralelizirati integraciju IR-doprinosa amplitudi.

Preciznost numericke integracije i uspjesnost ekstrapolacije

Zbog cinjenice da racunamo kompletnu amplitudu odjednom, zahtjevali smo
skromnih 1% relativne preciznosti na dobiveni rezultat numericke integracije.

$Naravno, kod fotonskih amplituda 2y — (n—2)v za neparni n, koje is¢ezavaju prema
Furryjevom teoremu, UV- i IR-doprinos se moraju ponistiti, pa su uvijek sumjerljivi.
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Slika 4.11: Prikaz tipi¢nih ovisnosti amplitude o Feynmanovom e. Tocke
su rezultat numericke integracije, a puna linija predstavlja prilagodbu na
optimalni Padé aproksimant.

UV-doprinos, racunat kvadraturama, je za dane postavke integracije uvijek
iskonvergirao do trazene preciznosti. Isto se ne moze reé¢i za IR-doprinos. Za
kompliciranije procese, poput 2v — 4+, adaptivni Monte Carlo nije uspio
dobiti rezultat unutar 1% preciznosti. Stovise, Monte Carlo nije bio u stanju
dobiti konzistentne rezultate za razlicite no vrlo bliske €. To je generiralo vrlo
veliku gresku prilikom ekstrapolacije. Umjesto da interveniramo u postavke
Monte Carlo integracije i dobijemo zadovoljavaju¢u preciznost na ustrb vre-
mena racunanja, u takvim slu¢ajevima naprosto smo racunali IR-doprinose
za vise razlicitih epsilona s idejom da ¢e se greska ekstrapolacije smanjiti
s pove¢anjem broja tocaka. Drugim rije¢ima, numericku smo nepreciznost
pokusali ispraviti velikom statistikom. Taj se put pokazao uspjesnim. Na
slici 4.11 su prikazane tipi¢ne ovisnosti modula amplitude! o parametru e
te pripadna prilagodba na Padé aproksimant kojim je izvrSena ekstrapola-
cija € — 0. Sa slike se lako vidi drasti¢no razli¢ito ponasanje u ovisnosti

11li samo IR-doprinosa amplitudi, tamo gdje je UV-doprinos zanemariv.
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o prirodi procesa, koja se u nasem sluc¢aju manifestira preko razliticih heli-
citeta. Najlosija numericka stabilnost integracije IR-doprinosa je ostvarena
u helicitetnoj amplitudi (+ — — + +—) gdje se numeric¢ki dobivene vrijed-
nosti rasipaju skoro kroz cijeli red veli¢ine. Sre¢om, za dovoljno velik broj
numerickih toc¢aka, optimalna prilagodba na Padé aproksimant ipak vodi ka
dobro ekstrapoliranoj vrijednosti amplitude, kao Sto se, na kraju krajeva,
lijepo vidi i na slici 4.10.

Kriti¢na vrijednost mase m = /s/2

Za kraj, preostaje nam komentirati jednu specificnost koja se javlja u foton-
skim 2y — 27 amplitudama. Naime, za vrijednosti mase fermiona u blizini
m = /s/2, numericki izracunate tocke ne leze savrseno na analiticki dobive-
nim krivuljama veé¢ sustavno precijenjuju toénu vrijednost amplitude ili su
rasprsenije nego za druge vrijednosti mase m. Razlog takvom ponasanju lezi
u ¢injenici da se za s = 4m? otvara kanal realne produkcije éestica koje se
propagiraju u petlji. Odnosno, amplituda rasprsenja dobiva imaginarni dio
i mijenja joj se kompletna analiticka struktura. Prema tome, jasno je da ¢e
numericka integracija biti nestabilnija u podru¢ju masa m = /s/2. Sli¢cno
ponasanje ocekujemo svaki put kad se u procesu otvara novi kanal interakcije.



Poglavlje 5

Zakljugak

U ovom smo radu prezentirali novu, potpuno numericku metodu za izracun
amplitude rasprsenja na nivou jedne petlje. Metoda je izgradena na teme-
ljima dviju postoje¢ih numerickih metoda za racunanje jednopetljenih Feyn-
manovih integrala. Najvece su prednosti ove metode: rac¢unanje kompletne
amplitude odjednom umjesto dijagram po dijagram (to rezultira stabilnijom
integracijom i otklanja potrebu za regularizacijom pojedinacnih dijagrama
za konacne amplitude), robusnost (integracijska procedura je univerzalna i
ne ovisi o promatranom procesu) te vrlo jednostavan i intuitivan algoritam
integracije koji se temelji na podjeli amplitude na dva doprinosa, UV- i IR-
doprinos, koji se zatim tretiraju na razlicite nacine.

Metodu smo na rudimentaran na¢in implementirali u programskom jeziku
Wolfram Mathematica i testirali na primjerima N-skalarnih i N-fotonskih
amplituda. Obzirom na jednostavnost metode i implementacije dobili smo
neocekivano dobro slaganje numerickih rezultata s analitickim Sto potvrduje
ispravnost nase ideje i motivira nas da nastavimo rad na metodi.

Mogudéi pravci daljnjeg razvoja metode:

e primjena metode u trenutnoj implementaciji na rac¢unanje nekog eks-
perimentalno relevantnog procesa poput H — y7;

e ozbiljnija implementacija metode te racunanje benchmark procesa s
veéim brojem vanjskih linija poput 2y — 6+;

e generalizacija metode za izracun amplitude na nivou dvije petlje.
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Dodatak A

Fotonske polarizacije

U ovom ¢emo dodatku izvesti eksplicitan izraz za cetverovektor polarizacije
(p, h) kruzno polariziranog* fotona impulsa p,, i heliciteta h = £1. Bududi
je elektromagnetsko polje transverzalno, nuzno vrijedi

pue"(p, h) = 0. (A.1)

U danom referentom sustavu, u nasem sluc¢aju sustavu centra mase, uzet
¢emo da je vektor polarizacije prostornog tipa i pisati

et (p,h) = (0,€(p, h)). (A.2)
Tada se uvjet transverzalnosti svodi na
7 5(p, h) = 0. (A.3)

U nastavku ¢emo koristiti Jacksonovu konvenciju [21] prema kojoj je, za
impuls fotona usmjeren duz osi z, p = pz, vektor polarizacije dan izrazom
(02, +) = (0 % 19) (A1)
£lpz = —(z +1iy). )
Y \/§
Ovaj odabir vektora impulsa i polarizacije ¢emo nazvati standardnom konfi-
guracijom. Ukoliko zZelimo odrediti vektor polarizacije za neki drugi impuls,
proizvoljnog smjera, potrebno je zarotirati vektore standardne konfiguracije.
Sad ¢emo promotriti jedan od naé¢ina na koji je to moguée napraviti.’

*Fotoni preostalih polarizacija, linearne i elipticke, mogu se dobiti kao linearna kom-
binacija kruzno polariziranih fotona.

tNejedinstvenost vektora polarizacije u kona¢nici ima efekta samo na fazu amplitude,
koja ionako ne nosi fizikalnu informaciju.
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Za pocetak raspisimo proizvoljni vektor impulsa pu sfernim koordinatama
P = p(sin 0 cos pz + sin § sin g + cos 02), (A.5)

gdje su 0 i ¢ standardni kutovi sfernog koordinatnog sustava. Ovaj vektor
mozemo dobiti iz vektora pZ dvjema rotacijama: rotacijom za kut 6 u zz
ravnini, te rotacijom za kut ¢ u xy ravnini. Drugim rijecima, vrijedi

psin 6 cos ¢ cosp —sing 0 cos# 0 sinf 0
psinfsing | = [ sinp cosp 0 0 1 0 0]. (A.6)
pcosf 0 0 1 —sinf 0 cos6 P

Iz ovoga mozemo zakljuciti da je matrica rotacije koja povezuje standardnu
konfiguraciju s proizvoljno zarotiranom upravo

cosp —singp 0 cos# 0 sinf
R=|sinp cosy 0 0 1 0
0 0 1 —sinf 0 cosf
cosfcosp —siny sinfcosp
= | cosfsinp cosp sinfsing | . (A.7)
—sinf 0 cos

Konacno, vektor polarizacije kruzno polariziranog fotona impulsa p'iz relacije
(A.5) i heliciteta h = %1 je dan relacijom

cosf cos p Fisingp
Ep,£) = Re(pz, +) = 7 cosfsinp ticosgp | . (A.8)
—sinf

Uvrstavanjem u relaciju za e*(p, h) nalazimo ¢etverovektor polarizacije kojeg
koristimo za izracun fotonskih amplituda.
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