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Sazetak

U ovom radu izraCunavam osnovno stanje atoma berilija primjenom nekoliko razlicitih
aproksimativnih varijacijskih racuna. Kao varijacijske valne funkcije koriste se Hartreejeva
aproksimacija (HA) gdje se osnovno stanje aproksimira produktom jednocesti¢nih valnih
funkcija , teHartree-Fockovoa aproksimacija (HFA) gdje je valna funkcija dana kao
antisimetrizirani produkt jednocCesti€nih valnih funkcija odnosno tzv. Slaterovom
determinantom. Daljnja pojednostavljene koje koristim je da su stanja elektrona sferno
simetriCan te da su po dva elektrona u 1s, a dva u 2s stanju. Za elektrone u istom
orbitalnom stanju pretpostavljam da imaju suprotne spinove. U prva dva izraCuna stanja
elektrona su dana s zasjenjenim Bohrovim orbitalama (BO) pa energija ovisi samo o
nekoliko realnih parametara tzv. zasjenjenih naboja. Vrijednosti tih parametara se dobiju
minimalizacijom energije. U druga dva izrauna, varijacija metoda vodi na diferencijalne
jednadzbe tzv. Hartreejeve jednadzbe (HJ) 1 Hartree-Fock jednadzbe (HFJ) za stanja
elektrona. Ove sam jednadZbe rjeSava numeri¢kim postupcima koja se uobicajeno nazivaju
FDH (finite difference Hartree) i FDHF (finite difference Hartree-Fock). Svi dobiveni
rezultati odstupaju do nekoliko postotaka od eksperimentalne vrijednosti energije

osnovnog stanja.



Ground State of Berilium Atom in
Hartre and Hartree-Fock Approximation

Abstract

In this thesis I have calculated the ground state of beryllium atom by using several
approximate variational methods. The variational wave function for the ground state in
Hartree approximation (HA) is a product of single particle wave functions, while in
Hartree-Fock approximation (HFA) wave function is an antisymmetrized product of single
particle wave functions i.e. Slatter determinant (SD). A further simplification is assumption
of spherically symmetric single electron states. In HA and HFA two of four electrons are
placed in 1s state and other two in 2s state with assumption that electrons in the same
orbital state have opposite spin. In mine first two calculations single electron states are
screened Bohr orbitals with several variational parameters i.e. screened charges. Values of
the variational parameters (screened charges) were determined by minimization of total
energy. In mine next two calculations I have solved numerically Hartree and Hartree-Fock
differential equations by using finite difference HA (FDH) and finite difference HFA
(FDHF) methods. All results for total energy of ground state beryllium atom differ from

experimental value by at most few percent.
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1. Uvod

1.1. Hamiltonijan

U ovom radu ¢u prikazati izraCun osnovnog stanja atoma berilija primjenom
Hartreejeve aproksimacije (HA) i Hartree-Fockove aproksimacije (HFA). Takoder
hamiltonijan ¢u aproksimirati nerelativistickim izrazom:

H=H"+H", 1.1
gdje su hamiltonijan kineticke energije i hamiltonijan medudjelovanja sa tockastom

jezgrom dani s:

4 2 2
H(O)EZH.(O) ; H.(O)E £ _Z_e’ 1.2

V4 V4
H =3y e 13

Ovdje je Z naboj jezgre koji je za atom berilija 4, a

* m

meEI+me/eMBe' L4
je tzv. reducirana masa elektrona. Budu¢i je masa berilija:
M, ,=9,012182u=16428,211m,, 1.5
vrijednost reducirane mase elektrona je:
e 099994 1.6
m

e

1.2. Atomske jedinice

Uobicajeno je vrijednosti veli¢ina u atomskoj fizici izrazavati u tzv. atomskim
jedinicama. Atomske jedinice se nazivaju i Hartreejeve jedinice. Slater [10] kaze o
posebnom sustavu jedinica: "Nac¢i ¢emo prikladnim u svim naSim atomskim problemima
od pocetka uvesti atomske jedinice za udaljenost i energiju, Sto ¢e ukloniti razne konstante

koje nalazimo u jednadzbama..."



Atomske jedinice se formiraju od prirodnih konstanti koje se pojavljuju u
nerelativistickom hamiltonijanu atoma, a to su naboj i masa elektrona te Planckova

konstanta. Od tih veli€ina je moguce formirati tzv Bohrov polumjer:

a=—;, 1.7

koji prema http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?rydhcevlsearch_for=atomnuc! iznosi:
a=0,52917721092(17) A . 1.8

Druga jedinica koju ¢u koristiti u ovom radu je tzv atomska jedinica energije:
au.=—, 1.9
a
koja takoder nosi i naziv Hartreejeva atomska jedinica energije. Na "http://physics.nist.gov
/cgi-bin/cuu/Value?rydhcevlsearch_for= atomnuc!" je moguce naci iznos dvostruko manje

jedinice tzv Rydberga. Atomska jedinica energije iznosi:
a.u.=27,211 385 06(60)eV . 1.10
Budu¢i da hamiltonijan gibanja elektrona u atomu ovisi o reduciranoj

masi,uobicajeno je utjecaj reducirane mase pridruZziti atomskim jedinicama na nacin da se

sve duljine mjere u jedinicama :

2
L 1.11
* - * 2 9 °
m, m,e
a energije u jedinicama :
.
m
“a.u.. 1.12
m

Ako se koristi aproksimacija beskonacno teSke jegre dobivene jednadZzbe u
atomskim jedinicama su identi¢ne jednadZbama u jedinicama (1.7) i (1.9). U ovom radu ¢u
sve udaljenosti i energije iskazivati u atomskim jedinicama uz razumjevanje da su
racunane u aproksimaciji beskonacno teSke jezgre ili je te jedinice potrebno korigirati na

gornji nacin za reduciranu masu.

1.3. Ocekivana vrijednost energije

Ako je atom u stanju ¥ onda je ocCekivana vrijednost enegije u a.u. dana sa :
H
E=(¥|—|¥) 1.13
a.u.

1 dana je zbrojem kineticke energije elektrona:



gl Z zEgkin) pkn) <‘P| Ez
' m

4
> , 2 /a.u.|‘P>, 1.14

energije medudjelovanja elektrona i jezgre :

4
E(ion) = E(ion) E(ion) _ \P Z lP 115
S ==l )

i energijom medudjelovanja elektrona :

(=) _ N N palee) (ee) 1
ETT=2 2 E] E] =<‘P|—‘R, = /a|‘1’> 1.16
i J

1.4. Pregled rada

Ocekivana vrijednost energije kvantnomehani¢kog sustava u ovisnosti o stanju
sustava ima minimume za vlastita stanja. Vrijednosti tih minimuma su jednaki vlastitim
vrijednostima hamiltonijana.

Tu ¢injenicu je moguce iskoristiti za dobivanje vrijednosti energije vlastitih stanja
sustava, a prije svega energije osnovnog stanja. Minimizacijom ocekivane vrijednosti
energije s obzirom na moguca stanja sustava dobiju se jednadzbe koje zadovoljavaju
vlastita stanja sustava. Ta stanja odreduju i vlastitu vrijednost energije sustava.

Umjesto da se trazi minimalna vrijednost energije u ovisnosti o svim mogucim
stanjima sustava moguce je minimum traZiti unutar odredene grupe stanja. Dobivena
vrijednost energije ¢e biti priblizna.

U dijelu 2. sam ukratko objasnio HA i HFA za atom berilija i izveo izraze za
energiju te jednadzbe koje moraju zadovoljavati stanja elektrona tzv. Hartreejeve
jednadzbe (HJ) i Hartree-Fockove jednadzbe (HFJ)

HJ 1 HFJ su nelinearne diferencijalne jednadZbe i rjeSava ih se iteracijom Sto znaci
da se rezultati prethodne iteracije koriste da bi se jednadzbe rijeSile u slijedecoj iteraciji.
Cijeli postupak je potrebno zapoceti s nekom aproksimacijom za rjeSenja. Takva rjeSenja je
prikladno dobiti nekim jednostavnijim nac¢inom. Tako sam u dijelu 3. prvo izracunao
pribliZnu vrijednost energije osnovnog stanja u HA i HFA kada se za elektrone pretpostavi

da su u tzv.zasjenjenim Bohrovim orbitalama (BO):

%(7):,/ii;£m(zr) =12, 1.17

U dijjelu 4. sam numericki rijeSio HJ 1 HFJ 1 izraCunao energije atoma u HA 1 HFA

koristeci za pocetak postupka iteracije stanja elektrona iz dijela 3.

10



U numeri¢kom postupku rjeSavanja HJ 1 HFJ koristim jednaku veli¢inu koraka u
cijelom podrugju integracije. Tako u podru&ju iznad nekoliko A gdje se valne funkcije
neznatno mijenjaju koristim mnogo veci broj toCaka nego Sto je potrebno za tocnu
integraciju jednadzbi u tom dijelu. Korisnije je koristiti velik broj to¢aka oko ishodista, a
mali daleko od ishodiSta. Na taj nain se s mnogo manje interpolacijskih tocaka moze
dobiti to€niji rezultat. Povecavanje veliCine koraka integracije sa udaljavanjem od ishodiSta
je moguce uciniti prilagodavanjem numeri¢kog postupka ili uvodenjem nove varijable
integracije takve da ekvidistante tocke nove varijable odgovaraju to¢kama polumjera koje
su gusce oko ishodista, a rjede dalje od ishodista. Ove sam ideje primijenio u 5. dijelu ovog

rada.

1.5. Eksperimentalne vrijednosti

Eksperimentalna vrijednost energije osnovnog stanja atoma berilija je [1]:

E,(Be)=-14,664 a.u. 1.18
Prema [6] iz 2007 izraCun te energije u HFA je:
LEV"™(Be)=—14,573 023 168 3 a.u. 1.19

Sto se podudara sa rezultatima izracuna koje ¢u prikazati u ovom radu.
Za usporedbu sa rezultatima izracuna korisno je znati ionizacijske potencijale za
ione sa 4 1 2 elektrona koje sam preuzeo sa stranice http://physics.nist.gov/PhysRefData/

ASD/ionEnergy.html i neke od njih prenosim ovdje u tabeli 1.

Be (Z=4) | B*(Z=5) | C*(Z=6) | N**(z=7) | O*(Z=8) | F*(Z=9)
1s%28*—1s%2s 5,66 9,53 14,41 20,29 27,17 35,06
1s’>1s 0,34 0,92 1,76 2,85 4,19 578

tabela 1 : ionizacijski potencijali za ione sa 4 i 2 elektrona

Osim za atom berilija numericke postupke koje opisujem ovdje je uz zanemarive
izmjene moguce lako primijeniti za izraCun osnovnog stanja za ione sa 4 elektrona. Za
usporednu sa rezultatima izraCuna eksperimentalne vrijednosti energije osnovnog stanja

iona iz ove tabele sam preuzeo iz S.E.Koonin [1] 1 nalaze se u tabeli 2.

Be (Z=4) | B*(Z=5) | C"*(z=6) | N*(z=7) | 0"(Z=8) | F**(z=9)
-14,66 -24,35 -36,53 -51,23 -68,43 -88,09
tabela 2 : eksperimentalne vrijednosti energije za ione za 4 elektrona
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2. Izrazi za energiju i jednadZzbe za stanja

2.1.Aproksimacija s izostavljanjem medudjelovanja elektrona

Za stanje atoma berilija ovdje uzimam:

RIEAAAIAR 2.1

Zanemarivanjem medudjelovanja elektrona, energija je

£0) E<IP|H(:.)|‘P>:I{ %[ 2\ v (7)f J—%i\ v (7)f }d?. 2.2

a.

Za valne funkcije elektrona pretpostavljam da su sfernosimetri¢ne:

(7)=(Fly.)=——=F|0,). 23
v, (7F)=(Flw,) \/EJ )
U ovom izrazu |q>predstavlja spinski dio valne funkcije. Za dva elektrona

pretpostavljam da su u stanju 1s sa istom radijalnom funkcijom R, i suprotnim spinovima,
a za druga dva da su u stanju 2s sa istom valnom funkcijom R i suprotnim spinovima. Uz
te pretpostavke je:
E(O):Zi T l:l(iR(r)jz—ng(r)}dr. 2.4
= 2\dr ro

Energija osnovnog stanja je minimalna s obzirom na varijacije (radijalnih) valnih funkcija:

SE"[R,
# =0. 2.5
OR,
Pri varijacijama ocekujem da su stanja normirana:
1=[ Rdr. 2.6
0

Minimum energije se trazi upotrebom Lagrangeovih multiplikatora e;,e»; minimizacijom

izraza:
EV[R]-23 " e R dr. 2.7

Dakle treba biti ispunjeno:

12



o0 2
0= 2[2‘[21‘1—1% ~ZoR - 2eR}5Ridr, 2.8
0

i=1 r

Sto je uz proizvoljnu varijaciju funkcija R; moguce samo ako je:
1d> z
{_ _d___}Ri R 29

Uvazavajuci da su valne funkcije normirane, jednocesti¢ne energije e;» iz ove jednadzbe

oo 2
e=| {l(iRij —ng} dr. 2.10
o | 2\dr r

Ovo su jednadzbe za stanja jednog elektrona u polju jezgre naboja Z koja su dana sa:

su dane sa:

R, (r)=2r"(4r) Ry (r)=2n"(4r), 2.11

gdje su vodikove funkcije tzv Bohrove orbitale (BO) dane sa:

n(r)=2re” rz(f)(r)=\/5( —Ljre"/z- 2.12

2)2

Energije tih stanja elektrona u atomu berilija u atomskim jedinicama su:
e =—— n=12. 2.13

pa je energija osnovnog stanja berilija u ovoj aproksimaciji u atomskim jedinicama dana

sa:

EY =20, 2.14
Sto je za tre¢inu niZe od eksperimentalnog iznosa (jed.1.18). Ta tre¢ina dolazi od

(odbojnog) medudjelovanja elektrona koje sam ovdje zanemario.

2.2. Hartreejeva aproksimacija (HA), direktan ¢lan interakcije

Za stanje atoma je u ovoj aproksimaciji se takoder pretpostavlja da je dano sa:

|lP>:|l//1>|l//2>|l/j3>|l/j4>' 2.15
Energija atoma je dana sa:
(dir)

E"™ E<‘P|—|‘P> )+ E 2.16

gdje je energija medudjelovanja elektrona, tzv. direktan clan:
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e-e) 3= 3= 4
(dir) (aa)| H (HA) d’7d’F N N
o E<‘P ‘IP >: 2.17
a.u I F—F ; /;1 ‘W’(F)‘ ‘%(F)
Zbog relacije:
1 = r<l
, :Z [ PZ(COS}/)7 218

4 4
E =% Y F,. 2.19

gdje je izraz:

Tt o\ drdr’
F,=[[R(r)R(r) 2.20
0 0 r>
primjer tzv. Slaterovog integrala koji se uobicajeno naziva Coulombov integral.
Uz pretpostavku spinske degeneracije:
R, =R, R,=R,, 2.21
direktan Clan energije medudjelovanja elektrona je:
E) = F +F,+4F,, 2.22
odnosno:
EY =[S R(r) V" (r)dr, 2.23
0 =l
gdje je:
ir) _ 1
Vi) =) ) = 2[00 (0). 2.24
Ovdje su tzv Y funkcije dane sa:
T , N dr
,,('”)=rjRi(r)R,(")7 2.25
0 >

Ukupna energija je sada:
2 oo 1 d 2 V(dir)(r) 7
E™ =2 — {—R r} + | ——L-Z| R (r)} ar. 2.26
STy R0 15 ()
Varijacija medudjelovanja elektrona po funkcijama R; daje:

SE =437 v R(r) SR(r). 227

=1 i
Varijacioni problem postavljen analogno onom za slucaj bezmedudjelovanja, daje

tzv. Hartreejeve jednadzbe (HJ) koje moraju zadovoljavati valne funkcije elektrona:

14



2
[_ 14z, V«fm(r)} R =" R i=1.2. 228

Stanja Is i 2s ne zadovoljavaju ovdje istu jednadZbu pa opc€enito nisu ortogonalna.
Buduci se za stanja elektrona pretpostavlja da su normirana, ako se HJ pomnoZze sa

radijalnim funkcijama i integriraju dobiju se jednocesti¢ne energije:

o 2
™= 1 (inj + ( i) _ 2 j R |dr i=12. 2.29
o | 2 \dr r

Posebno je:

(HA)

" =e" 1 F +2F, M=)+ F,, +2F,, . 2.30
Dakle ukupna energija atoma u HA manja od dvostrukog zbroja jednocesti¢nih energija za

iznos medudjelovanja elektrona:

EY = 26" 4 2l _ gl 231

2.3. Hartree-Fockova aproksimacija (HFA), energija izmjene

Valna funkcija atoma je u ovoj aproksimaciji dana sa:

P
R M N ) 232
JN
Energija medudjelovanja elektrona u ovoj aproksimaciji je:

H(e_e)

a.u.

<\P(HFA)

‘lP(HFA)> _ gl | gle) 2.33

a energija atoma u ovoj aproksimaciji je:

E(HFA) _ <‘P(HFA)

i‘ ‘P(HFA)> =E" + EY 4 E. 2.34
a.u.

Ovdje je direktan ¢lan energije, " jednak energiji medudjelovanja u HA, a energija
izmjene, E“Y je dana sa:

ex 1 - . = > > N A7 A7
E ):_.” _ a,Zz5%0‘1/11,(;»)1/11,(;»)Wj(r)l/(i(r)drdr. 2.35

Energija izmjene postoji za parove elektrona istog spina i negativna je veliina pa snizuje
energiju atoma za razliku od direktnog ¢lana koji je pozitivan i povisuje energiju atoma.
U ovoj aproksimaciji, kao i u prethodne dvije se pretpostavlja da su elektroni u

sfernosimetri¢nim stanjima, dva od njih su u 1s, a dva u 2s stanju i elektroni u sa jednakim
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orbitalnim dijelom stanja imaju suprotne spinove. Uz te aproksimacije je energija izmjene

dana sa:
E“ =26, 2.36

gdje je

Goo= [ [ LR ()R ()R ()R (1) 237

>
jos jedan primjer tzv. Slaterovog integrala koji se uobi€ajeno naziva integral izmjene.
Budu¢i da su direktan ¢lan i ¢lan izmjene suprotnog predznaka, moguce je bez
promjene ukupne energije dodati svakom ¢lanu tzv. energiju samodjelovanja:

l”;iy;(;
2077

Y (F)dr dF . 2.38

Uvodenje ovog ¢lana pojednostavljujei zapise raznih izraza.

Direktan ¢lan se moZe prikazati kao:

E“) = E) H|r_ . (F)y! (F)drdF 239

gdje energija:

~( 7 4
E =] I”;” 2y (F)y; (F)dr dF 2.40

sadrzi energije samodjelovanja. Energiju izmjene je moguce prikazati u obliku:

£ =B L[ S Y e v
gdje energija:
(e ___.[.[r »/zl (?,)l/jj(?)l//j(?’)dfdf, 2.42
i,Jj

takoder sadrzi energiju samodjelovanja. Ukupna energija medudjelovanja elektrona je:
< (e—e /a u> dzr (ex) _ E“',(dir) + E“',(ex) . 243

Direktan ¢lan energije medudjelovanja je dan sa:

4
E"™ :%z [ R () V' (r) ar, 2.44
i=l
gdje je:
V(dir) = %(Yll + Yz’z) , 2.45
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a zbog:
R =R;R,=R, ; o0,=0,=-0,=—0,, 2.46

uz supstituciju:
1 2
F==YY R,. 247
’

¢lan izmjene je:

8

2

=- ZR, : 2.48
) &

Ukupna energija u ovoj aproksimaciji je dana s:

E"™ ZZZ: I E(%Rj +(—V(d2 () —5] R? —@R,- (F)}dr. 2.49

i=1 r
Varijacija energije izmjene je dana s:

E“) =—4>" F(r)oR (r). 2.50

Da bi ukupna varijacija energije za normirane valne funkcije elektrona iS¢ezavala, radijalne
funkcije elektrona moraju zadovoljavati tzv. Hartree-Fockove jednadzbe (HFJ):
LA Z v (1) R (r) = E (r) = "R (1) i=12. 251
2dre r
Ove se jednadZbe mogu zapisati u obliku nelinearnih integralno-diferencijalnih jednadZzbi:
1 d2 Z ir I dr/ 2 ’ ,
L) RO [ SR8 0 R 252
o > LJ=l
Dakle u HFA stanja svih elektrona u atomu berilija zadovoljavaju istu jednadZbu. Zbog
toga su, za razliku od sluc¢aja HA, stanja elektrona sa razlicitom energijom ortogonalna. U
ovim jednadzbama se dijelovi koji potjeCu od samodjelovanja poniStavaju pa je HFJ
moguce pisati i u obliku:
1d> Z  (a Y, <
2 RS 1k =R ). 2
Jj=1
no onda nije tako ocCigledno da se radi o istoj jednadZzbi za oba stanja elektrona.
Na osnovu HFJ je koriste¢i normiranost valnih funkcija moguce izraziti energiju

elektrona sa:
=3 2
) _ IB(% R (r)j + (V(d,-,) () -éj R*(r)—F (1) R (r):ldr. 254
r
0

Budu¢i se u ovom izrazu dio samodjelovanja:
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r d
AGLAGE 2.55

u direktnom ¢lanu energije poniStava sa istim dijelom u energiji izmjene vrijedi:

(Ha) _ (HA) _ (0)

™ =e"+F +2F,-G,, ™ = +F,, +2F,~G,, . 2.56
Dakle kao i u slu¢aju HA energija atoma je manja od zbroja energija elektrona za energiju
medudjelovanja elektrona:

EUHFA) — 0 (HFA) ZefFA) _ gl _ gled) 2.57

- 1s

2.4. Ionizacijski potencijali
Energije iz jednadzbi (2.30) i (2.56) je moguce smatrati aproksimacijama energije
ionizacije. U direktnom ¢lanu energije u jednadzbi (2.22) dio F; ; je poslijedica direktnog
medudjelovanja para elektona (1s,T) i (Is,d), dio F», medudjelovanja para elektona
(ZS,T) i (2s,4), adio 4F; ; medudjelovanja parova elektrona (1s,T) 1(2s, T), (1s,T) i(2s,d),
(1sd) i (2s,d) te para (Is,d) i (2s,T). Uklanjanjem jednog 2s elektrona npr (2s,d)
uklanjamo medujelovanja tog elektrona sa ostalima pa je direktni Clan energije
medudjelovanja ostalih elektrona dan sa:
Fi +2F,,. 2.58
Analogno ¢lan izmjene postoji za medudjelovanja izmedu elektrona istog spina dakle za
dva para (ls,T) 1 (2s, T) te (1s,d) i (2s,4). Uklanjanjem elektrona (2s,1) ¢lan izmjene
medudjelovanja preostalih elektrona je dan sa:
-G, . 2.59
Sve zajedno je energija elektrona koji ostaju oko jezgre dana sa:
2¢) +el) + F, +2F, - G,,, 2.60
Sto je jednako izrazu:
E—e,, . 2.61
Zbog analognog obrazloZenja energija elektrona koji ostaju nakon izdvajanja jednog 1s
elektrona je dana sa:
E—e,.. 2.62
Dakle mozZe se re¢i da se uklanjanjem jednog elektrona 1s (2s) iz atoma, energija

gibanja elektrona u atomu smanjuje za energiju e;s (e25). Zbog toga se energije e;s 1 e

mogu smatrati energijama ionizacije.
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Ovom obrazloZenju je potrebno dodati jednu vaznu ¢injenicu, a to je da Slaterovi
integrali koji mjere medudjelovanje elektrona ovise o stanjima elektrona, a uklanjanjem
jednog elektrona iz atoma dolazi do promjene stanja ostalih elektrona Sto naravno mjenja
vrijednost tih integrala. Ako je moguce zanemariti promjenu stanja preostalih elektrona
nakon uklanjanja jednog od njih onda su je moguce smatrati energije e;; 1 e
aproksimacijama ionizacijskih potencijala.

Kao Sto ¢e se moci vidjeti iz rezultata izraCuna energije elektrona koji slijede,
(2.30) i (2.56) daju priblizno energija ionizacije:

e, = —E(1s22s2 - 1s22s) e, = —E(ls2 - ls) 2.63

gdje su (152252), (1522s), (lsz) te (1s) konfiguracije atoma odnosno iona sa 4,3,2 i jednim

elektronom.
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3. Analiticke valne funkcije elektrona

3.1. Rjesavanje HJ i HFJ, samosuglasnost

HJ i HFJ su nelinearne pa se za njihovo rjeSavanje koristi iterativan postupak
poznat pod nazivom SCF (self consistent field) ili metoda samosuglasnog polja. U tom
postupku potencijali nisu poznati nego ovise o valnim funkcijama elektrona. RjeSenje se
trazi u nizu koraka. U njima se potencijali aproksimiraju valnim funkcijama dobivenim u
prethodnom koraku.. Time se dobivaju linearne jednadZzbe koje se mogu rijesiti
uobicajenim postupcima. Dobivene valne funkcije tada se koriste za aproksimaciju
potencijala u slijede¢em iterativnom koraku. Takav iterativni postupak se nastavlja do
postizavanja konvergencije kada se potencijali i valne funkcije viSe ne mijenjaju iz koraka
u korak. Za takvo rijeSenje kaZzemo da su valne funkcije i potencijali medusobno suglasni
(samosuglasni).

Ovaj postupak iteriranja je potrebno zapoceti sa nekim razumnim aproksimacijama
stanja elektrona. U ovom poglavlju ¢u prikazati nekoliko jednostavnih nacina dobivanja
aproksimativnih stanja koja je kasnije moguce iskoristiti za izraun potencijala u pocetnoj

iteraciji rjeSavanja HJ i HFJ.

3.2. Opéenito o aproksimativnim analitickim rjesenjima

Valne funkcije je moguce aproksimirati nekim analiticCkim oblikom ovisnim o
odredenom broju realnih parametara. Valne funkcije elektrona koja najbolje aproksimiraju

stanje atoma dobiju se za parametre koji minimiziraju energiju atoma.

3.3. Energije atoma za stanja dana u analitickom obliku

Ovdje ¢u izraCunati minimum energije ako radijalne funkcije 1s i 2s stanja imaju
oblik:
Ri(r):\/Zrl.(zr) i=12.
Ovdje je z za sada proizvoljna konstanta. Tada je kineticka energija u izrazima za energije
E(O),E(HF),E(HFA) atoma dana sa:

E(kin) — Zzl(kin) ) 3.1

9
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a dijelovi potencijalne energije sa:

E(wul 2Z I (coul) E(dir) — ZI(dir) E(ex) — _2ZG1’2 , 32
gdje je:
| o F(d ’
o \dx
I(coul) — I(coul + I (coul) Ii(w"‘l) EI ’,;2 (X) @ 3.3
0 X
I(dir) — I (dir) + I(dzr Ii(dir) = F;l + 2F‘12

F;ji G su tzv.Slaterovi integrali koje sam ranije spomenuo. Njihove vrijednosti za

vodikove valne funkcije je moguée naéi izradunane u literaturi.([3] tabela 9%)

3.4. Elektroni u ''zasjenjenim'' Bohrovim orbitalama (BO)

Ovdje ¢u odrediti minimum funkcionala energije za stanja elektrona dana s BO:

2)2

O A G S RN [ 34

Za funkcije r; (x) i r2 (x) dane ovim izrazima se gornji integrali I, 1" F;; i G;, mogu

rastaviti na integrale oblika:

b k
n n —az n! 1 —a n ab
& >(a,b)sj dz = LM —e ”Zk_l( k') } 3.5

0 a

i dani su racionalnim brojevima. Dakle energija atoma u HA i HFA je funkcija ovisna o
parametru z koji fizikalno predszavljazasjenjeni naboj jezgre.
Izrazi za I™™ 1V za 1s i 2s vodikove valne funkcije daju:

(kin)

—I (coul) 1 : I(coul) :I(kin) :g ’ 36

I (kin) —I (coul) 1 : I
T4 4

pa zbroj kinetickog i Coulombovog ¢lana ima minimum za valne funkcije sa z=Z:

dE"(z)
dz

(kin)

0: I —ZI (coul) 0 37

Dakle:

E(O)(z:Z)z—%Zz : 3.8

Sto je jednako energiji iz jednadZbe (2.14). To je za ocekivati buduci su BO vlastita stanja

hamiltonijana H pa dakle minimiziraju energiju E’.
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Za izraCun energije u HA je potrebno izraCunati vrijednost integrala F;; za

vodikove valne funkcije. Njihove vrijednosti je takoder moguce naci tabelirane u literaturi

npr [3,tabela 9*]. Izradun je opsirniji ali elementaran i vrijednosti su im (izratun pomocu

programskog paketa Matematica):

g5 _7 _7
Mg 2512 3
paje:
Jlan _ 6717 Jlan) _ 23.645 , Sl _ 66.973 .
' 648 ’ 41472 ’ 41.472

Sa tim vrijednostima su energija atoma i elektrona dane sa:

£ ()=2z EZ_EZ N 66.973
4 2 41.472

677 Z 23.645
(o) =2 -2+ S]] (o) =o 2- 24 B8]
2 648 8 4 41472
Minimum izraza za energiju atoma se dobije za:
(HA)
dE in cou, ir
042 = 220" —2z21“"" 11 =0,
dz
pa je zasjenjeni naboj jezgre dan s:
(dir)
i =Z—%=Z—O,646... :
21
Posebno za atom berilija:
Z=4 = 7"=3,354=0,8385Z.
Valne funkcije elektrona u atomu berilija u ovoj aproksimaciji su:
R™ (r)=12,285re™ R (r)=4,3434(1-1,677r) re™ " .

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

Stanje 1s sam prikazao na grafu 8, a stanje 2s na grafu 9 s ostalim valnim funkcijama koje

sam u ovom radu izra¢unao.

Ocekivana vrijednost ukupne energije iona s 4 elektrona u ovako zasjenjenim

stanjima je:
E" = _1,25(Z-0,646)",

a jednocesticne energije elektrona su:

1

o) == (Z-0646)(2-1.196) " =—(Z2-0646)(2-3915).

22
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Be (Z=4) | B*(Z=5) | C™(Z=6) | N*(Z=7) | 0" (2=8) | F**(z=9)
72N 3,35 4,35 535 6,35 7,35 8,35
e 4,29 7,74 -12,20 -17,65 24,11 -31,56
1s%28* 1525 5,66 9,53 14,41 20,29 27,17 35,06
e -0,04 -0,59 -1,40 2,45 -3,76 -5,31
1s’>1s 0,34 0,92 1,76 2,85 4,19 578
EUD 5,42 7,03 8,65 10,26 11,88 13,49
EHA -14,06 23,70 -35,83 -50,46 -67,60 -87,23
eksperiment -14,66 24,35 -36,53 251,23 -68,43 -88,09
greska/% 43 2,7 1,9 1,5 1,2 1,0

tabela 3 : energije u a.u. za jednako zasjenjene BO u HA

Vrijednosti ovih izraza za razne ione sa 4 elektrona u osnovnom stanju su u tabeli 3.
Za izracun u HFA je potrebno izracunati integral G;, za vodikove valne
funkcije.IzraCun pomocu programskog paketa Matematica daje:

_16

=—, 3.18
2729

pa je ovisnost ukupne energije o zasjenjenom naboju :

5 5. 586373
EY ™ (z)= (— ——z+—j, ,
(2)=2 457277373048 , 318

a ovisnost jednocesti¢nih energija elektrona:

(HFA) z 5.965) (HFA) (z Z 204.613)
e )=z =—Z+—— e )=z ———+——|. 3.20
v (@) (2 5.832 2 (3) 8 8 373.248)
Minimum izraza E#* je za:
(HFA)
dE in cou ir ex
042 = 20" 271 41 —21'V =0 321
dz
Dakle u HFA zasjenjeni naboj jezgre dan sa:
(dir)_ (ex)
Z(HFA) :Z—% , 3.22
2] mn
odnosno:
"™ =7-0,6284. 3.23
Za atom berilija to iznosi :
"™ =33716. 3.24

Valne funkcije elektrona u atomu berilija u ovoj aproksimaciji su:

R"™ (r)=12,3785re """ ; R™ () = 4,3765(1—1,6855r) re™ " . 3.25

s 2s
Vrijednost ukupne energije atoma i jednocesti¢nih energija elektrona u HFA za ovaj naboj

su:
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Be (Z=4) | B*(Z=5) | C™(Z=6) | N*Zz=7) | 0%(Z=8) | F**(Z=9)
7HFA) 3,37 4,37 537 6,37 7,37 837
e 4,35 -7,83 12,31 -17,79 -24,26 -31,74
152251825 5,66 9,53 14,41 20,29 27,17 35,06
e -0,10 -0,68 -1,51 2,58 -3,91 -5,49
1s>>1s 0,34 0,92 1,76 2,85 4,19 5,78
gD 545 7,06 8,67 10,29 11,90 13,52
E®Y -0,15 -0,19 -0,24 -0,28 -0,32 -0,37
EHFA) -14,21 -23,89 -36,07 -50,75 -67,93 -87,61
eksperiment -14,66 -24,35 -36,53 -51,23 -68,43 -88,09
greska/% 31 1,9 1,3 0,9 0,7 0,5
tabela 4: energije u a.u. za jednako zasjenjene BO u HFA
E"™ = _1,25(Z-0,628)’
e :—%(2—0,628)(2—1,417) P :i(z-o,628)(2—3,757) 3.26

Vrijednosti ovih izraza za razne ione sa 4 elektrona sam prikazao u tabeli 4. Stanje
I's sam prikazao na grafu 8, a stanje 2s na grafu 9 sa ostalim valnim funkcijama koje sam u

ovom radu izrac¢unao.

3.5. Asimptotski oblici stanja elektrona u HA i HFA

Za velike udaljenosti od jezgre je:

Y,(r) = [R(X)ar+[R(F)Sar = [R(r)dr=1, 3.27
? 0 g r r>1 0
pa se HJ za velike udaljenosti od jezgre svode na:
dZ
FRi(r)r:12|ei|Ri(r) i=12. 3.28
Dakle valne funkcije u HA na velikim udaljenostima od jezgre imaju oblik:
RJ(’”);;;le_T ZJ:‘] 2‘61‘ j:1,2' 3.29
U HFIJ se pojavljuje jos i potencijal:
Y, (r)/r, 3.30
gdje je:
YI,Z(r): le(r,)Rz(r,)dr/"'le(r,)Rz(r/)L/d’/ = _[Rl(r,)Rz(r,)dr/SI 3.31
0 r r = 0
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On je dakle na velikim udaljenostima od jezgre zanemariv u odnosu na kinetic¢ki ¢lan pa
rjeSenja tih jednadzbi imaju isti asimptotski oblik za velike udaljenosti od jezgre kao i
rjeSenja HJ.

Dakle energije elektrona su u HA i HFA dane sa:

\ej\zzj{z j=12, 3.32

odnosno kao i za elektron u vodiku sli¢nim ionima e; ~1/f% , no u njima je konstanta
proporcionalnosti ista za sva stanja: naboj jezgre. Ovdje se ne moZe ocekivati da za Is 1 za
2s elektrone konstanta proporcionalnosti bude ista. Naime 1s elektroni imaju niZu energiju
od 2s elektrona tj da su jace vezani za jezgru odnosno da su blize jezgri. Zbog toga
vanjske, 2s elektrone jezgra manje privlaci nego s elektrone jer joj je naboj zasjenjen
nabojem bliskih joj 1s elektrona. Medutim i 2s elektroni dolaze blizu jezgri zbog Cega 1s
elektroni ne osjecaju punu silu privlacenja jezgre. Zbog toga je prikladnije uzeti stanja pod
utjecajem razli¢itog centralnog naboja. U racunu s HA nije uvijet da 1s i 2s orbitale budu
ortogonalne pa je u tom slucaju moguce koristiti BO 1s i 2s za drugacije centralne naboje.
Za 2s orbitale u racunu s HFA je potrebno upotrijebiti stanja neSto razli¢ita od 2s BO, jer

Is 1 2s orbitale u ovom slucaju moraju biti ortogonalne.

3.6. Elektroni u zasebno zasjenjenim BO

Ovdje ¢u traziti minimum energije u HA koriste¢i stanja elektrona parametrizirana

sa:

i, (r) =" (r) n, (r) =" (nr). 3.33

Ova stanja su normirana ali nisu ortogonalna Sto u HA nije uvjet. Dakle sveukupno ima 2

parametra:
L= 5 =Nz, 3.34
odnosno energija ovisi o dva parametra npr. o nabojima:
E™(z,2,). 3.35
Kineticki ¢lan i ¢lan privlacenja jezgre za ova stanja iznose:
E(O)(Z,zl,zz)=z12—22(z1 +ﬁj+lz§, 3.36
4) 4
a energija medudjelovanje elektrona u HA tj. direktan c¢lan energije (izraCunato

programskim paketom Matematica):
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£ ):10.240zf+44.448zfz2+72.720z;‘z§+43.536zfz§+26.760zfz;‘+3.138z1z§+77z§ ) 337
v 128(22,+z,) :

Energija atoma sa elektronima u takvim stanjima u HA dana zbrojem gornja dva izraza. Na
grafu 1 je prikazana ova funkcija za Z=4 u rasponu 0<z/<6 1 0<z2<10.

Minimum ove funkcije iznosi :
E"™(7,=3,658,2,=2,101)=—14,488 , 3.38
a odgovarajuce valne funkcije elektrona su:
R (r) =13,9947 re 8 R (r)=1,077(2-2,1014r) re ™", 3.39

Kao §$to sam prije naveo ove dvije funkcije nisu ortogonalne, a skalarni produkt im je:
[RE™ () RE™ (r)dr =0,190890. 3.40
0

Njihov prikaz je na grafovima 8 1 9 usporedno sa drugim rjeSenjima koja sam dobio

u ovom radu.

energija atoma Be

u HA za elektrone u

zasebno zasjenjenim BO

1 70
o

graf 1 : ovisnost energije o zasjenjenim nabojima za zasebno zasjenjene orbitale u HA
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Be (Z=4) | B*(Z=5) | C™(zZ=6) | N*(z=7) | O*(Z=8) |F*(Z=9)
7, 3,66 4,65 5,65 6,64 7,69 8,69
72, 2,10 3,15 4,17 5,19 6,02 7,02
e 4,71 8,14 -12,59 -18,03 24,54 -31,99
152281825 5,66 9,53 14,41 20,29 27,17 35,06
e -0,29 -0,83 -1,63 2,68 -3,99 -5,55
1s’>1s 0,34 0,92 1,76 2,85 4,19 5,78
gD 4,49 6,16 7,80 9,43 10,93 12,55
gHA -14,49 24,11 -36,24 -50,87 -68,00 -87,63
eksperiment -14,66 24,35 -36,53 -51,23 -68,43 -88,09
greska/% 1,2 1,0 0,8 0,7 0,6 0,5

tabela 5 : energije u a.u. za zasebno zasjenjene BO u HA

U tabeli 5 su vrijednosti dobivene minimalizacijom energije za ione sa 4 elektrona i
nabojem jezgre do 9e.

U HFA stanja 1s i 2s moraju biti ortogonalna i normirana:

8., =(ili)=[r(x)r,(x)dx, 3.41
0
Sto nije moguce zadovoljiti stanjima koriStenim za HA. Zbog toga uzimam:
- 1 -
r(x)=2xe”" 7, (x)=——(2—ax)xe ™ . 3.42
) ()= 75 (2-ax)
Sada ima sveukupno 4 parametra:
=2 2, =Nz n (04 343

Stanje 1s je ve¢ normirano pa dva preostala uvjeta ortogonalnosti i normiranosti odreduju
dva od Cetri parametra. Zbog toga u HFA energije atoma kao i u HA ovisi o dva parametra

npr. o nabojima z; i 2»:

EY"(z,,2,). 3.44
Ortogonalnost 1s i 2s stanja daje vezu:
2z,+z
a’/(ZI’ZZ): :13 2, 3.45
2y
a normiranost stanja 2s daje:
470 =272, + 2,
n(z,2) :\/ 4 311212 iy 3.46
2y

Za ovako parametrizirane valne funkcije kineticki ¢lan i ¢lan privlacenja jezgre

iznose:

7
E(O)(z,zl,z2)=—(6zz1—2zf+3zz2—2zlzz—gz§ -2

4zzf+2zzfzz—4zfzzj 347

2 2
4z, -2z2,2,+2z,
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direktan ¢lan iznosi:

3 2 3
E(dlr)(Z,Zl,Zz):ézl-Fz 222Z1 +ZZI 222+2Z1 Zz
4 (2Z1 _Z1Z2+Z2)(2Z1+Z2)

4, 14882/ 195227, 41752572 -84047,2)+2457; ’ 3.48
2 2
512(22)—2,2,+2)
¢lan izmjene je:
35
(ex) _ 64z z
B an)= = ’ 3.49

(22,+2,) (427 -22,2,+2})

a energija atoma berilija s elektronima u takvim stanjima je dana zbrojem tih izraza. Oblik
ove funkcije je prikazan na grafu 2. Energija ovdje ima tri ekstrema od kojih je jedan
sedlena tocka pa zato ovdje nije interesantan. Preostala dva ekstrema su lokalni minimumi.
Energije tih dvaju minimuma su:

E(HFA)(ZZA‘_’Zl :0,72,22 :4’29):—13,91

, 3.50
E"™(z=4,7,=371,2,=2.32)=—14,53

Apsolutni minimum prema opc¢em pravilu je aproksimacija energije osnovnog stanja atoma

1 to je druga od ovih vrijednosti. Razlog postojanja dvaju minimuma sam objasnio u

energija atoma Be
u HFA za elektrone u

zasebno zasjenjenim BO

-9
[enersiioran] ~" "

—-15

graf 2 : ovisnost energije o zasjenjenim nabojima za zasebno zasjenjene orbitale u HFA
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Be (Z=4) | B*(Z=5) | C"(Z=6) | N**(z=7) | O*(Z=8) | F*(z=9)
z, 1A 3,71 4,71 5,72 6,72 7,72 8,72
7, 2,32 3,42 4,48 551 6,54 7,55
e, 4,71 815 -12,61 -18,08 -24,55 -32,02
1525 —>18%2s 5,66 9,53 14,41 20,29 27,17 35,06
e, -0,29 -0,85 -1,67 2,74 -4,06 -5,64
1s>>1s 0,34 0,92 1,76 2,85 4,19 5,78
gD 4,58 6,26 7,92 9,55 11,18 12,81
E®Y -0,03 -0,07 0,11 -0,15 0,19 -0,24
EHFA) -14,53 24,19 -36,36 -51,03 -68,20 -87,88
eksperiment -14,66 24,35 -36,53 -51,23 -68,43 -88,09
greska/% 0,9 0,7 0,5 0,4 0,3 0,2

tabela 6 : energije u a.u. za zasebno zasjenjene BO u HFA

slijede¢em odjeljku. Radijalni dijelovi valnih funkcija 1s i 2s su dani sa:

R"™ (r) =14,278r¢7"" R™ (1) =1,526(1-1,6224r) e’ 3.51

i prikazani su na grafovima 8 1 9.

Energije za ione s 4 elektrona i nabojima 4-9 su u tabeli 6. Ovi rezultati su bliZe

eksperimentalnoj vrijednosti od rezultata s jednako zasjenjenim orbitalama i1 od rezultata u

HA.

Da bi se ovi rezultati mogli usporediti sa rezultatima HA moZe se minimalizirati

zbroj izraza (3.47) i (3.48). To je ovisnost energije u HA o nabojima za ortogonalna stanja

elektrona. Rezultati za ovu aproksimaciju su u tabeli 7. U ovom slu¢aju HA daje bolji

rezultat za energiju uz dodatan uvjet da stanja budu ortogonalna.

Be (Z=4) | B*(Z=5) | C™Zz=6) | N*Zz=7) |O0O*(Z=8) |F*Z=9)
7, 3,92 473 5,75 6,75 7.76 8,76
72, 2,21 3,27 431 5,33 6,35 7,36
e 4,73 8,17 -12,62 -18,07 24,52 -31,97
1s%28*—1s%2s 5,66 9,53 14,41 20,29 27,17 35,06
e -0,28 -0,83 -1,63 2,68 -3,99 -5,54
1s’>1s 0,34 0,92 1,76 2,85 4,19 5,78
EUD 4,48 6,13 7.77 9,40 11,02 12,64
EHA -14,503 24,13 -36,26 -50,89 -68,02 -87,65
eksperiment -14,660 24,35 -36,53 -51,23 -68,43 -88,09
greska/% 1,0 0,9 0,7 0,7 0,6 0,5

tabela 7 : energije u a.u. za zasebno zasjenjene ortogonalne BO u HA
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3.7. ViSestruki minimumi energije i simetrija na zamjenu elektrona

Na grafu 2 je vidljivo da energija atoma u HFA ima dva minimuma, pa se namece
pitanje koji minimum odgovara osnovnom stanju i zaSto energija uopc¢e ima dva
minimuma.

Razlog za dva minimuma energije je taj Sto je izraz za energiju simetrian
(nepromjenljiv) na zamjene 1s 1 2s radijalnih valnih funkcija. Ako je dio prostora radijalnih
valnih funkcija elektrona kojem pripadaju aproksimacije valnih funkcija dovoljno velik,
energija ¢e na njemu imati dva jednaka minimuma koji odgovaraju konfiguraciji 1s%2s*
atoma: jedan minimum u kojem je energija dana sa E(1s,2s) i drugi u kojem je energija
dana sa E(2s,1s). Aproksimacijom za stanja elektrona koju sam ovdje primijenio sam
evidentno naruSio tu simetriju energije jer 1s i 2s stanje imaju drugacije analiti¢ke forme.
Energija viSe nije simetricna na njihovu zanjenu. Dva minimuma i dalje postoje no nisu
identi¢na. Visi minimum odgovara stanju u kojem su 2s elektroni, Cije radijalne valne
funkcije imaju dva ¢vora, bliZze jezgri od 1s elektrona (graf 3). Kada bi oba stanja imala
istu analiticku formu onda bi minimumi bili isti 1 jedan bi se iz drugoga dobio zamjenom

dvaju radijalnih valnih funkcija.

2,1

1,8

15 \ — S

1,2 i

oo [}~

0,6 ~~

0,3 - \
0 v —

NN

-0,6
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00
r/A

—13

R;(r)/A""?

graf 3 : zasebno zasjenjene orbitale u HFA za viSi minimum
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4. Numericki izracuni

4.1. Opis postupka

U ovom se poglavlju HJ 1 HFJ samosuglasne jednadZbe rjeSavaju numericki. U
pocetnoj iteraciji treba:

=>» odabrati valne funkcije npr. BO u polju jezgre naboja 4. KoriStenjem
zasjenjenih naboja u BO smanjuje se broj potrebnih iteracija. Dobiveni rezultati ne ovise o
pocetnim vrijednostima valnih funkcija.

=» izraCunati potencijale medudjelovanja elektrona na osnovu odabranih valnih
funkcija.

Na osnovu prethodno dobivenih potencijala u pojedinoj iteraciji treba:

=» odrediti energije i valne funkcije elektrona rjeSavanjem HJ ili HFJ koje su
linearne ako su potencijali zadani.

=>» Na osnovu dobivenih energija i valnih funkcija elektrona treba izraCunati
potencijale

=» i energiju atoma.

U slijedecoj iteraciji treba prethodno dobivene potencijale koristiti u ponovnomu
izraCunu valnih funkcija. Iteriranje treba zaustaviti kada se energija atoma vise ne mijenja s
obzirom na traZzenu to¢nost.

Od dviju sustava diferencijalnih jednadZzbi onaj za HJ je sastavljen od dviju vezanih
jednadzbi koje ovdje rjeSavam numeri¢kim postupkom pogadanja (shooting).

Sustav HFJ se sastoji takoder od dviju vezanih jednadzbi koje su integro-
diferencijalne. U njima je integralni ¢lan (Clan izmjene) jednostavnije tretirati kao
nehomogeni ¢lan diferencijalnih jednadZzbi.

Ta dva sustava ovdje rjeSavam razlicitim metodama koje su opisane u dodatcima

D11 D2.
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4.2. Izracun energije osnovnog stanja atoma berilija u HA

4.2.a. Postupak rjesavanja HJ

Za rjeSavanje HJ sam za izracun pocetne vrijednosti potencijala sam koristio 1s i 2s
zasebno zasjenjene BO, jed. (3.39).

JednadZbe rjeSavammetodom pogadanja kako sam to opisao u dodatku DI.
Podrucje energije 1s stanja trazim pocevsi od vrijednosti -6 a.u. navise, a podrucje energije
2s stanja od vrijednosti -/a.u. navise.

Izracun sam izvrSio uz pomo¢ programskog paketa Matematica.

4.2.b. Izracunata vrijednost energije osnovnog stanja atoma Be u HA.

Izracun energije osnovnog stanja atoma berilija u HA s izratunom valnih funkcija
do 9 A i ekvidistantnim interpolacijskim to¢akama na svakih 0,254 fm (dakle u 2.500.000

toCaka) nakon 4 iteracije daje:

r<6A = E"(Be)=(~14,50725%0,00005) a.u.. 4.1
h=0,24 fin

ven, (rya.u/A

graf 4 : direktan potencijal za 1s elektron u HA
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16

14

10

Vi, (r)ya.u./A
o

graf 5 : direktan potencijal za 2s elektron u HA

Prikaz dobivenog 1s stanja je na grafu 8, a 2s stanja na grafu 9 zajedno sa ostalim
valnim funkcijama iz ovog rada.
Na grafu 4 je prikaz direktnog potencijala V") iz HJ za 1s elektrone, a na grafu 5

za 2s elektrone.

4.3. Izracun energije osnovnog stanja atoma berilija u HFA

4.3.a Postupak rjeSavanja HFJ

Nacin numerickog rjesavanja HFJ sam opisao u dodatku D2. U pocetnoj iteraciji
sam valne funkcije izraCunao na osnovu potencijala dobivenih od zasjenjenih BO u HFA,

jed. (3.51).

4.3.b. Izracunata vrijednost energije osnovnog stanja atoma Be u HFA

Izracun energije osnovnog stanja atoma berilija u HFA sa izr€unom valnih funkcija

do 9 A sa 3.500.000 interpolacijskih to¢aka tj svakih 0,257 fm nakon 9 iteracija daje:

r<9A

= E"™) (Be)=-14,571(9) a.u. . 4.2
h=0,25714 fin
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graf 6 : gustoca direktne energije za 1s i 2s elektrone u HFA
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graf 7 : gustoca energije izmjene u HA
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Na grafu 6 je prikaz gustoce direktnog Clana energije za Is i 2s elektrone, a na
grafu 7 gustoCe energije izmjene dobivenih u ovom izracunu.

Prikaz dobivenih valnih funkcija su na grafovima 81 9.

4.4. Pregled izracunatih valnih funkcija atoma berilija

Na grafovima 8 i 9 su 1s i 2s valne funkcije atoma berilija koje sam dobio u
prethodnim izraCunima.

Graf 8 prikazuje 1s valne funkcije za atom berilija za razne aproksimacije iz ovog
rada. Orbitale iz racuna s zasebnim zasjenjenjem naboja jezgre u HA i HFA na ovom grafu
padaju u istu krivulju. Isto je slucaj i s orbitalama iz raCuna sa jednako zasjenjenjem
orbitalama.

Graf 9 prikazuje 2s valne funkcije za atom berilija za razne aproksimacije iz ovog

rada. S obzirom na razlucivost grafa jednako zasjenjene orbitale u HA i HFA padaju u istu

krivulju.
2’1 e numericki,HFA,do 9A za 3.500.000 tocaka
18 e numericki,HA,do 9A za 2.500.000 to¢aka
zasebno zasj.prilagodena BO u HFA za z=3,708 (jed.3.51.)
1,5 - e=jednako zasj.BO,HA(z=3,354,jed.3.15.) i HFA(z=3,372,jed.3.25.)
o
< 1,2 1
~—~
=
- 0,9
€ \
0,6 | \\
0,3 \\\
&
0 - i
0,00 0,50 1,00 1,50

r/A

graf 8 : 1s valne funkcije atoma berilija za izvrSne izracune
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e===numeri¢ki,HFA,do 9A za 3.500.000 to¢aka
e numericki,HA,do 9A za 2.500.000 tocaka

e===zasebno zasj.prilagodena BO u HFA za z=2,319 (jed.3.51.)

=== zasebno zasj.prilagodena BO u HA za z=2,101 (jed 3.39.)
e=icdnako zasj.BO,HA(z=3,354,jed.3.15.) i HFA(z=3,372,jed.3.25.)

1,00

2,00
r/A

3,00

4,00

5,00

graf 9 : 2s valne funkcije atoma berilija za izvrSne izracune

4.5. Izracun energija iona s 4 elektrona sa nabojem 0-5 e

Programski kod koji sam ovdje koristio za izraCun energije osnovnog stanja atoma

Be je moguce iskoristiti za izraun energija iona s 4 elektrona od broma do flora. Dobivene

energije gdje se koristi za izraCunom 100.000 ekvidistantnih toaka na prostornoj skali 9

A, prikazane su u tabeli 8.

Valne funkcije elektrona u stanjima 1s su na grafu 10, a valne funkcije elektrona u

stanjima 2s na grafu 11.

Be (Z=4) | B*(Z=5) |C™Z=6) | N*(Z=7) | 0"(Z=8) |F*(Z=9)
oad A 4 3 3 3 2 2
e, A 4,729 -8,183 -12,646 -18,111 -24,581 -32,049
157251825 5,656 9,532 14,409 20,288 27,167 35,055
e, HFY) -0,313 -0,879 -1,701 2,776 -4,099 -5,675
1s’>1s 0,343 0,924 1,760 2,847 4,186 5,776
gD 4,538 6,2015 7,8365 9,4625 11,092 | 12,7095
E® -0,051 -0,093 -0,135 -0,179 -0,222 -0,266
EHA -14,571 24,231 -36,394 -51,057 -68,229 -87,891
eksperiment -14,664 24,346 | -36,535 -51,231 -68,434 -88,090
greska/% 0,63 0,47 0,39 0,33 0,30 0,23

tabela 8 : energije u a.u. na osnovu numerickih valnih funkcija sa 10° tocaka u HFA
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r/A

graf 10 : 1s valne funkcije za ione Be,B*,C**N**,0* ,F>* sa 4 elektrone u HFA
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0,60
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-0,20 4

-0,40 4

-0,60 4
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-1,00 4

-1,20
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 Z,00 Z,29 ,50 2,75
r/A

3,00

graf 11 : 2s valne funkcije za ione Be,B*,C**,N**,0" ,F>* sa 4 elektrone u HFA
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4.6. Numericka integracija i ekvidistantne interpolacijske tocke

Energije osnovnog stanja atoma berilija izraCunane za maksimalan radijus od 9 Ai
za brojeve ekvidistantnih interpolacijskih to€aka od 0,1 0,5 1,0 1,5 2,5 i1 3,5 milijuna su
prikazane na grafu 12. Na grafu 13 su prikazani rezultati devete iteracije s grafa 12. Crveni
dio krivulje na tom grafu je ekstrapolacija do rezultata iz [6] (jed.1.19.).

Ocito je da je za postizanje rezultata sa tom toCnosti potrebno mnogo vise
ekvidistantnih interpolacijskih tocaka. Ovaj problem je moguce rijesiti tako da se u racunu
koristiti neekvidistantna raspodjela s ve¢com gustocom toc¢aka u blizini ishodista. Takva

numericka procedura provedena je u slijede¢em poglavlju.

-14,554 0,1 mil.toé¢aka
= 0,5 mil.tocaka
=== 1.0 mil.tocaka
-14,560 1,5 mil.tocaka
e 2.5 mil.tocaka
e 3 5 mil.tocaka
S _14,566 e toéna vr.(-14,573 a,u,)
(]
\
14,572 /
-14,578
1 2 3 4 5 6 7 8 9
iteracija

graf 12 : konvergencija energije u za racune sa 0,5;1;1,5;2,5 i 3,5 mil to¢aka u HFA
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a.u.

-14,567 ﬁ-m,sb‘?a
-14,568

-14,569 \
-14,570 -
-14,571

-14,5719
-14,572 -14,5725

-14,5727

-14,5728

-14,573 +————"T=—"==—===—1

-14,5729

- . ——

-14,5730

0

1 2

3

4

mil.to¢aka

5

6

graf 13 : konvergencija ukupne energije po broju interpolacijskih to¢aka u HFA
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5. Numericki izracun u HFA po zavisnoj varijabli

Kao S$to sam to naveo u uvodu i kao Sto se vidi na grafu 13 integracija
diferencijalnih jednadzbi s korakom iste veli¢ina u cijelom podrucju integracije nije
praktic¢na jer se u podrucju gdje se valne funkcije najvise mijenjanju i gdje je potrebna veca
to¢nost izracuna koristi isto ili ¢ak 1 manje to€aka za integraciju nego u podrucju dalje od
ishodista gdje se valne funkcije malo mjenjaju. Neekvidistantnu raspodjelu interpolacijskih
toCaka moguce je posti¢i uvodenjem nove varijable, y, povezane s radijusom, r, pomocu

monotono rastuce funkcije:

r=¢(y). 31

Funkcija ¢ treba biti takva da se ekvidistantne tocke po varijabli y preslikavaju u tocke

radijusa koje su gusce oko ishodista, a rjede dalje od ishodista.

5.1. Uvjet za iSCezavanje prve derivacije u HFA jednadZbama po
zavisnoj varijabli

Druga derivacija po radijusu je:
-2
Lr0-(%) {%ﬂ(gl%dfﬁd_ﬁ} 52
Dakle promjena varijable integracije HFJ uvodi u jednadzbe prvu derivaciju. Numericki
postupci integracije jednadzbe drugog reda su posebno efikasni ako jednadZba ne sadrzi
prvu derivaciju. Zbog toga je poZeljno pronaci postupak koji ¢e ukloniti prvu derivaciju.

Ako se valne funkcije takoder transformiraju prema:

R,(r)=p,(y)/ x(»). 5.3

onda je druga derivacija po radijusu dana s:

2 2( 2 2
dR:l(wj {d (p{zdlnhd nw}w{(mymwjm_m}p}, 54

ar’ 7 y\dy dy’ dy dy dy|dy dy dy dy) dy dy’

pa Clan uz prvu derivaciju i§¢ezava ako je:

d ,d¢
0=—1 — |, )
dy n{;{ dy} >3
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a to je ispunjeno ako je:

2 (y)—==const’. 56

5.2. HFJ u zavisnoj varijabli

Ako uvedem funkcije:

const’ oy
tl(y)E 7 LIY)= ( )2
2 (y) const <
t(y)=t1(y): const” t(y)=_ld21 ’ '
() 2(9)e0y) Ty
onda HFJ glase:
d’ ﬂ(dir) _ _ 2
W+t4(y)+22t3(y)—2 (v)+2en(y) (o ==28:(») g=const’e,, 58
gdje su potencijali dani sa:
A )=2( X)) 5 &)=, K 0)e, (), 5.9
gdje je:
T o , dy’
2 (0 =6()]e.()e,()4(y) : 5.10
0 t2(y>)
Skalarni produkt stanja elektrona je dan sa:
8, =wilw,)=], 2,(»)0,(»)1()dy. 5.11

Ovi skalarni produkti omogucuju izracun iz HFJ energija elektrona:

gi :gi(kin) +gi(coul) +€i(dir) +€i(ex) , 512
gdje je:
(kin) 1 T d2 2 (coul) T 2
e o Lty ez
oL Y ° 5.13
gi(dir) = J-ﬂ(dir) (y)QZdy gi(ex) = _.[ gi (y)gdy
0 0
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graf 14 : odnos radijusa i zavisne varijable

5.3. Posebni slucaj zavisne varijable

U ovom poglavlju rjeSavam HFJ integracijom po varijabli danom sa:

X
ZW;X)ShZ(S}’) . 5.14

Na grafu 14 je vidljiv odnos udaljenosti izmedu tocaka zavisne varijable y i

x=¢(y)

udaljenosti odgovarajuc¢ih tocaka radijusa. Na apscisi ovog grafa su ekvidistantne tocke
radijusa, a na ordinati ekvidistantne tocke zavisne varijable. Zelena linja povezuje sjeciSta
ekvidistantnih vodoravnih linijae zavisne varijable s odgovaraju¢im okomitim linijama
radijusa.

Da bi ¢lan s prvom derivacjom u HFJ iS¢ezavao valne funkcije elektrona se

transformiraju prema:

¢ i ( y) sxmax
Rj( _ J .

x)=——FLt= ; const=——""—,
) \/sh(2sy) sh(sy,...)

5.15
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S tim transformacijama funkcije ¢, , t, i £; imaju oblik:

h2
tl(y):constzshz(zsy) : tz(y):S (S)’)

§ : 5.16
)=scconari(e) 1 n()=s 2]

5.4. Diferencijalne jednadzbe za potencijale

Za $to toCniji izracun potencijala medudjelovanja elektrona je najbitnije $to toCnije

izraCunati Y funkcije, jed. (2.25):

1 (0= 1 5 (), () = [ 1 () () [ 27 (), () 5.17

Racunanje tih veli¢ina numeri¢kim integriranjem, kako sam to radio u dijelu 4 je sporo i

netono. Na srecu, njihov izracun je mogu¢ na mnogo brZi i to¢niji nacin. Naime za

veli€ine:
Z,,(x) =[5 (x)r, (x)dx’ 5.18
0
vrijedi:
%zw. (x) = (), (x). 5.19
Zbog toga je:
d 1
EYiJ(x):;[Yi,j(x)_Zi,j (X):I 5.20

Granicni uvjeti za ove veli¢ine su:

Y, .(0)=2,(0)=0

ivj

: . 5.21
limZ,  (x)=0,, limY,  (x)=2Z,(x).

X—>o0 bJ X—>0
Ove jednadzbe je moguce integrirati na nacin koji omogucava njihov jednostavan, brz i

toc¢an numericki izracun:

x+Ax

Z (x+Ax)=Z (x)+ j n(X)r (x7)adx’. 5.22

J

Zbog toga je:
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x+Ax d

v, (e an) =Y, (x)+ [ v, ()-7,(x)]. 5.3

X
x

Integrale u ova dva izraza je moguce izracunati nekom od formula za numeri¢ku
integraciju.

U zavisnoj varijabli za analogne veliCine:

y o

Z,0)=[e(e,h()dz J{,(y)Etz(y)f%(y')%(y')tl(y)t o
vrijede jednadzbe:
dé’i‘,,‘()’) d %/( ) 1 dlntz(y)

J :@(Y)%(Y)tl()’) ; = X 2;711()’) 5.25
Y

Integriranjem tih jednadzbi dobije se:

Z,(r+0)=2,0)+ [ 0()e,()i(2)dz. 5.26

y

te:

J{,j(Y):ﬂ%j(J""A)’)_y]&{‘?i,j(z) a {tZ(y)}dZ : 3.27

tz()""A)’) Y

Zadnji izraz je moguce napisati joS i u obliku:

N KAy -2 (y+Ay) 2 (y) O t(z)
H=L0) = ) 'rz(y>*!q’f(Z)q’f(Z)rz(z)dZ] 328

5.5. Rezultat izrac¢una

Za razliku od izrauna u dijelu 4. ovdje za rjeSavanje HFJ nisam koristio Greenovu
funkciju. Diferencijalni sustav jednadzbi diskretizacijom prostora (Numer-Cowlingov
algoritam) pretvara se u sustav linarnih jednadzbi koje sam ovdje rijeSio primjenom
Gaussove eliminacije.

Primjenom postupka prikazanog u ovom dijelu dobio sam rezultat za osnovno

stanje atoma berilija u aproksimaciji beskonacno teske jezgre:

r<100A - E") (Be) =-14,5730a.u.. 5.29
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Izracun koristi 350 interpolacijskih tocaka i traje manje od desetinke sekunde. Rezultat se u

prvih 6 znamenki poklapa sa rezultatom dobivenim u referenci [6] (jed. 1.19.):

E"™(Be)=—14,573 023 168 a.u.. 5.30

Ovaj nacina izracuna omogucava uzimanje velikog maksimalnog radijusa
integracije zbog Cega je mogu¢ toc¢niji izraCun. Tako je moguce dobiti vrlo to¢no rjeSenje
HFJ. Rezultat iz reference [6] (jed. 1.19.) je na osnovu izratuna s preko 2x10° todaka
integracije do 100A. Primjenom postupka koji sam ovdje opisao, izracun s 3500
interpolacijskih togaka do 100A daje rezultat identiCan ovom. Izratun je izvrien s
programom izradenom u programskom jeziku C++, na osobnom racunalu sa Inter(R)

Core(TM) 2 Duo procesorom na 2,5 GHZ sa 2Gb RAMa. Zapocet je s valnim funkcijama

elektrona iz jed. (3.51), zahtjeva 10 iteracija i traje manje od sekunde.
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6. Komentar rezultata i zakljucak

6.1. Usporedba sa eksperimentom

Izostavljanje energije medudjelovanja elektrona daje energiju za oko tre¢inu visu
od eksperimentalne i ta trec¢ina odgovara energiji medudjelovanja elektrona.

Stanja kao zasjenjene BO u HA (jed.3.15) daju energiju osnovnog stanja berilija za
4% viSu od eksperimentalne vrijednosti dok stanja u HFA (jed.3.25) daje za 3% viSi
rezultat. Za stanja kao zasebno zasjenjene BO, jed. (3.39) i jed. (3.51) HA i HFA daju za
1,2 odnodno 1% visi rezultat. Iz toga je vidljivo kako ve¢i prostor stanja na kojem se trazi
minimum energije moze dati bolju aproksimaciju. Razlike izmedu HA i HFA treba
pripisati energiji izmjene koja djelomicno ukljucuje efekte korelacije. Ipak cak polovinu
razlike je moguce ukljuciti u HA jednostavno traZenjem minimuma energije za
ortogonalna stanja.

Dobiveni zasjenjeni naboji u dijelu 3.6 te bolji rezultat za energiju atoma/iona
opravdavaju motivaciju za primjenu ove aproksimacije. Npr. iz tabele 6 sa podacima za
zasebno zasjenjene orbitale u HFA je vidljivo da 1s elektroni osje¢aju naboj jezgre tek
neznatno zasjenjen, dok je 2s elektroni osjecaju tek pola naboja jezgre jer su izmedu njih i
jezgre se nalaze 2 1s elektrona.

Numericki izraCuni s ekvidistantnim interpolacijskim toCkama iz dijela 4 daju
rezultat za 1,07% u HA 1 0,6% HFA visi od eksperimentalnog. Izratun u HFA daje za
tre¢inu manju greSku nego zasebno zasjenjene BO (jed.3.51), a izracun u HA daj tek
neznatno bolji rezultat.

Iz izraCuna energije iona sa 4 elektrona vidljivo je da s poveCanjem naboja jezgre
aproksimacija postaje bolja. Za ocekivati je da se s povecanjem naboja jezgre, udaljenost
elektrona od jezgre i udaljenosti medu elektronima smanjuju. Gornji rezultati sugeriraju da
energija odbijanja medu elektronima sve manje ucestvuje u ukupnoj energiji sustava. To bi
se moglo objasniti time da se udaljenost elektrona od jezgre smanje u ve€oj mjeri nego
udaljenosti medu elektronima. Valne funkcije 1s i 2s elektrona na grafovima 101 11 zorno
prikazuju taj zakljucak.

Jako to¢ni rezultati, poput rezultata (5.30) su jako vaZzni jer sluze za daljnje

izraCune fizikalnih veli¢ina. Tako autori u referenci [9] piSu: "Da bi se izvrSili ovi izracuni
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koji ukljucuju snazno korelirana elektronska gibanja prikladno je za pocetak imati prili¢no
to¢ne (R)HF valne funkcije. ... Na primjer, elektronski afiniteti mogu biti manji od
100meV, dok greske (R)HF energija te veli¢ine i vece (1658 meV za Cd) nisu
neuobicajene. ... Zbog toga je od interesa imati kompilacije RHF valnih funkcija sa
energijama koje imaju greSke ne mnogo vece od 1meV."

Energije elektrona u tabelama 6-8 su istog reda veli¢ine kao i izmjereni ionizacijski
potencijali iz tabele 1. U tabeli 9 sam usporedio te dvije vrijednosti iz tabele 8. Vidljivo je
da se izraCunane energije 2s elektrona mnogo bolje slaZzu s izmjerenim ionizacijskim
potencijalima. Jedan od glavnih razloga tome bi mogao biti taj Sto su 1s energije
usporedene s ionizacijskim potencijalima za prelaz 1s>—1s §to je zapravo prvi ionizacijski
potencijal za ione s 2 elektrona tj. za heliju sli¢ne ione. Ipak interesantno je da su 1s
energije barem istog reda veli¢ine kao vrijednosti potencijali za prelaze 1s*—1s. Razlog
tome je da su 2s elektroni uglavnom dalje od jezgre nego 1s elektroni pa se moze ocekivati

da ne utjecu znatno na 1s elektrone. Zbog toga se moZe ocekivati da se stanja 1s elektrona

nece mnogo mijenjati uklanjanjem 2s elektrona iz atoma.

Be (Z=4) | B*(Z=5) C™*(Z=6) |N*zZ=17) |0"Z=8) |F*Z=9)
e, A -4,729 -8,183 -12,646 -18111 -24,581 -32,049
152’1525 5,656 9,532 14,409 20,288 27,167 35,055
greska/% 16,4 14,1 12,2 10,7 9.5 85
e, A -0,313 -0,879 -1,701 2,776 -4,099 -5,675
1s*>1s 0,343 0,924 1,760 2,847 4,186 5,776
greska/% 87 4,9 34 2,5 2,1 1,7

tabela 9 : usporedba izracuna energija elektrona i ionizacijskih potencijala

6.1 Korelacijski efekti

Prema referenci [5] moZe se ocekivati da relativisticke korekcije povecavaju
nerelativisticku energiju za oko 1 posto $to znaci da nerelativisticka energija mora biti 1%
niza od eksperimentalne. Takoder na str. 303 je navedeno da se u HFA ocekuje 1eV
previsok rezultat po paru elektrona u odnosu na izmjerenu vrijednost. Dakle za atom
berilija to iznosi 2eV ili oko 0,5% iznad eksperimentalne vrijednosti. Rezultat koji sam
ovdje dobio je u skladu sa tim navodom. Razlika vrijednosti u HFA i nerelativisticke
vrijednosti, tj. oko 1,5% eksperimentalne vrijednosti je tzv energija korelacije medu
elektronima. Dio te energije je 1 u iznosu energije u HFA. U HFA iznos ulaze kineticka
energija, energija medudjelovanja elektrona s jezgrom te direktni clan energije

medudjelovanja elektrona koji (energija Coulombovog odbijanja medu elekronima)
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povisuje energiju sustava. Na kraju dijela 3.6 sam pokazao kako jednostavno uvodenje
korelacije u sustav elektrona kroz upotrebu ortogonalnih 1s 1 2s stanja smanjuje direktni
Clan energije. Daljnje smanjenje energije dolazi od ¢lana izmjene koji je posljedica
uvodenja korelacija u vidu upotrebe Slaterove determinante. Dakle moze se zakljuciti da
korelacije gibanja elektrona sniZavaju energiju sustava.

HFA koju koristim ovdje spada u grupu aproksimacija koje se nazivaju Single
Configuration Hartree-Fock Aproksimation (SCHF) §to u osnovi znaci koriStenje jedne
Slaterove determinatnte. Efekte korelacija medu elektronima je mogucée izracunati
raCunom smetnje ili koriStenjem tzv. Muticonfiguration Hartree-Fock Aproksmation
(MCHEF). U se toj aproksimaciji stanje atoma aproksimira zbrojem Slaterovih determinanti

jednocesti¢nih stanja elektrona.

48



Dodatci

D.1. Rjesavanje Schrodinger-ove jednadzbe prilagodenom metodom
pogadanja

Rjesavanje HJ, jed. (2.28) je objasnjeno u poglavlju 3.5 knjige [Koonin]. Tamo
opisano rjesavanje primjenjuje tzv. metodu pogadanja ("shooting") koja se sastoji u
traZzenju nultocke: na osnovu HJ se formira funkcija ¢ija vrijednost prolazi kroz nulu za
vrijednosti parametra € u okolini stvarne vlastite vrijednosti.

Pocetno treba odabrati neku vrijednost za parametar ("jednocesticnu" energiju) € iz
jed. (2.28.). Odabir prikladne vrijednosti sam opisao u dijelu D.1.a. Zatim treba odrediti
tzv. tocku obrata ("turning point") tj vrijednost radijusa za koju je energija (parametar €)
jednak potencijalu. Valnu funkciju treba racunati u dva dijela: lijevi R od ishodiSta do
toCke okreta i desni R, od "velikog" radijusa prema tocki okreta. Ovdje vr§im izracun
valnih funkcija prema tzv. Numer-Cowlingovom algoritmu koji sam objasnio u dijelu
D.1.b.

U toCci obrata moraju vrijednosti dijelova R, 1 R biti jednake. Buduci je jednadzba
linearna njeno rjeSenje pomnoZeno sa proizvoljnim faktorom je opet rjeSenje Sto je moguce
iskoristiti da se izjednaCe vrijednosti dva dijela rjeSenja u tocci obrata i to mnoZenjem
jednog od njih prikladnim faktorom. U to€ki obrata treba izraunati derivacije dvaju

dijelova valne funkcije i formirati razliku tih derivacija:

oR

EA I R LSO R}

or

/= or

r=n,

koja bi trebala iSCezavati ako parametar € odgovara vlastite vrijednosti jednadzbe. To
opcenito nece biti slucaj i metoda pogadanja se sastoji od izvrSavanja ovog postupka za niz
vrijednosti parametra €:

£<E< ..,
koje daju niz vrijednosti za razliku derivacija u tocci obrata:

fi<fi<o.,

sve dok derivacija ne promjeni predznak:
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fa<O0<f ili f_>0>f .
Nakon toga treba nastaviti varirati parametar € tako da se nade nultocka funkcje f
do Zeljene tocnosti. Da bi ova postupak bio upotrebljiv f mora biti kontinuirana funkcija
parametra & Da bi to bilo ispunjeno treba pazljivo odabrati predznak valne funkcije.Taj

aspekt postupka sam objasnio u dijelu D.1.c.

D.1.a. Odredivanje pocetne vrijednosti jednocesti¢nih energija

Budu¢i ovdje traZim energiju osnovnog stanja atoma, potrebno je numericki
odrediti valne funkcije koje odgovaraju dvama najniZim nivoima. Zbog toga je potrebno za
pocetak odabrati vrijednost parametra £ tako da se iteracijom dobije najniZza vlastita
vrijednost. U sluc¢aju kada potencijal u jednadzbi ima najniZu vrijednost poZeljno je za
pocetnu vrijednost parametra £ odabrati neSto viSu vrijednost od te najnize. U slucaju
vlastitih stanja atoma potencijal je singularan oko O pa je prikladnije odabrati za pocetnu
vrijednost energiju osnovnog stanja vodikovog atoma, koja ¢e biti neSto niZza od energije
osnovnog stanja. Zbog toga treba vlastite vrijednosti traZiti od energije osnovnog stanja
vodikovog atoma prema viSim vrijednostima. Pravu vrijednost energije osnovnog stanja je
moguce prepoznati po tome Sto pripadaju¢a valna funkcija nema nul-to¢aka. Valna

funkcija za energiju slijedeceg vlastitog stanja ima jednu nul-tocku.

D.1.b. Numer-Cowlingov algoritam

Treba izraCunati vrijednosti funkcije:

ynEy(xn) ; X, =x,+nh,

koja zadovoljava jednadzbu oblika:

Taylorov razvoj oko x daje:

dy(z)| %hzdzy(Z)| Ry htdt ()|

y(xrh)=y(x) &z 3 d | A dd |

zbog Cega je:
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wdyE)| ()

)2 () (r—h) =225

odnosno:

dzy(Z)| :y(x+h)—2y(X)+y(X—h) h2 d4y(Z)|
dz’ n’ 12 d7t

+o(n').

=X

=X

Kombinacija ove jednadZbe 1 gornje diferencijalne jednadzbe daje prvo:

hz[S—kz(x)y}:hz% =y(x+h)-2y(x)+ y(x—h)—h—4d—2[S—k2(x)y}+(7(h6)

12 dx*

1 zatim:

h

: Zii) =h’ ;TZ[S —k* (x) szS (x+h)—k : (x+h) y(x+h)-2S(x)+2k : (%) y(x)+S (x=h)—k : (x=h)y(x—h)+O (h4 ) .

Kombiniranjem ovih dviju jednadZzbi se dobije:
10, 2
" [ S=k*(x)y |- y(x+h)+2y(x)= y(x—h)=
2

:_%[S(xw)—kz(x+h)y(x+h)+S(x—h)—k2(x—h)y(x‘h)}r(? () -

Ova se jednadZba moZe pisati u obliku:

n o, 5K, n o, n’ 6
1+Ekn+l yn+1 _2 1_Ekn yn + 1+Ekn—l yn—l :E(Sn-H +10Sn +Sn—1)+@(h ) ’
gdje je:

kankz(xn) ; X, =x,tnh.
Dakle za S=0 na osnovu dviju pocetnih vrijednosti yp i y; je moguce raCunati "uzlazno"

vrijednosti u daljnjim to¢kama prema:

A 12-5Rk 124k,
Y 12+h%k>, o 12+h%k’, Y

+(7(h6)

ili na osnovu dviju vrijednosti yx 1 yn.1 za visoke argumente je moguce racunati "silazno"

vrijednosti u prethodnim to¢kama:

12-5n°k>  12+h°k.,, 6
= 2 at +O\h’).
Y 12+h2knz_l Yn 12_|_hzknz_1 Y1 ( )

Prilikom racunanja rjeSenja Schrodingerove jednadZbe rjeSenje mora zadovoljavati rubne

y(0)=y(e<)=0 uz uvjet normalizacije, jed. (2.6.). Budu¢i je umnozak rjeSenja linearne
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diferencijalne jednadZzbe sa proizvoljnom konstantnom je opet rjeSenje, moguce
proizvoljno odrediti pocetnu vrijednost y; (yo=0) i alternativno yn.; (yn=0) jer je rjeSenje

potrebno naknadno dodatno skalirati da bi zadovoljavalo uvijet normalizacije jed.(2.6.).

D.1.c. Kontinuiranost derivacije valne funkcije

Budu¢i su valne funkcije u kvantnoj fizici ionako odredene do na fazu, predznak se
moze odrediti proizvoljno. Na pocetku svake iteracije treba odabrati neki predznak npr. za
lijevo rjesenje: R<(h)>0. Lijevo i desno rjeSenje se "spoje" u tocci obrata tako da se desno
rjeSenje pomnoZzi s konstantom. Time ¢e lijevo rjeSenje zadrZati predznak u to¢ci obrata.
Time je odreden predznak valne funkcije i u to€ci obrata. Kako se u idu¢im koracima
parametar € mjenja, treba "Cuvati" taj predznak valne funkcije u toc€ci obrata sve dok za
neku vrijednost parametra € valna funkcija ne dobije novi ¢vor. Kad se to desi treba
odrediti koji je dio (lijevi ili desni) valne funkcije dobio novi ¢vor i odrediti njegov
predznak u tocci obrata. To je novi predznak valne funkcije u tocci obrata koji treba

"Cuvati" do pojave novog ¢vora. Takvim postupkom ¢e razlika derivacija lijevog i desnog

dijela u tocci obrata (funkcija f iz D1a) biti kontinuirana funkcija parametra €.
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D.2. RjeSavanje diferencijalne jednadzbe sa
potencijalom izmjene

HFJ, (2.51) su integro-diferencijalne jednadZbe rjeSavanje kojih je moguce
pojednostavniti ako ih se tretira kao nehomogene diferencijalne jednadzbe:
L LV e R ()= (). D1
Parametri e; se na osnovu rjeSenja prethodne iteracije izraCunaju prema jed. (2.54.)
Numer-Cowlingovom algoritam ovu diferencijalnu jednadzbu pretvara u sustav
linearnih algebarskih jednadzbi. Taj sustav je trodijagonalan i primjenom Gausove metode
eliminacije moguce ga je jednostavno i efikasno rijesiti.
Drugi nacin rjeSavanja ovakve diferencijalne jednadzbe je pomocu Greenove
funkcije. Ako se nade Greenova funkcija G(x,x’) jednadzbe:
%j—;+%—V(ﬁr)(r)+ei}G(r,r')=5(r—r') , D.2.

onda je rjeSenje jednadzbi D.1 dano sa:

R, (r)z—j:G(r,r')ZE (¥)dr’.

Ovime se rjeSavanje jednadzbi svodi na trazenje Greenove funcije.

D.2.a. Izra¢un Greenove funkcije

Za dva razlicita rjeSenja homogene jednadzbe npr lijevo g« i desno g. rjeSenje je
Wronskijan:

w =38 g dg.

dr dr

neovisan o r. Ako su rjeSenja razli¢ita onda je Wronskijan razli¢it od nule. Moguce je

8>

utvrditi da:

G(r.r)=g.(r)s.(r)/W
zadovoljava jednadzbu D.2.

Valna funkcija (nenormirana) je tada dana sa:
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R()= 2. 0], e.") 1,0 +2.(0)] . (/) £ ar |
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