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Sazetak

Oscilatorno gibanje jezgre stanice S. pombe pred mejozu nuzno je za pravilno kromosomsko
sparivanje, rekombinaciju genetskog materijala 1 odrzivost spora. Vukuéi mikrotubule
dineinski motor uzrokuje navedene oscilacije, gibajuéi pri tome jezgru naprijed-nazad unutar
stanice. Dosadas$nji teorijski model aproksimacije srednjeg polja (Vogel et al., 2009) opisuje
jezgrine oscilacije baziraju¢i se na otpusStanju motora s mikrotubula pod utjecajem sile
opterecenja te njithovom vezivanju na mikrotubule ovisnom o duljini mikrotubula. Model
pretpostavlja velik ukupan broj motora unutar stanice te se sluzi aproksimacijom srednjeg
polja. No, same fluktuacije broja motora su zanemarene. Za mali ukupni broj motora u stanici,
ove fluktuacije su znacajne te dovode do nepravilnih jezgrinih oscilacija. Kako bismo
provjerili dogadaju li se pravilne oscilacije jezgre uz fluktuaciju broja motora izveli smo
raunalne stohastiCke simulacije temeljene na promatranju ponasanja pojedinog dineinskog
motora. Dinamiku sustava opisali smo ,,master” jednadzbom odredujuci pri tome vjerojatnost
P(N;, N,, t) pronalazenja N;, odnosno N, motora vezanih na lijevi, odnosno desni mikrotubul
u trenutku 7. Budu¢i da postavljenu ,master” jednadzbu nije moguce rijeSiti analiticki,
rezultate smo ostvarili numeric¢kim rjeSavanjem koriste¢i pri tome Gillespie algoritam. Izveli
smo stohastiCke simulacije za razli¢it ukupan broj motora u citoplazmatskom rezervoaru,
pocevsi od velikih vrijednosti broja motora pa sve do samo jednog motora u rezervoaru. Pri
velikom broju motora stohasticki model pruza dobru podudarnost s modelom aproksimacije
srednjeg polja. Nasuprot tome, smanjivanjem ukupnog broja motora, oscilacije gube na
periodiCnosti te aproksimacija srednjeg polja viSe nije valjana. Metodom autokorelacije
utvrdili smo optimalan raspon broja motora u rezervoaru potreban za pravilne periodi¢ne
oscilacije jezgre, Ny, = 20 — 40, koji se slaze s eksperimentalnim mjerenjima. Ustvrdili smo
ovisnost raspona optimalnog broja motora o trenju sustava te smo na kraju ispitali
parametarski prostor stope prikljuCivanja k.. te konstante otpustanja k.. S obzirom da je
citoplazmatski dinein molekularni motor prisutan u mnogim eukariotskim stanicama, okvir
koji se koristi u ovom radu ima veliku moguénost primjene 1 u drugim organizmima,

ukljuCujuci i ljude.



Stochastic model of dynein-dependent nuclear

oscillations

Abstract

During the meiotic prophase of the life cycle of fission yeast, oscillatory nuclear movement is
crucial for proper chromosome pairing, recombination and spore viability. This movement is
driven by dynein motors pulling on microtubules, consequently moving the nucleus back and
forth inside the cell. A theoretical model (Vogel et al., 2009) of nuclear oscillations, based on
load-dependent detachment and microtubule length-dependent attachment of the motors,
describes nuclear oscillations using large number of motors and a mean-field approximation.
However, fluctuations in the number of active force generators are neglected. For small
number of motors these fluctuations become important and lead to noisy oscillations. To
verify that oscillations stiil occur in the presence of force fluctuations, we have performed
stochastic computer simulations of individual force generators. We have represented the
dynamics of the system by a master equation for the probability P(N,; ,N, ,t) of finding a
configuration of N, and N, particles attached, both to the cell cortex and to the microtubule on
the left and the right side of SPB, respectively, at time . We have obtained our results by
solving the equation numerically using Gillespie's algorithm. We have performed computer
simulations for a different number of motors, starting with a large number of motors and
ending with the situation where only one motor is present. In the limit of a large number of
motors, we obtain results similar to those suggested by the mean-field approximation. On the
contrary, as the number of particles decreases, the mean-field approximation is no longer
valid. Using the method of autocorrelation we have determined the number of motors
necessary for robust nucleus oscillations, Ny, = 20 — 40. We investigated how does friction
of system influence oscillatory movement of nucleus. Last, we checked parametric space for
attachment rate kon and constant of detachment ko. Comparing the results obtained by
stochastic simulations to those measured experimentally, we have confirmed validity of our

model which can now be used in other scientific experiments conducted on similar biological



systems. As the cytoplasmic dynein is found in many eukaryotic cells, the frame that is used

in this paper has a number of applications in other organisms, including humans.
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Uvod

1.1, Dineinski uzrokovane osdlacije

Citoplazmatski dinein je molekularni motor, koji se giba usmjereno prema minus kraju
mikrotubula, te ima zna¢ajnu ulogu u mnogim stani¢nim funkcijama. Dinein prenosi vezikule,
organele 1 druge staniéne terete sa stani¢ne periferije do centra stanice (Vallee er al., 2004) te
pozicionira centrosome tijekom stani¢ne interfaze (Burakov et a/, 2003; Palazzo et al., 2001,
Laan et al, 2012; Pavin ef al, 2012). Tyekom mitoze, dinein povladi astralne mikrotubule
kako bi pozicionirao diobeno vreteno (Eshel er al., 1993; Gonczy et al., 1999; Li et al., 1993,
O’Connell and Wang, 2000; Skop and White, 1998). Takoder, dinein se veZe na kinetohore
gdje regulira vezivanje mikrotubula, napetost na kinetohorama, gibanje kromosoma 1
aktivaciju kontrolne tofke diobenog vretena (Varma er al, 2008; Wojcik er al, 2001). U
profazi mejoze dinein sudjeluje u gibanju kromosoma nuznom za sparivanje homolognih
kromosomskih parova. (Yamamoto er al., 1999)

Da bi mogao vuéi unutarstaniéne strukture, dinein pronalazi uporite na proteinima
usidrenim na staniénom koiteksu il koristi silu trenja nastalu gibanjem organela kroz
viskoznu citoplazmu (Kimura and Kimura, 2011). Poznato je da mno$tvo bioloskih struktura i
funkcya prisutnih u navedenim procesima, proizlazi iz svojstva samo-organizacije motomih
proteina 1 citoskeletskih vlakana, no sam mehanizam samo-organizacie dineinskih motora
ostaje nerazjasnjen.

Spontane oscilacije jezgre, diobenog vretena i1 kromosoma uodene su u mnogim
eukariotskim organizmima (Li ef a/., 1993; Bajer 1982, Chikashige et al., 1994; Fink et al,,
2006, Rieder er al., 1986). Ekperimentalno je potvrdeno da su ove oscilacije, pri kojima se
unufarstaniéne strukture gibaju naprijed-nazad, uzrokovane djelovanjem mnostva motora.
Takve spontane oscilacije predstavljaju jednostavan primjer sloZenije dinamike i idealne su za
proutavanje dinamickih svojstava mnodtva motora 1 mikrotubula. Promatranje znacajki
oscilatomog ponalanja organela, poput nagle promjene njihovog usmjerenog gibanja te
interakcije, istovjetno djeluju¢ih, medusobno opre¢nih sila omogucuje nam bolje

razumijevanje mehanizma samo-organizacije motormnih proteina.



Kako bismo proucili na koji nacin molekularni motori generiraju pravilne oscilacije u
stanici, u ovom radu, kao sistemski model, koristili smo oscilacije jezgre tijekom profaze
mejoze u stanicama kvasca, gdje nam prisustvo malog broja mikotubula omogucuje pracenje
dinamike svih mikrotubula te broja dineina vezanih na pojedini mikrotubul. Ove oscilacije
nuzne su za sparivanje kromosoma, rekombinaciju genetskog materijala 1 odrzivost spora
(Chikashige er al. 1994; Ding et al., 2004). Tijekom oscilacija, jezgra slijedi mikrotubulni
centar, SPB (spindle pole body), koji se pomice naprijed-nazad, od jednog stani€nog kraja do
drugog. Mikrotubuli izviru iz SPB-a sa svojim minus krajem poloZenim na SPB, a plus krajem
usmjerenim prema staniCnoj periferiji. Prikupljeni eksperimentalni podaci ukazuju da
dineinski motor, usidren na staniénom korteksu, povla¢i vodec¢i mikrotubul koji shodno tome
povlac¢i SPB. Nedavna istrazivanja, vrSena ,in vivo™, (Vogel et al. 2009; Ananthanarayanan et
al., 2013), eksperimentalno su pokazala da otpuStanje motora s mikrotubula pod utjecajem sile
opterecenja proizvodi dinamicku nestabilnost nuzno potrebnu za jezgrine oscilacije. Difuzija
omogucava dineinima gibanje citoplazmom te ciljanje mikrotubula na razliitim pozicijama.
Drugim rije¢ima, kretanjem citoplazmom, dinein se repozicionira kroz stanicu tvoreéi samo-
organizirane uzorke potrebne za generiranje jezgrinih oscilacija.

Teoretski opis motomo-ovisnih oscilacija diobenog vretena 1 kromosoma ustanovljen je u
prijasnjim radovima (Campas and Sens, 2006, Civelekoglu-Scholey et al., 2006; Grill et al.,
2005; Joglekar and Hunt, 2002; Kozlowski et al., 2007; Pecreaux et al, 2006). Teorijski
modeli oslanjaju se na otpuStanje motornih proteina s mikrotubula pod utjecajem sile
opterecenja koja djelu je na njih, §to je u skladu s provedenim ,in vitro* istrazivanjem (Coppin
et al., 1997). Za vrijeme oscijalcija, dinein se otpusta sa stani¢nog korteksa pod utjecajem
visoke sile opterecenja koja je prisutna na ,pratecim“ mikrotubulima koji slijede SPB.
Istovremeno, dineini se nakupljaju na ,,vode¢im*“ mikrotubulima koji prethode jezgri, gdje je
sila opterecenja niza. Na taj nacin tijekom jezgrinih oscilacija vezat ¢e se viSe dineina na
mikrotubule koji se nalaze ispred jezgre nego na one koji se nalaze iza nje, ¢ak 1 u trenutku
prolaska jezgre kroz stani¢ni centar, kada je duljina mikrotubula jednaka (Vogel et al., 2009;
Tolic-Norrelykke, 2010).

U sljedecim poglavljima prikazat ¢emo model oscilacija jezgre u aproksimaciji srednjeg
polja te potom uvesti novi stohasticki model koji ¢e odgovoriti na pitanje utjecaja fluktuacija

broja dineinskih motora na pravilnost periodickih oscilacija.



12 Aproksimacija srednjeg poljo

Kao pocemu tocku naSeg istrazivanja iskoristli smo jednodimenzionalni model oscilacija
jezgre u profazi mejoze Schizosaccharomyces pombe dan u (Vogel et al., 2009). U

1azmatranje uzimamo motore vezane na mikrotubul te njihovo vezivanje na stanic¢ni korteks.
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Slika 1. Jednodimenzionalni model! oscilacija jezgre. Mikrotubuhi (ljubicasta) izlaze 1z SPB-a
(temno siva kugla), na paziciji xes, te se pruzaju prema rubu stapice. Duljina desnog mukiotubula
oznaéena je s Ln duljina lilevog mikrotubla oznaéna je s Ly, a duljina stanice s L. Dineinski moton
(zeleni piktogrami) vezu se na mikrotubule sa stopom priéwiséivanja k.. 1 otpuitaju sa stopom
otpustanja k. Dineinski motori hodaju prema minus kraju mikrotubula.

U ovom modelu dva mikrotubula pruzaju se iz SPB-a prema suprotnim krajevima stanice
(Slika 1). Mikrotubul se moze nalaziti u jednom od dva stanja: rast ili skraéivanje, ovisno o
poziciji SPB-a 1 odnosu sila na lijevom 1 desnom mikrotubulu. Ravnoteza sila dana je

sljedecom relacijom:

dXsps

gdje je x5pp pozicija SPB-a s obzirom na os poloZenu po duzini stanice, § koeficijent trenja

sustava jezgre, SPB-a 1 mikrotubula, a sile F; 1 F. ukupne sile svih motora vezanih na lijevi,
odnosno desni mikrotubul. Zbog viskoznosti staniéne tekucine, sustav se nalazi u dinamickoj
ravnotezi te su sile otpora fluida uravnotezene s ukupnim silama motora te je kao posljedica
akceleracija sustava jednaka nuli.

Ukupna sila svih motora koji djeluju na lijevi, odnosno desni mikrotubul jednaka je

zbroju svih sila pojedinacnih motora vezanih na lijevi, odnosno desni mikrotubul:



F, =N, )
£ =N:f 3)

gdje je N;, odnosno N, ukupan broj motora pri¢vriéenih na lijevi, odnosno desni mikrotubul,
dok je f;, odnosno f; sila uzrokovana jednim takvim motorom s lijeve, odnosno desne strane

SPB-a. Sile f; 1 f. dane su linearnom vezom izmedu sile i brzine.

v=vo(1+%) (4)
v=vo(—1+%) (5)

adje je vy brzina motora na kojeg ne djeluje sila, a f sila kojom je potrebno djelovati na

motor da se on zaustavi. Brzina motoia spiam mikrotubula danaje s:

dxs
V= =Vspp = — d:B 6)

gdje je vgpg brzina SPB-a Duljina ljjevog mikrotubula oznacena je s L;, a duljina desnog
mikrotubula s L,. U modelu aproksimacije siednjeg polja pretpostavllamo da su motori
uniformno raspoiedeni kako u citoplazmi, tako 1 na mikrotubulima. Stoga uvodimo lineamu

) i . S N W,
gusto¢u motora na lijevoj, odnosno desnoj strani koje su dane s n; = L—’, odnosno n, = f '
(] T

Vremenska promjena gustoce motora na desnom mikrotubulu dana je dinami¢kom
Jednadzbom koja opisuju vezivanje i otpustanje motora s desnog mikrotubula,

dn,
E = konc g kaff(ﬁ-)“r (7)

gdie je c citoplazmatska koncentracija motora, k,, stopa vezivanja motora na mikrotubul, a
koss stopa otpudtanja motora s mikrotubula. Stopa vezivanja ovisi o duljini mikrotubula i
koncentraciyi motora prisutnth u citoplazmi. Stopa otpu$wanja owvisi isklju€ivo o sili

opterecenja koja djeluje na dineinske motore i dana je slyedecom relacijom:

id

kosr(fr) = koe/: ()



Ovdje je f; sila opterecenja koja djeluje na pojedini motor, k; stopa otpustanja motora na
kojeg ne djeluje sila opterecenja, a f. karakteristina sila ovisnosti stope otpustanja o sili
opterecenja.

Dinamic¢ku jednadzbu za motore na lijevo) strani dobivamo zamjenom indeksa »

indeksom / te promjenom predznaka sile opterecenja Eq. (8).

ﬂ= konC = korr(fi)n 9)
dt on of f\J1J)'01 (
| f
koff(f!) = kge Ie (10)

Numeric¢kim jesavanjem dinamickih jednadzbi modela u aproksimaciji srednjeg polja, s
parametrima danim u Tablici |, dobivamo periodicke oscilacije gustoce motora (Slika 2A) te
oscilatorno gibanje SPB-a (Slika 2B) koje je opisano gotovo trokutastom funkcijom ¢ija je

amplituda tek nesto manja od L/2, gdje je L duljina promatrane stanice.

Parametar Naziv Vrijednost Izvor

L Duljina stanioe 14 pm Vogel et al., 2009
Vo Brzina motora bez djelovanjasile 2.5 pin/min Vogel er al., 2009
fo Zaustavna sila 7 pN 222?]:;;’1' 'ezro‘?f' 2007

konC Stopa vezivanja 0. pm~1s7? Vogel etal.,2009
kg Stopa otpustanja bez djelovanja sile  0.01 s~! Vogel et al., 2009
fe Karakteristi¢na sila 2pN Vogel et al., 2009
E Koeficijent trenja 100 pN s ym~!  Tolic-Norrelykke ef al., 2004

Tablica |. Parametarske vrijednosti koristene u simulaciji aproksimacije srednjeg polja
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Slika 2. Prikaz dogadaja tijekom oscilacija. (A) Dijagram izmjene gustoce vezanih motora na lijevom
(plava linjja), odnosno desnom (crvena linija) mikyotubulu. (B) Pozici)a SPB-a na osi postavlheno)
uzduz stanice, Xspp. Simulacija f izvedena sa sljede¢im poéetnim uvjetima n- = S um', ni = 0 g’
xses = 0 um. Dva mikrotubula se pruzaju iz SPB-a prana supromnim krajevima stanice. U pocetnom
trenutku vise je motora vezano na desni mikrotubul, stoga se SPB giba na desno. Kako se SPB giba,
tako su motonn na lijevo) strani pod sve vecim opterecenjan §to uziokuje njthovo otpustanje. Sila
opterecenja na motore na desnoj strani je mala. Zbog konacne duljine stanice desmi mikrotubul se
skracuje t¢ gubi motore. U jednom {renutku, broj motora na lijevoj 1 desnoj strani postaje jednak i SPB
se ne krece. S obzirom na to da je lijevi MT sada dulji od desnog, na njega se vezuje vise motora.
Stoga, SPB mijenja smjer 1 oscilacyski ciklus se nastavlja.



13.  ObradoZenje teme

Budu¢i da su dineinski motori prisutni u svim eukariotskim organizmima, ukljucujuéi 1
ljude, bolje razumijevanje nac¢ina njihovog funkcioniranja za nas je vrlo znacajno. Model iz
prethodnog poglavlja koji opisuje oscilacije jezgre u profazi mejoze, nuzne za pravilno
sparivanje kromosoma 1 izmjenu genetskog materijala, citoplazmu tretira kao neograni¢en
izvor dineinskih motora, te zanemaruje stohastiCke efekte.

U stvarnim sustavima broj dineinskih motora je ograniCen, a utjecaj stohastike na
promatrani sustav nije moguce zanemariti. Cilj ovog rada je ustanoviti granice primjenjivosti
modela u aproksimaciji srednjeg polja s obzirom na ograniCeni citoplazmatski rezervoar te
ispitati znacaj ukupnog broja dineinskih motora prisutnih u stanici. Uz pomo¢ stohasti¢kih
simulacija odredit ¢emo optimalan broj dineina potreban za postizanje pravilnih periodi¢nih
oscilacija SPB-a te ih usporediti s eksperimentalnim opazanjima prikazanim u radu
(Ananthanarayanan etal., 2013).

Uz pomoc¢ stohastickih simulacija ispitat ¢emo utjecaj trenja sustava citoplazme,
mikrotubula, motora 1 jezre na pravilnost oscilacija. Ispitat ¢emo 1 parametarski prostor
navedenog modela variraju¢i vrijednosti stope priklju€ivanja kon te konstante otpustanja
motora sa mikrotubula ko.

Promatrajuci pravilnost oscilatornog ponasanja jezgre predlozit ¢emo graniCne vrijednosti

pojedinih parametara u okviru stohastike.



Metode

2.1. Stokasticki model

Matemati¢ki opis vremenskog ponasanja prostorno homogenog procesa moguce je 1zvr$iti
na dva nadina: deterministitkim pristupom, smatrajuéi vremensku evoluciju kontinuiranom te
opisujuci promatrani sustav setom viSe diferencijalnih jednadzbi ili stohasti¢kim pristupom,
promatrajuci vremensku evoluciju sustava u okvirima procesa nasumi¢nog hoda te opisujuci
ju jednom diferencijaltnom jednadzbom ,master* jednadzbom

Pri razradi stohastickog modela oscilacya jezgre u stanicama kvasca, radi

pojednostavljenja, uvodimo sljedece apioksimacije:

|. Dieinski motori, prisutni u citoplazmi, u svakom trenutku su homogeno raspoiedeni u
citoplazmi te je vjerojatnost njihovog vezivanja na jedan od mikrotubula, u iducem

trenutku, neovisna o njthovoj p11jasnjoj poziciji.

2. Eksperimentalno opazena skupina mikrotubula s lijeve, odnosno desne strane jezgre,

predstavljena je s po jednim mikrotubulom s lijeve, odnosno desne strane jezgre.

3. Lyevi 1 desni mikrotubul, u svakom trenutku, dodiruju rub stanice (Slika 1) te je zbroj

njihovih duljina jednak duljini stanice
Liy+L-(t)=L

4. Razlikujemo samo dwvije populacije dineinskih motora, slobodne motore, prisutne u
citoplazmi te motore koj1 povezuju mikrotubul sa staniénim korteksom. Zanemarujemo
postojanje populacije dineinskih motora vezanih isklju¢ivo na mikrotubule 1 populacije
dineinskih motora vezanih isklju€ivo na stani€ni korteks. Na ovaj nacéin pretpostavljamo
da se vezanje dineina i1z citoplazme na mikrotubul 1 staniéni korteks odvia u jednom
koraku. Eksperimentalno je utvrdeno (Ananthanarayanan et al, 2009) da se proces

vezanja 1 otpustanja odvija u dva koraka, dinem se prvo veze na mikrotubul pa potom na

8



stani¢ni korteks, ali je brzina drugog koraka znatno veca od brzine prvog koraka pa je

jednokora¢na aproksimacija opravdana.

5. Ukupan broj dineinskih motora u stanici smatramo stalnim za vrijeme trajanja jedne

stohastiCke simulacije.

6. Proteinska upori$ta, nuzna za vezivanje dineinskih motora, homogeno su rasporedena po

stani¢nom korteksu



2.2. ,Master”’ jednad’tha

~Master” jednadibe su diferencijalne jednadzbe koje opisuju vjerojatnost dogadaja
Markovljevih procesa prni prijelazu piomatranog sistema iz jednog stanja u drugo u
kontinuiranom vremenu. Za diskretan broj dostupnih stanja prijelaza sistema, ovakve
Jednadzbe pruzaju dobar opis mnogih procesa, poput Sirenja epidemija, radioaktivnih procesa
te kemiyskih 1 biologkih reakcija (Toral er al., 2014)

Promjena kolitine dineinskih motora na mikrotubulima odgovorna je za oscilacije SPB-a,
tako da sustav koj opisuje ,master” jednadzba ¢&ine lijevi 1 desni mikrotubul te dineinski
motori koji se ili vezuju ili otpustaju s mikrotubula.

Promatrat ¢emo vremensku promjenu vjerojatnosti da sustav u trenutku f ima N; motora

na lijevom 1 N, motora na desnom mikrotubulu. Razmatraju¢i sve moguce ishode ovakvog

sustava postavili smo sljedecu jednadzbu:

dP(Ni, N..t)
de

PN, Ny, D[=CON NDB(L,) — C(N, NID(N,N,) — ACLDB(L,) — AL DNl + (D)
+P(N; — 1N t)A(L) +

+P(N N, - 1.6)B(L,) +

+P(Ni + 1, N, )C(Np 41 N+

+P(N, N, + 1,O)D(N, N, +1) +

+P(N; = LN, + 1,0)AL)D(N, —1, N+ 1) +

+P(N, + LN, - 1,8)B(L)C(N, + 1, N — 1) +

+P(N, —1, N, — 1,0)A(L)B(L,)

+P(N, + L, N +1,8)C(N, +1L,N- + 1)D(N, + 1N + 1)

=] P(Nl:Nr- t){_ A(Ll) — C(Nl- Nr) - B(Lr) . D(N(' Nr)] +

gdje je N, broj dineinskih motora na lijevom mikrotubulu, N, broj dineinskih motora na
desnom mikrotubulu, L; duljina lijevog mikrotubula, L, duljina desnog mikrotubula u
promatranom trenutku r.

Pokrate A, B, C, D dane su na sljedeéi naéin:

A(L)) = kopncl, (12)

Clan A(L,) predstavlja dogadaj vezivanja jednog dineinskog motora na lijevi mikrotubul.
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B(L,) = koncL, s

Clan B(L,) predstavlja dogadaj vezivanja jednog dinenskog motora na desni mikrotubul.

C(Ny,Ny) =koseN; (14)

Clan C(N,,N,) predswmvlja otpuitanje jednog dineinskog motora s lijevog mikrotubula u

citoplazmu.
D(N,Ny) = KkopsNy (5s)

Clan D(N,,N,) predstavlja otpuitanje jednog dineinskog motora s desnog mikrotubula u
citoplazmu.

Stopa otpustanja dineinskih motoia u citoplazmu zadana je na slijedec¢i nacin:

& u+2Np )
kaff - koefc H+N+Ny

(16)

gdie je k, stopa otpustanja dineinskih motora s mikotubula u citoplazmu bez djelovanja
vanjske sile, f- karakteristi¢na sila citoplazme.

Clanovi jednadzbe Eq. (11) predstavljaju redom: vjerojatnost zadizavanja sistema u
sanju gdje se na lijevom MT nalazi N;, a na desnom MT N, motora, vjerojatnost da se u
stanje s N, — 1, N, motora na mikrotubulima veze jedan motor na ljjevi MT, vjerojatnost da se
u stanje s Ny, N, — 1 motora na mikrotubulima veZe jedan motor na desni MT, vjerojatnost da
se u swnje s N, +1,N, motora na mikrotubulima otpusti jedan motor s lijevog MT,
vjerojatnost da se u stanje s N;, N, + 1 motora na mikrotubulima otpusti jedan motor s desnog
MT, vjerojatnost da se u stanje s N; — 1,N, + 1 motora na mikrotubulima istovremeno veze
Jedan motor na lijevi MT i otpust jedan motor s desnog MT, vjerojatnost da se u stanje s N; +
1, N, — 1 motora na mikiotubulima istovremeno otpusti jedan motor s lijjevog MT i veZe jedan
motor na desmi MT, vjerojatnost da se u stanja s N; — 1, N, — 1 motora na mikiotubulima
istovremeno veze po jedan motor na oba MT te vjerojatnost da se u stanja s N; + 1, N, +1
motora na mikrotubulima istovremeno otpusti po jedan motor s oba MT.

Shematski prikaz jednadzbe Eq. (11) dan je na Slici 3 te omogucava lak$e razumijevanje
opisanog stohastickog procesa.
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Slika 3. Shematski prikaz ,,master” jednadzhe. Eq. (11). Moguca stanja sustava su zackruiena, a
prijelazi medu njima naznacen: su odgovaraju¢mn koeficijentima na spojnim osima.

U sljedecem koraku uvodimo aproksimaciju u kojoj nije moguce ostvarivanje wvide

istovremenih dogadaja na oba mikrotubula. U ovoj aproksimaciji opcenita ,,master” jednadzba

Eq. (16) ostaje bez dijagonalnih ¢lanova i svodi se na sljedeci, pojednostavljeni oblik:
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P(Ni. N., 17
2Pl Be-t) :1: 2 = PN N;, 8)[—A(L) — C(NLN,) — B(L,) — D(M, N,)) + a7

+P(N, N )[-C(N. N, )B(L,) — C(Nu N, )D(N., N,) — A(L)B(L,) — A(L)D(N, N, +
+P(N, — LN, )A(L,) +

+P(N Nr —1,6)B(L,) +

+P(N; + LN, )C(N, + LN,) +

+P(N, N, + L,E)D(N, N, + 1)

Shematski prikaz jednadzbe Eq. (17)dan je na Slici 4.

f/ _ .-_‘.\‘\.
{ N, N+1)
N

/ - y N knﬂ" \f _.// - \ ]\-cm’ ja.'Lg."/. :\
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Slika 4. Shematski prikaz pojednostavljene ,master” jednadzbe u kojoj je vjerojatnost ostvarivanja
istovremenih dogadaja zanemarena.
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Koeficijent: prijelaza izmedu susjednih stanja u jednadzbi Eq. (17) nelineamo su ovisni o
broju motora, &ija se vrijednost mijenja u vremenu, te stoga ,,master”’ jednadzbu nije moguce
rijediti analititki. Pri daljnjem razmatanju prelazimo na numeritko nedavanje , master”

Jednadzbe koristeci Gillespie algoritam.
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2.3. Gillespie algoritam

Stohasticka ,,master jednadzba Cesto je analitiCki nerjeSiva te je stoga osmisljen relativno
Jednostavan naéin pronalaZenja numerickih rjeSenja vremenskog razvoja promatranog procesa
unutar okvira stohasticke formulacije.

Gillespie algoritam je racunalni algoritam koji koristi Monte Carlo proceduru kako bi
generirao vremena promatranih dogadaja te valjano predvidio bitne fluktuacije 1 korelacije
koje su kod deterministi¢ke formulacije zanemarene (Gillespie et al., 1977).

U ovoj aproksimaciji ograniéit ¢emo se samo na ,,one-step” procese. Promatrani proces je
Markovljev proces €iji se rang sastoji od koli¢ine dineinskih motora na lijevoj 1 desnoj strani
mikrotubula N;1 N,, te ¢iji prijelazi dozvoljavaju samo skokove izmedu susjednih stanja.

Ovakav proces postuje Markovljevo svojstvo koje opisuje Cinjenicu da razdioba
vjerojatnosti slucajne varijable x: u trenutku ¢ = t, ovisi samo o vrijednosti x,.; procesa u
trenutku 7./, a ne ovisi o vrijednostima procesa u ranijim momentima (Winston 2004).

Modificirani Gillespie algoritam primijenjen na na$ stohastiCki model mozemo predociti
na sljedeci nacin:

Korak 1. Nasumicni brojevi, u 1 r, generirani su iz uniformne distribucije na intervalu
(0,1}

Korak 2. Vrijednosti koeficijenata prijelaza Eq. (12) - (15) pojednostavljene ,,master

Jednadzbe Eq. (17) izracunate su u trenutku #:

A(Ly) = konNewLi
B(L,) = konNcitLr
C(N., Ny) =koprNy
D(Ny,Ng) = koss Ny
ty=A+B+C+D

Korak 3. Uz pomoc¢ broja # odredeno je vrijeme koje protekne do realizacije slijedeceg

dogadaja koristeci 1zraz:
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Korak 4. Na sljede¢i nacin, pomocu broja r, odreden je dogadaj koji Ce se realizirati:

Ako @ <r<A onda { N(it+1) =N(t)+1
N.(t+ 1) =N:(¢)
AkoA <r<A + Bonda { N+ 1) =N(t)
N.(t+ 1) =N(t)+1
AkoA+B<r<A+B+Conda { N(t+ 1) =N(t)—-1
N+ ) = N(©)

Ni(t+ 1) = Ny(t)

AkoA+B+C<r<A+B+C+ Donda {
N.(t+1) =N.(t) -1

Sukladno tome koji se dogadaj ostvari, izmjenjuju se vrijednosti varijabli Ny, N,., L;, L,

Trenutno vrijeme ¢, povecava se za ianos T: #(i+1)= t(i)+ t(i) te se algoritam vraca na Korak

1. Postupak se ponavlja sve dok vrijednost 7 ne dosegne zadanu maksimalnu vrijednost.
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Rezultati i rasprava

3.1. Neogranideni rezervoar

Postavili smo model koji u obzir uzima stohasticke efekte sustava mikrotubula 1
dineinskih motora. Za razliku od modela aproksimacije srednjeg polja, broj dineinskih motoia
vise nije dan kontmuiranom, vec¢ diskretnom 1aspodjelom te je njegova vrijednost u svakom
wenutku cjelobrojna.

U svakom od danih trenutaka ostvaruje se samo po jedan od sljede¢ih dogadaja: vezivanje
motora na lijjevi MT, otpustanje motora s lijevog MT, vezivanje motora na desni MT ili
otpustanje motora s desnog MT.

U prvoj macici stohastitkog modela pietpostvit cemo da je koli¢ina motora u citoplazmi
neograniena (neogranieni rezervoar). Zbog toga cemo pretposmaviti da je umnozak stope
vezivanya k,,, 1 citoplazmasske koncenwacije motora ¢, neovisan o vremenu.

Na Slici S pnkazana je vremenska evolucija jedne stohastitke simulacije promatranog
.mikrotubul-dinein* sustava, gdje e svaki sljedeci dogadaj odreden pomocu Gillespie
algortma. Pn provjeravanju podudamosti stohastiénog modela 1 modela aproksimacije
siednjeg polja, napravili smo vise stohastiCkih simulacya te odredili njihovu krvulju
usrednjenja (Slika 6). Buduéi da knvulja usrednjenja opisuje pravilne 1 periodiéne oscilacije
stohasticki model pruza dobru podudamost s modelom aproksimacije srednjeg polja. U

slyedeéem koraku modificiramo na§ model uvodei ograniéen citoplazmatski rezervoar.
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Slika 5. (A) Stohasticka simulacija pomaka SPB-a u vremenu, ¢ = 10000 s. (B} Uvecani prikaz dijela
oscilatome trajektorije s jasno vidljivim skokovitim prijelazima izmedu dva stanja sistema.

0 1000 2000 3000
t Is]
Slika 6. Vise stohastickih simulacija pomaka SPB-a. Izveli smo 5 stohasuékih simulacija, na

dijagramu pnkazanih drugadijim bojama. Crna knivulja predstavlja scednju vrijednost pomaka SPB-a u
svakom od trenutaka
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3.2. Ogranideni retervoar

Buduéi da u stvamim bioloskim modelima broj dineinskih motora nije beskonacan, za
bolje opisivanje sustava potrebno prijeci na model ograni¢enog rezervoara. Umjesto ulaznog
parametra konc, uvodimo kg,N,.., gdje je ko, stopa vezivanja pojedinog motora na
mikrotubul, a N, broj citoplazmatskih motora dostupnih za vezivanje,

N,y je vremenski promjenjiva varijabla pa vjerojatnost vezivanja motora na mikrotubul
vise ne ovisi iskljuéivo o duljini mikrotubula, nego 1 o koliéini dostupnih motora u
citoplazmaskom rezervoaru.

U svakom trenutku ¢ broj motora u citoplazmi zadan je na sljedeci naéin:

Nt () = Ny — Ny(t) — N.(1) (18)

gdje je Ny, ukupan, vremenski neovisan, broj dineinskih motora prisutan u stanici, N; broj
motora vezanih na lijevi mikrosubul te N, broj motota vezanih na desnimikrotubul, u wrenutku
t. Ostali parametri koje koristimo pri izvodenju stohastickih simulacija dani su u Tablici 1.

Prvo smo razmatrali stohasticku simulaciju gibanja SPB-a s citoplazmatskim rezervoarom
koji sadrzi veliki ukupni broj motora, Nu 100 (Slika 7A). Kako bismo provjerli
periodi¢nost dobivene oscilatome funkcije izratunali smo vremensku autokorelacijsku
funkciju definiranu 1zrazom:

1 (% (19)
Rt = ffo x(t)x(t + Ddt

U prikazu autokorelacijske funkcije njezin sredidnji vrh predstavlja preklop funkcije same
sa sobom bez pomaka u fazi, (+ 0) te je njegova vijednost normirana na jedinicu. O
periodiénosti oscilatomog gibanja SPB-a zakljucujemo iz visine prvog sljedeceg vrha (t =

period oscilacije), gdje je kriterij vrednovanja periodi¢nosti dan u Tablici 2
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Autokorelacijski koeficijent R, Periodi¢nost funkcije

0 9 Rl Vrlo dobra
03< R,,<0.7 Dobra
0=< Ri,.<03 Nema

Tablica 2. Kriterij vrednovanja koeficijenta periodiénosti Ry.y.

U sljedecem koraku razmatrali smo utjecaj daljnjeg smanjivanja ukupnog broja motora u
citoplazmatskom rezervoaru na pravilnost oscilacija SPB-a za Nuw 501 Nux = 5.

Oscilacye SPB-a s ograni¢enim rezervoarom pri velikom ukupnom broju motora, Nux =
100, su pravilne (Slika 7, gore desno), kako se broj motora smanjuje, N = 50 periodiCnost
oscilacija manje je umjerena (Slika 7, sredina desno), dok pri malom broju motora, Nw = 5,

periodi€nost 1zostaje, (Slika 7, dolje desno).
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Slika 7. 1zmjena motora (lijevo) i oscilacije jezgre (desno) za razlicit uknpan broj dineinskih motora prisutaih u
stanici. Vrlo pravilne oscilacije jezgre sa 100 motora u stanici (gore), pravilne oscilacije jezgre sa SO motora u
stanici (sredina) te nepravilne oscilacije jezgre sa S motora u stanici (dolje).
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3.3. Periodicnost oscilacija s obzirom na ukupan broj motora

Kako bismo detaljno anahizirah ovisnost penodiénostt oscilacija SPB-a o ukupnom broju
motora varirah smo vryednost N, od Ny = 100 do rezervoara koj sadrzi samo jedan
motor. Rezultatt su predoem dijagramom ovisnosti normahizirane visine drugog vrha

autokorelacijske funkcije o ukupnom broju motora danom na Slici 8.
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Slika 8. Ovisnost nonnalizirane visine drugog vrha autokorelacijske funkcije o ukupnom broju
motora.

U prvom dijelu dijagrama, normirane visine drugog vrha autokorelacijske funkcije manje
su od kntiéne vnjednosti koja ukazuje na periodinost oscilacija jezgre te sporo rastu s
povecanjem broja motora. Nakon kntiéne vrnjednosti ostvaiene na N 18 penodi€nost
oscilacija jezgre naglo raste s porastom broja motora te, ptema kriterju vrednovanja danom u
Tablici 2, ulazi u podru¢je periodiénosti dostatne za pravilno sparivanje kromosoma, izmjenu
genetskog matenjala 1 odrzivost spora (na dijagiamu prikazano bijelim podru€jem). Na rubu
tog podrutja, Nu = 38, oscilacije postaju izrazito periodine te se nakon toga dana
periodinost sporo povecava s povecanjem broja motora Iako je periodinost ovakvih

oscilacija veca od onih u drugom podiucju, proizvodnja tohkog broja motora znacita bi
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preveliku potro$nju staninih resursa te nije optimalna za razvoj stanice. Mozemo zakljuciti da
je pri velikom broju motora razlika izmedu ograniCenog 1 neograni¢enog rezervoara ocekivano
zanemariva te za Nyx> 60 aproksimacija srednjeg polja pruza dobar opis ponasanja sistema.
Eksperimentalnim mjerenjima jacine GFP signala preko HILO slika u stanicama S.
pombe (Ananthanarayanan et al., 2013) utvrdeno je da tipi€na stanica sadrzi priblizno Ny, =
30 £+ 20 (srednja vrijednost *+ standardna devijacija) dineina u citoplazmi za cilindri¢nu

stanicu s volumenom J© 180 pum3, §to je u skladu s rezultatima naseg modela.
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3.4. Raspon optinsainog broja mwotora s obzirom na trenje sustava

Dalyjnjom analizom provjerili smo kako se periodi¢nost oscilacya jezgre mijenja s promjenom

trenja suswava koji tvore citoplazma, dineinski motori, mikrotubuli te jezgra. ZabiljeZeni su

sljedeci rezultati.

EI =30pN s um"'

Autokorelacija
o o o
'S o @

o
N

0 20 40 60 80 100

62 = 150 pN s pm*

0 20 0 60 80 100
Ntl

Slika 9. Raspon optimalnog bioja motora za razlicite koelicijente trenja sustava. Sustav s nizim
koeficijentom trenja & (gore) te sustav s visim hoeficijentom trenp &z(dolje)

24



Pn nizem koeficijentu trenja raspon optimalnog broja motora potreban za pravilne oscilacije
sustava nalazi se u podru¢ju izmedu 18-35 motora. Pn viSem koeficijentu tremja, raspon
optimalnog broja motora potreban za pravilne oscilacije sustava nalazi se u podruju izmedu
20-40 motora. ZaklyuCutemo da se u slu¢aju veceg trenja 1izmedu citoplazme, mikrotubula,
motora te jezgre raspon optimalnog broja motora pomige u desno, tj. za ostvarivanje pravilnih

oscilacija potrebno je vide generatora sile.

Zbog pojatanog trenja, sila otpora kretanju jezgre je veca te je potrebno vecom sitlom djelovati
na jezgru kako bi ona praviino oscilirala kroz citoplazmu 1 stoga je ostvareni rezultat u skladu

s oekivanjima
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3.5. Periodiénost osa'lacija s obzirom na stopu prikljetivanja, ko

Varirajuéi vrijednost stope prikljuéivanja kon ispitali smo ovisnost periodi€nosti oscilacija o
stopi prikljuéivanja k,,. Mijenjali smo njenu vrijednost od 4., = 0.0001 do k., = 0.1. Mijenjali
smo i ukupan broj motora prisutnih u stanici, od N, = | do N =100, & za svaku od danih
kombinacija ispitali periodi¢nost gibanja jezgre. Rezultati su prikazani toplinskom mapom.

(Slika 10)
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Slika 10. Ovisnost periodi¢nosti oscilacija jezgre o stopi prikljuéivanja, k»
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Na apscisi se nalaze vrijednosti stope priklju€ivanja ko, od vrijednosti priblizno jednakih nuli
pa do 0.1. Na ordinati je prikazan razli¢it broj ukupnih motora sustava Nu, od 1 do 100.
Razli¢itim bojama prikazana je vrijednost drugog vrha autokorelacijske funkcye, Rx koji
ukazuje na pravilnost periodi¢nosti gibanja sustava. Pojas toplijih boja, narancasta, crvena i
tamno crvena, (R. > 0.7), na toplinskoj skali sugerira jaku periodi¢nost oscilacija jezgre.
Pojas hladnih boja, tamno plava i1 svijetlo plava, (R« < 0.3) ukazuje na izostanak periodi¢nosti
oscilacija jezgre tj. na njezino neregulamo kretanje. Boje prisutne izmedu ova dva pojasa,
modra, zelena 1 Zuta, (0.3 < R« < 0.7) predstaljaju parametarski prostor u kojem je pravilnost

oscilacija jezgre dovoljno dobra.

Pri vrlo malom broju motora Nu te vrlo maloj stopi prikljucivanja k.., oscilacije jezgre su u
potpunosti nepravilne. Povecavanjem ili broja motora ili stope priklju€ivanja pravilnost
oscilacija jezgre postupno se povecava. Ako su broj motora i stopa prikljuéivanja na visokim

vrijednostima unutar svojih skala, pravilnost oscilacija jezgre je izrazito visoka.

Postoji donja grani¢na vrijednost broja dineinskih motora u stanici, N« 5, potrebnih za
postizanje pravilnih oscilacija, neovisna o porastu vrijednosti stope prikljuivanja. 1z toga je
moguce zaklju€iti kako stanica koja sadrzi ukupno 5 ili manje dineinskih motora nije u

mogucnosti ostvariti pravilne oscilacije.
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3.6. Periodi¢nost oscilacija s obzirom na konstantu o pesstanja, ke

Istom metodom, ustvrdili smo kako promjena vrijednosti ko utje¢e na periodiénost jezgrinih
oscilacija. Mijenjali smo vrijednost k; od k¢ = 0.0001 do k; 0.1 te ukupan broj motora
prisutnih u stanici od, N4 1 do Ny 100. Za svaku viijednost broja motora, ispitali smo

periodi¢nost gibanja jezgre. Rezultati su prikazani toplinskom mapom. (Slika 11.)
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Slika 11. Ovisnost periodiénosti oscilacija jezgre o konstanti otpustanja, ko

Na apscisi se nalaze vrijednosti konstante otpustanja kq od vrijednosti priblizno jednakih nuli
pa do 0.1. Na ordinati je prikazan razli¢it bioj ukupnih motora sustava, od 1 do 100.
Razli¢itim bojama prikazana je vrijednost drugog vrha autokorelacijke funkcije, Ry koji
ukazuje na pravilnost periodi¢nosti gibanja sustava. Pojas toplijih boja, naran¢asta, crvena j

tamno crvena, (R, > 0.7), na toplinskoj skali sugerira jaku periodinost oscilacija jezgre.
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Pojas hladnih boja, tamno plava i svijetlo plava, (R« < 0.3) ukazuje na izostanak
periodiCnosti oscilacija jezgre tj. na njezino neregulamo kretanje. Boje prisutne izmedu ova
dva pojasa, modra, zelena 1 Zuta, (0.3 < Rx < 0.7) predstavljaju parametarski prostor u kojem

je pravilnost oscilacija jezgre dovoljno dobra.

Pri velikim vrijednostima konstante otpustanja ko potrebne se vece vrijednosti ukupnog broja
motora Nu za postizanje pravilnih oscilacija. Kako se vrijednost konstante otpustanja
smanjuje, tako se smanjuje 1 broj motora potreban za pravilne oscilacije. To je u skladu s
ocekivanjima jer pri manjoj konstanti otpuStanja viSe motora se duze vremena zadrzava na

mikrotubulima.

Kada konstanta otpustanja postigne kriticnu vrijednost ko = 0.0005, broj motora potrebnih za
pravilne oscilacije poraste. MoZe se pretpostaviti da ako se u stanici nalazi mali broj motora
Nu« < 10, a konstanta otpustanja je vrlo mala, u odredenom trenu svi motori Ce biti vezani za

mikroubul te nece biti izmjene nosioca sile, a time ni daljnjih oscilacija.
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Metodicko poglavlje

U prirodi 1 u tehnici Cesto su prisutna titranja. Promatramo li stanicu u procesu mejoze,
mozemo uociti da se jezgra prije podjele periodicki giba s jednog kraja stanice na drugi.
Takve pravilne oscilacije najsli¢nije su harmonijskom titranju.

Temu svog diplomskog ispita uklopila bih u nastavnu jedinicu ,,Harmonijsko titran je* koja se
obraduje u tre¢em razredu srednje Skole. OCekivani ishodi ove nastavne jedinice su sljedeci:

Obrazovni
1shodi:

Funkcionalni
ishodi:

Odgojni ishodi:

opisati harmonijsko titranje

objasniti pojmove: ravnotezni poloZaj, povratna sila, elongacija, amplituda,
period 1 frekvencija

eksperimentalno istraziti 1 matematicki opisati zapis harmonijskog titranja

sposobnost logi¢kog zakljucivanja
sposobnost povezivanja
razvijanje eksperimentalnih vjestina

sposobnost usmenog 1 pismenog izrazavanja

1zraZavanje vlastitog misljenja
razvijanje demokrati¢nosti 1 tolerancije tudeg mislijen ja
razvijanje samopouzdanja i samokritiCnosti

razvijanje sistemati¢nosti u radu 1 razmisljanju
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Tijek sata

Uvodni dio
POKUS:

Izvodim demonstracijski pokus. Na svom stolu imam uteg, univerzalni stalak na kojem je
objesena opruga te je na oprugu objeSen uteg Pomaknem uteg 1z ravnoteznog polozaja te ga
pustim da titra na opruzi.

1

AN L W

99009

LN

§.9.9.9.9.5.9.0.%

L

Kako se uteg giba, po kakvoj putanj?
=» Uteg se giba gore-dolje.
Kako se mijenja polozaj utega?

=» Ovim pitanjem i drugim potpitanjima usmjeravam ucenike na periodi¢nost i stalno
ponavljanje gibanja

Oznacite krajn e polozaje utega.
=>» Netko od u€enika pomocu kvacica oznaéi kiajnje polozaje dok uteg titra.
Zaustavim uteg i pustim ga da miruje na opruzi
Gdje se nalazi uteg s obzirom na naznaéene krajn je polozaje?
=» Ovim pitanjem uvodim pojm ravnoteznog polozaja.
Koji uvjet mora biti ispunjen da tijelo mituje?
=>» Zbroj sila na tijelo jednak je nuli.
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Uteg ponovno pustim da se giba

Kakva je putanja utega s obzirom na ravnotezni polozaj?
=» Uteg titra oko ravnoteznog polozaja.

Zasto se uteg giba prema ravnoteznom polozaju?
=>» Zbog djelovanja opruge elasticnom silom.

U kojem smjeru djeluje elasti¢na sila?
=>» Suprotno smjeru pomaka od ravnoteznog polozaja.

Tu silu koja vraca tijelo u ravnotezni polozaj zovemo povratna sila.

Glavni dio
Kojom veli¢inom moZemo opisati gibanje utega?
=>» Pomak od ravnoteznog poloZzaja.
Tu veli€inu zovemo elongacija.
U kojim tockama opruga ima maksimalnu elongaciju?
=» U oanacenim, krajnjim to¢kama.
Uvodim amplitudu kao maksimalnu elongaciju kod titranja.
Postoji li neko karakteristicno vrijeme kod ovakvog gibanja?
Kako bi nazvali vrijeme nakon kojeg se ponavlja dogada)?

=>» Ovime uvodim period titranja. Ako je potrebno, podsjec¢am ucenike na kruzno gibanje
koje suradili u 1. razredu.

Prije mjerenja perioda s uenicima provodim sljedecu diskusiju:
Kako biste izm jerili period titranja?

=» Ucenici osmi$havaju pokus.
Mozete li mjeriti samo jedan titraj?

=» Rasprava o preciznosti mjerenja
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POKLUS:

Ucenici su podijeljeni u skupine. Na stolu imaju umiverzalm stalak s oprugom 1 utegom te
zaporni sat. Provodeci po 10 mjeren ja u€enia odreduju period tittanja dane opruge te rezultate
zapisuju u biljeznice. Provjeravam metodu mjerenja te raunski postupak prilazeci svakoj
grupt.

S u€enicima komentiram rezultate.
Kako bi smanjivanje perioda utjecalo na gibanje utega?
<> Uteg bi Cesce prolazio kroz ravnoteZm poloza) te brze obavljao jedan titra;.
Sto bi se u tom slucaju dogodilo s brojem titianja u npr. 10 s?
<> Broj titraja bi se povedao.
Kako se naziva bro) titraja u odredenom vremenskom intervalu?
=>» Frekvencija.
Kakav je odnos perioda i frekvencije?

=» Periodi frekvencija odnose se obmuto proporcionalno.

1
f=z [s7']
Molim vas izraCunajte 1 frekvenciju tiranja utega.

Osim vremena 1 frekvencije titranja tijela, zamma nas kako bismo jo$ mogl opisati titranje
tijela. Kako biste uz pomoc opreme koja se nalazi na stolu (jednostavno njhalo s pijeskom,
univerzalm stalak 1 milimetarski papir) ostvarih zapis putan je njihala?

POKUS:

Ucenici su podijel jen u skupine. Svakoj skupini dan je univerzalm
! stalak s pri¢vricenim jednostavmm njihalom s pijeskom. Ucenici
W pustaju njihalo da se giba te pri tome jednoliko vuku milimetarski
'\ &' papir koji se nalazi ispod njihala i time ostvaruju zapis putanje
| njihala

. Utenici skicitaju ostvarenu putanju u svoje biljeznice te oznacavaju
y elongaciju 1 amplitudu.

=>» Graficki prikaz ovisnosti elongacije o vremenu.
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Kojom matematickom funkcijom biste opisali putanju utega?
=>» Ucenike vodim na zapis x(t) = Acos(wt)
Razjasnjavam s ucenicima w.

2T

OJ=T

Kruzna frekvencija jednaka umnosku punog kuta u radijanima 1 frekvencije titranja.
Koja bi jo§ funkcija mogla posluziti za opis titranja?

=>» Sinus.
Po ¢emu su sli¢ne, a po emu razli¢ite funkcije sinus 1 kosinus?

=>» Funkcije sinus i kosinus imaju isti period, a razlikuju se po pomaku u fazi.

Ovisno o tome kako smo zatitrali uteg za opis titranja koristimo jednu ili drugu funkciju.

Zavr$ni dio

Mozete li povezati ovakvo titranje s ponaSanjem sustava prirodi?

=» Ucenici povezuju znanje o harmonijskom titranju s procesima iz prirode, titranju

bubnjica uha, elektriénih krugova, amortizera u automobilu.

Na sli¢an na€in u profazi mejoze titra jezgra u stanici. U jednom periodu jezgra prelazi duljinu

cijele stanice, a njegovo trajanje je izmedu 5 1 10 minuta.

34



Zakljucak

U prvoj inadici stohastickog modela oscilacija jezgre S. pombe tijekom profaze mejoze,
citoplazmatski rezervoar smatramo neograniCenim te je promatrani sustav neovisan o
ukupnom broju dineinskih motora prisutnih u stanici. Nakon izvedenih stohasti¢kih simulacija
zakljuéili smo da je u slu€aju neograni€enog rezervoara utjecaj stohastickih efekata zanemariv
te je podudarnost stohasti¢kog modela 1 modela aproksimacije srednjeg polja izrazito visoka.

Buduéi da u stvarnim bioloskim sustavima broj dineinskih motora nije beskonacan,
potrebno je poboljsati model uvodenjem ogranienog rezervoara. U drugoj inadici
stohastickog modela ograni¢avamo rezervoar te promatramo utjecaj ukupnog broja motora na
periodi¢nost oscilacija jezgre. Na temelju izvedenih stohastickih simulacija moze se zakljuditi
da uz velik broj dineinskih motora jezgra oscilira periodi¢no, a njezine oscilacije su robusne.
Nasuprot tome, generiraju¢i male vrijednosti ukupnog broja motora, jezgrine oscilacije vise
nisu robusne te njihova periodi¢nost tme.

Metodom autokorelacije odredili smo broj dineinskih motora nuZzno potreban za
postojanje pravilnih periodi¢nih oscilacija S obzirom na to da stanica ima ogranien izvor
resursa za produkciju staniénih motora, oekivano je da ¢e teziti optimizaciji njihovog broja, a
da pri tom 1 dalje oCuva pravilnost oscilacija nuznih za sparivanje kromosoma, pravilnu
izmjenu genetskog materijala te odrzivost spora.

Daljnjom analizom zakljucili smo o utjecaju trenja sustava na pravilnost periodicnosti
oscilacija jezgre te o vrijednostima stope priklju¢ivanja dineinskih motora na mikrotubul te
konstante otpustanja dineinskih motora s mikotubula u citoplazmu.

Rezultat ovog rada sugerira da se optimalan broj dineinskih motora krece u rasponu od 20
do 40. Eksperimentalnim mjerenja utvrdeno je da tipicna stanica sadrzi pribliano N, = 30 +
20 dineina u citoplazmi $to se slaZe s naSim rezultatima. Iz ovog slijedi da je postojecu sliku o
ponaSanju molekularnih motora danu u aproksimacije srednjeg polja potrebno prosiriti
stohastickim modelom s ograni¢enim rezervoarom.

Povecavanjem trenja sustava povecava se sila koja se opire gibanju jezgre, a time
optimalan broj motora potrebnth za postizanje pravilnih oscilacija. Ispitivanjem

parametarskog prostora mijenjanjem vrijednosti stope priklju¢ivanja ko, ustvrdili smo da
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postoji donja grani¢na vrijednost broja dineinskih motora u stanici, N4 5, potrebnih za
postizanje pravilnih oscilacija, neovisno o porastu vrijednosti stope prikljuéivanja.

Ispitujuci parametarski prostor mijenjajuci konstantu otpusStanja ke uocili smo da broj
motora potrebnih za pravilne oscilacije raste kako konstanta ko raste te se smanjuje kako se
konstanta ko smanjuje. Kada se konstanta ke smanji ispod odredene kriticne vrijednosti ko broj
motora potrebnih za pravilne oscilacije viSe se ne smanjuje nego naglo poraste. Ovakvo
ponasanje moguce je objasniti izostankom oscilacija zbog vezivanja svih prisutnih motora u
stanici i njihovog ne otpustanja s mikrotubula zbog preslabe konstante otpustanja.

Uz potrebne preinake, ovaj model mogucée je primijeniti 1 u drugim znanstvenim
radovima Cija se istrazivanja temelje na bioloski sli¢nim promatranim sustavima. S obzirom
na to da je citoplazmatski dinein molekularni motor koji se nalazi u mnogim eukariotskim
stanicama, okvir koji se koristi u ovom radu ima veliku moguénost primjene i u drugim

organizmima, ukljuCujuéi i ljude.
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