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SAZETAK

TEMELJNA NACELA PREDIKTIVNE STATISTICKE MEHANIKE KAO
OSNOVA ZA TEORIJU IREVERZIBILNOSTI

Prediktivna statisticka mehanika je oblik zakljucivanja iz dostupnih podataka, bez do-
datnih pretpostavki, koje nastoji predvidjeti reproducibilne pojave. Primjenom predik-
tivne statisticke mehanike na sustave s Hamiltonovom dinamikom razmotren je problem
predvidanja makroskopske vremenske evolucije sustava u slucaju nepotpune informacije
o mikroskopskoj dinamici. Cilj istrazivanja je analizom temeljnih nacela prediktivne sta-
tisticke mehanike produbiti razumijevanje njene opée primjenjivosti u relaciji s drugim
teorijama koje nastoje objasniti pojavu ireverzibilnosti. Osnovna hipoteza je da se to
moze posti¢i detaljnim razmatranjem uloge koju informacija o sustavu ima u razjasnjenju
problema ireverzibilnosti. Hipoteza je provjerena kroz analizu i daljnu generalizaciju re-
zultata osnovnog teorijskog modela. U modelu zatvorenog Hamiltonovog sustava koji uz
Liouvilleovu jednadzbu koristi pojmove teorije informacije analiziran je gubitak korelacije
izmedu pocetnih putanja u faznom prostoru i kona¢nih mikrostanja, i s tim povezan gu-
bitak informacije o stanju sustava. Primjena nacela najvece informacijske entropije mak-
simizacijom uvjetne informacijske entropije, uz ogranicenje koje je dano Liouvilleovom
jednadzbom usrednjenom po faznom prostoru, omogucéila je definiciju brzine promjene
entropije bez dodatnih pretpostavki. Pocetni model je generaliziran te je uvodenjem
dodatnih ogranicenja koja su ekvivalentna hidrodinamickim jednadzbama kontinuiteta
doveden u izravnu vezu s poznatim rezultatima iz neravnotezne statisticke mehanike i
termodinamike ireverzibilnih procesa. Dobiveni rezultati upu¢uju na opcéenitu primjenji-

vost nacela prediktivne statisticke mehanike i njihovu vaznost za teoriju ireverzibilnosti.



ABSTRACT

FOUNDATIONAL PRINCIPLES OF PREDICTIVE STATISTICAL
MECHANICS AS THE BASIS FOR THEORY OF IRREVERSIBILITY

Predictive statistical mechanics is a form of inference from available data, without ad-
ditional assumptions, for predicting reproducible phenomena. By applying predictive
statistical mechanics to systems with Hamiltonian dynamics, a problem of predicting the
macroscopic time evolution of the system in the case of incomplete information about
the microscopic dynamics was considered. The goal of the research is to deepen the un-
derstanding, through the analysis of the fundamental principles of predictive statistical
mechanics, of its general applicability in relation to other theories that seek to explain
the phenomenon of irreversibility. Basic hypothesis is that this can be achieved with the
detailed consideration of the role that information about the system has in the clarifi-
cation of the problem of irreversibility. The hypothesis was tested through the analysis
and further generalization of the results of the basic theoretical model. In a model of a
closed Hamiltonian system that with the Liouville equation uses the concepts of infor-
mation theory, analysis was conducted of the loss of correlation between the initial phase
space paths and final microstates, and of the related loss of information about the state of
the system. Applying the principle of maximum information entropy by maximizing the
conditional information entropy, subject to the constraint given by the Liouville equation
averaged over the phase space, allowed a definition of the rate of change of entropy wit-
hout additional assumptions. Initial model was generalized, and with the introduction of
the additional constraints which are equivalent to the hydrodynamic continuity equations,
brought into direct connection with the known results from the nonequilibrium statistical
mechanics and thermodynamics of irreversible processes. The results obtained in this
work suggest the general applicability of the principles of predictive statistical mechanics

and their importance for the theory of irreversibility.
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Poglavlje 1

UVvOD

MaxEnt formalizam, nazvan alternativno i MaxEnt algoritam, formulirao je E. T. Jaynes
u poznatim radovima [1, 2] namijenjenim primjeni u statistickoj mehanici. U tim rado-
vima Jaynes je dao puni razvoj rezultata ravnotezne statisticke mehanike i Gibbsovog
formalizma [3] kao oblika statistickog zaklju¢ivanja zasnovanog na Shannonovom kon-
ceptu mjere informacije [4]. Shannonova mjera informacije se naziva jos informacijska
entropija, i u Jaynesovoj interpretaciji predstavlja ispravnu mjeru “iznosa nesigurnosti”
reprezentirane raspodjelom vjerojatnosti [5]. Maksimizacija informacijske entropije uz za-
dana ogranicenja je osnovni koncept u Jaynesovom pristupu, koji se naziva nacelo najvece
informacijske entropije. Primjena nacela najvece informacijske entropije omogucéuje kons-
trukciju raspodjele vjerojatnosti kojom se u raspodjelu ukljucuje jedino informacija repre-
zentirana zadanim ogranicenjima, bez ikakvih dodatnih pretpostavki. Jaynesov pristup
se temelji na Gibbsovom formalizmu statisticke mehanike, za koji je Jaynes smatrao da
predstavlja opéenitu metodu statistickog zakljucivanja u razli¢itim problemima kada dos-
tupna informacija nije potpuna [6]. To uklju¢uje ravnoteznu statisticku mehaniku [1], i
formulaciju teorije ireverzibilnosti [2], koju je Jaynes pokusao dati u kasnijim radovima
[5, 6, 7,8, 9].

Predikcije i prorac¢uni za razlic¢ite ireverzibilne procese obi¢no obuhvacaju tri posebne

faze [6]:

(1) Postavljanje “ansambla”, tj. odabir pocetne matrice gustoce, ili u nasem slucaju
raspodjele N cestica, koja treba opisati naSe pocetno znanje o sustavu koji nas

zanima,

(2) Rjesavanje problema dinamike; tj. izvodenje vremenske evolucije sustava iz mikro-

skopskih jednadzbi gibanja;

(3) Izvodenje fizikalnih predikcija iz vremenski evoluiranog ansambla.



Jaynes je prepoznao da dostupnost opéenitog rjesenja faze (1) pojednostavljuje kompli-
ciranu fazu (2). Problem ukljucuje takoder i jednako vaznu fazu (0) koja se sastoji od
neke vrste mjerenja ili opazanja kojom se definiraju zajedno sustav i problem [10]. U
izravnim matematickim pokusSajima koji vode do teorije ireverzibilnosti, Liouvilleov te-
orem sa saCuvanjem volumena faznog prostora koje je inherentno Hamiltonovoj dinamici,
cesto se predstavlja kao jedna od glavnih poteskoca. Relacija Liouvilleove jednadzbe i
ireverzibilnog makroskopskog ponasanja sustava jedan je od centralnih problema u sta-
tistickoj mehanici. Iz tog razloga ova iznimno komplicirana jednadzba reducira se na
ireverzibilnu jednadzbu nazvanu Boltzmannova jednadzba, rate jednadzba ili master jed-
nadzba. S druge strane, Jaynes je smatrao da Liouvilleova jednadzba i s njom povezana
konstantnost u vremenu Gibbsove H funkcije ne generiraju poteskoce, nego predstavljaju
upravo ono dinamicko svojstvo koje potrebno za razrjesenje ovog problema, smatrajudi
da je problem vise konceptualne nego matematicke prirode [5, 7.

Matematicka jasnoc¢a ovog stajalista ima bazu u grani¢nom teoremu koji je dao Shan-
non [4], poznatom kao asimptotski ekviparticijski teorem teorije informacije. Primjena
tog teorema povezuje u odredenim slucajevima, u granici velikog broja cestica, Boltz-
mannovu formulu za entropiju makrostanja i Gibbsovu H funkciju [6, 7, 9]. Matematicka
povezanost s Boltzmannovom interpretacijom entropije kao logaritma broja nacina (ili
mikrostanja) kojim makroskopsko stanje moze biti realizirano, tada daje jednostavnu fi-
zikalnu interpretaciju Gibbsovom formalizmu, i njegovoj generalizaciji u obliku MaxEnt
formalizma. Maksimizacijom informacijske entropije uz zadana ogranicenja predvida se
makroskopsko ponasanje koje se moze dogoditi na najveéi broj nacina kompatibilno sa
informacijom koja je reprezentirana zadanim ogranic¢enjima. U primjeni na vremenski
ovisne procese, Jaynes je to nazvao nacelom najveceg kalibra [8, 9]. Jaynes je jasno istak-
nuo da prediktivna statisticka mehanika ne predstavlja fizikalnu teoriju koja objasnjava
ponasanje razli¢itih sustava deduktivnim zakljucivanjem iz prvih principa, nego oblik sta-
tistickog zakljucivanja koje daje predikcije opservabilnih pojava iz nepotpune informacije
[8]. Iz tog razloga prediktivna statisticka mehanika ne moze pruziti sigurnost za svoje
predikcije na nacin na koji to moze deduktivna teorija. To ne znaé¢i da prediktivna sta-
tisticka mehanika ignorira zakone mikrofizike; ona koristi sve Sto je poznato o strukturi
mikrostanja i sve podatke o makroskopskim veli¢cinama, bez bilo kakvih dodatnih fizikal-
nih pretpostavki izvan onoga sto je dano dostupnom informacijom. Vazno je primjetiti
da su ostre, odredene predikcije makroskopskog ponasanja moguée samo kada je neko
ponasanje karakteristicno za golemu vec¢inu mikrostanja kompatibnih sa ogranic¢enjima.
Iz istog razloga, to je upravo ponasanje koje se eksperimentalno reproducira pod tim
ogranicenjima; to je u osnovi poznato kao nacelo makroskopske uniformnosti [1, 2], ili kao

nacelo makroskopske reproducibilnosti [9]. U nesto drugacijem kontekstu ovo svojstvo je



prepoznato kao koncept makroskopskog determinizma, ¢ija precizna definicija ukljucuje
neku vrstu termodinamicke granice [11].

Sa Jaynesovog stanovista, dinamicka invarijantnost Gibbsove H funkcije daje jednosta-
van dokaz drugog zakona, koji je tada poseban slucaj opéenitog uvjeta za eksperimentalnu
reproducibilnost bilo kojeg makroskopskog procesa [7]. Polazeéi od jednostavne demons-
tracije zasnovane na Liouvilleovom teoremu, to omogucéuje Jaynesu da generalizira drugi
zakon izvan ogranic¢enja pocetnih i kona¢nih ravnoteznih stanja, razmatrajuci ga kao po-
seban slucaj opéenitog ogranicenja na smjer bilo kojeg reproducibilnog procesa [7, 12].
Prema Jaynesu [7] pravi razlog za drugi zakon, buduéi da je volumen u faznom pros-
toru sacuvan u dinamickoj evoluciji, je temeljni zahtjev na bilo koji reproducibilni proces
da volumen W’ faznog prostora, kompatibilan s kona¢nim (makroskopskim) stanjem, ne
moze biti manji od volumena W, faznog prostora, koji opisuje nasu sposobnost da re-
produciramo pocetno stanje. Volumen W, faznog prostora mjeri stupanj nepoznavanja
stvarnog ali nepoznatog mikrostanja kada su poznate jedino vrijednosti makroskopskih
parametara, ali takoder mjeri i stupanj kontrole koji eksperimentator tada ima nad mikro-
skopskim stanjem sustava [7]. Jaynes [7] i Grandy [13, str. 148-150] su proveli ovu analizu
za reproducibilan adijabatski proces s ravnoteznim pocetnim i konacnim stanjem. U toj
analizi Wy i W’ predstavljaju volumen podrucja velike vjerojatnosti u faznom prostoru
s mikrostanjima kompatibilnim s pocetnim makroskopskim stanjem, i volumen podrucja
velike vjerojatnosti s mikrostanjima kompatibilnim s kona¢nim makroskopskim stanjem,
redom (za precizniju definiciju podrucja velike vjerojatnosti vidi reference [7], [13, str.
45], ili fusnotu 1). Ako ta podrucja oznac¢imo sa My i M’, nuzan uvjet za reproducibilnost
procesa je My C M', gdje je M; podrucje s volumenom W, u koje se M bijektivno pres-
lika Hamiltonovim gibanjem u faznom prostoru My — M;. Zbog Liouvilleovog teorema,
logicka posljedica ovih tvrdnji je Wy = W, < W’. Dakle, u ovoj analizi nejednakost
Wy < W’ je nuzan uvjet da bi makroskopski proces bio reproducibilan za bilo koje ne-
poznato mikrostanje u Wj.

Za sustave s velikim brojem cestica, Boltzmannova formula za entropiju makrostanja

S = logW i Gibbsova H funkcija su povezane!, pa ova analiza vodi do drugog zakona

'Pri tom se misli na povezanost u “termodinamickoj granici” velikog broja éestica N — oo uz kons-

1/2 U toj granici H/N je konacan

tantnu gustocu, ako relativne fluktuacije u energiji teze ka nuli kao N~
i vrijedi limpy_ o0 {[H + log W (€)] /N} = 0. Pri tome je W (e) volumen podrucja velike vjerojatnosti u faz-
nom prostoru koje je definirano tako da se sastoji od svih toc¢aka gdje je vrijednost N-cGesti¢ne raspodjele
vjerojatnosti f(q,p) > C, gdje je C konstanta odabrana tako da je ukupna vjerojatnost tog podrucja
jednaka 1 — €, za 0 < € < 1. Glavno svojstvo ovog rezultata je neovisnost o €. To znac¢i da u granici
velikog sustava log W (e) /N postaje jednak H/N, neovisno o € [7, 9], [13, str. 45]. Dakle, za velike sustave,
Gibbsova H funkcija mjeri logaritam volumena podruéja velike vjerojatnosti u faznom prostoru, ali na
nacin koji nije ovisan o preciznoj definiciji velike vjerojatnosti. U odredenim sluc¢ajevima ovaj rezultat je

posljedica teorema koji je dao Shannon [4, odjeljak 21], poznatog kao asimptotski ekviparticijski teorem



termodinamike u obliku u kojem taj zakon vrijedi za reproducibilan adijabatski proces
s ravnoteznim pocetnim i konacnim stanjem [7]. Pri tome je vazno napomenuti da se u
tim razmatranjima radi o makrostanjima koja su eksperimentalno reproducibilna kontro-
lom odredenog skupa makrovarijabli koje definiraju odgovarajuci termodinamicki sustav.
Dani fizikalni sustav odgovara razli¢itim termodinamickim sustavima ovisno o tome koji
skup makrovarijabli opazamo i/ili kontroliramo, pri ¢emu se vrijednosti termodinamicke
entropije mogu razlikovati [7, 12], [13]. Grandy je istaknuo da drugi zakon termodinamike
predstavlja [13, str. 150] tvrdnju o razlikama u eksperimentalnim entropijama izmedu dva
ravnotezna stanja istog termodinamickog sustava. Uvodenje dodatnih makroskopskih va-
rijabli izvan danog skupa makrovarijabli zna¢i promjenu termodinamickog sustava a time
i problema koji se razmatra [7], [13].

Argumenti koji su koristeni u ovoj demonstraciji impliciraju takoder pitanje koja ne-
ravnotezna ili ravnotezna stanja su dostupna iz drugih, sto nije moguce precizno odrediti
bez informacije o dinamici, konstantama gibanja, nametnutim ograni¢enjima, itd. Jaynes
je isticao da drugi zakon termodinamike predvida jedino da ¢e promjena makroskopskog
stanja i¢i u op¢enitom smjeru veé¢e konacne entropije, ali ne i kojom brzinom, ili duz koje
putanje [8, 9, 12]. O¢cito je da su bolje predikcije moguée jedino uz uvodenje dodatnih
podataka. Makroskopska stanja vec¢e entropije mogu biti realizirana na znacajno veci broj
nacina, $to je osnovni razlog visoke pouzdanosti Gibbsovih ravnoteznih predikcija [9]. U
ovom kontekstu Jaynes je takoder spekulirao da je slucajan uspjeh u obratu ireverzibilnog
procesa eksponencijalno male vjerojatnosti [12].

Jaynesova interpretacija ireverzibilnosti i drugog zakona odrazava stajaliSte eksperi-
mentatora. Zurek [14] je predlozio definiciju fizikalne entropije kao zbroja nedostajuée
informacije o mikroskopskom stanju, dane Shannonovom informacijskom entropijom, i
algoritamskog sadrzaja informacije prisutne u dostupnim podacima o sustavu. U granici
Zurekovog pristupa u kojoj je mjerenje potpuno i mikrostanje je poznato, fizikalna en-
tropija sustava dana je algoritamskim sadrzajem informacije o mikroskopskom stanju u
kojem se sustav nalazi [14]. Zurekova interpretacija fizikalne entropije i termodinamike
dana je na razini opazaca koji mjerenjem prikupljaju podatke i obraduju ih u skladu s
osnovnim zakonima ra¢unanja na nacin koji je analogan Turingovim strojevima. Jaynes
je zastupao stajaliste prema kojem mjerenja [2] uvijek reprezentiraju daleko manje od
maksimalnog opazanja koje bi nam omoguéilo da odredimo ¢isto stanje (tj. mikroskopsko
stanje sustava). Prema Jaynesovom stajalistu to je razlog zbog kojeg [2] moramo pribjeéi
MaxEnt metodi da bi reprezentirali nas stupanj znanja o sustavu na nacin koji je slobodan
od proizvoljnih pretpostavki u odnosu na informaciju koja nedostaje.

MaxEnt algoritam je opcéenita metoda konstrukcije raspodjele vjerojatnosti primje-

teorije informacije.



nom nacela najvece informacijske entropije u slucajevima kada raspodjela nije jedinstveno
odredena dostupnom informacijom. Proizvoljne pretpostavke mogu se izbje¢i odabirom
raspodjele vjerojatnosti koja je kompatibilna s dostupnom informacijom, a karakterizira
je najvec¢a nesigurnost povezana s informacijom koja nedostaje. Zakljucci koji se izvode
iz takve raspodjele vjerojatnosti ovise jedino o stvarnom stupnju znanja [1, 2]. Raspo-
djela vjerojatnosti koja maksimizira informacijsku entropiju (nesigurnost) uz ogranicenja
zadana dostupnim makroskopskim podacima, u prediktivnoj statistickoj mehanici repre-
zentira stvarnu nesigurnost povezanu s nedostatkom informacije o to¢nom mikrostanju
sustava.

U ovom radu se razmatra primjena prediktivne statisticke mehanike na problem pre-
dikcije makroskopske vremenske evolucije sustava s Hamiltonovom dinamikom, u slucaju
kad informacija o mikroskopskoj dinamici sustava nije potpuna. Cilj istrazivanja je anali-
zom temeljnih nacela prediktivne statisticke mehanike produbiti razumijevanje njene opée
primjenjivosti u relaciji s drugim teorijama koje nastoje objasniti pojavu ireverzibilnosti.
Osnovna hipoteza je da se to moze posti¢i kroz primjenu temeljnih nacela prediktivne
statisticke mehanike na problem koji se razmatra u ovom radu, ako se u razmatranje
ukljuci uloga koju informacija o sustavu ima u razjasnjenju problema ireverzibilnosti.

Temeljna nacela prediktivne statisticke mehanike su razmotrena u poglavlju 2. Ar-
gumenti na kojima se temelji Shannonova [4] definicija informacijske entropije kao mjere
nesigurnosti reprezentirane raspodjelom vjerojatnosti, i Shannonov dokaz jedinstvenosti
te definicije, dani su u odjeljku 2.1. Aksiomatski okvir u kojem je dana opcenita definicija
vjerojatnosti prikazan je u odjeljku 2.2. Jaynesova formulacija [1, 2] nacela najvece in-
formacijske entropije kao opéenitog kriterija za konstrukciju raspodjele vjerojatnosti kada
dostupna informacija nije dovoljna za njeno jedinstveno odredivanje, argumentirana je u
odjeljku 2.3. Pokazano je da se konstrukcija raspodjele vjerojatnosti primjenom nacela
najve¢e informacijske entropije temelji na interpretaciji vjerojatnosti kao reprezentacije
stupnja znanja, i na Shannonovoj definiciji mjere nesigurnosti reprezentirane raspodjelom
vjerojatnosti. U odjeljku 2.3 su takoder dani matematicki dokazi tvrdnji koje su vazne za
jednoznacnost i ispravnost rezultata koji slijede iz primjene MaxEnt algoritma i MaxEnt
formalizma. Jaynesova formulacija nacela makroskopske reproducibilnosti [1, 2, 9] pret-
hodno je ve¢ prikazana u ovom uvodu. U kontekstu primjene nacela najvece informacijske
entropije u statistickoj fizici, interpretacija MaxEnt formalizma i veza s Gibbsovim for-
malizmom uspostavlja se u odjeljku 2.4.

U cilju istrazivanja temeljnih nacela prediktivne statisticke mehanike kroz primjenu
na problem koji se razmatra u radu, razvijen je osnovni teorijski model makroskopske
vremenske evolucije zatvorenih Hamiltonovih sustava. Koncepti Hamiltonove mehanike

i raspodjela vjerojatnosti u faznom prostoru koji se koriste u modelu definirani su u



poglavlju 3. Model je postavljen i razmotren u poglavlju 4. Rezultati ovog istrazivanja
prethodno su bili objavljeni u élanku [15]. Osnovna hipoteza ovog rada provjerava se
u poglavlju 5 analizom rezultata, daljnom generalizacijom osnovnog teorijskog modela
i usporedbom rezultata koji proizlaze iz generalizacije pristupa s poznatim rezultatima
neravnotezne teorije.

U okviru osnovnog teorijskog modela razmotrene su dvije razli¢ite primjene MaxEnt
algoritma na predikciju makroskopske vremenske evolucije zatvorenih sustava sa Hamilto-
novom dinamikom. U odjeljcima 3.1 i 3.2 definiran je koncept putanja u faznom prostoru
odredenih rjesenjima Hamiltonovih jednadzbi i koncept raspodjele vjerojatnosti putanja.
Za mikrostanja u faznom prostoru je definirana uvjetna raspodjela vjerojatnosti uz uvjet
specificirane putanje. Ovim raspodjelama odgovaraju informacijska entropija putanja
i uvjetna informacijska entropija koje su definirane u odjeljku 4.1, u korespondenciji s
definicijama odgovarajuéih veli¢ina u Shannonovoj teoriji informacije [4].

Prvi pristup osnovnom teorijskom modelu razmotren je u odjeljcima 4.114.2. U prvom
pristupu je Liouvilleova jednadzba za uvjetnu raspodjelu vjerojatnosti uvedena kao strogo
mukroskopsko ogranicenje na vremensku evoluciju u faznom prostoru. Vremenska evolucija
uvjetne raspodjele vjerojatnosti je tada potpuno odredena ovim ograni¢enjem i pocetnim
vrijednostima. Maksimizacijom uvjetne informacijske entropije uz to ogranicenje predvida
se makroskopsko ponasanje koje se moze realizirati na najvec¢i broj nacina, kompatibilno
s informacijom o mikroskopskoj dinamici. Informacija o mikroskopskoj dinamici je re-
prezentirana Hamiltonovim jednadzbama i skupom mogucih putanja u faznom prostoru.
Ako se vjerojatnosti interpretiraju isklju¢ivo u objektivnom smislu, kao svojstvo sustava
a ne kao reprezentacija naseg stupnja znanja, puno opravdanje ovog pristupa je moguce
jedino ako je nase znanje o mikroskopskoj dinamici potpuno.

Prvi pristup osnovnom teorijskom modelu omogucio je strogu definiciju koncepata
koji su baza za drugi pristup koji je takoder razmotren u odjeljcima 4.1 i 4.2. Rauzlika
u odnosu na prvi pristup je u uvodenju Liouvilleove jednadzbe za uvjetnu raspodjelu
vjerojatnosti kao makroskopskog ogranicenja. Ovo ogranicenje na vremensku evoluciju u
faznom prostoru uzeto je uz usrednjavanje, koje je dano integralom Liouvilleove jednadzbe
za uvjetnu raspodjelu vjerojatnosti po dostupnom faznom prostoru. U tom smislu slicno
je ogranicenjima koja su dana podacima o makroskopskim velicinama. U Jaynesovoj
prediktivnoj statistickoj mehanici vise objektivnosti se pripisuje eksperimentalno mjere-
nim veli¢inama nego raspodjelama vjerojatnosti. Subjektivno glediste koje ovdje postaje
bitno sastoji se od toga da su vjerojatnosti pridruzene zbog nepotpunog znanja, tj. zbog
parcijalne informacije, i zato reprezentiraju nas stupanj znanja o sustavu. Ako informa-
cija o dinamici nije dovoljno iscrpna da se detaljno odredi vremenska evolucija, uzima se

prosjek po svim slucajevima koje smatramo moguc¢im na osnovi parcijalne informacije. U



drugom pristupu osnovnom modelu pokazuje se da su tada elementi ireverzibilnog ma-
kroskopskog ponasanja u zatvorenim sustavima s Hamiltonovom dinamikom posljedica
postupnog gubitka informacije o moguéim mikrostanjima sustava.

Ovu ideju je razvio Jaynes u formalizmu matrice gustoée [2]. Grandy [16, 17] je u
okviru MaxEnt formalizma razvio detaljan model vremenski ovisnih vjerojatnosti i ma-
trice gustote za makroskopske sustave s ograni¢enjima koja se mijenjaju u vremenu, i
primijenio ga na tipi¢ne procese u neravnoteznoj termodinamici i hidrodinamici [18]. U
kontekstu uzajamnog djelovanja makroskopskih ograni¢enja na sustav i njegove mikro-
skopske dinamike, zanimljivo je spomenuti da je MaxEnt formalizam takoder bio razma-
tran kao metoda pribliznog rjesavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje opisuju
vremensku evoluciju raspodjela vjerojatnosti. Zbog potpunije daljne reference, ovdje je-
dino spominjemo da je ova metoda, uz ostale primjere, bila primijenjena na Liouville—von
Neumannovu jednadzbu [19], familiju dinamickih sustava sa bezdivergentnim tokovima
u faznom prostoru koja ukljuéuje Hamiltonove sustave [20], generaliziranu Liouvilleovu
jednadzbu i jednadzbe kontinuiteta [21]. Univerzalnost ovog pristupa je uspostavljena za
opc¢enitu klasu evolucijskih jednadzbi koje zadovoljavaju osnovne zahtjeve linearnosti i
sacuvanja normalizacije [22]. Ova metoda je takoder bila razmatrana za klasiéne evolu-
cijske jednadzbe sa ¢lanom izvora unutar konteksta u kojem normalizacija nije sacuvana
[23].

U Jaynesovoj [2] interpretaciji ireverzibilnost fizikalnih procesa odrazava jedino nasu
nemogucénost pracenja stanja sustava tijekom procesa. S tim je povezan i postupni gubitak
informacije o stanju sustava. U odjeljcima 4.1 i 4.2 je pokazano da takva interpretacija
ima jasnu matematicku formulaciju u konceptima maksimizacije uvjetne informacijske
entropije i njenoj relaciji s informacijskom entropijom. Vrijednosti uvjetne informacijske
entropije i informacijske entropije uvijek zadovoljavaju relaciju nejednakosti iz Shanno-
nove teorije informacije [4], po kojoj je informacijska entropija gornja granica za uvjetnu
informacijsku entropiju. Maksimizacijom uvjetne informacijske entropije uz ogranicenje
koje je zadano Liouvilleovom jednadzbom usrednjenom po faznom prostoru, ta relacija
informacijskih entropija postaje jednakost. Jednakost uvjetne informacijske entropije i in-
formacijske entropije je ekvivalentna statistickoj nezavisnosti pocetnih putanja u faznom
prostoru i kona¢nih mikrostanja. Logicka posljedica statisticke nezavisnosti je potpuni
gubitak korelacije izmedu pocetnih putanja i konac¢nih mikrostanja. Logicki ispravna
interpretacija gubitka korelacije zahtijeva i definiciju karakteristicnog vremena koje je
potrebno za gubitak korelacije.

Kljucan element pristupa kojim je u teorijski model ukljuc¢en opisani gubitak korelacije
je uvodenje Liouvilleove jednadzbe za uvjetnu raspodjelu vjerojatnosti kao makroskopskog

ogranicenja. Na taj nacin je nepotpunost informacije o mikroskopskoj dinamici ukljucena,



konzistentno s temeljnim nacelima prediktivne statisticke mehanike, u problem predikcije
makroskopske vremenske evolucije sustava. Maksimizacija uvjetne informacijske entropije
uz ogranicenje zadano Liouvilleovom jednadzbom usrednjenom po faznom prostoru, rezul-
tira potpunim gubitkom korelacije izmedu pocetnih putanja u faznom prostoru i konac¢nih
mikrostanja. Ovaj gubitak korelacije je povezan s gubitkom informacije o moguéim mi-
krostanjima sustava. Maksimum uvjetne informacijske entropije i odgovarajuca vrijednost
informacijske entropije jednaki su Boltzmann-Gibbsovoj entropiji sustava, koja je dana
logaritmom volumena dostupnog faznog prostora. U osnovnom teorijskom modelu je
bez dodatnih pretpostavki na taj nacin proizisla definicija promjene entropije i brzine
promjene entropije za zatvoren Hamiltonov sustav. Integral po vremenu Lagrangeova
multiplikatora uzet preko vremenskog intervala koji je dulji od karakteristicnog vremena
gubitka korelacije daje promjenu vrijednosti uvjetne informacijske entropije u odnosu
na njenu vrijednost u pocetnom trenutku. Daljnje promjene informacijskih entropija su
jednake promjeni Boltzmann-Gibbsove entropije sustava. Na taj nacin, za sve slijedece
vremenske intervale integral Lagrangeova multiplikatora po tim intervalima i Lagrangeov
multiplikator mogu se identificirati s promjenom entropije i brzinom promgjene entropije,
redom. Ovaj rezultat u skladu je s interpretacijom ireverzibilnosti kao posljedice gubitka
informacije o moguc¢im mikrostanjima sustava.

Poglavlje 5 posveceno je generalizaciji pristupa koji je razvijen u okviru osnovnog te-
orijskog modela. U odjeljku 5.1 provedena je analiza rezultata osnovnog teorijskog modela
s ciljem daljne generalizacije pristupa. Zakljuc¢eno je da za generalizaciju pristupa treba
u osnovni teorijski model ukljuciti podatke o onim makroskopskim veli¢cinama koje su re-
levantne za predikcije na specificiranim vremenskim skalama. Uvjeti takve generalizacije
razmotreni su u odjeljku 5.2 kroz prikaz reduciranog opisa neravnoteznih sustava, gdje
se dijelom slijedi pristup iz reference [24]. U odjeljku 5.2 je za razrijeden klasi¢ni plin
identicnih cestica dana hijerarhija vremenskih skala, uz specifikaciju skupa makroskop-
skih veli¢ina koje su relevantne za opis neravnoteznog sustava na pojedinim vremenskim
skalama. Taj primjer je preuzet iz reference [24]. Za prvi korak u generalizaciji pristupa
je odabrana hidrodinamicka vremenska skala, na kojoj je za opis neravnoteznog sustava
potrebna manje detaljna informacija o mikroskopskoj dinamici u usporedbi s drugim vre-
menskim skalama.

U odjeljku 5.3 su za klasi¢ni fluid identi¢énih cCestica, uz pretpostavku lokalne rav-
noteze, dane relevantne lokalne dinamicke varijable i odgovarajuce lokalne makroskopske
velicine. Buduéi da su te lokalne dinamicke varijable gusto¢e sacuvanih velic¢ina, njihove
jednadzbe gibanja mogu se zapisati u obliku lokalnih mikroskopskih zakona sac¢uvanja.
Odgovarajuce lokalne makroskopske veli¢ine zadovoljavaju lokalne makroskopske zakone

sacuvanja. U kontekstu pristupa koji je prikazan u ovom radu, razmotren je slucaj kada



informacija o mikroskopskoj dinamici fluida nije potpuna, uz pretpostavku da tada Li-
ouvilleova jednadzba vrijedi u obliku o kojem nemamo potpunu informaciju. Uz ovu
pretpostavku specificiran je uvjet uz koji lokalni mikroskopski zakoni sacuvanja vrijede
u obliku koji ne ovisi o informaciji o mikroskopskoj dinamici koja nedostaje. Uz istu
pretpostavku specificiran je uvjet uz koji lokalni makroskopski zakoni sacuvanja vrijede u
obliku koji ne ovisi o informaciji o mikroskopskoj dinamici koja nedostaje. Prvom speci-
fikacijom je obuhvacen sluc¢aj kada informacija o mikroskopskoj dinamici koja nedostaje
nije relevantna za opis vremenske evolucije lokalnih dinamickih varijabli. Drugom specifi-
kacijom je obuhvacen slucaj kada informacija o mikroskopskoj dinamici koja nedostaje nije
relevantna za opis vremenske evolucije lokalnih makroskopskih veli¢ina. Lokalni makro-
skopski zakoni sacuvanja za fluide poznati su kao hidrodinamicke jednadzbe kontinuiteta,
i osnova su za izvod jednadzbi hidrodinamike. S obzirom da su hidrodinamicke jednadzbe
kontinuiteta osnovni element reduciranog opisa na hidrodinamickoj vremenskoj skali, u
analizi na kraju odjeljka 5.3 one se uzimaju za relevantnu dodatnu informaciju koju kao
dodatna ogranicenja treba ukljuciti u pocetni model. U odjeljku 5.3 je takoder izveden
ekvivalentan oblik tih jednadzbi koji je pogodan za koristenje u varijacijskom racunu.
Predikcije koje slijede iz maksimizacije uvjetne informacijske entropije, uz ogranicenje
zadano Liouvilleovom jednadzbom usrednjenom po dostupnom faznom prostoru, i do-
datna ogranic¢enja ekvivalentna hidrodinamickim jednadzbama kontinuiteta, izvedene su
i razmotrene u odjeljku 5.4. Maksimizacija uvjetne informacijske entropije uz dodatna
ogranicenja uvedena u generaliziranom pristupu, takoder rezultira potpunim gubitkom
korelacije izmedu pocetnih putanja u faznom prostoru i konacnih mikrostanja. Dobi-
vena raspodjela vjerojatnosti mikrostanja po obliku je identi¢na relevantnoj raspodjeli
za klasiéni fluid u lokalnoj ravnotezi koja je poznata iz literature [24]. Uz pretpostavku
lokalne ravnoteze, Lagrangeovi multiplikatori u raspodjeli vjerojatnosti mikrostanja, us-
poredbom te raspodjele s relevantnom raspodjelom, dovedeni su u vezu s lokalnim pa-
rametrima koji imaju jednostavnu termodinamicku interpretaciju. Pretpostavka lokalne
ravnoteze omogucila je precizniju definiciju karakteristicnog vremena potrebnog za gubi-
tak korelacije. Ono je na taj nac¢in dovedeno uz vezu s vremenom koje je potrebno za
uspostavljanje stanja lokalne ravnoteze fluida s odgovaraju¢om relevantnom raspodjelom.
Kao rezultat generaliziranog pristupa, dobiven je izraz za brzinu promjene entropije koji
je u skladu s poznatim izrazom za brzinu promjene entropije zatvorenog sustava iz ter-
modinamike ireverzibilnih procesa. Taj rezultat je omogucio definiciju gustoée produkcije
entropije za klasiéni fluid identi¢nih cestica u skladu s temeljnim postulatima termodi-
namike ireverzibilnih procesa. Time je pokazano da uvodenje dodatnih ogranic¢enja koja
su relevantna za hidrodinamicku vremensku skalu, preciznije odreduje brzinu promjene

entropije sustava, ¢ija je definicija proizisla u osnovnom teorijskom modelu.



U poglavlju 6 je dana kratka diskusija otvorenih pitanja uz njihov slobodan prikaz. U

poglavlju 7 dan je zakljucak koji slijedi iz rezultata ovog rada.
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Poglavlje 2

OSNOVNI ELEMENTI
PREDIKTIVNE STATISTICKE
MEHANIKE

2.1 Entropija teorije informacije kao svojstvo raspo-

djele vjerojatnosti

Shannonovim radom [4] je na dosljedan nac¢in dan odgovor na osnovno pitanje teorije in-
formacije, a to je kako definirati iznos informacije u komunikacijskom sustavu. U razvoju
teorije informacije i u primjenama u tehnickim znanostima Shannonov je doprinos imao
utjecaj koji nije potrebno posebno naglasavati. Utjecaj tog otkri¢a je znacajan i u drugim
podrucjima, gdje je iz razli¢itih razloga takoder potrebna precizna definicija mjere infor-
macije. Informacija je opéenit pojam koji ima i znacenja koja vjerojatno nisu matematicki
definirana niti su obuhvac¢ena pojmovima koji se koriste u teoriji informacije. Opcéenito
svojstvo informacije je da se razlikuje od svoje reprezentacije. S druge strane, moguce je
relativno dobro definirati iznos informacije koja je povezana s mjerenjima i opazanjima
fizikalnih procesa. Informacija je tako pojam koji je zanimljiv i za fiziku.

Shannonova teorija komunikacije imala je brojne prethodnike, poput Nyquista, Har-
tleya i Wienera. Mjera informacije je istrazivana i prije Shannonovog rada (vise detalja
moze se pronaéi u referencama [4], [13], [25]). Polazeé¢i od razumijevanja da problem
konstrukcije komunikacijskog sustava ovisi o statistickoj strukturi informacije koju se zeli
njime komunicirati, Shannon je dao najopcenitiju definiciju mjere informacije do tada.

Ako simboli Ay, A, ..., A, nekog alfabeta (dogadaji) imaju vjerojatnosti py, po, ..., Dn,
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mjera iznosa informacije je definirana izrazom?

n
H(py,....pn) = —K> pilogp; . (2.1)
i=1

Nizovi simbola, odnosno “slova”, mogu c¢initi skup “rije¢i” odredene duljine, a iznos in-
formacije moze se odrediti na analogan nacin. Pozitivna konstanta K u izrazu (2.1) ovisi
o izboru jedinice kojom se izrazava iznos informacije. Ako se informacija kodira nizovima
binarnih znamenki, prikladno je u izrazu (2.1) koristiti logaritam po bazi 2, i na taj na¢in

uz K =1 izraziti H u bitovima.
Poznato je da za iznos informacije po simbolu (dogadaju), dan izrazom (2.1), vrijedi

nejednakost
H(1fn,....1/n) > H(pr.....py) (2.2

Za konkavne funkcije realne varijable vrijedi Jensenova nejednakost [26],

/ (Z )\ﬂi) > Z ANif (i) (2.3)

gdjeje > Ai=1,\>0zai=12...,n Relacija (2.2) slijedi iz nejednakosti (2.3)
uvrstavanjem: f(p;) = —p;logp;, \i = 1/n za i = 1,2,...,n, i koristenjem uvjeta koji

vrijedi za vjerojatnosti,
> pi=1. (2.4)
i=1

Uz uvjet (2.4) izraz (2.1) ima maksimum kad je svih n vjerojatnosti jednako, p; = 1/n,
i=1,2,...,n. Dokaz se moze naéi u referenci [27, str. 14-16].

S obzirom na naé¢in na koji vjerojatnosti p; ulaze u izraz (2.1), nije tesko razumjeti zasto
se u literaturi [28] moze jo$ susresti i naziv srednji iznos informacije, pri ¢emu se log (1/p;)
interpretira kao iznos informacije simbola, odnosno dogadaja s oznakom ¢. U stvarnim
primjenama radi se o duljinama kodnih rijeéi, npr. nizova binarnih znamenki, a izraz (2.1)
predstavlja ocekivani broj bitova nuzan za kodiranje poruka (po simbolu). Dakle, ova
interpretacija iznosa informacije se odnosi na prethodno kodirane i naknadno primljene
poruke, ali ona nije neophodna da se opravda osnovna definicija iznosa informacije (2.1).
Za vjerojatnosti p; < 1/n, funkcija log (1/p;) ima vecu vrijednost od maksimuma iznosa
informacije (2.2), ali je srednji iznos informacije tada manji od maksimuma. U granici
p; — 0 je doprinos srednjem iznosu informacije jednak nula. Medutim, nejasnoce nastaju

kada se u opcenitijem kontekstu od ovog prethodno navedenog, log (1/p;) interpretira

U ovom odjeljku se privremeno za mjeru informacije koristi oznaka H koju je koristio Shannon.
Kasnije ¢e se oznaka H koristiti za Hamiltonovu funkciju. Na mjestima na kojima nije specificirana baza
logaritma, logx predstavlja logaritam po bazi koja je tada odredena kontekstom. Najcesée predstavlja

logaritam po bazi e (prirodni logaritam), koji je uobic¢ajeno oznacavati s Inx.
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kao iznos informacije koju donosi pojava pojedinaénog dogadaja. Alternativno, log (1/p;)
naziva se jos nesigurnost ili iznenadenje.

Na primjeru dva najjednostavnija slucaja je lako vidjeti da je takoder moguca i
drugacija interpretacija. Ako svaki od m moguéih dogadaja ima jednaku vjerojatnost,
tji. pi = 1/nzai = 1,2,...,n, tada je iznos informacije (2.1) maksimalan i jednak
H(1/n,...,1/n) = Klogn. S druge strane, ako je raspodjela vjerojatnosti dana s p; = d;;
(tj. dogadaj oznacen s j je siguran), tada je H(0,...,p; =1,...,0) = 0. S obzirom da je
veli¢ina (2.1) definirana kao mjera iznosa informacije, iz razmatranja ova dva sluc¢aja moze,
alternativno, proiziéi i slijedeca interpretacija. Prije pojave jednog od n jednako vjerojat-
nih dogadaja, nesigurnost, odnosno iznos informacije koja nam nedostaje za odredivanje
dogadaja, jednaka je H = K logn. Nakon pojave jednog od n dogadaja, moze se takoder
re¢i da K logn predstavlja iznos informacije dobivene njegovim odredivanjem. Medutim,
za razliku od prethodne interpretacije koja je zasnovana na log (1/p;) kao iznosu infor-
macije dogadaja, ova interpretacija slijedi iz funkcije (2.1) koja ovisi o vjerojatnostima
P1, P2, - - -, Pn- Dakle, ne mozemo biti sigurni da je jedna od specificnih interpretacija iz-
nosa informacije koju donosi pojava dogadaja uvijek ispravna u svim kontekstima. Nazivi
srednji iznos informacije, iznos informacije koja nam nedostaje i iznos informacije dobi-
vene pojavom nekog dogadaja, koriste se u razlicitim kontekstima iz kojih onda proizlaze
i njihove to¢ne interpretacije.

Shannonova interpretacija medutim nije ovisna o bilo kojem od tih specificnih kon-
teksta. Funkciji (2.1) dao je interpretaciju mjere “izbora” uklju¢enog u odabir dogadaja.
Preciznije, Shannon je funkciju (2.1) definirao kao mjeru nase nesigurnosti vezane uz po-
javu mogucih dogadaja, odnosno mjeru nesigurnosti reprezentirane raspodjelom vjerojat-
nosti p1,pa, - - ., Pn. Jaynes je smatrao da je u kontekstu teorije komunikacije Shannonova
mjera informacije i nesigurnosti povezana s prethodnim znanjem inzenjera o porukama
koje ¢e se slati komunikacijskim sustavom koji konstruira i njihovim vjerojatnostima [25].

Shannon je funkciju (2.1) nazvao entropija skupa vjerojatnosti, odnosno entropija
raspodjele vjerojatnosti pi,po,...,p,. Odabir tog naziva uzrokovao je ¢estu konfuziju s
termodinamickom entropijom. Entropija je u termodinamici svojstvo termodinamickog
sustava koji je definiran eksperimentalno mjerljivim makroskopskim velicinama; ona je
funkcija drugih termodinamickih veli¢ina. S druge strane, funkcija (2.1) predstavlja svoj-
stvo raspodjele vjerojatnosti. Prema literaturi, Shannon je izvorno namjeravao funkciju
(2.1) nazvati nesigurnost, jer se moze intepretirati kao mjera nesigurnosti reprezentirane

raspodjelom vjerojatnosti.? Nadalje, definicija (2.1) nije dana u fizikalnom kontekstu®, a

2Prema brojnim navodima iz literature (jedan od primjera je i referenca [13]), Shannon je funkciju

(2.1) nazvao entropija na nagovor poznatog matemati¢ara von Neumanna.
3Isto tako niti interpretacije koje smo prethodno izlozili nisu dane u fizikalnom kontekstu.
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jedina povezanost s fizikom je oblik funkcije (2.1), koja je istog oblika kao entropija ¢ija
definicija proizlazi iz statisticke mehanike. Shannon je istaknuo tu prepoznatljivu slicnost
navodedi kao primjer funkciju H iz Boltzmannovog H teorema [4].

Zbog potpunosti je vazno iznijeti argumente na kojima se temelji Shannova de-
finicija funkcije (2.1) kao mjere nesigurnosti reprezentirane raspodjelom vjerojatnosti
P1,P2,---,Pn. Polazna tocka je pitanje koja su svojstva uvjet za konzistentnu defini-
ciju neke funkcije H(py, ..., p,) kao mjere nesigurnosti raspodjele vjerojatnosti. Shannon

je smatrao da je smisleno zahtijevati slijede¢a svojstva [4]:4

(1) H je neprekidna funkcija p;.

(2) Ako su svi p; jednaki, p; = 1/n, velicina A(n) = H(1/n,...,1/n) je monotono

rastuca funkcija n.

(3) (Zakon slaganja) Ako grupiramo prvih k& dogadjaja u dogadaj vjerojatnosti wy =
p1+ - -+ pg, slijede¢ih m dogadaja u dogadaj vjerojatnosti wo = pry1+ -+ + Prrm,
itd., i tako grupiranjem svih n dogadaja dobijemo r slozenih dogadaja ¢ije su vjero-
jatnosti wy, . .., w,, nesigurnost povezana sa r slozenih dogadaja je H(wy,...,w,).
Uvjetne vijerojatnosti prvih £ dogadaja uz uvjet da se dogodio prvi slozeni dogadaj
su py/wy, ..., pr/ws, itd. Dodatna nesigurnost koja se pojavljuje s vjerojatnoséu

prvog slozenog dogadaja w, jednaka je H(py/wy, ..., pp/wq), itd. Tada vrijedi

H(py,...,pn) = H(wy,...,w.) + le(ﬁ,... p—k)

wq "y
+ wyH (pk+1"..’pk+m) Lo
Wo Wo

Shannon je potom dokazao slijedecu tvrdnju [4, Teorem 2J:

Jedina funkcija H(py, ..., p,) koja zadovoljava ove tri pretpostavke je funkcija oblika

(2.1), gdje je K pozitivna konstanta.

Dokaz teorema prikazat ¢emo uz neznatne modifikacije u izvornoj verziji koju je dao
Shannon [4, Appendix 2|. Neke detalje preuzet ¢emo iz Jaynesove verzije dokaza [25, str.
346-350].

Zbog uvjeta (1) kojim se zahtjeva neprekidnost, funkciju H(pi,...,p,) je dovoljno

odrediti za sve sumjerljive (racionalne) vjerojatnosti

Pi= —r— , (2.5)
Zi:l d;

47Zbog boljeg razumijevanja, Shannonove uvjete dajemo u preciznijem obliku u kojem ih je formulirao
Jaynes [1, Appendix A], [25, str. 347-348]
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gdje su d; nenegativni cijeli brojevi. Ako su p; iracionalni oni se mogu aproksimirati raci-
onalnim brojevima, a isti izraz za H(py, ..., p,) mora vrijediti zbog uvjeta neprekidnosti
(1).

Za niz m uzastopnih izbora koji se u svakom koraku sastoje od s jednako vjerojatnih
mogucnosti, uvjet (3) povezuje nesigurnosti svih moguéih izbora u nizu i nesigurnost

izbora od s™ jednako vjerojatnih kona¢nih dogadaja. 1z uvjeta (3) u tom slucaju slijedi
A(s™) =mA(s) . (2.6)
Slicno tome vrijedi
A(t") =nA(t) . (2.7)

Neka su s it bilo koja dva cijela broja koji nisu manji od 2. Mozemo odabrati n (pro-

izvoljno velik) i na¢i m takav da vrijedi
st < g™ (2.8)

Logaritmiranjem i dijeljenjem sa nlog s dobije se

Tglogtﬁm—i—l' (2.9)
n ~ logs n

Oduzimanjem m/n se dobije da za apsolutne iznose vrijedi

m  logt

1
< = 2.1
n logs| —n’ (2.10)

Koristenjem uvjeta (2), relacija (2.6), (2.7) i (2.8), dobije se
mA(s) <nA(t) < (m+1)A(s) . (2.11)

Nadalje, iz uvjeta (3) slijedi da je A(1) = 0. Zbog uvjeta (2), tada za svaki cijeli broj
s > 2 mora vrijediti da je A(s) > 0. Dijeljenjem (2.11) sa nA(s) slijedi

m _ A(t) _ m+1
n = A(s) = n (212)
odnosno At) .
- Als) < - (2.13)

Koristenjem nejednakosti |x1 + z3| < |z1| + |22| zajedno s nejednakostima (2.10) i (2.13),
slijedi da je
2

A(t) logt
— < — 14
‘A(s) logs| — n’ (2.14)
odnosno
Alt)  A(s) < 2A(s) (2.15)
logt logs| ~ nlogt '
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S obzirom da je n proizvoljno velik,

logt logs
gdje je
2A(s)

proizvoljno mali. Za bilo koja dva cijela broja s,t > 2 vrijedi relacija (2.16), iz koje se
dobije

A(t) = Klogt , (2.18)
gdje je K konstanta, koja mora biti pozitivna zbog uvjeta (2). Nadalje, A(1) = 0 tako da
(2.18) vrijedi za svaki cijeli broj ¢ > 1.

Odredimo sada H(pi,...,p,) za slucaj izbora od n moguénosti sa sumjerljivim vje-
rojatnostima koje su dane izrazom (2.5). Promotrimo najprije zaseban slucaj izbora od
ukupno "7 | d; mogucnosti jednakih vjerojatnosti. Taj izbor mozemo rastaviti (grupi-
rati) na izbor od n mogucnosti s vjerojatnostima (2.5), i ako je tada izabran i, izbor od
d; mogucnosti s medusobno jednakim vjerojatnostima. Iz uvjeta (3) i jednadzbe (2.18)
slijedi da je za ukupni izbor od > | d; moguénosti jednakih vjerojatnosti nesigurnost
jednaka

K log (Z di> =H(p1,...,pn) + K> pilogd; . (2.19)
i=1 1=1
Iz jednadzbe (2.19) slijedi

i=1 21

j=14j
= —-K Zpi log p; . (2.20)
i=1
Funkcija H(p1,...,pn) je odredena za sve sumjerljive vjerojatnosti (2.5). Zbog uvjeta
neprekidnosti (1), isti izraz za H(ps, ..., p,) mora vrijediti i za iracionalne p;.

Kao osvrt je mozda najbolje navesti Shannonov [4] komentar teorema: “Ovaj teorem,
i pretpostavke koje su potrebne za njegov dokaz, nisu ni na koji nac¢in nuzne za pos-
tojeéu teoriju. On je prevenstveno dan da pruzi odredenu uvjerljivost nekim od nasih
kasnijih definicija. Stvarno opravdanje ovih definicija, medutim, nalazit ¢e se u njihovim
implikacijama.”

Shannonovim teoremom specificirana su odredena svojstva koja su dovoljna za jed-
nozna¢no odredivanje funkcije (2.1). To su svojstva za koja intuitivno o¢ekujemo da ih
funkcija koju koristimo kao mjeru nesigurnosti reprezentirane raspodjelom vjerojatnosti

mora zadovoljavati. Ta svojstva nismo dodatno argumentirali; Shannon ih je nazvao
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smislenim, razloznim, ali ih, osim njihovog preciznog formuliranja, nije posebno oprav-
dao, vjerojatno jer je smatrao da je neophodnost tih svojstava evidentna. Shannonov
teorem argument je za primjenu funkcije (2.1) u teoriji informacije i u brojnim drugim
podrué¢jima, ali nije dokaz da je naSa definicija mjere nesigurnosti, ili mjere informacije
konzistentna. Ipak, u implikacijama koje proizlaze takvom definicijom, te u brojnim rezul-
tatima primjene u razli¢itim podrué¢jima povezanim teorijom vjerojatnosti, nisu pronadene
nikakve nekonzistentnosti, sto takoder predstavlja vazan argument [25].

Funkcija (2.1) ima dodatna, takoder vazna svojstva koja su detaljno raspravljena u
referencama (4], [27], [28]. Definicija funkcije (2.1) kao mjere nesigurnosti reprezentirane
raspodjelom vjerojatnosti je konzistentna s tim svojstvima koja ocekujemo od mjere ne-
sigurnosti. Naprimjer, funkcija (2.1) ima maksimum kad su sve vjerojatnosti jednake (re-
lacija (2.2)). Funkcija (2.1) kao mjera nesigurnosti tako zadovoljava intuitivno oc¢ekivanje
da je nesigurnost najveca kad su svi dogadaji jednako vjerojatni. Dolje navodimo neka
od ostalih vaznih svojstava fukcije (2.1) u obliku u kojem su dana u Shannonovom radu

[4] (dokazi se mogu pronadi i u drugim prethodno navedenim referencama).

(1) H = 0 ako isamo ako su sve vjerojatnosti p; jednake nuli, osim jedne koja je jednaka

jedinici. Nesigurnost je jednaka nuli kad je jedan od dogadaja siguran.

(2) Za bilo koji dani n, H je maksimalan i jednak je K logn kad je svih n vjerojatnosti

jednako, p; =1/n,i=1,2,....n

(3) Za diskretne varijable x i y, koje mogu proprimiti vrijednosti x =i (i = 1,2,...,m)
iy=7(=12,...,n), vierojatnost zajednickog pojavljivanja z = i i y = j je

p(7,j). Nesigurnost vezana uz pojavu zajednickog dogadaja je

y) ==K Y pli,j)logp(i,j) ,

i=1 j=1

dok su pojedinacne nesigurnosti

Z—KZZPH 10g<z (4, )) ,

i),

:—KZZpZJ 10g<
H(z,y) < H(z) + H(y) (2.21)

1 Mg II

=1 j=1

Tada vrijedi

s jednakos¢u ako i samo ako su dogadaji nezavisni, p(i,j) = p(i)p(j). Nesigurnost

zajednickog dogadaja je manja od ili je jednaka zbroju pojednac¢nih nesigurnosti.
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(4)

Ako se vjerojatnosti p; (1 =1,2,...,n) usrednje u obliku
p; = Z aiiPj
j=1

gdjeje > i aij =37 ja;=11a;;>0zasvei,j=1,2...,n, tada H raste (osim

u posebnom slucaju kada ta transformacija odgovara permutaciji vjerojatnosti p;;
H tada ostaje isti).

Za diskretne varijable z i y, koje mogu proprimiti vrijednosti z =i (i = 1,2,...,m)
iy=7(j=1,2,...,n), uvjetna vjerojatnost za y = j ako je poznato da je x =i je
jednaka

p(i, j)

pil) =<7 -
' > p(i, )
Uvjetna nesigurnost y je prosjek nesigurnosti y uz poznate z, uzet po svim vjero-

jatnostima x,

Hy(y) = =K > pli, ) logpi(j) -

i=1 j=1

Tada vrijedi
H(z,y) = H(x) + Ha(y) ,

Nesigurnost zajednickog dogadaja je jednaka zbroju nesigurnosti prvog i nesigur-

nosti drugog dogadaja kad je prvi poznat.
Iz (3) i (5) slijedi
H(z)+ H(y) = H(z,y) = H(z) + Hz(y) ,
odnosno
H(y) > Ha(y) .

s jednakoséu ako i samo ako su dogadaji nezavisni. Ako je poznat prvi dogadaj,

nesigurnost drugog dogadaja smanji se ili ostane ista.

2.2 Aksiomatski okvir za konstrukciju modela u te-

oriji vjerojatnosti

Prvi korak konstrukcije matematickog modela u teoriji vjerojatnosti je uvodenje nepraz-

nog skupa  (prostor elementarnih dogadaja) i familije A podskupova od  takve da

vrijedi:
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(1) 0eA,
(2) Ac A= A°=Q\Ac A,
3) Aye AneN=,yAn € A.

Tada se A naziva o-algebra na Q. Ureden par (92,.4) poznat je kao izmjeriv prostor.
Elemente od A nazivamo izmjerivim skupovima. Najmanja o-algebra na Q je A = {0, Q},
a najveca je partitivni skup 2% (skup svih podskupova od Q). Iz definicije o-algebre slijedi
tvrdnja da je familija skupova koji su zajednicki za dvije o-algebre na 2 takoder o-algebra
na §2. Dakle, presjek dvije g-algebre na 2 je o-algebra na €). Daljne prosirenje je tvrdnja
da je presjek proizvoljne familije o-algebri (., A; takoder o-algebra. Za bilo koju familiju
podskupova A, C 29 postoji jedinstvena “najmanja”’ o-algebra S O Ay. To je presjek
svih o-algebri na €2 koje sadrze Ag, a naziva se o-algebra generirana sa Aj.

Slijedeci korak je uvodenje vjerojatnosne mjere na izmjerivom prostoru (2, .4). Mjera

(¢ na izmjerivom prostoru (€2, A) je funkcija p : A — R takva da vrijedi:
(1) w(A) >0zasve Ae A, iu(d) =0.
(2) Ako je (Ay)nen niz medusobno disjunktnih skupova A, € A, tada je

u (U An) =) (A -

neN neN

Prostor mjere je trojka (£2,.A, 1) koja se sastoji od izmjerivog prostora (€2,.4) i mjere p.
Svojstvo (2) funkcije pu naziva se o-aditivnost ili prebrojiva aditivnost.

Prostor mjere (2, A, P) takav da vrijedi P(£2) = 1 naziva se vjerojatnosni prostor, a
mjera P naziva se vjerojatnosna mjera ili vjerojatnost na (€2,.4). Vjerojatnost na (£2,.4)
je funkcija P definirana na A koja svakom A € A pridruzuje realan broj P(A) tako da
vrijedi:

(1) 0<P(A)<lzasvaki Aec A.
(2) P(Q)=1.

(3) Ako su A; € A, i € N, medusobno disjunktni skupovi, tada je
ieN ieN

Ako je (€2, A, P) vjerojatnosni prostor i A € A, tada se skup A naziva dogadaj, a broj P(A)
naziva se vjerojatnost dogadaja A. Svi dogadaji A € A imaju vjerojatnosti u intervalu

0 <P(A) <1, P(@) =0. Svojstva vjerojatnosti P formulirana su u okviru teorije mjere
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i uzimaju se za aksiome teorije vjerojatnosti. Ostala svojstva vjerojatnosti su posljedice
tih aksioma.

Vjerojatnosni prostor (£2,.4, P) naziva se potpun vjerojatnosni prostor ako B C A €
A i P(A) = 0 implicira B € A1 P(B) = 0. U slucaju kada je prostor elementarnih
dogadaja €2 konacan ili prebrojiv skup, za familiju dogadaja uzima se najveca o-algebra
A = 2% a vjerojatnosni prostor (2,29 P) se tada naziva diskretni vjerojatnosni prostor.
Na kona¢nom ili prebrojivom prostoru elementarnih dogadaja (2 = {w1,...,w,} ili Q =
{w; : i € N}) vjerojatnosti elementarnih dogadaja w; € € zadane su brojevima P({w;}) =

p; takvim da vrijedi
0<p <L, d pi=1. (2.22)
Tada je za A C ) vjerojatnost P(A) jednaka

PA) = > pi. (2.23)
{i: w,€A}
S obzirom da B C € implicira da je B € 29, diskretni vjerojatnosni prostor (£2,2%, P)
je potpun vjerojatnosni prostor. Potpunost je posljedica izbora najvece o-algebre na €2,
partitivnog skupa 2, kao familije dogadaja.
Mogucée je uvesti konacnu ili prebrojivu familiju {E; : ¢ € I} nepraznih, medusobno

disjunktnih podskupova od 2, takvu da vrijedi

Q=|JE . (2.24)
iel

Tada se familija {E; : i € I} naziva particija od Q ili potpun sustav dogadaja na (.
Tom particijom od () je generirana najmanja o-algebra £ na () koja je sadrzi, ali to ne
implicira da je (€2, £, P) potpun vjerojatnosni prostor. Je li vjerojatnosni prostor (€2, &, P)
potpun ili nije, ovisi o g-algebri £ i o vjerojatnosnoj mjeri P. Ako je prostor elementarnih
dogadaja €2 konacan ili prebrojiv skup, tada se ovaj problem moze vrlo jednostavno rijesiti
uvodenjem najveée o-algebre na €, skupa 2% svih podskupova od €2 kao familije dogadaja

i zadavanjem vjerojatnosti za sve elementarne dogadaje w; € €.
Opcenito, u teoriji mjere, problemi slicne vrste se rjesavaju uvodenjem vanjske mjere

m*. Funkcija m* : 2 — [0, +-00] se naziva vanjska mjera na 2% ako vrijedi:
(1) m*(0)=0.
(2) ACBC Q= m*(A) <m*(B) .

(3) A, CUneN= m" (U,yA4n) <X ,cxm (4,) .
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Umjesto prebrojive aditivnosti funkcije mjere za medusobno disjunktne skupove iz A,
vanjska mjera m* na 2% ima svojstvo prebrojive subaditivnosti (3) za sve podskupove
od 2, disjunktne i nedisjunktne. Podskup B C 2 naziva se m* izmjeriv ako je za svaki
ACQ,

m*(A) =m*(ANB) +m*" (AN B°) . (2.25)

Tada se mogu dokazati slijedece tvrdnje. Familija M,,« svih m* izmjerivih podskupova od
() je o-algebra na (2, vanjska mjera m*|p . je mjera na (Q, My,+), a (Q, My, m*|a,,..)
je prostor mjere [29][Teorem 2].
Neka je (€, A, 1) prostor mjere. Definirajmo funkciju pu* : 2 — [0, +-00]:
p*(B) = inf {Z wA) {Aihen € A, B C | AZ} . (2.26)
ieN ieN

Funkcija p* je vanjska mjera na 2% jer zadovoljava svojstva (1), (2) i (3). To je posljedica
opcenitijeg teorema [29][Teorem 6]. o-algebra A i svi podskupovi B C A € A takvi da
vrijedi pu(A) = 0, generiraju najmanju o-algebru A* koja ih sadrzi. Vanjska mjera p*

odredena iz (2.26) je ekstenzija mjere p na A* sa slijedeéim svojstvima:
(1) pla=p.
(2) u*(B) =0, zasve B C A € A takve da vrijedi u(A) =0 .
(3) p(CUB)=u(C),zasve C € AiBCAe Atakve da je u(A) =0.

S obzirom da je A* C M« ([29][Teorem 6]), tada je prema gore navedenoj tvrdnji vanjska

*

mjera p* mjera i na (€, A4*). Cijeli postupak se naziva upotpunjenje jer je (€, A*, u*| 4+)
potpun prostor mjere. To implicira da je i (2, M -, p* ’Mu*) potpun prostor mjere. Vazan
primjer je Lebesgueova vanjska mjera, koja omogucuje ekstenziju Lebesgueove mjere sa o-
algebre generirane n-dimenzionalnim intervalima na sve ostale Lebesgue izmjerive skupove

u R™ (Lebesgueova o-algebra na R™).

2.3 Nacelo najvecée informacijske entropije

Interpretacija funkcije (2.1) kao iznosa informacije, ili srednjeg iznosa informacije u ko-
munikacijskom sustavu, proizisla je u kontekstu teorije komunikacije. Funkcija (2.1) ima
i drugacije interpretacije, koje su vaznije za druga podrucja. U odjeljku 2.1 iznesene su
interpretacije koje su kompatibilne s opéenitom definicijom funkcije (2.1) kao mjere nesi-
gurnosti reprezentirane raspodjelom vjerojatnosti. Pokazano je da se ta opcenita defini-
cija moze u posebnim kontekstima na razlicite nacine interpretirati kao mjera informacije

koja nam nedostaje za odredivanje dogadaja. Tu je vazno napomenuti da rije¢ “dogadaj”
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oznacava pojam koji ima razli¢ite interpretacije, iako u teoriji vjerojatnosti, kao sto je
prikazano u odjeljku 2.2, taj pojam ima vrlo preciznu matematicku definiciju. Dogadaji
su u teoriji vjerojatnosti podskupovi prostora (skupa) elementarnih dogadaja. Na taj
nac¢in mozemo dogadaje matematicki prikazivati kao skupove elementarnih dogadaja.

Aksiomatski okvir teorije vjerojatnosti ne sadrzi nikakvo dodatno objasnjenje apstrak-
tne matematicke definicije dogadaja, niti objasnjava pojam vjerojatnosti u potpunosti.
U tom formalnom okviru dana je opcéenita definicija vjerojatnosti na konaénim, prebro-
jivim i neprebrojivim prostorima elementarnih dogadaja. Svojstva koja takvu definiciju
vjerojatnosti omogucuju postulirana su u obliku aksioma, ali time nije specificiran odgo-
vor na pitanje kako odrediti, ili na koji nacin konstruirati vjerojatnosti. Jednom kada su
vjerojatnosti zadane u skladu s aksiomima, posljedice tih aksioma omogucéuju izrac¢un vje-
rojatnosti slozenijih dogadaja. S druge strane, odredivanje inicijalnih vjerojatnosti ovisi
o interpretaciji vjerojatnosti u pojedinacnim sluc¢ajevima koji nas zanimaju.

Iz tog razloga je razumljivo da definicija funkcije vjerojatnosti (2.1) kao mjere nesigur-
nosti ne objasnjava u potpunosti znacenje pojma nesigurnost. Preciznije, moglo bi se re¢i
da je razlog u tome Sto interpretacije te definicije ne generiraju kontradikcije, nego ovisno
o kontekstu, upotpunjuju znacenje samog pojma. Neovisnost o kontekstu je argument
za valjanost opcenite definicije. To je vazno i zato Sto je jasno da interpretacija funkcije
vjerojatnosti (2.1) u velikoj mjeri ovisi o interpretaciji samih vjerojatnosti. Osim toga,
mozemo se upitati, koje su posljedice definicije mjere nesigurnosti za teoriju vjerojatnosti.

U odjeljku 2.2 je pokazano da su, pri konstrukciji diskretne raspodjele vjerojatnosti,
uvjeti (2.22) jedini kojih se moramo pridrzavati da bi raspodjela bila u skladu s aksiomima
teorije vjerojatnosti. Naravno, uvjeti (2.22) sami za sebe nisu dovoljni za jedinstveno
odredivanje raspodjele vjerojatnosti. Jaynes [1, 2] je trazedi rjesenje problema konstrukcije
raspodjele vjerojatnosti formulirao nacelo najvece informacijske entropije kao opceniti
kriterij za odabir raspodjele vjerojatnosti kada dostupna informacija nije dovoljna za
njeno jedinstveno odredivanje.’

Nacelo najvece informacijske entropije zasniva se na opcenitoj pretpostavci da vjero-
jatnosti reprezentiraju stupanj znanja o problemu na kojeg se odnose [1, 5, 6, 25]. Ako
prihvatimo ovu pretpostavku, tada je prirodno postaviti pitanje kako konstruirati raspo-
djelu koja ovisi isklju¢ivo o dostupnoj informaciji, jer jedino takva raspodjela reprezentira
stvarni stupanj znanja, odnosno poznavanja danog problema. U idealnom slucaju to ne
podrazumijeva nase subjektivno znanje o problemu; u problemima koji se proucavaju u

fizici pojam znanje podrazumijeva ukupno teorijsko i eksperimentalno znanje o nekom

5Umjesto naziva entropija koji se koristi u teoriji informacije, ovdje se za Shannonovu mjeru nesi-
gurnosti (2.1) dosljedno upotrebljava naziv informacijska entropija, koji se najcesée koristi u relaciji s
fizikom, zbog potrebe razlikovanja s termodinamickom entropijom. Vrlo ¢esto se u literaturi informacijska

entropija naziva jo§ i mjerom informacije koja nedostaje.
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problemu.

Definicija mjere nesigurnosti (2.1), uz spomenutu pretpostavku o vjerojatnostima,
vodi nas do opéenitog rjesenja koje je dao Jaynes [1, 2|. Izbor raspodjele vjerojatnosti
je ogranicen informacijom koja je dostupna. Najces¢e su to podaci u obliku ocekivanih
vrijednosti. Od svih raspodjela koje zadovoljavaju zadana ogranicenja, odabiremo ras-
podjelu vjerojatnosti s najvecom nesigurnos¢u povezanu s informacijom koja nedostaje.
Odabirom te raspodjele vjerojatnosti, uzimamo kao sigurnu jedino informaciju koja je
reprezentirana zadanim ogranic¢enjima. Na taj nacin ne prepostavljamo nikakvu dodatnu
informaciju koja nam u stvarnosti nije dostupna, pa odabrana raspodjela vjerojatnosti
jedina reprezentira stvarni stupanj znanja. U idealnom slucaju to znanje je relevantno za
problem koji nas zanima.

Opisana metoda konstrukcije raspodjele vjerojatnosti primjenom nacela najvece in-
formacijske entropije Cesto se naziva MaxEnt algoritam. Ovdje je prikazujemo na jednos-
tavnom primjeru diskretne raspodjele vjerojatnosti.

Neka je x varijabla koja moze poprimiti n razlicitih vrijednosti {x1,...,z,}, a fi(x)
su funkcije od z, gdje je k = 1,2,...,m < n. Zelimo naé¢i odgovarajuéu raspodjelu

vjerojatnosti {p1,...,pn} za koju je, uz ogranicenja zadana o¢ekivanim vrijednostima
Fo=(fel@) =) pifulw:), k=12 m<n, (2.27)
i=1
i uvjetom
> pi=1, (p; >0, i=1,2,...,n) , (2.28)
i=1
nesigurnost, odnosno informacijska entropija S7,
Sp=— Zpi logpi (2.29)
i=1

maksimalna. Ovdje pozitivnu konstantu K izostavljamo, jer njen iznos ovisi jedino o
izboru jedinice mjere u izrazu (2.1).

Pretpostavimo da je sustav koji je zadan sa m = n — 1 jednadzbi (2.27) i jednadzbom
(2.28) kompatibilan.® Tada zadani sustav jednadzbi (2.27) i (2.28) ima jedinstveno
rjesenje {p1,...,p,} ako i samo ako su sve jednadzbe sustava linearno nezavisne. Tim
rjesenjem odredena je vrijednost informacijske entropije (2.29). Ako je ukupan broj jed-
nadzbi (2.27) takav da vrijedi m < n — 1, tada sustav jednadzbi (2.27) i (2.28) nema

jedinstveno rjesenje. U golemoj veéini slucajeva koji nas u stvarnosti zanimaju, dostupna

6Sustav linearnih jednadzbi se naziva kompatibilan ako ima barem jedno rjesenje. Takav sustav se jos

naziva rjesivim, moguéim, konzistentnim i sl.
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informacija ukupno je daleko manja od dovoljne za jedinstveno odredivanje vjerojatnosti,
tj. gotovo uvijek je m < n — 1. Tada vjerojatnosti {pi,...,p,} odredujemo primjenom
nacela najvece informacijske entropije.

Raspodjelu vjerojatnosti {p1,...,p,} za koju je informacijska entropija (2.29) mak-
simalna uz ogranicenja (2.27), najlakse je naéi primjenom metode Lagrangeovih multi-

plikatora. Da bi nasli maksimum funkcije (2.29) uz uvjete (2.27) i (2.28), formiramo

funkciju
= “pilogpi — (Ao — 1) (sz - 1> - N (szfk(%) - Fk) , (230
i=1 k=1 i=1
gdje su \g — 1, M\, £ = 1,2,...,m, Lagrangeovi multiplikatori, i zatim trazimo obican

maksimum ove funkcije /. Rjesavanjem jednazbi

ol
Op;

=—logpi— Ao — > Mefulw) =0, i=12..n, (2.31)

k=1

dobije se

—exp{ AO—Z)\kfk } i=1,2,....n. (2.32)

Tada iz uvjeta (2.27) i (2.28) mozemo odrediti Lagrangeove multiplikatore Ao, A\, k =
1,2,...,m. Iz jednadzbi (2.28) i (2.32) slijedi

Ao = log {Z exp [— Z )\kfk(:p,)] } : (2.33)

=1

Normalizacijski faktor e raspodjele vjerojatnosti (2.32) jednak je

Z=7ZM,- Am) :Zexp{—Z)\kfk(xi)} . (2.34)

U MaxEnt formalizmu normalizacijski faktor (2.34) se naziva particijska funkcija.
Koristenjem jednadzbi (2.32), (2.33) i (2.34) dobije se da je MaxEnt raspodjela vjero-

jatnosti jednaka

pi:_exp{ Zxkkal}, i=1,2,...,n. (2.35)

1
Ocekivane vrijednosti funkcija (fx(z)) = Fy, k = 1,2,...,m, dane su uvjetima (2.27), ili
ekvivalentno, jednadzbama

dlog Z( A1, .-, A\m)
Ok ’

Fr = (fx(z)) = — k=1,2,...,m. (2.36)

Rjesavanjem jednadzbi (2.36) mogu se odrediti Lagrangeovi multiplikatori Ax, k& =

1,2,...,m, kao funkcije oc¢ekivanih vrijednosti.
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Uvrstavanjem MaxEnt raspodjele vjerojatnosti (2.35) u izraz (2.29) dobije se maksi-
mum informacijske entropije St uz uvjete (2.27) i (2.28),

m

(Sl)max :logZ()‘laaAm)+Z)\k<fk(x)> : (237)

k=1
Jednostavno je pokazati da je (2.37) najveca vrijednost Sy uz uvjete (2.27) i (2.28). Dokaz
koji ovdje dajemo preuzet je iz referenci [5, 13, 25] uz manje modifikacije.
Neka su {p1,...,pn} 1 {q1,...,q,} dvije raspodjele vjerojatnosti koje zadovoljavaju
uvjete (2.27) i (2.28). Za x > 0 vrijedi relacija

logr <x—1, (2.38)

s jednakoséu ako i samo ako je z = 1. Primjenom relacije (2.38) se dobije

& Di = Di
gilog (—) < i (— - 1) =0, 2.39

7

s jednakoséu ako i samo ako je ¢; = p;, za sve i = 1,2, ..., n. Iz (2.39) dalje slijedi
- Z gilogq; < — Z qilogp; . (2.40)
i=1 i=1

Ako se za raspodjelu vjerojatnosti {p1,...,p,} odabere raspodjela (2.35), relacija (2.40)
daje

—Z%log% < ZQZ'
i=1 i=1

Raspodjela vjerojatnosti {q1, . . ., ¢, } zadovoljava iste uvjete (2.27) i (2.28) kao i raspodjela
(2.35). Uzimajuéi to u obzir, koristenjem relacija (2.29), (2.37) i (2.41) dobije se

log Z + ) )\kfk(xi)] . (2.41)

Si(qr, - qn) <log Z + Z Ak(fr(®)) = (S1)max (2.42)

k=1
s jednakoséu ako i samo ako je raspodjela {q1, ..., ¢,} jednaka raspodjeli (2.35).

Dakle, dokazana je tvrdnja da na skupu svih raspodjela koje zadovoljavaju uvjete
(2.27) i (2.28), informacijska entropija S; poprima svoju najveéu vrijednost jedino za
MaxEnt raspodjelu vjerojatnosti (2.35). Time je dokazano da je primjena bilo koje druge
raspodjele u suprotnosti s nacelom najvece informacijske entropije. MaxEnt raspodjela
(2.35) nadena je standarnim postupkom uvjetne maksimizacije, ali dokaz ovih tvrdnji je
dan nezavisnim postupkom.

Posljedica ili korolar ovih tvrdnji je to da su Lagrangeovi multiplikatori Ao, Az, & =
1,2,...,m, jedinstveno odredeni uvjetima (2.27) i (2.28). Dokaz se u skiciranom obliku
moze pronaci u referenci [13, str. 29-30]. Ovdje taj dokaz malo detaljnije prikazujemo;

razlog za to je vazna uloga Lagrangeovih multiplikatora u MaxEnt formalizmu.
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Pretpostavimo da postoje neke druge vrijednosti Ay, Aj, k = 1,2,...,m, za koje su
jednadzbe (2.33) i (2.36) takoder zadovoljene. Tim vrijednostima odgovara raspodjela

vjerojatnosti

1 .
qZ:TeXp{ Z}\kfk JZZ} s 'L:]_,Q,...,n. (243)

koja mora zadovoljavati nejednakost (2.42). Zamjenom mjesta raspodjela (2.35) i (2.43)
u relaciji (2.40), a onda i u relacijama (2.41) i (2.42), dobije se

St(prs- o) S 1og Z(Ny o X)) + SN (fil) (2.44)
k=1

Relacije (2.42) i (2.44) impliciraju da za raspodjele (2.35) i (2.43) vrijedi S;(q1, ..., qn) =
SI(plu o 7pn) - (Sf)max‘

Jednakosti u relacijama (2.42) i (2.44) vrijede ako i samo ako su raspodjele jednake,
¢ = pi, za sve i = 1,2, ..., n. Iz jednakosti raspodjela (2.35) i (2.43) dalje slijedi da

vrijede jednadzbe

D> O = N fula) =D (A = M) fula) il=1,2,...,n. (2.45)

k=1 k=1

Pretpostavimo da je sustav koji se sastoji od m jednadzbi (2.27) i jednadzbe (2.28)
kompatibilan i da su jednadzbe sustava linearno nezavisne. Od koeficijenata uz nepozna-
nice u jednadzbama (2.27) formiramo n x m matricu A sa elementima (A);, = fi(x;). 1z
pocetne pretpostavke o kompatibilnosti i linearnoj nezavisnosti jednadzbi (2.27) i (2.28)
slijedi da je m < n — 1, odnosno m < n. Rang matrice definiran je kao maksimalan broj
linearno nezavisnih stupaca matrice. Maksimalan broj linearno nezavisnih redaka matrice
jednak je rangu matrice. Prethodne tvrdnje impliciraju da je matrica A ranga m. To
dalje implicira da je broj linearno nezavisnih redaka matrice A jednak m.

Odabirom m linearno nezavisnih redaka matrice A formiramo m x m matricu B na
slijede¢i nacin. Elementi matrice B su dani sa (B)i = fu(zi) — fu(Tim+1)), gdje je
funkcijom i(j), 7 = 1,...,m, oznacteno m odabranih linearno nezavisnih redaka matrice
A. Redak matrice A koji sadrzi elemente (A);im+1)k = fe(@igm+1)) MoZe se zapisati kao
linearna kombinacija m prethodno odabranih linearno nezavisnih redaka.

Jednadzbe (2.45) se za i = i(j), j =1,2,...,m, 1l =1i(m+ 1) mogu pomocu matrice

B zapisati u ekvivalentnom obliku

> B)ir(Ae = Ap) =0, j=1,2,....m. (2.46)
k=1

Jednostavno je pokazati da je det B # 0. Tvrdnja da je det B # 0 je ekvivalentna tvrdnji

da su svi redei (i svi stupci) m x m matrice B linearno nezavisni. Ekvivalentno ovim
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tvrdnjama, matri¢ne jednadzbe (2.46) imaju samo trivijalno rjesenje. To dalje implicira
daje N\, = A\, zasve k =1,2,...,m. Jednadzba (2.33) tada daje A\j = Ao.

Time je dokazana tvrdnja da su Lagrangeovi multiplikatori A\, k = 1,2,...,m, jedins-
tveno odredeni uvjetima (2.27) i (2.28). Jednadzbom (2.34) odreden je e* kao funkcija
koja je faktor normalizacije u MaxEnt raspodjeli vjerojatnosti. Vazno je napomenuti da se
u dokazu koristi pretpostavka o kompatibilnosti i linearnoj nezavisnosti jednadzbi sustava
zadanog sa (2.27) i (2.28). Ako su funkcije fx(z) i njihove o¢ekivane vrijednosti Fj, takve
da sustav jednadzbi (2.27) i (2.28) zadovoljava ove pretpostavke, tada za svaki takav skup
m < n—1 funkcija i njihovih ocekivanih vrijednosti {(fi(z), F1), ..., (fm(z), F}n)} postoji
jedna i samo jedna m-torka (Ai,...,\,). Tada je dozvoljeno reéi da su za takav skup
funkcija {fi(x),..., fm(x)} Lagrangeovi multiplikatori Ay, k = 1,2,...,m, jednoznacne
funkcije M\p(F1, ..., F,,) otekivanih vrijednosti F' = (F},..., F,,). Na taj na¢in je defini-

rana jednoznacna funkcija

za sve ' = (Fy,..., F,) iz domene D(\) C R™ odredene pretpostavkom o kompatibil-
nosti.

Naravno, sam problem odredivanja domene D(A) funkcije A kao i njene slike R(A) C
R™ nije time rjesen. Opéenito, za funkciju ¢ : X — Y postoji inverzna funkcija =1 : Y —
X ako i samo ako je ¢ bijekcija. Pretpostavimo da postoji podskup S C D()\) takav da
je restrikcija funkcije A na S, koju ¢emo oznaciti sa A|s : S — R(A), injektivna funkcija.
Ako za kodomenu uzmemo njenu sliku R(A|s) € R(A), tada je funkcija A|s : S — R(A|s)
bijektivna funkcija, pa ekvivalentno tome ima inverznu funkciju A[g' : R(A|s) — S.

Jednadzbom (2.36) je definirana funkcija

¢ije su varijable A = (Aq,...,\y). U idealiziranoj teoriji slijedeéi korak bio bi nalazenje
jednoznacne restrikcije funkcije F' na skup R(A|s), takve da je time definirano preslika-

vanje Frs) : R(Als) = S. S obzirom da pri tome vrijedi
Flrps () = Als (M) (2.49)

za svaki A = (A1, ..., \y) iz skupa R(\|s), funkcija A|g' : R(A|s) = S je time odredena.
Jednakost (2.49) nam dozvoljava da rjesavanjem jednadzbi (2.36) za sve F' = (Fy,..., F,,)
iz skupa S odredimo vrijednosti funkcije A|s(F'). Funkcija A|s : & — R(A|s) je restrikcija
funkcije A na skup S C D()), bijektivna je i ima inverznu funkciju A|g".

Pretpostavimo zatim dodatno da postoji konacéna familija {Si,...,S,} nepraznih,
s - Si = R(A

medusobno disjunktnih podskupova od D()), takvih da su funkcije A S;)
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bijekcije, za svaki i = 1,2,...,n, 1 da je D(A) = J,_; S;. Iz definicije restrikcije funkcije
slijedi da je A|s,(F) = AM(F) za sve F' = (Fy,..., F,) € S;, gdje je S; € {S1,...,8,}. To
implicira da se konac¢nim brojem prethodno opisanih postupaka mogu odrediti vrijednosti
funkcije A na cijeloj njezinoj domeni definicije D(\).

Time je pokazano da su uz uvedene pretpostavke Lagrangeovi multiplikatori A\g, k =
1,2,...,m, jednoznacne funkcije \z(F') ocekivanih vrijednosti F' = (F},..., F,,). Osim
toga, Lagrangeovi multiplikatori su jedini parametri u MaxEnt raspodjeli vjerojatnosti
(2.35). Time je njihova uloga jasno definirana. Maksimizacija informacijske entropije,
uz ogranicenja koja su zadana ocekivanim vrijednostima, algoritam je konstrukcije ras-
podjele vjerojatnosti, takav da se u raspodjelu vjerojatnosti ukljucuje jedino informacija
koja je reprezentirana zadanim ogranicenjima. Informacijska entropija takve raspodjele
vjerojatnosti je nesigurnost koja je povezana sa informacijom koja nedostaje; preciznije,
to je nesigurnost koja preostaje kada se u raspodjelu vjerojatnosti ukljuci jedino informa-
cija reprezentirana zadanim ograni¢enjima, i nikakva druga informacija osim nje. Zato
se moze re¢i da je informacijska entropija MaxEnt raspodjele vjerojatnosti “objektivna”
nesigurnost [25]. Nesigurnost reprezentirana MaxFEnt raspodjelom vjerojatnosti moze se
alternativno interpretirati kao iznos informacije koja nam nedostaje za postizanje sigur-
nosti [13].

Pri tome treba naglasiti da se atribut “objektivna” u gornjoj rec¢enici odnosi jedino na
nesigurnost. MaxEnt raspodjela vjerojatnosti ovisi jedino o informaciji koja je dostupna,
pa s obzirom da ne ovisi o informaciji koja nije dostupna, iz tog razloga ne mozemo joj
dati oznaku objektivnosti. S druge strane, raspodjela vjerojatnosti koja ukljucuje jedino
dostupnu informaciju, a ne ukljucuje pretpostavke povezane s informacijom koja nije
dostupna, jedina je raspodjela vjerojatnosti koja reprezentira stvarni stupanj znanja. Na
taj nacin je MaxEnt raspodjeli vjerojatnosti ipak dan objektivan znacaj, ali se time, kao
sto je prethodno naglaseno, podrazumijeva interpretacija vjerojatnosti kao reprezentacije
stupnja znanja. To svojstvo MaxEnt raspodjele vjerojatnosti je opéenito, i ne ovisi o
tome je li informacija kojom raspolazemo valjana, i je li relevantna za problem koji nas
zanima. Jedina iznimka je slucaj kada je informacija kojom raspolazemo kontradiktorna,
odnosno kada sustav jednadzbi (2.27) i (2.28) nije kompatibilan. Tada, kao $to je i logi¢no
ocekivati, maksimizacija informacijske entropije uz ogranicenja (2.27) i (2.28) nece dati
nikakvo rjesenje za Lagrangeove multiplikatore i raspodjelu vjerojatnosti.

Primjena MaxEnt algoritma slijedi jednostavnom interpretacijom prethodnih tvrdnji.
Pretpostavimo da na osnovi dostupnih podataka koji se sastoje jedino od ocekivanih
vrijednosti (fx(x)) = Fy, k = 1,2,...,m, zelimo predvidjeti ocekivanu vrijednost neke
druge funkcije g(z). Kao $to je istaknuo Jaynes [1], koristenje bilo koje druge raspodjele

vjerojatnosti osim MaxEnt raspodjele (2.35) svodilo bi se na proizvoljne pretpostavke o
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informaciji koju po osnovnoj hipotezi nemamo. Ako se nase predikcije veli¢ine g(z) i
njene ocekivane vrijednosti (g(x)) ipak razlikuju od vrijednosti dobivenih eksperimentom,

razlozi za to mogu biti slijededi:

- podaci dani o¢ekivanim vrijednostima (f(x)) = Fi, 1 < k < m, nisu u potpunosti
valjani. Ta se moguénost moze iskljuciti ako su ocekivane vrijednosti tih veli¢ina

parametri koje kontroliramo (mjerimo) u eksperimentu.

- nasa prethodna informacija o prostoru elementarnih dogadaja €2 nije valjana. U
kontekstu fizike to ima osobitu vaznost, jer prostor elementarnih dogadaja koji se
razlikuje od pretpostavljenog prostora upucuje na postojanje novih zakona koji pret-

hodno nisu bili poznati [1, 2].

- dostupna informacija (podaci + prethodna informacija) nije dovoljna za preciznu
predikciju g(x). To znaéi da relevantna informacija za predikciju te veli¢ine nije (u

cijelosti) dostupna.

Ako se nase predikcije veli¢ine g(x) i njene oc¢ekivane vrijednosti (g(z)) dobro slazu s
vrijednostima iz eksperimenta, na osnovi toga mozemo zakljuciti da je informacija repre-
zentirana ogranicenjima (2.27) dovoljna za precizno predvidanje vrijednosti te velicine.
U suprotnom slucaju, postupak maksimizacije informacijske entropije mozemo ponoviti,
uzimajudi sada uz ogranicenja koja su zadana ocekivanim vrijednostima (2.27) i dodatno
ogranicenje koje je zadano o¢ekivanom vrijednoséu g(z) iz eksperimenta. Na slican naéin,
postupak se moze ponavljati do trenutka kada, u idealnom slucaju, raspolazemo infor-
macijom o velicinama koje su relevantne za predikciju vrijednosti drugih veli¢ina koje
nas zanimaju. U svakom od koraka procedure, rezultirajuca MaxEnt raspodjela vjero-
jatnosti reprezentira stvarni stupanj znanja, a u idealnom slucaju to znanje je relevantno
za predikcije koje nas zanimaju. Ova interpretacija je u skladu s Jaynesovom tvrdnjom
[25, str. 370] da nacelo najvece informacijske entropije predstavlja pravilo induktivnog
zakljucivanja, koje nam kaze koje su predikcije najsnaznije naznacene nasom trenutnom
informacijom.” U slu¢aju kad predikcije nisu u skladu s rezultatima eksperimenta, opi-
sanom procedurom definirana je [13, str. 29] metoda ukljucivanja nove informacije u
raspodjelu vjerojatnosti.

Na kraju ovog odjeljka ukratko izvodimo neke od vaznih relacija koje takoder slijede
iz opéenitog MaxEnt formalizma. Tvrdnje koje su prethodno dokazane u ovom odjeljku,

zajedno s jednadzbama (2.37) 1 (2.47), impliciraju da je maksimum informacijske entropije

"Ovdje se pojam induktivno zaklju¢ivanje ne odnosi na metodu zasnovanu na principu matematicke

indukcije, koja se koristi u deduktivnom matematickom dokazivanju.
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uz ogranicenja (2.27), neka funkcija ocekivanih vrijednosti F' = (Fy,..., F,,),
(SDmax =108 Z(A1, ..., Am) + > MeFe = S(Fy, .., F) - (2.50)

Uz pretpostavku da funkcije A\g(F'), & = 1,2,...,m, imaju neprekidne prve parcijalne
derivacije (ili su barem po dijelovima glatke), koristenjem jednadzbi (2.36) i (2.50) slijedi

dS(Fy,.... Fy)

A pu—
k aFk ’

k=1,2,...,m. (2.51)

Na osnovi jednadzbi (2.36), (2.50) i (2.51) ocigledno je da su funkcija log Z (A1, ..., Am)
i funkcija S(Fi,...,F,) medusobno povezane Legendreovim transformacijama. U
slucajevima kad je takva transformacija moguca, funkcije koje su na taj nacin povezane
sadrze istu informaciju izrazenu pomocu razli¢itih varijabli.

Funkcije log Z(A1, ..., Am) 1 S(F1,. .., F,) su povezane s MaxEnt raspodjelom vje-
rojatnosti (2.35) preko vrijednosti parametara A = (Ay,...,A\p) 1 F = (F1,..., Fy).
Nadalje, ove funkcije na jednostavan nacin daju varijance i kovarijance funkcija fi(x),
k=1,2,...,m. Koristenjem jednadzbi (2.34), (2.35) i (2.36), dobije se

O?log Z( M, ..., Am) Lo, oh
ON O 8)\1 O
= (fi(@) fi(x)) — (fu(2))(fi(2))
— Ay, kl=12...m. (2.52)

Na slican nacin, koristenjem jednadzbe (2.51) se dobije

2S(F,...,Fn) O\ 0N

OF,0F,  QF,  0OF,
= Bkl; k,l:1,2,...,m. (253)

Tada, koristenjem jednadzbi (2.52), (2.53) i pravila za lan¢ano deriviranje, slijedi

0\; OF) ,
5>\z Z@Fk 8)\]; Ak = 0ji Ll=12...,m, (2.54)
i slicno tome,
8F 2% .

Dakle, matrice dane jednadzbama (2.52) i (2.53) su inverzne, A~! = B.
Elementi matrice A su druge derivacije funkcije log Z(\y,..., \,;,) koje predstavljaju
mjeru ocekivane disperzije i medusobne koreliranosti funkcija fi(x), k = 1,2,...,m. Di-

jagonalni elementi matrice A nam daju predodzbu o odstupanju vrijednosti varijabli fi(x)
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od njihovih o¢ekivanih vrijednosti (fi(x)). Koristenjem jednadzbi (2.34), (2.35) i (2.36)
moze se pokazati da kovarijanca neke druge funkcije g(z) s funkcijama fi(z) slijedi izravno
iz jednadzbe

9{g())
Ok

= {g(@) fe(x)) — (g(x)){fel(x)) ,  k=1,2,...,m. (2.56)

2.4 Interpretacija MaxEnt formalizma u statistickoj
fizici

U prethodnom odjeljku je pokazano da su Lagrangeovi multiplikatori, uz uvedene pret-
postavke, jednozna¢ne funkcije oc¢ekivanih vrijednosti kojima su zadana ogranic¢enja na
maksimizaciju informacijske entropije. S obzirom da su to jedini parametri u MaxEnt
raspodjeli vjerojatnosti, mozemo reci da je posredstvom Lagrangeovih multiplikatora pre-
cizirana MaxFEnt raspodjela koja je kompatibilna sa zadanim ograni¢enjima. U kontek-
stu primjene nacela najvece informacijske entropije u statistickoj fizici, interpretacija tih
veli¢ina je od posebne vaznosti. U ovom odjeljku ¢e biti pokazano da fizikalna interpre-
tacija Lagrangeovih multiplikatora slijedi iz osnovne relacije kojom su opisane promjene
ocekivanih vrijednosti.

Napomenimo da ocekivane vrijednosti F' = (Fy,..., F,,) opéenito mogu predstav-
ljati bilo koje fizikalne veli¢ine o kojima imamo informaciju. Zato mozemo, bez potrebe
mijenjanja notacije, nastaviti razmatrati opceniti slucaj iz prethodnog odjeljka, gdje su
F = (F,...,F,) bile o¢ekivane vrijednosti nekih funkcija (fi(x),..., fi(x)). U kon-
tekstu statisticke fizike, moze se uzeti da vrijednosti fi(z;) pridruzene vrijednostima z;
predstavljaju svojstvene vrijednosti neke fizikalne veli¢ine, naprimjer svojstvene vrijed-
nosti energije E;, ili svojstvene vrijednosti neke druge veli¢ine iz skupa kompatibilnih
veli¢ina.

Pretpostavimo sada da ocekivane vrijednosti (fx(z)) mijenjamo malim promjenama

vrijednosti funkcija fi(z;) i vjerojatnosti p;,
0(fr(x)) = pidfrlas) + > fulw)pi,  k=1,2,....m. (2.57)

Iz relacije (2.57) je ocigledno da u opcenitom slucaju promjena ocekivane vrijednosti
d(fe(x)) i ocekivana vrijednost promjene (dfx(x)) = > . pi0 fr(z;) nisu jednake. Razlika

tih dviju veli¢ina ovisi o promjenama dp;,
0(fr(x)) = (Ofu(x)) =D fulz)ops . k=1,2,....m. (2.58)
Promjena informacijske entropije Sy je jednaka
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U prethodnom razmatranju nismo precizirali vijerojatnosti p; i njihove promjene dp;, pa
izrazi (2.57), (2.58) i (2.59) vrijede opéenito. Uvrstavanjem MaxEnt vjerojatnosti (2.35)
za p; u jednadzbi (2.59) i koristenjem jednadzbi (2.58), dobije se

m

08 = Z Z e fi () O

k=1

= > M ful@) = (Ofu(@)) - (2.60)

k=1

Ako se pretpostavi i to da je raspodjela koja je dana sa p; +dp; takoder MaxEnt raspodjela
vjerojatnosti, jednadzba (2.60) tada daje promjenu maksimuma informacijske entropije.

Ako su veli¢ine
0Qu =Y _ fulx:)op; = (fu(x)) — (O f(x)) . k=12....m, (2.61)

jednake nuli za sve k = 1,2,...,m, tada je S = 0. Smisao jednadzbe (2.60) je lakse

razumjeti ako se koristenjem (2.61) napise u obliku
88 =Y " MbQy - (2.62)
k=1

Jednadzba (2.61) sugerira interpretaciju koju je dao Jaynes [1], i posebno Grandy
[13, 16]. Ocekivana vrijednost (d f(z)) promjene 0 fi(x) je generalizirani “rad”. Preostali
dio promjene §(fx(z)) ocekivane vrijednosti ( fx(z)) dolazi od promjene u raspodjeli vjero-
jatnosti {p;} 1 predstavlja generaliziranu “toplinu” 6@y za veli¢inu fi(x). Ako je funkcija
fr(x) takva da je fr(z;) = E; za sve i, tada je Q) toplina u uobic¢ajenom smislu.

Tri vrste promjena u jednadzbi (2.61), kao sto je istaknuo Grandy [13, str. 30], su
medusobno povezane, pa specificiranje bilo koje dvije odreduje tre¢u. Pri tome treba vo-
diti ra¢una o kompatibilnosti sustava jednadzbi (2.61) sa dp; kao nepoznanicama. Grandy
[13, 16] je jednadzbe (2.61) interpretirao kao opéenito pravilo u teoriji vjerojatnosti, ¢iji po-
seban slucaj je prvi zakon termodinamike. Za neki makroskopski sustav, ako je fi(z;) = E;

za sve i, tada je (FE)) = U unutarnja energija, pa odgovarajuca jednadzba (2.61) ima oblik
0Q = 6(E) — (0F) = 6U — oW | (2.63)

gdje je OW = (JF) rad izvrSen na sustavu. Pri tome je [13, 16] toplina 6@ energija
prenesena preko stupnjeva slobode nad kojima nemamo kontrolu, dok je rad 6W energija
prenesena preko stupnjeva slobode koje kontroliramo. U takvoj interpretaciji, svaki od
generaliziranih 0Q) u jednadzbama (2.61) promjena je odgovarajuée ocekivane vrijednosti
d(fr(x)) povezana s promjenom u raspodjeli vjerojatnosti. Ako su {p;}i{p;+dp;} MaxEnt
raspodjele vjerojatnosti, tada jednadzba (2.60), ili ekvivalentna jednadzba (2.62), daju

32



promjenu maksimuma informacijske entropije §5. Jednadzbe (2.61) i (2.62) eksplicitno
pokazuju da promjena maksimuma informacijske entropije dolazi od promjene u raspodjeli
vjerojatnosti koja je povezana sa Q).

Grandy je taj generalizirani ¢lan doveo u vezu s promjenom makroskopskih
ogranicenja, koja je rezultat vanjskih utjecaja na sustav. Polazeéi od tog opazanja Grandy
je razvio opéeniti pristup [13, 16, 17, 18], koji uz poopéenje Liouville-von Neumannove
jednadzbe za matricu gustoée kroz primjenu MaxEnt formalizma vodi do izvoda ma-
kroskopskih jednadzbi gibanja. Pristup koji razvijamo u ovom radu zasniva se, kao i
Grandyjev opceniti model vremenski ovisnih vjerojatnosti, na maksimizaciji informacij-
ske entropije uz makroskopska ogranic¢enja. Iz tog razloga su interpretacije tih modela
kompatibilne.

8 energije nekog makroskopskog sustava, za

Razmotrimo sada kvazistati¢nu promjenu
kojeg specificiramo jedino da je zatvoren sustav (sustav koji s okolinom moze izmjenjivati
energiju u obliku rada ili topline, ali ne i ¢estice). Iz jednadzbi (2.62) i (2.63) slijedi da je
tada

5S = \6Q , (2.64)

SU — 6W = 6Q = %55 . (2.65)

U termodinamici je jednadzbom istog oblika kao (2.65) dan prvi zakon termodinamike.
Ako prvi zakon napiSemo u obliku u kojem se eksplicitno pojavljuje termodinamicka
entropija S,

dU — oW =6Q =TdS, , (2.66)

Lagrangeov multiplikator A u analognoj jednadzbi (2.65) mozemo identificirati kao

1

A= — .
KT

(2.67)

Promjena maksimuma informacijske entropije 65 dana relacijom (2.64) je tada povezana

s potpunim diferencijalom termodinamicke entropije dS, relacijom

)
kds = ds, = 22 (2.68)
T
gdje je T temperatura, a 1/7T integrativni faktor topline §@Q). Izbor jedinice za temperaturu
(Kelvin), odnosno za entropiju (Joule Kelvin™!), reflektira se u pojavi Boltzmannove

konstante k u prethodnim izrazima.

8Proces se naziva kvazistatiénim ako su promjene od kojih se sastoji “dovoljno spore” da se proces
moze opisati kao ureden slijed stanja makroskopskog sustava koja su “proizvoljno blizu” ravnoteznim

stanjima [30].
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Potvrdu da je identifikacija dana jednadzbom (2.67) ispravna mozemo dobiti

1

uvrstavanjem vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora A = (k7")~! u MaxEnt raspodjelu

vjerojatnosti koja odgovara slucaju koji ovdje razmatramo. Na taj nacin se dobije

] E: (2.69)
pi=exp| = ) :

sto je Gibbsova kanonska raspodjela, kojom je u statistickoj fizici opisan zatvoren sustav
poznate temperature u ravnotezi s okolinom. Normalizacijski faktor kanonske raspodjele,

particijska funkcija Z, jednaka je

Z = Zi:exp (=\E;) = Zi:exp <—5—T) . (2.70)

Po analogiji s jednadzbom (2.36), ocekivana vrijednost energije sustava (E) jednaka je

derivaciji particijske funkcije (2.70),

dlog Z
oN

Promjena raspodjele vjerojatnosti (2.69) pri razmatranoj kvazistati¢noj promjeni energije

U=(E)=— (2.71)

je jednaka

Spi = aplaﬁzapl

= ((E)— i)pié)\ + A(0E) —0E;)p; . (2.72)

Koristenjem (2.72) dobije se da je kvazistaticna promjena ocekivane vrijednosti energije
(E) jednaka

IE) = ZEiapﬁZpiaEi
ZEap15A+ZZE apzéE +ZpZ5E

= (<E>2—< >)5A+/\(< ><5E>—<E5E>) (OE) (2.73)

Relacija (2.73) nije u suprotnosti s tvrdnjom koja je dokazana u odjeljku 2.3, da su Lagran-
geovi multiplikatori \g(F'), k& = 1,2,...,m, jednoznacne funkcije o¢ekivanih vrijednosti
F = (Fy,...,F,). Vazno je istaknuti da je ta tvrdnja dokazana uz pretpostavku da su
vrijednosti funkcija fi(z;) fiksne za sve i, k, ili eksplicitnije kazano, da se vrijednosti funk-
cija fx(z;) ne mijenjaju pri promjeni ocekivanih vrijednosti F' = (Fi,..., F,,). U slucéaju
koji je ovdje razmatran ta prepostavka nije zadovoljena.

Razmotrimo sada poseban slucaj kad je ta pretpostavka zadovoljena, tj. kada su sve

svojstvene energije F; fiksne. Tada se iz opéenite relacije (2.73) uz koristenje (2.52) dobije

U = 6(E)=) Eibp = ZEap’ ((E)? — (E*)0A
d*log Z dU
—— o\ = ﬁd)\ (2.74)
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pa je ocito da u ovom slucaju prethodna tvrdnja vrijedi. Ocigledno je takoder da identi-
fikacija (2.67) odreduje Langrangeov multiplikator A kao funkciju koja, osim o o¢ekivanoj
vrijednosti energije (E) = U, ovisi i o drugim parametrima. Promjena tih parametara
dovodi do promjena dF; svojstvenih energija E;. Medu tim parametrima mogu biti me-

hanicki parametri poput volumena sustava V', ili /i neki drugi parametri poput magnetskog

polja H, i sl.
Informacijska entropija Gibbsove kanonske raspodjele (2.69) je jednaka
U
S=logZ+ \NE) =logZ + T (2.75)

Promjena informacijske entropije pri promjeni Gibbsove kanonske raspodjele (2.69) u
op¢enitom kvazistaticnom slucaju jednaka je
dlog Z

ds = D 5Ei+/\5<E>:—/\Zi:pi5Ei+>\5(E)
= AO(E) — (6E))
= A0Q
_ %Q
- =, (2.76)

gdje posljednja dva reda slijede koristenjem (2.63) i (2.67). Zbog jednostavnosti su u
prvom redu izvoda jednadzbe (2.76) napisani samo oni ¢lanovi koji se ne pokrate u nulu.
Jednadzba (2.76) potvrduje ispravnost oznac¢avanja promjene informacijske entropije Gib-
bsove raspodjele kao potpunog diferencijala dS u jednadzbi (2.68).

Lagrangeov multiplikator A, odnosno inverzna temperatura k7', jednak je parcijal-
noj derivaciji informacijske entropije Gibbsove raspodjele (2.75) po ocekivanoj vrijed-
nosti energije, pri ¢emu su svi drugi parametri konstantni. To je jednostavno pokazati
koristenjem (2.71) i (2.75),

oS _ OlogZ 0\

dlog Z OX O\
= —ox v Tau?Y
o\ oA
= Uz + 55U+
1
= A=1m, (2.77)

gdje {a} oznacava da su svi parametri iz skupa {«} konstantni pri deriviranju, §to se
podrazumijeva i u svim ostalim parcijalnim derivacijama u jednadzbi. O vrijednostima
parametara iz skupa {«a} ovise vrijednosti svojstvenih energija E;.

U statistickoj fizici je standardna interpretacija kanonske raspodjele (2.69) kao ras-
podjele koja opisuje sustav poznate temperature, zadane temperaturom okoline (toplin-

ski rezervoar) s kojom je promatrani sustav u ravnotezi. Ukupan sustav se sastoji od
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promatranog sustava i okoline koji po pretpostavci interagiraju slabo, a opisan je mi-
krokanonskom raspodjelom. U ovom odjeljku je primjenom Jaynesovog pristupa [1, 5]
pokazano da MaxEnt raspodjela vjerojatnosti za slucaj kada je poznata jedino oc¢ekivana
vrijednost energije sustava (F) = U odgovara Gibbsovoj kanonskoj raspodjeli. Polazna
tocka u izvodu je tvrdnja, koja je argumentirana u odjeljku 2.3, da MaxEnt raspodjela
vjerojatnosti ukljuc¢uje jedino dostupnu informaciju o sustavu bez ikakvih dodatnih pret-
postavki. Identifikacija Lagrangeovog multiplikatora A kao inverzne temperature (2.67),
slijedi kroz razmatranje kvazistaticke promjene stanja sustava, uz koristenje jednadzbe
(2.65) kao prvog zakona termodinamike. Razmatranjem otvorenog sustava (sustava koji
moze izmjenjivati energiju i Cestice s okolinom) na analogan nacin se pokaze da MaxEnt
raspodjela vjerojatnosti za slucaj kada su uz ocekivanu vrijednost energije jedino poznate

ocekivane vrijednosti broja ¢estica, odgovara Gibbsovoj velekanonskoj raspodjeli [1, 13].
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Poglavlje 3

REPREZENTACIJA VREMENSKE
EVOLUCIJE HAMILTONOVIH
SUSTAVA

3.1 Hamiltonova dinamika i putanje u faznom pros-

toru

Dinamicko stanje Hamiltonovog sustava sa s stupnjeva slobode opisano je koordinatama
q1,Q2,---,qs 1 impulsima py, pa,...,ps. U bilo kojem trenutku vremena t stanje sustava
je reprezentirano tockom u 2s-dimenzionalnom prostoru I' koji se naziva fazni prostor
sustava. Notaciju (¢, p) uvodimo za skup 2s koordinata i impulsa. Vremenska ovisnost 2s

dinamickih varijabli (¢, p) odredena je Hamiltonovim jednadzbama
. OH . OH
qz - apla pl - aql )

gdje je H = H(q,p) Hamiltonova funkcija sustava. Za dane vrijednosti (go,po) u ne-

i=1,2,...,s, (3.1)

kom trenutku t¢, rjeSenje Hamiltonovih jednadzbi (3.1) jedinstveno odreduje vrijednosti

dinamickih varijabli (¢, p) u bilo kojem drugom trenutku t,

4 = a:(t; o: Po), pi = pi(ti g0, Po), i=12...s (3.2)
Bilo koja tocka (q,p) u faznom prostoru I' opisuje krivulju nazvanu putanjom u faznom
prostoru, koja je jedinstveno odredena rjesenjem jednadzbi (3.1). U bilo kojem trenutku ¢,
kroz bilo koju tocku u I' prolazi samo jedna putanja, i to je oznaceno indeksom u (g, p).,
gdje je w € Q). Skup Q(I") je skup svih putanja u I'. Brzina tocke (g,p) u faznom
prostoru I' u trenutku ¢ je

o (S L) (B e

=1 1= =1
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Vektor brzine v((q,p).,t) je tangencijalan u tocki (¢,p), € I' na putanju w koja prolazi
kroz tu tocku u trenutku t. Za sustave koje ovdje razmatramo Hamiltonova funkcija
H(q,p) ne ovisi o vremenu, pa je polje brzine v(q, p,t) svih tocaka u faznom prostoru T’
stacionarno, tj. v(q,p,t) = v(q,p).

Neka je My bilo koji izmjeriv (u Lebesgueovom smislu) skup tocaka u faznom prostoru
I'. Pri Hamiltonovom gibanju skup M transformira se u skup M; u vremenskom intervalu
t. Liouvilleov teorem tvrdi da mjera skupa M; za bilo koji ¢ koincidira s mjerom skupa

My [31, str. 15-16]. Ovaj teorem dokazuje da je mjera u faznom prostoru T,

u(My) = / dqy ...dg,dp; ...dps = / dr, (3.4)
Mt Mt

invarijantna pri Hamiltonovom gibanju. U notaciji koristenoj u jednadzbi (3.4), element
volumena dgq; . . . dgsdp; . . . dps faznog prostora I' oznacen je s dI'. Neposredan korolar [31,
str. 18-19] Liouvilleovog teorema je da, ako je My Lebesgue izmjeriv skup tocaka faznog

prostora I', kona¢ne mjere, i f(q,p) funkcija Lebesgue integrabilna na I'; tada je

f(q,p)dl’ = y f(a(t; g0, po), p(t; qo, po))dL. (3.5)

My

Jednadzba (3.5) se dobije zamjenom varijabli u integralu i uvodenjem novih varijabli
(qo, po), povezanih s varijablama (gq,p) transformacijom prostora I' u sebe pri Hamilto-
novom gibanju, koja je dana jednadzbama (3.2). Ako je, posebice, skup M invarijantan
na Hamiltonovo gibanje, tada je koristenjem ovog korolara lako pokazati kako se integral
funkcije f(q,p) na invarijantnom skupu M moze transformirati u integraciju na skupu
Q(M) svih putanja u M. Ova procedura ¢e sada biti razvijena u ostatku ovog odjeljka.
Ona se koristi u definiciji raspodjela vjerojatnosti u odjeljku 3.2.

U bilo kojem trenutku ¢ kroz bilo koju tocku (g, p), € I' prolazi samo jedna putanja
w € Q(T'). Putanja w prolazi takoder kroz tocku (qo, po)., € I' danu inverzijom jednadzbi
(3.2). Infinitezimalni element volumena dI'y oko tocke (qo,po). moze se zapisati kao
dl'y = dsp,dSp,. Ovdje je dsg, infinitezimalna udaljenost duz putanje w. Infinitezimalni
element dSp,, plohe Sy(M) presijeca putanju w okomito u tocki (qo,po)w. (Hiper)ploha
So(M) je okomita na sve putanje u skupu (M) putanja u M.

Invarijantnost mjere dI' na Hamiltonovo gibanje i ¢injenica da je polje brzine v (g, p)
u I' stacionarno jer Hamiltonova funkcija H(q,p) ne ovisi o vremenu, vode do slijedece
posljedice. Za bilo koju putanju u faznom prostoru w € Q(I'), produkt brzine v((q,p).)
i infinitezimalnog elementa plohe dS,, koji presijeca putanju w okomito u tocki (¢, p).,

konstantan je pri Hamiltonovom gibanju duz cijele duljine putanje w, tj.

v((¢,p)w)dS, = konst. (3.6)
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Za bilo koje dvije tocke (qo, Po)w 1 (¢a, Pa)w na istoj putanji w, slijedeca relacija se dobije
iz (3.6):
U((Q07p0)w)d50w - U((Qmpa)w)dsaw‘ (37)

Infinitezimalni element dS,,, plohe S,(M) presijeca putanju w okomito u tocki (qq, pa)w-
Poput plohe Sy(M), ploha S,(M) je takoder okomita na sve putanje u Q(M). Infini-
tezimalni elementi dSp, i dS,, dviju ploha Sy(M) i S,(M) povezani su putanjom w i
susjednim putanjama odredenim rjesenjima Hamiltonovih jednadzbi. Integral na plohi

Sa(M) transformira se koristenjem relacije (3.7) u integraciju na plohi Sy(M),

/ dS, = / Ao, o)) 4g, (3.8)
So (M) So (M) V((Gas Pa)w)
Funkcijska zavisnost izmedu tocaka (qo, po)w 1 (¢a, Pa)w Da putanji w nije eksplicitno zapi-
sana u integralu (3.8); implicitno se podrazumijeva da je ova funkcijska zavisnost odredena
iz rjeSenja Hamiltonovih jednadzbi.

Slijede¢u notaciju uvodimo koristenjem jednadzbi (3.2), s fiksnim vremenima ¢ and ¢,
u funkeiji f(q,p):

fa(t; 90, p0), p(t; 905 P0)) = 9(0, Do, to)- (3.9)

Jednadzba (3.9) se potom supstituira (s fiksnim ¢ i ¢ i indeksima u (go, po) zamijenjenim s
indeksima (q,, p,)) u integral (3.5), uzet na skupu M koji je invarijantan na Hamiltonovo

gibanje. To vodi do slijede¢e jednakosti:

[ Handr = [ glanpasto)dr (3.10)
M M
Integral (3.10) se onda transformira koristenjem relacije (3.7) i dI'y = dsqudSay:
as Pa,t
/ g(QaapaatO)dSawdSaw = / dSOwU((q07p0)w> / Mdsaw- (311)
M So (M) w V(GasPa)
Funkcija
as Pa,t
F((q0,p0)w, o) = U((Qmpo)w)/w—gg}q(q:pa)o) dSauw; (3.12)

je definirana na plohi Sy(M) i naziva se funkcija putanja ili raspodjela putanja. Integral
u relaciji (3.12) koja definira funkciju putanja F'((qo, po)w, to) je duz cijele duljine putanje
w koja je okomito presjecena plohom So(M) u tocki (qo,po),- Infinitezimalni element
putanje w koja prolazi kroz to¢ku (qu,Pa)w j€ dSaw, a vrijeme ty u integralu (3.12) je
fiksno.

Ako je funkcija f(q, p) u integralu (3.10) funkcija gustoce vjerojatnosti u faznom pros-
toru, jednaka nuli svuda izvan invarijantnog skupa M, jednostavno se moze dokazati da
funkcija putanja F'((qo, po)w, to) definirana jednadzbom (3.12) zadovoljava uvjete nenega-

tivnosti i normiranosti koji se zahtijevaju od raspodjela vjerojatnosti. Nenegativnost i
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normiranost funkcije F'((qo, po)w,to) koja tada predstavlja raspodjelu vjerojatnosti puta-
nja, slijede iz svojstava nenegativnosti i normiranosti s njom povezane funkcije gustoce
vjerojatnosti f(q,p) u faznom prostoru. Zbog jednostavnosti ée se za funkcije gustoce
vjerojatnosti u ostatku teksta koristiti takoder i naziv raspodjele vjerojatnosti. Uz pomo¢
jednadzbi (3.10) i (3.11) i definicije F'((qo,po)w,to) u jednadzbi (3.12), dobije se onda

svojstvo normiranosti
[ rapdr= [ Pl t)ds =1 (31
M So (M)

Nenegativnost F'((qo, po)w,to) se ustanovi za sve (qo, Po)w € So(M) na slican nacin. In-
tegral na bilo kojem invarijantnom i izmjerivom podskupu skupa M se transformira, na
gore opisan nacin, u integral na odgovaraju¢em izmjerivom podskupu na plohi So(M).
Takoder je jasno da se mjera definirana na plohi So(M) moze iskoristiti kao mjera na
skupu Q(M) svih putanja u nekom invarijantnom skupu M. Korespondencija izmedu

tocaka (qo,po)w € So(M) i putanja w € Q(M) je jedan na jedan.

3.2 Vjerojatnost mikrostanja i vjerojatnost putanja

Sada je moguée povezati vjerojatnost mikrostanja i vjerojatnost putanja u faznom pros-
toru sustava. Neka je f(q,p,t) funkcija gustoce vjerojatnosti mikrostanja u I'. Sve tocke
u faznom prostoru I' gibaju se prema Hamiltonovim jednadzbama (3.1) i f(q,p,t) zado-

voljava Liouvilleovu jednadzbu

of
ot ~dt

~ (Of 0H Of0H\ _ df
<3Ch Op; Op; 3%) =0 (3.14)

i=1
Buduéi da je df /dt totalna odnosno “hidrodinamska” derivacija, jednadzba (3.14) izrazava
¢injenicu da je brzina vremenske promjene f(q, p,t) nula duz bilo koje putanje u faznom
prostoru jedinstveno odredene rjesenjem Hamiltonovih jednadzbi. U notaciji koja se ovdje

koristi, ova ¢injenica je zapisana na slijedec¢i nacin,

f((¢:p)w:t) = f((g0:P0)w, to), (3.15)

gdje su tocke na putanji w € Q(I") povezane jednadzbama (3.2).

Uz definiciju raspodjele vjerojatnosti putanja F'((qo, po)w,to) preko funkcije gustoce
vjerojatnosti mikrostanja f(q,p,t), moguée je dati jos jednu ekvivalentnu defini-
ciju F((qgo,po)w,t0). Da bi to postigli, uvodimo funkciju gustoée vjerojatnosti
F(q,p,t; 90, Po, to) na 4s-dimenzionalnom Euklidskom prostoru I' x I'. Ova funkcija ima

slijede¢a posebna svojstva. Integracijom funkcije F(q, p,t; qo, po, to) na faznom prostoru
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', s (¢, p) kao varijablama integracije, dobije se funkcija gustoce vjerojatnosti mikrostanja

f(qo, po, to) u trenutku ¢,

/f(q,p,t; 40, Po, to)dl' = f(qo, po, to)- (3.16)
I

Funkcija gustoée vjerojatnosti mikrostanja f(q,p,t) u trenutku ¢ dobije se na analogan
nacin,
/f(q,p,t; q0: Pos to)dlo = f(q,p,1). (3.17)
r
Jednostavno se moze pokazati, koristenjem relacije (3.15), da su jednadzbe (3.16) i (3.17)
zadovoljene ako funkcija F(q, p, t; qo, po, to) ima slijedeci oblik:

F(q,p,t; 90, Po, to) = f(q,p,t H5 i(t:90,20))3(pi — pi(t; G0, o)) (3.18)

gdje su ¢;(t; qo, po) 1 pi(t; qo, po) dane jednadzbama (3.2), a d-e su Diracove delta funkcije.
U prostoru I' x I', funkcija F(q, p, t; qo, po, to) dana jednadzbom (3.18) predstavlja gustoéu
vjerojatnosti da je tocka koja korespondira stanju sustava u elementu dI'y oko tocke (qo, po)
u trenutku ¢o i u elementu dI" oko tocke (¢, p) u trenutku ¢.

Kao $to je objasnjeno u jednadzbi (3.17), funkcija gustoée vjerojatnosti f(q,p,t) je
dana integralom funkcije F(q, p,t; qo, po,to) po I'; s (qo, po) kao varijablama integracije.
Pretpostavimo sada da je skup M svih tocaka u I' koje predstavljaju moguca mikrostanja
sustava invarijantan na Hamiltonovo gibanje. Primjenom slicne procedure i notacije koja

je ve¢ bila uvedena u relacijama (3.10) i (3.11), integral (3.17) se sada moze zapisati kao

‘F 7t as a’t
fla,p,t) = / dS0wv((90: Do) / (4.7 1 6, O)dsw. (3.19)
So(M) V(Ga; Pa)
Zajedno s jednadzbom (3.19) uvodi se takoder i funkcija
F (g, p,t Ga; Pas t
G(g¢,p,t; (90, Po)w, to) = v((q0, Po)w / (g0, p2) O)dsaw. (3.20)

Integral u definiciji funkcije G(q, p,t; (g0, Po)w, to) u jednadzbi (3.20) je duz cijele duljine
putanje w koja je okomito presjecena plohom Sy(M) u tocki (qo, po).. Koristenjem jed-

nadzbe (3.20), relacija (3.19) se potom moze zapisati kao

f((Lpa t) = / G(q7pa ta (q07p0)w7 tO)dSO (321)
So(M)
Jasno je da izraz

G(vaa ta (q07p0)w7 tO)dSOdF = P(q7p7 tn (q07p0)w7 tO)v (322)

predstavlja vjerojatnost da je tocka koja korespondira stanju sustava u trenutku ¢y bilo
gdje duz putanja koje prolaze kroz infinitezimalni element dSy oko (go, po) na plohi So(M),

i da je u nekom razli¢itom trenutku ¢ u elementu volumena dI" oko (g, p).
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Jos jedna definicija raspodjele vjerojatnosti putanja F((qo,po)w,to), uz jednadzbu

(3.12), sada je moguca na ovaj nac¢in. Ona je dana integralom

F((q0,p0)w,to) = /F G(q, p, t; (g0, Po)w, to)dT . (3.23)

Tada, u skladu s teorijom vjerojatnosti, kvocijent

G(Q7 D, ta (q07 pO)un tO)dSOdF
F((qo, Po)w; to)dSo

predstavlja uvjetnu vjerojatnost da je u trenutku ¢ tocka koja korespondira stanju sustava

P(Q7pat|(q07p0)wat0)a (324)

u elementu dI" oko (¢, p), ako je u trenutku ¢, bilo gdje duz putanja koje prolaze kroz
infinitezimalni element dSy oko (qo, po) na plohi So(M). Relacija (3.23) tada dokazuje da

integral izraza (3.24) po I' zadovoljava uvjet normiranosti, tj.,

/ G(q,p,t; (40, Po)w, to)dSo
r F((q0,P0)w, to)dSo

Zbog pripreme potrebnih pojmova teorije vjerojatnosti, uvjetna raspodjela vjerojatnosti

dr = 1. (3.25)

D(q, p,t|(qo,po)w, to) koja odgovara uvjetnoj vjerojatnosti (3.24), definira se relacijom

G(QJ b, tv (qo; pO)uM tO)
F((q0,P0)w; o)

D(q>p7t’(q07p0)wat0) = (326)

Relacija (3.24), poput relacije (3.22), predstavlja vjerojatnost, a ona je sacuvana u
faznom prostoru I'. Totalna vremenska derivacija (tj., brzina vremenske promjene uzduz
linija Hamiltonovog toka) ove vjerojatnosti je jednaka nuli. U relaciji (3.24) za uvjetnu
vjerojatnost, raspodjela vjerojatnosti putanja F((qo, po)w,to) 1 element plohe dSy su neo-
visni o varijablama ¢ i (¢, p). Takoder, mjera dI' je invarijantna na Hamiltonovo gibanje.
Dakle, slijedi da je totalna vremenska derivacija uvjetne vjerojatnosti (3.24) jednaka nuli

ako 1 samo ako

aG oG Z(@G@H aG(‘?H):O' (3.27)

— =4 —
To je jednostavna demonstracija da raspodjela vjerojatnosti G(q,p,t; (qo, Po)w, to) zado-
voljava jednadzbu analognu Liouvilleovoj jednadzbi (3.14) za raspodjelu vjerojatnosti

mikrostanja f(q,p,t).
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Poglavlje 4

MODEL VREMENSKE
EVOLUCIJE ZATVORENIH
HAMILTONOVIH SUSTAVA

4.1 Informacijske entropije i MaxEnt algoritam

U Shannonovoj teoriji informacije [4] veli¢ini oblika H = —) . p;logp; dana je cen-
tralna uloga mjere informacije, izbora i nesigurnosti za razli¢ite raspodjele vjerojatnosti
p;- Na analogan nacin Shannon je definirao entropiju neprekidne raspodjele i entropiju
N-dimenzionalne neprekidne raspodjele. S druge strane, Jaynes [5] je pokazao da veli¢ini
— > pilogp; za diskretnu raspodjelu vjerojatnosti p; koja tezi u limesu beskonacnog
broja tocaka u neprekidnu raspodjelu w(x) (na na¢in da se gustoca toc¢aka, podijeljena s
ukupnim brojem tocaka, priblizava odredenoj funkciji m(x)) odgovara velicina:

Sp=— /w(m) log {w(x)} dz. (4.1)

m(z)

Shannon je pretpostavio da je ta veli¢ina oblika — [w(x)log[w(z)]dx, ali je takoder is-
taknuo i vaznu razliku izmedu svojih definicija diskretnih i neprekidnih entropija. Ako
promijenimo koordinate, entropija neprekidne raspodjele ¢e se promijeniti na nacin koji
je Shannon uzeo u obzir [4]. Invarijantnost entropije neprekidne raspodjele na zamjenu
nezavisne varijable postize se modifikacijom koja slijedi iz matematicke dedukcije koju je
proveo Jaynes [5]. Opisani grani¢ni postupak uz definiciju funkcije mjere m(z) rezultira
invarijantnom mjerom informacije (4.1). Ako se pretpostavi da je funkcija mjere jednolika
m(z) = konst, tada se invarijantna mjera informacije (4.1) razlikuje se od Shannonove
definicije entropije neprekidne raspodjele [4] za irelevantnu aditivnu konstantu.

Shannon [4] je takoder definirao zajednicku entropiju i uvjetnu entropiju zajednicke

raspodjele dvije neprekidne varijable (koje mogu same biti visedimenzionalne). U prethod-
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nom odjeljku je bila uvedena zajednicka raspodjela G(q,p,t; (o, Po)w, to) dvije neprekidne
visedimenzionalne varijable (q,p) € I' i (qo, po)w € So(M). 1z detaljnog objasnjenja izraza
(3.22) slijedi da G(q, p, t; (qo, Po)w, to)dSodl" predstavlja vierojatnost zajednickog pojavlji-
vanja dva dogadaja: prvi se dogada u trenutku ¢y na skupu Q(M) svih moguéih putanja
u faznom prostoru, a drugi se dogada u trenutku ¢ na skupu M svih mogucih tocaka u
faznom prostoru, skupu koji je invarijantan na Hamiltonovo gibanje. U skladu s Shanno-
novom definicijom [4], zajednicka informacijska entropija raspodjele G(q, p,t; (qo, Po)w, to)

je dana s

St ty) = /S . / Glog G dT'dS,. (4.2)

Notacija S¥(t,ty) oznacava da je rije¢ o funkciji varijabli ¢ i ¢y, kroz raspodjelu G =
G(q,p,t; (g0, Po)w, to). Slijedeéi Shannonovu definiciju [4], uvjetna informacijska entropija
zajednicke raspodjele G(q,p, t; (qo, Po)w, to) je dana s

SPE(t,to) = / / Glog{ } dl'dSy, (4.3)
So (M)

gdje je F' = F((qo,po0)w,to) raspodjela vjerojatnosti putanja. Koristenjem definicije
D(q,p,t|(qo,P0)w,to) dane jednadzbom (3.26), neposredno se dobije ekvivalentan oblik

uvjetne informacijske entropije (4.3):
SPE(t,t) = — / / DFlog D dT'dS,. (4.4)

Iz izraza (4.4) jasno je da je uvjetna informacijska entropija SIDF (t,to) prosjek entropije
uvjetne vjerojatnosti D(q, p, t|(qo, Po)w, to), uzet preko svih moguéih putanja w € Q(M) u
skladu s tezinom danom raspodjelom vjerojatnosti putanja F'((qo, po)w, to)-

Relacija izmedu informacijskih entropija S%(t,t9) i SPF(t,ty), uvedenih u jed-
nadzbama (4.2) i (4.3), upotpunjena je uvodenjem informacijske entropije raspodjele

F((qo,po)w, to), ili alternativno, informacijske entropije putanja:
SP(t) = — / Flog F dS,. (4.5)
So(M)

Relacija izmedu S (, o), SPF(t,t0) i SF(to) dobije se jednostavno, koristenjem jednadzbe

(3.26) u (4.2), i primjenom svojstava raspodjela vjerojatnosti. Na taj nacin se dobije

Relacija (4.6), u skladu s analognom relacijom u Shannonovoj teoriji [4], tvrdi da je nesi-
gurnost (entropija) zajednickog dogadaja jednaka zbroju nesigurnosti prvog i nesigurnosti
drugog dogadaja kad je prvi poznat.

Vazno je dati neke dodatne komentare uz jednadzbu (4.6). Opcenito, nesigurnost

zajednickog dogadaja je manja od ili je jednaka zbroju nesigurnosti dva pojedinacna
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dogadaja, s jednakoséu ako (i samo ako) su dva dogadaja nezavisna [4]. Raspodjela
vjerojatnosti zajednickog dogadaja je ovdje dana s G(q,p,t; (qo, Po)w,to). Informacijska
entropija ili nesigurnost jednog od njih (u ovom slucaju nazvanim drugi dogadaj zbog

njegove pojave u kasnijem trenutku) je jednaka
Sit) = — / flog f dT. (4.7)
r

Veli¢ina S (t) je informacijska entropija raspodjele vjerojatnosti mikrostanja f(q,p,t),
ili krace, informacijska entropija. Nesigurnost prvog dogadaja dana je informacijskom
entropijom putanja St (¢y) definiranom u jednadzbi (4.5). Prethodno spomenuto svojstvo

informacijskih entropija ovdje je dano za SE(t,t), SI(t) i SE(ty) slijede¢om relacijom:

s jednakoséu ako (i samo ako) su dva dogadaja nezavisna. Osim toga, iz (4.6) i (4.8) se

dobija vazna relacija izmedu S (t) i SPF (¢, to):
S{(t) > SPF(t,t0), (4.9)

s jednakoséu ako (i samo ako) su dva dogadaja nezavisna.

U smislu vjerojatnosti, dogadaji u trenutku ¢y u skupu Q(M) svih moguéih putanja u
faznom prostoru i u bilo kojem trenutku ¢ u skupu M C I' svih moguéih tocaka u faznom
prostoru, nisu nezavisni. Ako pretpostavimo da su vrijednosti zajednicke raspodjele vje-
rojatnosti G(q, p, t; (o, Po)w, to) fizikalno dobro definirane (u smislu jednadzbe (3.22)) za
sve tocke (q,p) € I'1 (qo, po) € So(M) u danom pocetnom trenutku ¢ = ¢, onda su njene
vrijednosti odredene za sve t u cijelom faznom prostoru I' preko Liouvilleove jednadzbe
(3.27). Jednostavnom dedukcijom dolazi se do zakljucka da se maksimizacijom uvjetne
informacijske entropije SP¥ (¢, ), uz ograni¢enja dana Liouvilleovom jednadzbom (3.27) i
uvjetom normiranosti, ne moze doseéi gornja granica koja je dana (u bilo kojem trenutku
t) vrijednoséu informacijske entropije S{ () u relaciji (4.9). Dosezanje ove gornje granice
bi zahtijevalo statisticku nezavisnost, Sto bi za logicku posljedicu imalo potpuni gubitak
korelacije izmedu skupa (M) moguéih putanja u faznom prostoru u trenutku ¢y i skupa
M C T' mogucih tocaka u faznom prostoru u trenutku t. Medutim, statisticka nezavisnost
iskljucena je u bilo kojem trenutku ¢ ogranicenjem koje je implicirano Liouvilleovom jed-
nadzbom (3.27) i zahtjevom da zajednicka raspodjela vjerojatnosti G(q, p,t; (qo, Po)w, to)
bude dobro definirana.

Ovdje moze biti od pomoci razluc¢ivanje izmedu dva aspekta vremenske evolucije. Prvi
je mikroskopski aspekt koji predstavlja problem dinamike impliciran u ovom radu Hamil-

tonovim jednadzbama. RjeSenja su reprezentirana u I' kao putanje u faznom prostoru.
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S druge strane, predvidanje makroskopske vremenske evolucije predstavlja problem dos-
tupne informacije i inferencije, odnosno izvodenja i donosenja zakljucaka, iz parcijalne
informacije. Zato su, i mikroskopska dinamika i odgovaraju¢e putanje u faznom pros-
toru takoder dio ovog problema nepotpune informacije. U slu¢aju makroskopskog sustava
je informacija o mikroskopskoj dinamici vrlo vjerojatno nepotpuna zbog niza razlicitih
mogucih razloga. Neki od njih ¢e posebno biti analizirani u odjeljku 5.3. Detaljno zna-
nje o mikroskopskim trajektorijama, odnosno o stanjima kroz koja trajektorije prolaze
op¢enito nam nedostaje u slucaju makroskopskih sustava. Medutim, u nedostatku pot-
punijeg znanja, Hamiltonove jednadzbe (3.1) i skup mogucih putanja u faznom prostoru
su reprezentacija nase prethodne informacije o mikroskopskoj dinamici. Prirodno je pret-
postaviti da je makroskopska vremenska evolucija koju predvidamo i tada konzistentna s
nasim znanjem o mikroskopskoj dinamici, ¢ak i kad to znanje nije potpuno.

Svi argumenti koji su ranije spomenuti vode do zakljucka da je razmatranje Liouvil-
leove jednadzbe (3.27) kao strogog mikroskopskog ogranicenja na vremensku evoluciju,
u smislu predikcije ekvivalentno posjedovanju potpune informacije o mikroskopskoj dina-
mici. Slijededi prethodno navedene pretpostavke, Liouvilleova jednadzba (3.27) se takoder
moze razmatrati i kao makroskopsko ogranicenje na vremensku evoluciju. Ako naSa in-
formacija o mikroskopskoj dinamici nije dovoljno iscrpna da se detaljno odredi vremen-
ska evolucija, uobic¢ajeno je uzeti prosjek po svim slucajevima koji su moguéi na osnovi
parcijalne informacije. U prediktivnoj statistickoj mehanici koju je formulirao Jaynes,
zakljucci se izvode iz raspodjela vjerojatnosti ¢iji prostori elementarnih dogadaja repre-
zentiraju poznato o strukturi mikrostanja, i koje maksimiziraju informacijsku entropiju
uz dostupne makroskopske podatke kao ogranicenja [8]. Na ovaj nacin “objektivnost”
pridjeljivanja vjerojatnosti i predikcija je sigurna od uvodenja dodatnih pretpostavki koje
nisu nuzno sadrzane u dostupnim podacima. U ovom modelu se ista osnovna ideja uvodi
u fazu (2) problema predikcije za zatvorene Hamiltonove sustave. Uvjetna informacijska
entropija SPT(t,1y) se tada maksimizira uz ogranicenje dano Liouvilleovom jednadzbom
(3.27), uvedeno kao prosjek po faznom prostoru, ili preciznije, integral po faznom prostoru
sli¢cno drugim makroskopskim ograni¢enjima. Ovaj pristup nam omogucuje da razmotrimo
nepotpunu prirodu nase informacije o mikroskopskoj dinamici na racionalan nacin, i vodi
do gubitka korelacije izmedu pocetnih putanja u faznom prostoru i kona¢nih mikrostanja
i do odgovarajuée nesigurnosti u predikciji. Uvjetna informacijska entropija SP¥(t,t,) je

mjera te nesigurnosti, povezane s gubitkom informacije o stanju sustava.
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4.2 MaxEnt inferencije i vremenska evolucija

U prvom pristupu koji ¢e biti sada razmotren, vremenska evolucija uvjetne raspodjele
vjerojatnosti D(q, p,t|(qo, po)w,to) u intervalu ¢ty < t < t, treba zadovoljavati slijedeca

ogranicenja: uvjet normiranosti

[ Dlacptllan. mhsto)ir =1, (4.10)
M

i Liouvilleovu jednadzbu za D(q, p, t|(qo, Po)w, to),

0D <~ [(O0DOH 0ODOH
—+Z< )z (4.11)

ot dq; Op;  Op; Og;

Iz relacije (3.26) slijedi da su ogranicenja dana jednadzbama (3.27) i (4.11) ekvivalentna.
Prema definiciji uvedenoj u odjeljku 3.2, skup M C I' svih mogué¢ih mikrostanja je inva-
rijantan na Hamiltonovo gibanje. Ogranic¢enje normiranosti (4.10) sadrzi informaciju o
strukturi moguéih mikrostanja u I', u vremenskom intervalu to < ¢t < ¢, koji se razma-
tra. Informacija o mikroskopskoj dinamici je reprezentirana skupom §2(M) svih mogudéih
putanja u I'. Dodatno je ta informacija je sadrzana u Liouvilleovoj jednadzbi (4.11).
Pridruzena raspodjela vjerojatnosti putanja F'((qo, Po)w, to) je kompatibilna s dostupnom
informacijom.

Vremenska derivacija uvjetne informacijske entropije SP(¢,ty) dane jednadzbom (4.4)

je jednaka

DF
AP () _ / / gD dras, - [ / COF s, (412)
So(M So(M)

Zbog uvjeta normiranosti (4.10), posljednji ¢lan u (4.12) je jednak nuli. U trenutku t,

uvjetna informacijska entropija SP¥(t,,1) je dana izrazom,

SPE(t, t0) = / / / ——Flog D dU'dSydt + SP* (to, to). (4.13)
So(M

Prikladno je formirati slijedec¢i funkcional

ta
J[D] = SP¥ (ta, to) — SPF (o, to) = / / / K (D, d;D)dTl"dSydt, (4.14)
to So(M) J M

s funkcijom K (D, d;D) danom s

K(D,9,D) = —%—?Flog D. (4.15)

U varijacijskom problemu koji se ovdje razmatra, trazi se stacionarnost funkcionala

J[D] danog jednadzbom (4.14) s obzirom na varijacije uz ogranic¢enja (4.10) i (4.11).
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Ne zahtjeva se da na rubu podrucja integracije M X (tg,t,) u integralu (4.14) funk-
cija D(q, p,t|(qo, Po)w, to) poprima propisane vrijednosti. Ogranic¢enja dana jednadzbama

(4.10) i (4.11) su zapisana ovdje u ekvivalentnom, ali prikladnijem obliku:

©1((q0; Po)ws to; L, D) =F/ Ddl'— F =0, (4.16)
M

(702((q07p0)w7 th q,P, ta an7 8pD7 8tD) -

B 8_D+i: ODOH 9D OH
| ot dq; Op;  Opi Og;

i=1

F=0. (4.17)

Metode za varijacijske probleme s ovakvim vrstama ogranicenja postoje i mogu se
razviti i primjeniti u prakticnim problemima, $to je detaljno objasnjeno u referenci [32].

Ovdje se, u notaciji koja je prilagodena ovom specificnom problemu, uvode slijede¢i funk-

cionali: .
Cl[D, )\1] = / / )\1@1 dtdSQ, (418)
So(M) to
i t
So(M) Jto M

Lagrangeovi multiplikatori Ay = A ((qo, Po)w, to;t) 1 A2 = Xa((qo, Po)w, to; ¢, p, t) su funk-
cije koje su definirane u podrucjima integracije u (4.18) i (4.19). Za bilo koju funk-
ciju s neprekidnim prvim parcijalnim derivacijama, Eulerova jednadzba za ogranicenje
02 = p2((qo, Po)ws to; ¢, 0, t, 0,D, 0,D, 0, D) je jednaka nuli. Slijede¢i najopéenitije pravilo
multiplikatora za ovu vrstu problema koje je detaljno objasnjeno u referenci [32], uvodimo

dodatni konstantni Lagrangeov multiplikator Ay za funkciju K,

ta
D, Ao = / / / N K (D,3,D) dTdSydt. (4.20)
to SO(M) M
Funkcional I[D, Ao, A1, Ao] se formira od J[D, \o|, C1[D, A\1] 1 C3[D, Ao
[[D, )\0, )\1, )\2] == J[D, )\0] - Cl[D, )\1] - CQ[D, )\2] (421)

Egzistencija Lagrangeovih multiplikatora Ag # 0, Ay i Ay, takvih da je varijacija
I[D, Ao, A1, Ag] stacionarna §I = 0, predstavlja dokaz da je moguée uciniti J[D] u jed-
nadzbi (4.14) stacionarnim uz ogranicenja (4.16) i (4.17). Funkcija D(q, p,t|(qo, Po)w; to)
koja ¢ini J[D] stacionarnim uz ogranicenja (4.16) i (4.17) mora zadovoljavati Eulerovu

jednadzbu:
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» {g_g i (a(aﬁf;)) ) ; [% <a(ng)) “ (a<gfp)>} }

Iy +i (8/\2 OH O\ E)H)

M F 4 F=0. (4.22)

ot dq; Op;  Op; g

i=1
Lako se moze provjeriti da je ¢lan pomnozen s Ay u Eulerovoj jednadzbi (4.22) jednak

nuli. Stacionarnost funkcionala I[D, Ao, A\, Ao] u (4.21) je zato moguéa i s \g # 0. Iz

jednadzbe (4.22) slijedi da Lagrangeovi multiplikatori A\; i As zadovoljavaju jednadzbu

0o L (ONOH 0Ny OH
54_2 (a%‘ api a 82% 8%’)

i=1

= AL (4.23)

U ovom varijacijskom problemu, od funkcije D(q,p,t|(qo, po)w,to) koja ¢ni J[D] u
(4.14) stacionarnim uz ogranicenja (4.16) i (4.17), ne zahtjeva se da poprima propisane
vrijednosti na rubu podru¢ja integracije M x (to,t,). Zato je nuzno, da uz zadovoljavanje
Eulerove jednadzbe (4.22), ona takoder zadovoljava i Eulerov rubni uvjet na granici M x
(to,ta), kao §to je to objasnjeno u referenci [32]. Za sve tocke na dijelu granice podruéja
integracije M x (to,t,) gdje je t = tq ili t = t,, Eulerov rubni uvjet nezavisno daje:

oK
o

- )\2F:| = —[log D + Ao}y, ., F'=0. (4.24)
t=to,ta

Za sve tocke na dijelu granice podruéja integracije M X (to,t,) gdje je vrijeme ¢ u intervalu

to <t <t,, isti Eulerov rubni uvjet daje:
Fl v-n] . e =0. (4.25)

U jednadzbi (4.25), v - n je skalarni produkt polja brzine v(q,p) u faznom prostoru I'
(definiranog u odjeljku 3.1) i jediniéne normale n rubne plohe invarijantnog skupa M,
uzet na toj plohi. Jednadzba (4.25) je zadovoljena prirodno zbog Hamiltonovog gibanja,
buduéi da je skup M invarijantan po definiciji, i zato je v - n = 0 za sve tocke na rubnoj
plohi od M. To je posljedica ¢injenice da putanje u faznom prostoru ne prelaze preko
rubne plohe invarijantnog skupa M.

Funkcije D(q, p,t|(qo, po)w, to) koje ¢ine J[D] u (4.14) stacionarnim uz ogranicenja
(4.16) i (4.17), odreduju se iz tih ogranicenja i rubnog uvjeta danog jednadzbom (4.24).
Iz jednadzbe (4.24) dobije se oblik D(q, p, t|(qo, Po)w, to) U vremenskim trenucima tg i t,,

D(q; p: (g0 Po)ews to) =g 1. = €XP [=A2((0, P0)ws t03 @5 25 D)l =y 1, - (4.26)

Buduc¢i da se zahtjeva jedino da je t, > ty, odabir vremena t, proizvoljan je u svim drugim

aspektima. Rubni uvjet (4.24) tada vrijedi za bilo koje vrijeme ¢ > ty:

D(q,p,t|(q0, Po)w, to) = exp [=A2((q0, Po)ws to; ¢, P, 1)] - (4.27)
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Iz ogranicenja (4.17), koristenjem jednadzbe (4.27), izravno se dobije jednadzba za La-

grangeov multiplikator As((qo, po)w, to; ¢, p, t):

Oz Z (8)\28_}[ 0o 6H) _o (4.28)

ot dq; Opi  p; Oq;

=1

Usporedbom jednadzbe (4.23) s jednadzbom (4.28), slijedi da je za sve t > o,

A1((qo; po)w; tos ) = 0. (4.29)

Pravi smisao Lagrangeovog multiplikatora A1((qo, po)w, to;t) postaje puno jasniji kad se
promotri u sklopu drugacijeg pristupa. Kao sto je objasnjeno u odjeljku 4.1, uvjetna
raspodjela vjerojatnosti D(q, p, t|(qo, Po)w, to) mora biti fizikalno dobro definirana u smislu
jednadzbi (3.24) i (3.26). Za bilo koju takvu funkciju, gornja granica za SP(¢,t,) dana
relacijom (4.9), ne doseze se maksimizacijom uz ogranicenja (4.16) i (4.17).

Zakljucci koji slijede iz interpretacije relacije (4.9) i svojstva SP¥(t,ty) kao mjere nesi-
gurnosti povezane s gubitkom informacije, argumentirani su u odjeljku 4.1. Ovi zakljucci
se sada uzimaju u obzir kao osnova za drugaciji pristup u skladu s temeljnim nacelima
prediktivne statisticke mehanike. Kao Sto je detaljno bilo obrazlozeno u odjeljku 4.1,
ogranicenje koje ima strogi oblik jednakosti (4.17), sada ¢e biti zamijenjeno s ogranic¢enjem

u obliku integrala po faznom prostoru,

D D OH DOH
0 Z<aa aa)FdF:O. (4.30)

,D0)ws tos b, D) = [ | ——+ B
©2((q0, Po)w, to ) /M [ ot 0q; Op;  Op; Og

Ogranicenje (4.30) je jednim dijelom u obliku izoperimetrijskog ogranicenja, premda ne u

i=1

potpunosti. Funkcional (4.19) treba zatim zamijeniti odgovarajué¢im funkcionalom, koji

je dan integralima preostalim nakon integrala (4.30) po faznom prostoru,

ta
OQ[D, )\2] = / / )\QQOQ dtdSQ (431)
So(M) to

Lagrangeov multiplikator As = A2((qo, Po)w, to;t) je sada funkcija definirana u podruéju
integracije u integralu (4.31).

Informacija da je skup M moguc¢ih mikrostanja u faznom prostoru I' invarijantan na
Hamiltonovo gibanje sadrzana je u ogranicenju (4.30). Analogija s prethodnim pristupom
nije potpuna, jer mnogo sira klasa funkcija zadovoljava ogranicenje (4.30), uklju¢ujuéi u
to i sve funkcije koje zadovoljavaju ogranic¢enje (4.17). Ova €injenica omoguéuje maksi-
mizaciju uvjetne informacijske entropije SP¥(t,,ty), uz ogranic¢enja (4.16) i (4.30), cak
ako je D(q,p, t|(qo, Po)w, to) propisana u pocetnom trenutku ¢y3. U ovom varijacijskom pro-
blemu, od funkcije D(q, p, t|(qo, Po)w, to) se ne zahtjeva da poprima propisane vrijednosti

na preostalom dijelu ruba podrudja integracije M x (to,t,) u integralu (4.13). Funkcija
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D(q,p,t|(qo, Po)w,to) je propisana jedino u pocetnom trenutku tg, i pri tome mora biti
fizikalno dobro definirana u smislu jednadzbi (3.24) i (3.26).
Da bi funkcija D(q, p, t|(qo, Po)w, to) maksimizirala SP¥(t,,ty) uz ogranicenja (4.16) i

(4.30), nuzno je da zadovoljava Eulerovu jednadzbu:

{3 -5 ) S i i) i )

i=1
~AMF + %F = 0. (4.32)

Jos jedan nuzni uvjet za maksimum, uz jednadzbu (4.32), postoji ako se od funkcije

D(q,p,t|(qo,po)w, to) ne zahtjeva da poprima propisane vrijednosti na dijelu ruba M X

(to,ta): tada je nuzno i da D(q, p,t|(qo, Po)w, to) zadovoljava Eulerov rubni uvjet na dijelu

ruba M x (to,t,) gdje njene vrijednosti nisu propisane, ref. [32]. U skladu s tim, za sve
tocke na dijelu ruba M x (g, t,) gdje je t = t,, Eulerov rubni uvjet daje:

0K

{3(@1?)

— )\gFl =—[log D+ X\o},_, F=0. (4.33)
t=tq

Eulerov rubni uvjet je prirodno zadovoljen za sve tocke na dijelu ruba M x (to,t,) gdje
je vrijeme ¢ u intervalu ¢y < t < t,. Skup M je invarijantan na Hamiltonovo gibanje, i
jednadzba analogna jednadzbi (4.25) ovdje je takoder prirodno zadovoljena zbog Hamil-
tonovog gibanja.

Na nac¢in analogan onome koji je u prvom pristupu vodio do jednadzbe (4.23),

sada iz Eulerove jednadzbe (4.32) slijedi jednadzba za Lagrangeove multiplikatore

A1((q0s Po)ws tos ) 1 A2((qo, Po)ws to: t):

Oz

2 L 4.34
ot M (4.34)

Oblik MaxEnt uvjetne raspodjele vjerojatnosti u trenutku ¢, slijedi iz jednadzbe (4.33):

D(q,p,tal(q0, P0)w, to) = exp [—A2((q0, Po)w; to: ta)] - (4.35)

Za svaku, u pocetnom trenutku ¢y, dobro definiranu uvjetnu raspodjelu vjerojatnosti,
postoji cijela klasa jednako vjerojatnih rjesenja {D(q, p, t|(qo, Po)w, to) } dobivenih MaxEnt
algoritmom, od kojih svako zadovoljava makroskopsko ograni¢enje (4.30). U trenutku t,,
sve funkcije u toj klasi MaxEnt rjesenja medusobno su jednake i dane jednadzbom (4.35).
Dakle, osim u rubnim vremenskim trenucima ty i t,, uvjetna raspodjela vjerojatnosti
dobivena MaxEnt algoritmom nije jedinstveno odredena u intervalu to < t < t,. To je
posljedica ¢injenice da makroskopsko ogranicenje (4.30) ne odreduje vremensku evoluciju
D(q, p,t|(qo, Po)w, to) jedinstveno, kao $to to ¢ini strogo mikroskopsko ogranicenje (4.17).

Medutim, MaxEnt rjesenja jos uvijek predvidaju jedino vremenske evolucije u potpunosti
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unutar invarijantnog skupa M, zbog jednadzbe (4.25). To svojstvo slijedi iz ogranicenja
(4.30), i u obzir uzima informaciju o konstantama gibanja koje odreduju invarijantan skup
M, i na taj nacin, o odgovarajuc¢im zakonima sacuvanja.

[z normiranosti (4.10) uvjetne raspodjele vjerojatnosti, dane u trenutku ¢, jednadzbom
(4.35), dobije se relacija:

W (M) exp [=A2((go, Po)ws to; ta)] = 1, (4.36)

gdje je W(M) mjera, tj., volumen invarijantnog skupa M u faznom prostoru. Jednadzba
(4.36) implicira da Lagrangeov multiplikator As((qo, Po)w, to;t) u trenutku t = ¢, ne ovisi
o varijablama (qo, po).:

A2((q0, Po)w, tos ta) = Aa(ta). (4.37)

Raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f(q,p,t) u trenutku ¢ = ¢, se onda izracuna
koristenjem: jednadzbi (3.21) i (3.26), MaxEnt uvjetne raspodjele vjerojatnosti
D(q,p,t|(qo, Po)w,to) u trenutku ¢t = t, dane jednadzbama (4.35) i (4.37), i raspodjele

vjerojatnosti putanja F'((qo, po)w, to) u pocetnom trenutku ty:

f(q,p,ta) = exp [=Xa(ta)] - (4.38)

Iz jednadzbi (4.35-4.38) slijedi da su u trenutku t¢,, MaxEnt uvjetna raspodjela vjerojat-
nosti i odgovarajuca raspodjela vjerojatnosti mikrostanja jednake,

1
W(M)
Iz jednadzbi (4.4), (4.7) i (4.39), dobiju se vrijednosti informacijskih entropija SP¥ (¢, to)
i S7(t) u trenutku t,,

D(q,p,tal(qo; Po)w, to) = f(q,p,ta) = exp [=A2(ta)] = (4.39)

St (ta) = PP (ta,to) = log W (M). (4.40)

Jednakosti (4.39) i (4.40) su moguce jedino u slucaju statisticke nezavisnosti. Logicka
posljedica statisticke nezavisnosti je potpuni gubitak korelacije izmedu putanja u faznom
prostoru u trenutku ¢y, i mikrostanja u trenutku ¢,. Opcenito gledajuéi, svojstvo makro-
sopskih sustava je da njihovo ponasanje kao da postaje nasumic¢no izmedu opazanja, uz
uvjet da opazanja slijede jedno za drugim u vremenskim intervalima duljim od odredenog
karakteristicnog vremena 7 nazvanog vremenom relaksacije [33]. U intepretaciji koja se
daje ovdje, vrijeme relaksacije 7 za zatvoreni Hamiltonov sustav predstavlja karakte-
risticno vrijeme koje je potrebno za opisani gubitak korelacije izmedu pocetnih putanja
u faznom prostoru i konacnih mikrostanja. Osim toga, 7 takoder predstavlja vremenski
interval tokom kojeg predvidanja, zasnovana na nepotpunoj informaciji o mikroskopskoj
dinamici, postaju u najve¢oj mogucoj mjeri nesigurna na nacin koji je kompatibilan s
podacima koji su dostupni. Ova nesigurnost je povezana s gubitkom informacije o stanju

sustava.
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Ta interpretacija se odrazava u ulozi Lagrangeovih multiplikatora A;((qo, po)w, to;t)
i A2((90,P0)w, to;t). Oni moraju zadovoljavati jednadzbu (4.34), pa se integriranjem te

jednadzbe dobije slijedec¢a relacija,

t
AQ((QOapO)wytO;t):/ M ((q0, Po)ws to; t')dt" + X2 ((q0, Po)w, to3 to) (4.41)

to

za sve t u intervalu ty <t <t,. Koristenjem relacije (4.41), s jednadzbama (4.36), (4.37)
i (4.40), dobije se

S1(ta) = SP" (tas to) = log W (M) =

ta
:/ A1 (o, Po)w, to; t)dt + A2((qo, Po)w, to; to)- (4.42)

to

Jasno je, iz jednadzbi (4.37), (4.41) i (4.42), da je u trenutku ¢, Lagrangeov multipli-
kator Aa((qo, Po)w, to;ta) = Aa(ts) odreden mjerom W (M) invarijantnog skupa M svih
moguc¢ih mikrostanja, tj., volumenom dostupnog dijela faznog prostora. Uzastopna pri-
mjena MaxEnt algoritma opisanog tipa za zatvoreni sustav s Hamiltonovom dinamikom,
bez uvodenja dodatnih ogranicenja, rezultira poveéanjem W (M). Iz jednadzbi (4.37),
(4.41) i (4.42) tada slijedi da je Ao(ta) > Aa(to)-

Informacija o strukturi mogué¢ih mikrostanja ogranicava odgovarajué¢i skup, i pos-
tavlja gornju granicu na volumen dostupnog faznog prostora. Vrijednosti SP¥(t,,t,)
i S}c (ty) u trenutku t,, dane jednadzbom (4.42), jednake su maksimalnoj vrijednosti
Boltzmann-Gibbsove entropije, kompatibilnoj s ovom informacijom. Lagrangeov multi-
plikator A;((qo, po)w, to; t), integriran u jednadzbi (4.42) po vremenu ty < t < t,, odreden
je tada brzinom kojom se doseze maksimum Boltzmann-Gibbsove entropije u reproduci-
bilnoj vremenskoj evoluciji. Integral u izrazu (4.42), i veli¢ina A1 ((qo, Po)w; to; t), mogu se
identificirati kao promjena entropije, i brzina promgjene entropije za zatvoren Hamiltonov
sustav. Ako se informacija o mikroskopskoj dinamici zatvorenog Hamiltonovog sustava
smatra potpunom, ostaje otvoreno pitanje moze li i tada produkcija entropije biti defi-
nirana bez uvodenja coarse-graining procedura, ili makroskopskih, fenomenoloskih pris-
tupa. Opcenito, dio informacije odbacuje se u svim takvim modelima, u nekoj fazi, da bi
se postiglo slaganje s onim §to se opaza u prirodi pri razlicitim pojavama drugog zakona

termodinamike.
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Poglavlje 5

GENERALIZACIJA 1
POVEZANOST S
NERAVNOTEZNOM TEORIJOM

5.1 Prepostavke i uvjeti daljne generalizacije

U pristupu koji je uveden u prethodnom poglavlju posebno se po svojoj vaznosti isticu
velicine 7 i A1((qo, Po)w; to; t), koje su interpretacijom logickih posljedica tog pristupa bile
dovedene u neposrednu vezu. Iz tog razloga ¢e uz detaljniju analizu biti uzete kao osnova
za daljnu generalizaciju pristupa. Bitan element koji se uzima u obzir ovim pristupom
je nepotpunost informacije o mikroskopskoj dinamici, odnosno nepotpunost informacije
o svim mikroskopskim interakcijama koje karakteriziraju makroskopski sustav. Ovaj ele-
ment je uveden maksimizacijom uvjetne informacijske entropije SP¥(t, ), uz ogranicenja
dana uvjetom normiranosti i Liouvilleovom jednadzbom usrednjenom po dostupnom faz-
nom prostoru. Razlozi za to su bili argumentirani u odjeljku 4.1. Tim korakom u
predvidanju vremenske evolucije efektivno se uzima u obzir jedino prethodna informa-
cija o mikroskopskoj dinamici, zajedno sa svim drugim podacima koji su dostupni na
makroskopskoj razini. Zbog logicki ispravne interpretacije bilo je potrebno uvesti ka-
rakteristicno vrijeme 7, koje je odredeno svim fizikalnim procesima o kojima nemamo
informaciju, a koji dovode do gubitka korelacije izmedu putanja u faznom prostoru i mi-
krostanja. Izvedeni zakljucci su iz tog razloga bili relevantni za vremenske intervale koji
su dulji od karakteristicnog vremena 7.

Posebno se to odrazava u ¢injenici da su uvjetna raspodjela vjerojatnosti koja je dobi-
vena primjenom MaxEnt algoritma, i odgovarajuca raspodjela vjerojatnosti mikrostanja,
jedinstveno odredene jedino u vremenskim trenucima ty i t,, koji zadovoljavaju uvjet

ty — to > 7. Svakoj uvjetnoj raspodjeli vjerojatnosti koja je u pocetnom trenutku t,
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dobro definirana odgovara jedna klasa rjesenja {D(q,p,t|(qo0, Po)w, o)}, Sto je bilo de-
taljno objasnjeno u odjeljku 4.2. U trenutku ¢, sva rjeSenja su jedinstveno odredena
iz Eulerovog rubnog uvjeta (4.33), koji je nuzan uvjet za stacionarnost varijacija. Za
krac¢e vremenske intervale, moguce vremenske evolucije su dane klasom jednako vjerojat-
nih MaxEnt rjesenja {D(q,p, t|(qo, Po)w,to)}. Bitno je napomenuti da za bilo koji izbor
pocetnih vrijednosti, u odgovarajuc¢u klasu MaxEnt rjesenja ne pripadaju funkcije koje u
svim vremenskim trenucima intervala (to, t,) zadovoljavaju Liouvilleovu jednadzbu (4.11).
Sve funkcije iz bilo koje klase MaxEnt rjesenja {D(q, p,t|(qo, Po)w, to)} ne zadovoljavaju
Liouvilleovu jednadzbu (4.11), s obzirom da ona isklju¢uje mogucénost statisticke neza-
visnosti pocetnih putanja i kona¢nih mikrostanja, a time i gubitak korelacije kao logicku
posljedicu statisticke nezavisnosti.

MaxEnt rjesenja {D(q,p,t|(qo, Po)w,to)} su karakterizirana upravo ovakvim sta-
tistickim svojstvima: to su funkcije efektivno reducirane informacije o mikroskopskoj
dinamici, koja po temeljnom nacelu makroskopske reproducibilnosti nije uvijek nuzno po-
trebna u svojoj potpunosti za predikciju reproducibilne makroskopske vremenske evolu-
cije. Dakle, dobivena MaxEnt rjesenja {D(q, p, t|(qo, Po)w, to) } nisu funkcije koje egzaktno
zadovoljavaju Liouvilleovu jednadzbu (4.11), jer bi takve funkcije implicitno sadrzavale
i vrlo detaljnu informaciju o mikroskopskoj dinamici. To je najasnije u sluc¢aju funkcije
gustoée vjerojatnosti dane jednadzbom (3.18), iz koje se mogu izvesti i sve druge ovdje
uvedene raspodjele, a koja u danom obliku (3.18) egzaktno zadovoljava odgovarajucu
Liouvilleovu jednadzbu.

MaxEnt algoritam nam omoguc¢uje da problem rjeSavanja iznimno slozene Liouvilleove
jednadzbe zamijenimo znatno jednostavnijim varijacijskim problemom nalazenja maksi-
muma uvjetne informacijske entropije uz reduciran skup makroskopskih ograni¢enja. Na-
ravno da je na taj nacin znatno umanjena mogucénost predikcije. U konkretnom slucaju
prethodnog pristupa to znac¢i da ne mozemo dati pouzdana predvidanja u vremenskim
intervalima za koje uvjet t, — ty > 7 nije zadovoljen. Daljnjom analizom i generaliza-
cijom pristupa ¢e biti pokazano da je to svojstvo njegova opcenita karakteristika. Izvan
tog ogranicenja, ocekujemo da se nase predikcije za makroskopske veli¢ine dobro slazu s
egzaktnim rjesenjima koja bi dobili rjesavanjem Liouvilleove jednadzbe. U prediktivnoj
statistickoj mehanici ovaj reducirani pristup temelji se prvenstveno na nacelu makroskop-
ske reproducibilnosti, prema kojem je za predvidanje reproducibilnih pojava dovoljno
poznavati vrijednosti relevantnih makroskopskih podataka [9, 10]. To je mogudée jer je
neka makroskopska pojava reproducibilna upravo zato sto je ogromna veé¢ina mikroskop-
skih realizacija te pojave karakterizirana istim makroskopskim ponasanjem. Navedena
svojstva i o¢ekivanja potvrduju i zakljucci do kojih je u okviru MaxEnt formalizma dosao

Grandy [16, 17, 18]. Uz poopcenje Liouville-von Neumannove jednadzbe za matricu
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gustoce, Grandy je primjenom MaxEnt modela vremenski ovisnih vjerojatnosti dao opis
tipi¢énih procesa u neravnoteznoj termodinamici i hidrodinamici koji je konzistentan sa
standardnom neravnoteznom teorijom.

Makroskopski sustav karakterizira uz vrijeme 7 i integral po vremenu Lagrangeovog
multiplikatora A1 ((qo, Po)w, to; ), koji je pomocu jednadzbe (4.42) identificiran kao pro-
mjena entropije. Lagrangeov multiplikator A;((qo, po)w, to;t) interpretiran je kao brzina
promjene entropije, odnosno kao produkcija entropije zatvorenog Hamiltonovog sustava.
Ova povezanost je jasnija ako se usporede rezultati dobiveni maksimizacijom uvjetne in-
formacijske entropije SP¥(t,ty), uz dva razlicita tipa ograni¢enja koja su bila uvedena
u prethodnom poglavlju. U prvom slucaju, gdje je Liouvilleova jednadzba bila uvedena
kao strogo mikroskopsko ogranic¢enje, dobiven je rezultat dan jednadzbom (4.29), koja
precizno odreduje da je tada Lagrangeov multiplikator Ay ((qo, po)w, to; t) identi¢no jednak
nuli. U vremenskoj evoluciji koja je za Hamiltonove sustave egzaktno opisana Liouville-
ovom jednadzbom, Gibbs-Shannonov i Boltzmannov izraz za entropiju ostaju konstantni
u vremenu. U tom smislu interpretacija Lagrangeovog multiplikatora A1 ((qo, po)w, to; t)
koja je proizisla u drugom pristupu na osnovi razmatranja porasta entropije, postaje u
granici koja se razmatra prvim pristupom konzistentna s Liovilleovom vremenskom evolu-
cijom u kojoj nema promjene entropije. U toj granici nije moguca statisticka nezavisnost
pocetnih putanja i kona¢nih mikrostanja i nema s tim povezanog gubitka korelacije, pa
se odgovarajuce karakteristicno vrijeme 7 ne moze definirati.

Ocito je da iz rezultata prethodno opisanog pristupa nije bilo mogudée odrediti precizno
Lagrangeov multiplikator A1 ((qo, po)w, to; t) koji u jednadzbi (4.42) odreduje promjenu en-
tropije. Takoder, kao sto je prethodno detaljno objasnjeno, nije bilo moguce jedinstveno
odrediti relevantne statisticke raspodjele za vremenske intervale koji su krac¢i od karak-
teristicnog vremena 7. Sa stajalista prediktivne statisticke mehanike to je jednostavno
objasniti ¢injenicom da pocetni osnovni model nije sadrzavao dovoljno podataka koji su
nuzni za precizna predvidanja. Generalizacija modela zato nuzno mora ukljuc¢ivati one
makroskopske velicine koje su relevantne za predikciju vrijednosti drugih velicina koje
karakteriziraju makroskopsku vremensku evoluciju na odredenoj vremenskoj skali. Iz
razloga Sto zelimo pokazati da je u tom slucaju prethodni pristup konzistentan s pozna-
tim rezultatima neravnotezne statisticke mehanike i termodinamike ireverzibilnih procesa,
potrebno je najprije razmotriti neke od uvjeta koje treba ispuniti da bi se takva genera-
lizacija i veza mogle uspostaviti. To se u prvom redu odnosi na odredivanje relevantnih

makroskopskih veli¢ina.
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5.2 Reducirani opis neravnoteznih sustava

U ovom odjeljku uvode se i dijelom slijede osnove reduciranog opisa neravnoteznih sustava
iz reference [24]. Prema tom pristupu [24, str. 89], ako nas zanima ponasanje sustava za
vremenske intervale koji nisu pretkratki u specificiranom smislu, detalji po¢etnog stanja
postaju nebitni i broj parametara koji su nuzni za opis stanja sustava je reduciran. U
navedenom pristupu [24, str. 90] se koristenjem nacela najveée informacijske entropije
konstruiraju generalizirani Gibbsovi ansambli koji su blisko povezani s termodinamickim
opisom neravnoteznih sustava kad opservabilne makroskopske veli¢ine ovise o vremenu.

Razlika u odnosu na MaxEnt pristup je u stajalistu [24, str. 90] da tako dobivene re-
levantne statisticke raspodjele jos uvijek nisu trazene statisticke raspodjele jer, opéenito,
ne zadovoljavaju Liouvilleovu jednadzbu, nego sluze kao pomocne raspodjele za odabir
posebnih rjesenja Liouvilleove jednadzbe koji opisuju ireverzibilne makroskopske procese.
Neravnotezni ansambli [24, str. 136] se konstruiraju na osnovi retardiranih rjesenja Li-
ouvilleove jednadzbe metodom neravnoteznog statistickog operatora. Metoda se zasniva
na principu jednakih vjerojatnosti pocetnih stanja opisanih relevantnim raspodjelama [24,
str. 119]: neravnotezna raspodjela je u bilo kojem trenutku rezultat vremenskog usrednja-
vanja Liouville evoluiranih pocetnih relevantnih raspodjela po svim pocetnim trenucima
vremenskog intervala dovoljno dugog za iS¢ezavanje mikroskopskih “nefizikalnih stanja”
i pojavu nuznih korelacija u sustavu. Prema referenci [24, str. 119], fizikalno se ovo
usrednjavanje rjesenja Liouvilleove jednadzbe po pocetnim vremenskim trenucima moze
smatrati generalizacijom usrednjavanja po vremenu opazanja.

Na ovaj na¢in se u neravnotezni ansambl uvodi se dobro poznato svojstvo [24, str.
118] da makroskopski sustav “zaboravlja” irelevantne detalje svog pocetnog stanja nakon
nekog mikroskopskog vremena 7 koje je karakteristi¢no za dani sustav. Ovisno o odabiru
skupa relevantnih varijabli metoda neravnoteznog statistickog operatora [24, str. 136]
dopusta izvod kinetickih, hidrodinamickih i relaksacijskih jednadzbi, koje opisuju makro-
skopsku evoluciju sustava na razli¢itim vremenskim skalama. Uz ovu metodu u literaturi
su poznate [34, 35, 36, 37, 38] i druge metode koje koriste reducirane opise neravnoteznih
stanja zajedno s kvantnim ili klasi¢cnim Liouvilleovim jednadzbama.

Sa stajaliSta prediktivne statisticke mehanike, osim kvantnomehanicke vjerojatnosti,
nemamo razloga smatrati bilo koju raspodjelu vjerojatnosti jedino ispravnom raspodje-
lom. Takvo stajaliste je u izrazitoj suprotnosti s interpretacijom koja vjerojatnost defi-
nira iskljuc¢ivo u frekvencijskom smislu kao objektivno svojstvo promatranog sustava. U
frekvencijskoj interpretaciji su vjerojatnosti empirijski provjerljive, i sukladno tome [5]
temeljni problem statisticke mehanike bi bio da ih izvede odnosno opravda u frekvencij-
skom smislu. Jaynes je zastupao suprotno stajaliste [6], da ako opisujemo stupanj naseg

znanja o pojedinacnom sustavu onda ne moze biti nista fizikalno stvarno u frekvenci-
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jama ansambla velikog broja sustava, niti ima smisla pitati se koji je ansambl sustava
jedino ispravan. Ono $to nazivamo razli¢itim ansamblima u stvari korespondira razlic¢itim
stupnjevima poznavanja pojedinacnog sustava odnosno neke fizikalne situacije. Jaynes se
u argumentaciji tog stajalista poziva na Gibbsovu [3] tvrdnju prema kojoj su ansambli
odabrani da ilustriraju vjerojatnosti dogadaja u stvarnom svijetu.

Interpretacija Gibbsovog formalizma slijedi iz ranije spomenute ¢injenice da se mak-
simizacijom informacijske entropije uz dana ogranicenja predvida upravo makroskop-
sko ponaSanje koje se moze dogoditi na najveéi moguéi broj nacina kompatibilno s
ogranicenjima. Ne ulaze¢i dublje u problem interpretacije vjerojatnosti, koji je joS$
izrazeniji u slucaju neravnoteznih stanja, vazno je spomenuti da raspodjele koje slijede iz
primjene nacela najveée informacijske entropije ovise jedino o dostupnoj informaciji. S
obzirom da ne ovise o bilo kojoj drugoj informaciji koja nije dostupna, nije potpuno jasno
u kojem smislu bi te raspodjele vjerojatnosti mogle predstavljati objektivno svojstvo da-
nog sustava. Ako se pri tome misli na predikcije, s istog stajalista se o objektivnosti moze
govoriti u mjeri u kojoj je uzeta u obzir nepotpunost informacije. Dosljedno tom nacinu
razmisljanja, pristup iz reference [24] éemo primjenjivati u dijelu u kojem se primjenom
nacela najvece informacijske entropije dolazi do relevantnih statistickih raspodjela.

U pristupu danom u referenci [24] vaznu ulogu u opisu ireverzibilnosti ima uvodenje
karakteristicnog mikroskopskog vremena nakon kojeg makroskopski sustav “zaboravlja”
irelevantne detalje svog pocetnog stanja. U nasem pristupu toj veli¢ini bi po analogiji od-
govaralo vrijeme 7, koje je karakteristicno za gubitak korelacije izmedu putanja u faznom
prostoru i mikrostanja. Iz analize naSeg pocetnog modela bilo je jasno da za vremen-
ske intervale kra¢e od 7, MaxEnt rjeSenja nisu bila jedinstveno odredena, nego su dana
klasama jednako vjerojatnih rjesenja {D(q, p, t|(qo, Po)w,t0)}-

Opcenito, prvi korak u izvodu jednadzbi koje opisuju ireverzibilnu vremensku evoluciju
iz reverzibilne Liouvilleove jednadzbe, sastoji se od odabira skupa dinamickih varijabli i
pridruzenih opservabilnih veli¢ina koje su relevantne za opis na odgovarajuc¢oj vremen-
skoj skali. Dakle, reducirani opis neravnoteznog sustava ovisi o odgovarajuc¢oj vremenskoj
skali. Zato ¢e u generalizaciji naseg poc¢etnog modela izbor relevantnih veli¢ina, odnosno
uvodenje odgovaraju¢ih dodatnih ogranicenja pri maksimizaciji uvjetne informacijske en-
tropije SPT(t, 1), omoguéiti u fizikalnom smislu precizniju definiciju vremena 7.

Zbog orijentacije ovdje navodimo primjer preuzet iz reference [24], gdje se za razrijeden
klasi¢ni plin N identi¢nih cestica zatvorenih u konstantan volumen V', uvodi hijerar-
hija vremenskih skala koja u ovom slucaju razlikuje tri karakteristicna vremenska stadija
(skale):

- dinamicki stadij (skala) za vremenske intervale At krace od vremena sudara At <

To- Za opis vremenske evolucije na tako kratkim intervalima potrebna je potpuna
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N-cesti¢na raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f(x,p), koja daje najdetaljniji sta-

tisticki opis sustava. Na ovoj skali se reducirani opis ne moze koristiti.

- kineticki stadij (skala) za vremenske intervale koji zadovoljavaju uvjet 7o < At <
7., gdje je 7, vrijeme potrebno za uspostavljanje lokalne ravnoteze u makroskopski
malom volumenu koji sadrzi velik broj cestica. Prepostavka je da se nakon vre-
mena koje je veliko u usporedbi s trajanjem sudara, sustav moze prikladno opisati
jednocesticnom raspodjelom vjerojatnosti koordinata i impulsa fi(r,p,t). Evolu-
cija plina u kinetickom stadiju opisana je kinetickom jednadzbom za jednocesticnu

raspodjelu.

- hidrodinamicki stadij (skala) za vremenske intervale koji zadovoljavaju uvjet 7, <
At < 7.4, gdje je T4 vrijeme potrebno za relaksaciju sustava ka globalnoj ravnotezi.
Na ovoj skali sustav je doSsao u stanje lokalne ravnoteze. Lokalne makroskopske
velicine kao $to su lokalna gustoéa broja ¢estica (n(r));, lokalna gustoca impulsa

(P(r)), i lokalna gustoca energije (h(r)); dovoljne su za opis sustava.

Uz ova karakteristicna vremena vazno je i vrijeme izmedu dva uzastopna sudara 74. Na
osnovi elementarnih kinetickih razmatranja moze se pokazati da je za razrijedene plinove
zadovoljen uvjet 79 < 7¢. Do lokalne ravnoteze sustav dolazi kroz puno sudara pa vrijedi
Tr < 7., dok je uvjet 7, < 7.4 oCito zadovoljen. Iz ovih procjena [24, str. 91] slijedi da za
razrijedene plinove postoji hijerarhija osnovnih relaksacijskih vremena 7 < 77 < 7, <
Teq, kKoja nam dopusta da kazemo da se priblizavanje razrijedenog plina ravnotezi odvija
u tri stadija.

Treba naglasiti da ove vremenske skale nisu uvijek definirane. Neki od primjera su
navedeni [24, str. 93]:

- iznimno razrijedeni plinovi, za koje vrijeme 7; izmedu sudara moze postati reda

veli¢ine 7.4, pa hidrodinamicki stadij gubi svoje znacenje.

- kineticka teorija kvantnih plinova, u kojoj jednocesti¢na matrica gustoc¢e ima
ulogu jednocesti¢ne raspodjele. Mnogi kvantni sustavi se mogu opisati kao slabo

medudjelujuéi plinovi kvazicestica.

- tekucine, gdje je vrijeme sudara 7 istog reda velicine kao 7;. Kineticki stadij se
ne moze razluciti u ovom slucaju, dok je hidrodinamicki opis prikladan do skale

usporedive s vremenom molekularnih interakcija.
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Kao bitan element naSeg pristupa, maksimizacijom uvjetne informacijske entropije
SPE(t,ty) uz ogranienja dana uvjetom normiranosti i Liouvilleovom jednadzbom usred-
njenom po dostupnom faznom prostoru, uvedena je nepotpunost informacije o mikroskop-
skoj dinamici sustava, odnosno o interakcijama koje je karakteriziraju. Zato je prirodno
da za pocetni korak u generalizaciji pristupa odaberemo hidrodinamicki stadij, vremen-
sku skalu na kojoj je za reducirani opis neravnoteznog makroskopskog sustava potrebna
manje detaljna informacija o mikroskopskoj dinamici nego sto je to slucaj s ostale dvije

skale.

5.3 Hidrodinamicke jednadzbe kontinuiteta

Kao sto je spomenuto u prethodnom odjeljku, za vremenske intervale dulje od vremena
T, potrebnog za uspostavljanje lokalne ravnoteze, lokalne makroskopske veli¢ine, kao sto
su lokalna gustoéa broja cestica (n(r));, lokalna gustoéa impulsa (P(r)), i lokalna gustoéa
energije (h(r));, dovoljne su za opis neravnoteznog sustava. Vrijednosti ovih veli¢ina
dobiju se usrednjavanjem odgovarajuc¢ih dinamickih varijabli po raspodjeli vjerojatnosti
mikrostanja f(z,p,t) u trenutku t. Za klasi¢ni fluid N identicnih Gestica, koji se uzima ov-
dje kao osnova za analizu, dinamicke varijable koje odgovaraju tim velicinama su gustoca

broja cestica

n(r) =n(r;ry,...,ry) = Zé(r -r;), (5.1)

gustoca impulsa

N
P(I‘) EP(r;rlvplw"erapN) :szd(r_rz) 5 (52)
=1

i gustoca energije

h(I‘) = h(I’;I‘l,pb...,I'N,pN)
p? 1 &
- Z 2%*5‘2 'q><\ri—rj|)] o(r—r;) . (5.3)
i=1 7=1, j#i

Klasi¢ni fluid N indenti¢nih ¢estica opisan je translacijski i rotacijski invarijantnom

Hamiltonovom funkcijom:

p; +% | Z O(|r; — rj|)] : (5.4)

2m ‘

Jj=1, j#i
gdje je ®(|r; — r;|) potencijalna energija interakcije para Cestica s indeksima 4, j. No-
tacija (x,p) u jednadzbi (5.4) oznacava skup 6N dinamickih varijabli danih koordina-

tama (x1,...,235) = (1,91, 21, - - -, TN, YN, 2n) 1 konjugiranim impulsima (py, ..., psy) =
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(P12, P1ys Pizs - - - s DNas PNys PNz)- Skup varijabli (z, p) ¢ine Kartezijeve komponente N vek-

tora polozaja Cestica (ry,...,ry) i Kartezijeve komponente N vektora impulsa ¢estica

(p1,---,Pn). Vremenska ovisnost varijabli (¢, p) je odredena Hamiltonovim jednadzbama
0H 0OH

T = , ) = ——, 1<i<3N, 5.5

o, p 9. <i< (5.5)

Sto se moze ekvivalentno zapisati i u obliku

OH , OH

- = —— 1<k<N. 5.6
apk’ Pk 8rk7 = = ( )

I,
Ako proizvoljno dodijelimo polovinu potencijalne energije interakcije parova svakoj od
pripadnih ¢estica tih parova, u izrazima (5.3) i (5.4) mozemo prepoznati funkcije koje se

tada mogu interpretirati kao energije pojedinih Cestica oznacenih s indeksom 4,

N
: 1
Hi(pirr,eoon) = 3=+ 5 0 % @(ri—1y) . (5.7)

Koristenjem izraza (5.7), gustoéu energije (5.3) i Hamiltonovu funkciju (5.4) mozemo

zapisati i u drukéijim oblicima koji su pogodni u racunima:

N
h<ra Iy, P1,.-- 7rN7pN) = ZHi(pivrla s 7rN)5(r - ri) ’ (58)
=1
! N
H(z,p) = ZHi(PmI‘b o, TN) (5.9)

i=1
Hamiltonova funkcija (5.4) je jednaka integralu gustoce energije (5.3) po cijelom volumenu

sustava,

H($7p):/h‘(r;rlvpla"'er7pN)d3r- (510)

Takoder, lako je pokazati da integrali dinamickih varijabli (5.1) i (5.2) po cijelom volumenu

sustava daju ukupan broj cCestica,
N = /n(r; ry,...,ry)dr, (5.11)
i ukupan impuls sustava cestica

N
Pukup:Zpi:/P<r;r1>p17"'7rN7pN)d3r . (512)
=1

Lokalne vrijednosti makroskopskih veli¢ina koje opisuju klasi¢ni fluid identi¢nih cestica,

dobiju se usrednjavanem dinamickih varijabli n(r), P(r) i A(r) po raspodjeli vjerojatnosti
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mikrostanja f(z,p,t) u trenutku ¢:

(n(r)): = /Mf(x,pyt)n(r;rl,---,rN)dF, (5.13)
(P(r)); = /Mf(x,p,t)P(r;rl,pl,...,rN,pN)dF, (5.14)
() = [ St ey )T (5.15)

gdje je dI' = dzy ... dxsndp; . . . dpsy element volumena 6 N-dimenzionalnog faznog pros-
tora I'. Usrednjavanja po f(x,p,t) dana su integralima po skupu M C I' koji odgovara
svim mogudé¢im mikrostanjima, a za kojeg se ovdje po definiciji uzima da je invarijantan na
Hamiltonovo gibanje. Raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f(x, p,t) sustava N identi¢nih
¢estica normalizirana je u skladu s definicijom mikrostanja u faznom prostoru koja slijedi
u klasi¢noj granici kvantne statisticke mehanike [33].

Integracijom lokalne gustoce broja cestica (n(r));, dane jednadzbom (5.13), po cijelom

volumenu sustava, uz koristenje jednadzbe (5.1) i uvjeta normiranosti f(z,p,t), dobije se

N = /(n(r))td3r : (5.16)

Vrijednosti dobivene iz izraza (5.11) i (5.16) su jednake; ukupan broj Cestica sustava je
fiksan i jednak N. Hamiltonova funkcija H(z,p) konstantna je u vremenu; u slucaju
translacijski invarijantne Hamiltonove funkcije (5.4) isto vrijedi i za ukupni impuls Py,

koji je dan jednadzbom (5.12). To se moze zapisati pomo¢u Poissonovih zagrada:

dP i
% {Pupup, H} =0, (5.17)
dH

Za bilo koje dvije funkcije ¢1(x,p) i pa(z, p), Poissonova zagrada definirana je slijedeéim

1zrazom

3N
B 0p1 0pz D1 Dy
{9017802} - Z (axi op; Op; O0x;

i=1
_ i D1 ) D2 _ I ) s (5.19)
1 or, Opx Opy Ory) .

U posljednoj liniji jednadzbe (5.19) Poissonova zagrada je napisana u pogodnom alterna-
tivnom obliku, koristenjem skalarnog produkta gradijenata, ¢ije komponente su parcijalne
derivacije funkcija ¢1(x,p) i ¢o(x, p) po Kartezijevim komponentama vektora polozaja i
impulsa pojedinih ¢estica. Iz jednadzbi (5.17) i (5.18) je oc¢ito da su ukupni impuls i
energija konstante gibanja. Hamiltonovom funkcijom (5.4) volumen sustava N identi¢nih
cestica nije preciziran, Sto ¢e ponovo biti analizirano u diskusiji rubnih uvjeta koji vrijede

na granici sustava.
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Kao sto je prethodno bilo pokazano, lokalne dinamicke varijable n(r), P(r) i h(r)
gustoce su odgovarajucih sacuvanih veli¢ina N, Py, 1 H(z, p). Jednadzbe gibanja tih di-
namickih varijabli mogu se zato zapisati u obliku lokalnih mikroskopskih zakona sacuvanja
[24, str. 93],

dn(r) B
) e 1) - -V 30).
Telt) e, 1y =~V 300
d};(tr) — (), HY = —V - T, (1) . (5.20)

Kartezijeve komponente vektora gusto¢e impulsa P(r) oznacene su s P,(r), a = 1,2, 3.
Dinamicke varijable J(r), Jp (r) i Jn(r) predstavljaju gustoce struja odgovarajuéih
sacuvanih veli¢ina ¢ije su gustoée n(r), P,(r) i h(r). Divergencije ovih gustoca struja
uzete su s obzirom na vektor r u fiksnoj tocki prostora. Jednadzbe (5.20) su standardni
izrazi; izvodi eksplicitnih izraza za gustoce struja mogu se pronaéi u literaturi [13], [24],
28], [39].

Jednostavno je pokazati da je srednja vrijednost vremenske derivacije bilo koje di-

namicke varijable A jednaka vremenskoj derivaciji srednje vrijednosti (4), = [,, Afdl

(i), -

iste varijable:

0A

(Ef + {A, H}f) ar
0A

(24 sgm) a
(%f LY ) ir

= . (5.21)

U izvodu jednakosti (5.21) koristene su: jednadzba gibanja za dinamicku varijablu A

(varijabla A moze i eksplicitno ovisiti o vremenu),

dA  0A

=S H{AH), (5.22)

Liouvilleova jednadzba za raspodjelu vjerojatnosti mikrostanja f(z,p,t),

dfa

f
o +{f,H} = (5.23)

te n-dimenzionalna generalizacija teorema o divergenciji (formula Ostrogradskog) [40]
¢ijom primjenom slijedi drugi red jednadzbe (5.21) uz isCezavanje doprinosa ruba invari-

jantnog skupa M (zbog jednakosti v - n = 0; objasnjenje je dato uz jednadzbu (4.25)).
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Usrednjavanjem jednadzbi (5.20) po raspodjeli vjerojatnosti mikrostanja f(z,p,t),

zbog jednakosti (5.21) dobiju se slijededi izrazi:

% = ({n(x), H})y = -V - (I(x)), |
KO the), 1)) = 9 @) (5:24)

Derivacija po vremenu u jednadzbama (5.24) je oznacena kao parcijalna derivacija iz
razloga Sto gustoce i njihove srednje vrijednosti ovise i o prostornoj koordinati r. Ove
jednadzbe predstavljaju lokalne makroskopske zakone sacuvanja, koji sluze kao osnova za
izvod jednadzbi hidrodinamike [13], [24], [28], [39].

Vazan korak u izvodu jednakosti (5.21) za proizvoljnu varijablu A, a onda i u izvodu
jednadzbi (5.24) bilo je koristenje Liouvilleove jednadzbe (5.23). Za sustav za koji vrijede
lokalni mikroskopski zakoni sa¢uvanja u obliku (5.20), uvjet da raspodjela vjerojatnosti
mikrostanja f(x,p, t) zadovoljava Liouvilleovu jednadzbu (5.23) dovoljan je ali nije nuzan
za jednakosti (5.24).

To se moze pokazati na slijede¢i na¢in. Ako proizvoljnu dinamicku varijablu A u
jednakosti (5.21) zamijenimo gustocama n(r), P(r) i h(r), pripadajuce jednakosti (5.21)

¢e i dalje vrijediti ako je ispunjeno

/Mn(r) (% +{f,H}) dl’

/Mp(r)(%ufﬂ})dr ~ 0,
/Mh(r) (g—{+{f,H}) ir - 0. (5.25)

0,

Jednadzbe (5.25) ne predstavljaju tako strog uvjet na raspodjelu vjerojatnosti mikrostanja
f(z,p,t) kao Liouvilleova jednadzba (5.23).

Osim toga, izravno se moze pokazati da su jednadzbe (5.25) ekvivalentne lokalnim
makroskopskim zakonim sacuvanja (5.24). Koristenjem teorema o divergenciji u izrazima
(5.25) uz is¢ezavanje doprinosa ruba skupa M, na nacin opisan u izvodu (5.21), te zatim

uz koristenje desne strane jednakosti (5.20), dobiju se ekvivalentni izrazi

[ (%o 59 o) ar=o,

of

/M (gP@) +fV- Jpa(r)) dr =0
/]\/[ (g_{h@) +IV Jh(r)) dr =0 (5.26)

Ovi izrazi su upravo lokalni makroskopski zakoni sacuvanja (5.24).
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Dakle, moze se rezimirati slijedec¢i zakljucak: za sustav za koji vrijede lokalni mi-
kroskopski zakoni sa¢uvanja u obliku (5.20), jednadzbe (5.25) su ekvivalentne lokalnim
makroskopskim zakonima sac¢uvanja (5.24). Naravno, ovaj zakljucak ukljuc¢uje implicitno
mogucnost da raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f(z,p,t) zadovoljava opcenitiji, od-
nosno manje strog “zakon gibanja” nego su to Liouvilleova jednadzba (5.23) i zakoni
gibanja za dinamicke varijable. Pretpostavku slicnu toj je u kvantnomehanickom pris-
tupu neravnoteznim sustavima i ireverzibilnim procesima uveo Grandy [16, 17, 18] kroz
poopcenje Liouville-von Neumannove jednadzbe gibanja za matricu gustoce. U prisustvu
vanjskih utjecaja na sustav, takvim se poopéenjem jednadzbe gibanja za matricu gustoce,
uz unitarnu kvantnomehanicku evoluciju, moze opisati i promjena klasi¢nih vjerojatnosti u
matrici gustoc¢e do koje dolazi zbog promjene makroskopskih ogranicenja. Medutim, iako
su ideje u osnovi vrlo sliéne, istice se jedna temeljna razlika. Ovdje su osnovne jednadzbe
gibanja sustava Hamiltonove jednadzbe klasicne mehanike, i te jednadzbe odreduju vre-
mensku evoluciju klasiénih raspodjela vjerojatnosti. Poopéenje Liouvilleove jednadzbe za
klasi¢ne raspodjele vjerojatnosti zato bi imalo smisla jedino na nacin koji u obzir uzima
nepotpunost informacije o mikroskopskoj dinamici. Tu se prirodno postavljaju pitanja da
li je poopcenje Liouvilleove jednadzbe za klasi¢éne sustave doista potrebno, i je li ostvarivo
bez uvodenja dodatnih prepostavki u koje ne mozemo biti sigurni.

Ono u sto mozemo biti sigurni je slijedec¢e. Pretpostavimo da, uz Hamiltonovu funk-
ciju H(z,p) koja je dana jednadzbom (5.4), potpuna Hamiltonova funkcija Hyn(z,p,t)

ukljucuje i dodatni clan H,;(x,p,t), o kojem nemamo prethodnu informaciju,
Hipt(x,p,t) = H(x,p) + Hpi(z,p,t) . (5.27)

Pretpostavimo sada da neka raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f (x,p,t) doista zado-
voljava “potpunu” Liouvilleovu jednadzbu
of of

E_{_{faHtot}:E_‘_{f’H}_{_{f?an}:O (528)

Kao dodatak ovome, pretpostavimo da je invarijantan skup M svih moguc¢ih mikrostanja
u faznom prostoru, invarijantan takoder i na vremensku evoluciju opisanu potpunom
Hamiltonovom funkcijom H,,(z,p,t). Takvu je situaciju moguée zamisliti u sluc¢aju da
postoji skup dinamickih varijabli koje su konstante gibanja za obje Hamiltonove funkcije
H(x,p) i Hy(x,p,t). Ako se takva pretpostavka ¢ini nerealisticnom, mozemo umjesto
toga uzeti znatno jednostavniju moguc¢nost da je invarijantan skup mikrostanja cijeli fazni

prostor M =T..
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Ako su zadovoljene jednadzbe
/f{n(r),Hm}dF = 0,
M
/f{Pa(r),Hm}dF =0,
M
| Fbw. mayar = o, (5.29)
M

tada lokalni makroskopski zakoni sacuvanja vrijede u obliku koji je identican jednadzbama
(5.24).

Ako su zadovoljene jednadzbe

: (5.30)

tada lokalni mikroskopski zakoni sacuvanja vrijede u obliku koji je identican jednadzbama
(5.20).

Uvjet (5.30) je restriktivniji za H,;(x, p,t) nego $to je to uvjet (5.29); ako je ispunjen
uvjet (5.30) tada je takoder zadovoljen i uvjet (5.29). Prethodne tvrdnje mozemo bitno
sazeti na slijedeéi nac¢in. Ako vrijedi potpuna Liouvilleova jednadzba (5.28), i ako su zado-
voljene jednadzbe (5.30) ili jednadzbe (5.29), tada lokalni makroskopski zakoni sacuvanja
i dalje vrijede u istom obliku (5.24), koji je ekvivalentan jednadzbama (5.25).

Bitno je spomenuti da jednadzbe (5.29) i (5.30) nije moguce koristiti u predikcijama
pomocu nacela najvece informacijske entropije, jer ne raspolazemo informacijom o ¢lanu
H,i(x, p,t) potpune Hamiltonove funkcije Hy(,p,t). Tu je vazno napomenuti i slijedece:
ako neka funkcija f(z, p,t) zadovoljava Liouvilleovu jednadzbu (5.28) i jednadzbe (5.29),
tada ta funkcija zadovoljava i jednadzbe (5.25). Obrat ne vrijedi.

Jednadzbe (5.29) i (5.30) se mogu interpretirati na slijede¢i nacin. Jednadzbama (5.30)
tvrdi se da informacija o mikroskopskoj dinamici koja nam nedostaje nije relevantna za
opis vremenske evolucije lokalnih dinamickih varijabli n(r), P,(r) i A(r). Jednadzbama
(5.29) tvrdi se da nedostajuca informacija o mikroskopskoj dinamici nije relevantna za
opis vremenske evolucije lokalnih makroskopskih velicina (n(r)), (P,(r)); i (h(r));. Obje
tvrdnje su u skladu s pretpostavkom da je reduciran opis neravnoteznih makroskopskih
sustava mogu¢ na specificiranim vremenskim skalama, sto je detaljno raspravljeno u pret-
hodnom odjeljku. Ova pretpostavka se moze prihvatiti kao posljedica temeljnog nacela
makroskopske reproducibilnosti.

Iz jednadzbe (3.21) 1 definicije (3.26) wuvjetne raspodjele vjerojatnosti
D(q,p,t|(qo, Po)w,to), slijedi da se jednadzbe (5.25) mogu zapisati i u slijede¢em
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obliku:

//5 ( +1{D, H}>FdSOdF ~= 0,
//5 ( +{D, H}>FdSOdF -0,
)

+{D,H} ) FdS,dl' = 0. (5.31)
IWAREIC

Najvazniji cilj diskusije u ovom odjeljku bilo je pokazati ekvivalenciju makroskopskih
jednadzbi kontinuiteta (5.24) s jednadzbama (5.31). Takoder, jednako vazno je bilo pro-
vjeriti uvjete pod kojim ta ekvivalencija vrijedi. Pokazano je da su to upravo uvjeti koji su
najvazniji za reduciran opis sustava. S obzirom da makroskopske jednadzbe kontinuiteta
omogucuju daljnje izvodenje jednadzbi hidrodinamike, na taj nacin te jednazbe predstav-
ljaju osnovne elemente reduciranog opisa vremenske evolucije sustava na hidrodinamickoj
skali. U odnosu na pocetni MaxEnt pristup koji je dan u odjeljku 4.2, makroskopske
jednadzbe kontinuiteta (5.24) predstavljaju relevantnu dodatnu informaciju koja je te-
meljna za opis hidrodinamicke vremenske evolucije sustava. U slijede¢em odjeljku ¢e biti
pokazano da je, uz prethodno uvedena ogranic¢enja (4.16) i (4.30), uvodenje dodatnih
ogranic¢enja (5.31) na maksimizaciju uvjetne informacijske entropije SP¥(t,t,), dovoljno
za odredenije predikcije i za elementaran opis ireverzibilnosti na hidrodinamickoj vre-
menskoj skali. U posebnom dijelu rasprave ¢e preciznije biti definirani rubni uvjeti na

granicama volumena sustava.

5.4 MaxEnt 1 hidrodinamicka ireverzibilna vremen-

ska evolucija

U osnovnom MaxEnt pristupu jedina ogranicenja na maksimizaciju uvjetne informacijske
entropije SP¥(t,1) bila su uvjet normiranosti (4.16) i Liouvilleova jednadzba usrednjena
po dostupnom faznom prostoru (4.30). Pristup koji ¢e sada biti izlozen uklju¢uje oba
navedena ogranicenja. Jedina razlika u odnosu na osnovni pristup je uvodenje dodatnih
ogranic¢enja (5.31). Rubni uvjeti na granici podrué¢ja integracije M x (to,t,) integrala
(4.13) jednaki su rubnim uvjetima koji su uvedeni u osnovnom pristupu. Ovi rubni uvjeti
su detaljno obrazlozeni u odjeljku 4.2 i zbog toga ovdje nec¢e biti posebno komentirani.
Zbog navedenih razloga, rezultati koji ¢e ovdje biti izlozeni razlikovat ¢e se odnosu na re-
zultate osnovnog pristupa iskljucivo kao posljedica uvodenja dodatnih ogranicenja (5.31).
Jednadzbe koje u ovom odjeljku slijede iz varijacijskog racuna mogu se i izravno dobiti iz
jednadzbi koje su izvedene u osnovnom pristupu, uz odgovarajuc¢u modifikaciju kojom se

uvazavaju i dodatna ogranicenja (5.31).
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Postujuéi notaciju koja je uvedena u odjeljku 4.2, ogranicenja (5.31) su napisana ovdje

u obliku koji je jednostavan za koristenje u varijacijskom racunu,

on(r,t, D) =
oD X /9poH 9D OH
/M /SO(M) ritr) [ ot " ; (aﬂfi Op;  Opi 3551:) Ao d v
op, (r,t,D) =
oD XL /9DOH 0D OH
= P — — FdSydl’ =
/M /SO(M) a(r) ot " ; (axi Op; Op; axi) % U
gDh(I‘, t, D) =
oD XL /9DOH 9D OH
= h — — FdSydl' =
/M /SO(M) ) [ o " Zzl (axi Opi Op; 8901) % v

(5.32)

gdje indeks a = 1, 2, 3 oznacava Kartezijeve komponente vektora P(r). U varijacijski pro-
blem se dodatna ogranicenja (5.32) uvode pomo¢u odgovarajuéih dodatnih Lagrangeovih

multiplikatora A\, = A\, (r,t), Ap, = Ap,(r,t), Ay = \u(r,t) i pripadajuéih funkcionala
CulD, N = /tﬂ /)\n(r, t) gn(r.t, D) drdt |
to
Cp,[D,Ap] = /ta/)\pa(r,t) op, (r,t, D) d’rdt ,
to
CulD, M) = / - / Mn(r, 1) on(r, ¢, D) dr dt | (5.33)
to

gdje su @, (r,t, D), pp, (r,t,D) (o = 1,2,3) i pp(r,t, D) ograni¢enja dana jednadzbama
(5.32).

Rezultati dobiveni varijacijskim racunom ¢e ovdje biti samo navedeni. Objasnjenja po-
trebnih pravila varijacijskog ra¢una su dana u odjeljku 4.2. Eulerova jednadzba, analogna
jednadzbi (4.32), sada je
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OK d [ 0K Nrd 0K d oK
Ml m = & -3 +
oD — dt \9(9,D)) ~ |dz; \9(0,,D)) " dp: \0(9,,D)
a)\Q 8)\n a)\h a)\pa
_F)‘1+FW+F/<(% Z P)

+F/ ()\n{n, HY + M{h,H} + ZAPQ{PQ,H}> dPr

a=1

~0. (5.34)

Clan pomnozen s Ay u Eulerovoj jednadzbi (5.34) jednak je nuli, pa iz nje slijedi

OAs O\, 8)\h dAp,
) <E Z P)

+/ (x\n{n,H}+/\h{h,H}+Z)\pa{Pa,H}) d’r

a=1

= A1 . (5.35)

Eulerov rubni uvjet, analogan jednadzbi (4.33), daje

oK i
- — F)X\—F A A\ h A\p P, | &
[8(@1)) ’ / ( SRR Z B 0‘) r] t=t

a=1

3
log D + Ay + / ()\nn + b+ Apapa> d%]
a=1 t=tq

=0. (5.36)

=-F

Iz razloga koji su bili objasnjeni u odjeljcima 4.2, 5.1 i 5.2 u daljnjem tekstu se podrazu-
mijeva da je t — ¢ty > 7, osim ako se eksplicitno ne tvrdi suprotno. Iz jednadzbe (5.36)

slijedi

D(z,p,t|(z0,po)w, to) = exp [—Xa2((70, Po)w, to; )] X
X exXp {_ / An(r’ t) TL(I', rlvpla ..o Iy, pN) d3r} X

Xexp{—//\h(r,t) h(r;rl,pl,..‘,rN,pN)d?’r} X
xexp{—/ [Z)\Pa (r; rl,pl,...,rN,pN)] d3r} . (5.37)

69



Varijable u uvjetnoj raspodjeli vjerojatnosti (5.37) su eksplicitno naznacene (na nacin
objasnjen jednadzbama (5.1), (5.2) i (5.3)) zbog boljeg razumijevanja izvoda koji slijede.
Iz uvjeta normiranosti (4.16) i jednadzbe (5.37) slijedi da je

A2((0, Po)w, tost) = Aa(t) . (5.38)

Iz jednadzbi (5.37) i (5.38) slijedi da je Lagrangeov muliplikator As(f) povezan s norma-

} |

U standardnom MaxEnt formalizmu normalizacijski faktor Z () naziva se particijska funk-

lizacijskim faktorom Z(t) uvjetne raspodjele vjerojatnosti na slijede¢i nacin:

3
Xo(t) = log Z(t) = log {/ dl’ exp [— /d3r ()\nn + Aph + Z )\paPa)
M

a=1

(5.39)

cija, odnosno u ovom slucaju, particijski funkcional
Z(t) = Zy [Ma(x,t), Ap(x, 1), Ap, (v, 1) = Z; . (5.40)

Koristenjem (5.37), (5.38), (5.39) i (5.40), MaxEnt uvjetna raspodjela vjerojatnosti moze

se zapisati u standardnom obliku

1
D(z, p, t|(x0, po)w, to) = 7
t
X exp {— / d’r [\ (1, 1) n(r) + Ap(r, 1) h(r)]} X
3
X exp {— / d’r [Z Ap, (r,t) Py(r) } . (5.41)
a=1

Raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f(x,p,t), koja slijedi iz MaxEnt uvjetne ras-

podjele vjerojatnosti (5.41), dobije se pomoc¢u jednadzbe (3.21), koristenjem jednadzbe
(3.26) i uvjeta normiranosti raspodjele vjerojatnosti putanja F((xg,po)w,to). Odgova-

rajuc¢a raspodjela vjerojatnosti mikrostanja je jednaka
f(x7p7 t) = ZX
X exp {— / d’r [\, (r, 1) n(r) + Ap(r, t) h(r)]} X
3
X exp {— / d’r [Z Ap, (r,1) Pa(r) } . (5.42)
a=1

Iz jednadzbi (5.41) i (5.42) odmah se uoci slijedeca jednakost

D(x,p, (0, po)w, to) = f(z,p,1) . (5.43)
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Takoder, iz jednadzbi (4.4), (4.7), (5.41) i (5.42) slijedi da su u vremenskom trenutku ¢

informacijska entropija S}C (t) i uvjetna informacijska entropija SP¥(t,ty) jednake:

ST(t) = SPF(t, to) = log Z,

+ / Pr ()\n(r,t) (n(r)): + A, ) (h()e + > /\pa(r,t)(Pa(r))t> . (5.44)

Iz jednadzbi (5.43) i (5.44) slijedi da su pocetne putanje u faznom prostoru u trenutku
to 1 kona¢na mikrostanja u trenutku ¢ statistick: nezavisni, Sto za logicku posljedicu ima
potpuni gubitak korelacije. Ovaj rezultat dodatno potvrduje ispravnost uvodenja uvjeta
t —ty > 7, gdje T predstavlja vrijeme potrebno za gubitak korelacije izmedu pocetnih
putanja u faznom prostoru i konac¢nih mikrostanja. Razlozi za uvodenje ovog uvjeta bili
su detaljno argumentirani u odjeljcima 4.2, 5.1 1 5.2.

Raspodjela vjerojatnosti mikrostanja f(z,p,t) dana jednadzbom (5.42) identi¢na je
po obliku relevantnoj raspodjeli za klasicni fluid u lokalnoj ravnoteZi poznatoj iz literature
[24, str. 101, jed. 2.2.5]. Uz pretpostavku lokalne ravnoteze, jednostavnom usporedbom

dviju raspodjela dobiju se slijedec¢e identifikacije Lagrangeovih multiplikatora:

Mt) = —Br1) (u(r,t)—%muQ(r,t))
Ap,(r,t) = —[(r,t)us(r,t)
An(r,t) = B(r,t) . (5.45)

U referenci [24, str. 101-104] je pokazano da funkcija k~'3(r,¢)™" = T'(r,t) ima ulogu
lokalne temperature, u(r, t) lokalnog kemijskog potencijala po cestici, a da je u(r, t) brzina
hidrodinamickog gibanja. Zbog fokusa na rezultate koji se izlazu u ovom odjeljku taj dokaz
nema potrebe reproducirati.

U skladu s diskusijom iz odjeljka 5.2, pretpostavka lokalne ravnoteze daje precizniju
fizikalnu definiciju uvjeta t — ¢y > 7; vrijeme 7 potrebno za potpuni gubitak korelacije
izmedu pocetnih putanja u faznom prostoru i kona¢nih mikrostanja dovedeno je u vezu s
vremenom 7, potrebnim za uspostavljanje stanja lokalne ravnoteze fluida s odgovaraju¢om
raspodjelom koja je dana jednadzbama (5.42) i (5.45).

Deriviranjem po vremenu izraza (5.39) za log Z;, gdje je Z; particijski funkcional (5.40),

dobije se izraz

3
dlog 2, _ 1 dZ, = —/d3r (a)\n (n)e + 8/\h<h>t + e, <Pa>t> . (5.46)

dt 7, dt ot ot ot

a=1

Derivacija po vremenu informacijske entropije S7(¢) dane jednadzbom (5.44) izracuna se

pomoc¢u jednadzbe (5.46), ogranic¢enja (5.31) i jednadzbi (5.24) koje su ekvivalentne tim
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ogranicenjima,

dS{(t) [ o . 9 | Oh) = (P
dt /dr Ao T M +;AP”‘ ot

)

- / & (M{n, HY)+ Ml HY+ S An, ({Pa, H}»)

- —/d3r <)\nV AT+ MY - (T + iApaV : (Jpa>t> . (5.47)

Iz posljednjeg reda jednadzbe (5.47) se dobije da je derivacija po vremenu informacijske

entropije S { (t) jednaka

; 3
dsét(t) _ —/d3r [V (A J)e) + V(A In)e) + Z V- (Ap, <JPa>t)]

+ / dr lvw) T+ VO - T+ Y V() - <Jpa>t] . (5.48)

Usrednjavanjem jednadzbe (5.35) po raspodjeli vjerojatnosti mikrostanja i koristenjem
jednadzbi (5.38), (5.39), (5.46) i (5.47) jednostavno se pokaze da Lagrangeov multiplikator

A1 ovisi jedino o vremenu

M (%o, P0)w, to;t) = Mi(t) (5.49)
i da je jednak derivaciji po vremenu informacijske entropije S7(t),

_dS{(t) |

M(t) dt

(5.50)

Jednadzba (5.50) potvrduje interpretaciju koja je Lagrangeovom multiplikatoru A; dana
u osnovnom pristupu iz odjeljka 4.2. U generalizaciji osnovnog MaxEnt pristupa koja
je uvedena u ovom odjeljku, uvodenje dodatnih ogranicenja (5.31) ekvivalentnih hidro-
dinamic¢kim jednadzbama kontinuiteta (5.24) preciznije je odredilo brzinu promjene en-
tropije danu Lagrangeovim multiplikatorom A;; ona je sada odredena jednadzbom (5.48).
Koristenjem jednadzbe (5.48) sada ¢e biti pokazano da je ova brzina promjene entropije
jednaka odgovaraju¢em standardnom izrazu iz termodinamike ireverzibilnih procesa.

Iz literature [13], [39] je poznato da se gustoe struja u makroskopskim zakonima

sacuvanja (5.24) mogu napisati u slijedeé¢em obliku:

m(J(r)), = p(r,t)u(r,t),
<JPa7 5(1‘)),5 = p(I‘, t)uot(rv t)Uﬁ(I‘, t) + Tﬂa<r7 t) )
(Jn, a(r))e = plr,t)e(r,t)ua(r,t) + Tos(r, t)ug(r,t) + Jo, o(r,t) . (5.51)

72



U prvoj jednadzbi p(r,t) je gustoéa mase. Brzina fluida u(r,t) je ranije uvedena brzina
hidrodinamickog gibanja. U drugoj i trecoj jednadzbi veli¢ina T(r,¢) odgovara tenzoru
tlaka ¢ije su komponente T, (r,t). Uz koristenje Einsteinove konvencije o sumiranju za
indekse «, 8 uvedene u gornjim relacijama, tenzor tlaka je definiran relacijom dF, =
—dSsTsa, gdje je dF, Kartezijeva komponenta sile dF preko infinitezimalnog elementa
povrsine dS. Tenzor tlaka se razlikuje od tenzora napetosti za negativan predznak. U
trecoj jednadzbi p(r,t)e(r,t) je gustoca energije, gdje je e(r,t) energija po jedinici mase.
Gustoca struje topline je oznacena s Jo(r,t).

Gustoce broja cCestica, impulsa i energije koje su ranije uvedene u makroskopskim

zakonima sac¢uvanja (5.24), sada su analogno jednadzbama (5.51) dane obliku

(h(r))e = p(r,t)e(r,t) . (5.52)

Brzina fluida u(r,t) moze se konzistentno definirati i relacijom

(J(r)); = (n(r))u(r,t) . (5.53)

Zbog jednostavnijeg ra¢una uvodimo nove varijable (z’,p’) koje su sa starim varija-

blama (x,p) povezane kanonskom transformacijom koja je slijedeéeg oblika
r, = 1.,

gdje u(r},t) predstavlja brzinu fluida na polozaju rj. Jednostavno je provjeriti da je
Jacobijan transformacije jednak jedinici. Uz zamjenu varijabli (5.54), izrazi (5.1), (5.2) i

(5.3) transformiraju se na slijede¢i nacin

n(r) = n'(r)
P(r) = P'(r) +mu(r,t)n'(r)
hr) = B(r)+ulrt) Pl + %muz(r, '(x) . (5.55)

S obzirom da je Jacobijan transformacije (5.54) jednak jedinici, raspodjela vjerojatnosti
koja u novim varijablama (z’, p’) odgovara raspodjeli vjerojatnosti (5.42), dobije se jed-

nostavnim uvrstavanjem izraza (5.45) i (5.55):

Pl t) = Zitexp {— / d*eB(r ) [ (x) - mr,t)n'(r)]} S (556)

S obzirom da su dane integralima po faznom prostoru, informacijska entropija S}C (1) u

jednadzbi (5.44) i odgovarajuéa particijska funkcija (5.39) invarijantne su na transforma-
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ciju (5.54) za koju je Jacobijan transformacije jednak jedinici.! S eksplicitno naznac¢enim

novim koordinatama (z/, p) informacijska entropija S7 () je dana izrazom

S7(t) =log Z; + /d3r5(r7t) [(P'(x))e = p(r, 1) {n"(x))e] (5.57)

dok je particijska funkcija dana izrazom

loth:log{ /M dI” exp {_ / Fra(r. 1) [h/(r)—,u(r,t)n’(r)]}} | (5.58)

Usrednjavanjem lijeve strane jednadzbi (5.55) po raspodjeli vjerojatnosti mikrostanja
koja je dana jednadzbom (5.42) i usrednjavanjem desne strane po odgovarajucoj raspodjeli

(5.56), te zatim koristenjem relacija (5.52), dobiju se slijedeée jednakosti

(n'(r))e = (n(r))
(P'(x))e = 0
1

(W) = () = Gma’ (e, (0 (x)), . (5.59)

Posljednja od jednadzbi (5.59) nije nista drugo nego izraz za gustoéu unutarnje energije
U(r,t). Transformacijom (5.54) je pokazano da particijska funkcija (5.58), raspodjela vje-
rojatnosti (5.56) i informacijska entropija (5.57) ne ovise o brzini fluida u(r,¢).? Ovisnost
o vremenu se u izrazu za informacijsku entropiju (5.57) pojavljuje jedino kroz veli¢ine
B(r,t) i p(r,t), na eksplicitan i implicitan nacin. Iz tog razloga niti vremenske derivacije
informacijske entropije (5.57) ne mogu ovisiti o u(r,¢). Zbog invarijantnosti informacijske
entropije S () na transformaciju (5.54) isto mora vrijedi vrijediti i za odgovarajuce izraze
(5.44), (5.47) 1 (5.48). To znadi da zbog jednostavnijeg racuna, svugdje u izrazima (5.44),
(5.45), (5.47) i (5.48) slobodno mozemo uzeti da je u(r,t) = 0.

Kad se to napravi u jednadzbi (5.48), uz koristenje izraza za Lagrangeove multiplika-
tore (5.45) i za gustoce struja (5.51), dobije se slijedeéi izraz za derivaciju po vremenu

informacijske entropije S }C (t):

f
dsét@) = —/d3rV - (BIg) +/d3rV(5)-JQ : (5.60)

Mnozenjem izraza (5.60) Boltzmannovom konstantom k i uvrstavanjem J(r,t) =
k=T (r,t)~! dobije se

0o (Hed) oo () suen. o

1Zanimljivi detalji povezani s tim dani su u referencama [4], [5, 25]

2Pri tome se pretpostavlja da je dostupni dio faznog prostora, invarijantni skup M svih moguéih mi-
krostanja, invarijantan takoder i na transformaciju (5.54). Naprimjer, ta pretpostavka ¢e biti zadovoljena
ako je skup M dan produktom M =V x --- X V X (—00,00) X - -+ X (—00,00), gdje skup V predstavlja
volumen sustava kojim su ogranicene moguée vrijednosti koordinata svake od N cestica, a u intervalima

(=00, 00) dane su moguée vrijednosti komponenti vektora impulsa svake od N Cestica.
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Jednadzbu (5.61) mozemo prepoznati kao jednadzbu iz termodinamike ireverzibilnih
procesa koja daje brzinu promjene entropije sustava. Prvi clan jednadzbe (5.61) je pro-
mjena zbog entropije koja se izmjenjuje kroz granicu volumena sustava, pa je sukladno
tome predznak tog ¢lana negativan. S obzirom na pocetnu pretpostavku da je broj cestica
u sustavu fiksan, nema izmjene cestica s okolinom; sustav je zatvoren. Cestice ne mogu
napustati volumen sustava pa brzina fluida na granici volumena sustava iS¢ezava; iz tog
razloga entropija ne moze prolaziti kroz granicu volumena sustava strujanjem fluida. Na-
dalje, moze se u razmatranje uzeti granic¢ni slucaj u kojem je volumen sustava beskonacan.
Tada nema niti izmjene topline s okolinom, pa prvi ¢lan jednadzbe (5.61) u potpunosti
iS¢ezava; to je granica u kojoj je sustav izoliran.

Drugi ¢lan jednadzbe (5.61) je integral veli¢ine koja je poznata u termodinamci irever-
zibilnih procesa kao gustoca produkcije entropije, ili alternativno, izvor entropije. Jedan
od temeljnih postulata termodinamike ireverzibilnih procesa [39] je da taj clan uvijek ima
kanonski oblik

Ovaj kanonski oblik definira termodinamicke struje J; i konjugirane termodinamicke sile
X, oznacene indeksom 1.

Usporedba jednadzbe (5.62) s drugim clanom u jednadzbi (5.61) ukazuje da je moguce,
slijedeci ovaj temeljni postulat, definirati gusto¢u produkcije entropije za klasicni fluid

identicnih cestica koji smo razmatrali, u obliku

o(r,t) =V (T(i’ t)) Jo(r,t) . (5.63)

Pri tome su uocljive odgovarajuée identifikacije termodinamickih sila i struja.
Izraz za produkciju entropije koji je dan jednadzbom (5.63) u skladu je s pristupom

iz reference [41], gdje se gustoéa struje entropije definira relacijom
Js=) FJ;. (5.64)

U jednadzbi (5.64), J; je gustoca struje ekstenzivne veli¢ine A;. Za lokalne intenzivne
veli¢ine F; se uzima da su to iste funkcije lokalnih ekstenzivnih veli¢ina kao u ravnotezi.?
To slijedi iz relacije

dS =Y FdA; (5.65)

gdje je S lokalna entropija, za koju se po definiciji uzima da ima identi¢nu funkcionalnu

ovisnost o lokalnim ekstenzivnim velicinama A; kao u ravnotezi. Za lokalnu gustoéu

30vdje koristimo oznake koje se koriste u referenci [41]. Zbog toga oznaka F; sada oznaava lokalne
intenzivne veli¢ine dane jednadzbom (5.65), pa je treba razlikovati od iste oznake koja je u odjeljcima

2.3 1 2.4 koristena za druge velicine.
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entropije s uzima se relacija

ds =Y Fuda; , (5.66)

gdje su a; gustoCe lokalnih ekstenzivnih veli¢ina A;. Vazno je napomenuti da relacija

(5.66) ne ukljucuje ¢lan koji sadrzi volumen, za razliku od odgovarajuée relacije (5.65).
Rezultati koji su dobiveni ovdje generaliziranim MaxEnt pristupom u skladu su s ovim

definicijama. U pristupu danom u referenci [41], ako su ekstenzivne veli¢ine sacuvane,

slijedi da je tada gustoc¢a produkcije entropije jednaka

o=Y VE-J;. (5.67)
Za entropiju vrijedi relacija 5
s
=—+V-J 5.68
o ot + S ( )

gdje 0s/0t je brzina promjene entropije po jedinici volumena. Izrazi (5.64), (5.67) i (5.68)
po svome obliku odgovaraju izrazima (5.61) i (5.63) koji su dobiveni ovdje generaliziranim
MaxEnt pristupom. Rasprava iz reference [41] samo dodatno oslikava temeljni problem

definicije termodinamicke entropije neravnoteznog sustava.
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Poglavlje 6

DISKUSIJA OTVORENIH
PITANJA

Ako razmotrimo moguénost da je nasa informacija o mikroskopskoj dinamici nepotpuna,
reproducibilnost i gubitak informacije postaju dio opisa makroskopske vremenske evo-
lucije. Ovaj pristup tada vodi do jednostavne definicije produkcije entropije. Ideju da
je ireverzibilnost povezana s postupnim gubitkom informacije razvio je Jaynes u okviru
formalizma matrice gustoce [2]. Nedavno, Duncan i Semura [42, 43] su predlozili ideju
da se informacija doista gubi na fundamentalnom nivou. Uzajamno djelovanje kvantne
dekoherencije i dinamike se razmatra kao jedan od moguéih razloga iza drugog zakona
termodinamike, gdje je produkcija entropije uzrokovana curenjem informacije u okolinu
[44, 45]. U naSem klasicnom pristupu, gubitak informacije je povezan s nepotpunom in-
formacijom o mikroskopskoj dinamici. Ako se ova ideja pazljivo razmotri, ¢ak i u ovom
jednostavnom modelu, nepotpunost informacije mora se uzeti u obzir na neki nepristran
nacin.

Pitanja koja su povezana s nepotpunom informacijom mogu se razmotriti na objekti-
van nacin. Analiticki principi za te svrhe, tj. za razdvajanje subjektivnih i objektivnih
aspekata teorijskog formalizma, mogu se pronaci u teoriji vjerojatnosti. Filozofija ovog
pristupa se zasniva na interpretaciji teorije vjerojatnosti kao prirodnog prosirenja deduk-
tivne logike. Takvu generalizaciju je na aksiomatski nacin razvio Jaynes u svojoj studiji
o teoriji vjerojatnosti [25]. Standardna aksiomatska teorija vjerojatnosti izvedena je iz
ove generalizirane teorije, Sto samo po sebi upucuje da je generalizirana teorija ispravan
alat za ukljuc¢ivanje nove informacije u nase raspodjele vjerojatnosti. Raspodjele vjero-
jatnosti su u tom smislu interpretirane kao nosac¢i nepotpune informacije. Ovaj pristup
se mozda najbolje razumije iz opisa koji je dao Jaynes [25]: “...teorija vjerojatnosti kao
generalizirana logika vjerodostojnog zakljuc¢ivanja koja bi trebala biti primjenjiva, u prin-

cipu, u bilo kojoj situaciji gdje nemamo dovoljnu informaciju koja bi dopustila deduktivno
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zakljuc¢ivanje.” Zbog potpunosti ¢emo citirati i slijedeée linije iz reference [25], koje su
vazne za daljnu diskusiju: “Ali to je jednako tako istina i za apstraktne matematicke
sustave; kada je tvrdnja neodluciva u takvom sustavu, to jedino znaci da njegovi aksiomi
ne pruzaju informaciju koja je dovoljna za odlucivost. Ali novi aksiomi, eksterni izvornom
skupu, mogu dati informaciju koja nedostaje i ipak uc¢initi tvrdnju odlu¢ivom.” Mozemo
zakljuciti na osnovi rezultata koji su izlozeni u ovom radu, da kada se vjerojatnosti in-
terpretiraju na povezan nacin kao svojstvo stupnja naSeg znanja, uz primjenu MaxEnt
algoritma i prediktivne statisticke mehanike, da je tada matematicki opis ireverzibilnosti
kompatibilan s pojmovima Shannonove teorije informacije.

Jos jedan objektivan aspekt spomenutog problema povezan je s pitanjima koja je na
zanimljiv i spekulativan nac¢in postavio Zwick. U njegovom radu [46] o problemu mje-
renja u kvantnoj mehanici, tesko¢e u opisivanju mjerenja na nivou kvantne dinamike
usporedene su, i pronadene su slicnosti s nepotpunosti odredenih aksiomatskih sustava u
matematici, koje su otkrili i detaljno elaborirali Gédel i drugi [47, 48]. Prema Zwicku,
opsezni paralelizam izmedu fizikalnih i matematickih slucajeva ukazuje na mogucénost da
je proces mjerenja samoreferentan kao sto je bila Godelova specijalna formula, i da mjere-
nje moze biti neodluc¢ivo unutar dinamike (formalizma vremenski ovisne Schrédingerove
jednadzbe), dogadajuéi se jedino na meta-nivou formalizma. Po toj liniji razmisljanja,
fizikalna teorija imala bi tada barem dva nivoa; proces mjerenja bio bi opisan na meta-
nivou, ali neodlu¢iv na osnovnom nivou koji je opisan zakonom dinamike. U isto vrijeme
je osnovni nivo inherentno nepotpun i ne generiraju se kontradikcije. Zakon dinamike i
svi procesi opisani njim su reverziblni, ali proces mjerenja je ireverzibilan; na ovaj nacin
ireverzibilnost bi bila prisutna u opisu procesa mjerenja unutar takve teorije s dva nivoa.
Zwick navodi sli¢ne sugestije koje je dao Pattee [49] o neophodnosti dva nivoa strukuture i
opisa za bilo koji proces predikcije i kontrole (tj. mjerenja). Pitanja koja se postavljaju o
ireverzibilnom ponasanju sustava koji su deterministicki odredeni vremenski simetricnim
jednadzbama gibanja, tada bi se ¢inila paradoksalna jedino u kontekstu teorije s jednim
nivoom [49].

Bez dubljeg ulazenja u ova pitanja, moze se primijetiti u izlozenoj primjeni prediktivne
statisticke mehanike na problem predikcije makroskopske vremenske evolucije sustava s
Hamiltonovom dinamikom, da su odredene znacajke teorije s dva nivoa jasno uocljive. U
ovom jednostavnom modelu one se pojavljuju jedino kao rezultat prepoznavanja nepot-
punosti nase vlastite informacije o mikroskopskoj dinamici. S pragmaticne tocke gledista
to nam dopusta daljnju diskusiju o povezanim pitanjima o uzajamnom djelovanju naseg

znanja i ogranicenja mjerenja na sustav i njegovu “stvarnu” dinamiku.
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Poglavlje 7

ZAKLJUCAK

Ovim radom se pokazuje da Jaynesova interpretacija ireverzibilnosti kao posljedice pos-
tupnog gubitka informacije o stanju sustava zbog nemoguénosti pracenja njegove tocne
vremenske evolucije tijekom procesa, ima jasnu matematicku formulaciju u konceptima
koji su uvedeni u radu. Najvazniji teorijski koncept u radu bila je maksimizacija uvjetne
informacijske entropije uz zadana ogranicenja, i njena relacija s informacijskom entropi-
jom, preuzeta iz Shannonove teorije informacije. Pri tome je kljucan element teorijskog
pristupa bilo uvodenje Liouvilleove jednadzbe za uvjetnu raspodjelu vjerojatnosti kao ma-
kroskopskog ogranicenja, tj. kao ogranicenja koje je dano usrednjavanjem te jednadzbe
integralom po dostupnom faznom prostoru. U problem predikcije makroskopske vre-
menske evolucije zatvorenog Hamiltonovog sustava je time uklju¢ena nepotpunost nase
informacije o detaljnoj mikroskopskoj dinamici, na nacin koji je konzistentan s temeljnim
nacelima prediktivne statisticke mehanike. Pokazano je da takav matematicki opis rezul-
tira potpunim gubitkom korelacije izmedu pocetnih putanja u faznom prostoru i konac¢nih
mikrostanja. Ovaj gubitak korelacije je povezan s gubitkom informacije o mogué¢im mi-
krostanjima sustava, koji je ovim pristupom doveden u vezu s promjenom entropije sus-
tava. Ta je povezanost omogucila definiciju promjene entropije i brzine promjene entropije
za zatvoren Hamiltonov sustav u okviru razmotrenog pristupa bez dodatnih pretpostavki.

Konstrukcijom raspodjele vjerojatnosti uz koristenje nacela najvece informacijske en-
tropije, tj. maksimizacijom informacijske entropije uz zadana ogranic¢enja, ukljucuje se u
raspodjelu vjerojatnosti jedino informacija koja je reprezentirana zadanim ogranicenjima.
Predikcije izvedene iz takve raspodjele vjerojatnosti najbolje su predikcije koje su moguce
na osnovi dostupne informacije, bez uvodenja dodatnih pretpostavki u koje nismo sigurni.
Ako se kontrolom odredenih makroskopskih veli¢ina u eksperimentu reproducira neka ma-
kroskopska pojava, u skladu s temeljnim nac¢elom makroskopske reproducibilnosti, tada
je informacija o vrijednostima tih veli¢ina upravo ona informacija koja je relevantna za

predikciju makroskopske pojave.
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Dakle, moze se rec¢i da je razmatranje relevantnosti dostupne informacije o sustavu
za predikcije i za reproducibilnost makroskopske vremenske evolucije, kljuéno za bolje
razumijevanje pojave ireverzibilnosti. Na primjeru zatvorenog Hamiltonovog sustava je
pokazano da se za taj sustav moze dati elementaran opis ireverzibilne makroskopske vre-
menske evolucije, ako se uvodenjem odgovarajuc¢ih dodatnih ograni¢enja na maksimizaciju
uvjetne informacijske entropije, u raspodjelu vjerojatnosti ukljuc¢i ona informacija koja je
relevantna za opis neravnoteznog sustava. U okviru pristupa koji je razvijen u ovom radu
je tako uvodenjem hidrodinamickih jednadzbi kontinuiteta kao relevantne informacije na
hidrodinamickoj vremenskoj skali, dobivena brzina promjene entropije i gustoc¢a produk-
cije entropije za klasiéni fluid identi¢nih ¢estica. Dobiveni izrazi u skladu su s definicijama
koje te veli¢ine imaju u termodinamici ireverzibilnih procesa. Ako se u obzir uzme da je
prediktivna statisticka mehanika opceniti oblik zaklju¢ivanja iz dostupne informacije, bez
dodatnih pretpostavki, dobiveni rezultati upucuju na vaznost njenih temeljnih nacela za

teoriju ireverzibilnosti.
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