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Sazetak

Od Galilejeve invarijantnosti Newtonove mehanike, preko bazdarne simetrije Max-
wellove teorije, Noetherinih teorema, Lorentzove invarijantnosti specijalne teorije
relativnosti, principa ekvivalentnosti opce teorije relativnosti prema bazdarnim si-
metrijama novih teorija unifikacije, simetrije igraju centralnu ulogu u istrazivanju
prirode. U ovom radu osvrnut ¢emo se na medudjelovanje simetrija prostorvremena
te simetrija bazdarnih polja i polja materije u gravitacijskim teorijama. Nakon mate-
matickog uvoda u simetrije, sustavno ¢emo izloziti dosadasnje znanje o nasljedivanju
simetrija skalarnih i linearnih elektromagnetskih polja, a zatim prikazati i najnovije
rezultate za nelinearna elektromagnetska polja. Sve pokazano stavit ¢emo u kontekst
“no hair” teorema crnih rupa te elektromagnetskih potencijala, gdje se nasljedivanje
simetrije zahtjeva u pretpostavkama. Na kraju ¢emo navesti neka rjeSenja koja lome
nasljedivanje simetrije kako bismo naglasili vaznost klasifikacije uvjeta pod kojim si-
metrija nije nuzno nasljedena.

Kljucne rijeci: simetrije, invarijantnost, prostorvrijeme, polja, nasljedivanje



Symmetry Inheritance
Abstract

From the Galilean invariance of Newton’s mechanics, through gauge symmetries of
Maxwell’s theory, Noether’s theorems, Lorentz’s invariance of special relativity, the
principle of equivalence of general relativity, to gauge symmetries of the new unifi-
cation theories, symmetries have played a central role in the research of nature. In
this dissertation we will turn our attention to the interaction of spacetime symmetries
and gauge or matter field symmetries in gravitational theories. After a mathematical
introduction to symmetries, we will systematically present the sofar known results
on scalar and linear electromagnetic fields symmetry inheritance, and show the la-
test progress made for the nonlinear electromagnetic fields. Everything shown will
be put in context with no hair theorems for black holes and electromagnetic sca-
lar potentials, where the inheritance is implicitly assumed. Finally, we will specify
some solutions which do not inherit symmetries, to state the importance of making a

classification of symmetry-breaking solutions.

Keywords: symmetries, invariance, spacetime, fields, inheritance
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1 Uvod

Od samih zacetaka fizike simetrije igraju znacajnu ulogu u fizikalnim teorijama; ve¢
su stari Grei bili fascinirani simetrijama objekata te ih pokusavali preslikati u struk-
turu prirode, Kepler je pomocu simetrije opisivao kretanja planeta, a Newton je Ga-
lilejevu invarijantnost ukljuCio u svoje zakone mehanike. Takoder je i Maxwell u
svojim jednadzbama ujedinio Lorentzovu te bazdarnu invarijantnost.

Unatoc tome, pristup u kojem se simetrije promatraju kao primarno svojstvo pri-
rode iz kojeg potjecu dinamicki zakoni, prihvacen je tek u 20. stoljecu, kad je Einstein
iskoristio simetriju unutar Maxwellovih jednadzbi te simetriju prostorvremena kako
bi formirao specijalnu teoriju relativnosti. Deset godina kasnije principom ekvivalen-
cije — invarijantno$¢u zakona prirode na lokalne promjene koordinata — od specijalne
napravio je opcu relativnost. Upravo tih godina u svoj razvoj krenula je i kvantna
mehanika, u kojoj su principi simetrije jos vise pokazali svoju fundamentalnu ulogu.

U klasi¢noj mehanici simetriju mozZemo najlakse uociti preko Hamiltonovog prin-

cipa akcije. On se sastoji od toga da akciju

5= [2 ALz (t), i(1)] (1.1)

1

variramo izmedu krajnjih toc¢aka ¢, i ¢, kako bismo dobili ekstremalnu vrijednost koja
onda u sebi sadrzava jednadZbe gibanja. Transformaciju z(¢) — Z[x(t)] koja ostavlja
akciju nepromijenjenom nazivamo simetrijom klasi¢nog sustava. Bududi da slijedi da
su jednadzbe gibanja takoder invarijantne na transformaciju, mozemo se posluziti
simetrijom prilikom izvodenja novih rjesenja nekog sustava.

Jos znacajniji trag simetrije u prirodi je postojanje zakona oCuvanja. Prva koja je
otkrila poveznicu izmedu globalne kontinuirane simetrije i ocuvanosti neke veli¢ine
bila je Emmy Noether 1918. U svom poznatom teoremu pokazala je da iz invarijant-
nosti zakona fizike na prostorne transformacije slijedi o¢uvanost koli¢ine gibanja, iz
invarijantnosti na rotaciju ocuvanost kutne koli¢ine gibanja, a iz invarijantnosti na
vremenske translacije o¢uvanje energije. Klju¢no svojstvo simetrije koja ¢uva neku
veli¢inu je kontinuiranost, diskretne simetrije (vremenska inverzija ili prostorna re-
fleksija) ne impliciraju nikakve zakone ocuvanja.

Otkri¢cem kvantne teorije potreba za pozivanjem na principe invarijantnosti po-

kazala se neizbjeznom. Stanje nekog sustava opisano valnom funkcijom |¥) u Hil-



bertovom prostoru nakon djelovanja linearnog operatora transformacije simetrije R
prebaceno je u novo stanje R |¥), a zbog principa superpozicije dopusteno stanje je i
njihova linearna kombinacija. Superpozicijom svih stanja povezanih rotacijom dobit
¢emo stanje |®) = ) o R|V) koje je rotacijski invarijantno, singletna reprezentacija
grupe rotacija. Jedan primjer takvog stanje je osnovno stanje atoma vodika.

Novi oblik simetrije koji se pokazao klju¢an u kvantnoj mehanici, dotad nepoznat
u klasi¢noj fizici, bila je zamjena identi¢nih Cestica, koja je rijesila Gibbsov paradoks
u statistickoj fizici. Ovisno o tome mijenja li valna funkcija Cestice prilikom zamjenje
predznak ili ne, elementarne Cestice klasificirane su kao fermioni ili kao bozoni, ¢ija
je kvantna statistika medusobno razlika te im predvida razli¢ito ponasanje.

Osim globalnih simetrija, koje opisuju invarijantnost razli¢itih fizikalnih situacija,
spomenimo i bazdarne simetrije, ¢ijom se primjenom mijenja samo opis fizikalne
situacije, ali ne i cijela situacija. Bazdarne simetrije su se prvo pojavile u Maxwel-
lovoj elektrodinamici uvodenjem vektorskog potencijala A,, nakon transformacije
A,(z) = Au(x) + 0,¢(x) magnetsko i elektricno polje se ne mijenjaju te bazdarno
invarijantni vektorski potencijal u pocetku nije shvac¢an kao fizikalna veli¢ina. Uvode-
njem bazdarnih teorija u fundamentalnu fiziku zadnjih godina takav stav se promi-
jenio, bazdarna invarijantnost povlaci postojanje bazdarnih bozona povezanih s vek-
torskim potencijalom, koji prenose fundamentalne sile. Time su lokalne bazdarne
simetrije prevladale u modernoj fizici; sve globalne simetrije su se pokazale ili slom-
ljenima (parnost, vremenski obrat i simetrija naboja) ili pribliznima (simetrija nukle-
arne sile).

Iako se simetrija provlaci kroz prirodne zakone, vecina fizikalnih pojava pokaza-
telj je loma simetrije. Simetri¢ni zakoni fizike spontano se lome pod asimetri¢nim
pocetnim uvjetima; Newtonove jednadzbe su rotacijski invarijantne, no odredena or-
bita planeta odabrana nekim pocetnim uvjetima nije. Suprotno tome, u kvantnoj
mehanici osnovno stanje Cestice superpozicija je svih klasi¢no dopustenih stanja te je
time translacijski invarijantno. U sustavima s beskonacno stupnjeva slobode moguca
je i asimetri¢na realizacija osnovnog stanja; S$to se manifestira kod kristala, magne-
tizma, supravodljivosti itd.

Iz svega dosad navedenog jasno je da simetrije igraju bitnu ulogu u opisu prirode,
postavlja se samo pitanje koji je razlog Sto u prirodi opazamo simetrije. Istrazivanjem

pojava na visSim energijama, sve viSe simetrije izlazi na vidjelo, upravo one koja je na



nizim energijama slomljena ili skrivena. Dakle, priroda na fundamentalnoj razini tezi
simetriji, te je upravo to smjernica u buduc¢im istrazivanjima fundamentalnih zakona
fizike. [1]

U ovom diplomskom radu fokus éemo usmjeriti prema simetrijama u gravitaciji

te poveznici izmedu simetrija prostorvremena i simetrija polja unutar njih.



2 Simetrije

Simetrija je transformacija koja ¢uva neku strukturu, a skup svih transformacija neke
strukture ¢ini grupu. Ako za strukturu biramo prostorvrijeme, grupa koja nam je
potrebna u njegovom proucavanju je Liejeva grupa transformacija. Ona je ujedno i
diferencijabilna mnogostrukost na kojoj su grupne operacije glatke te nam je upravo
zbog toga od interesa (Dodatak A).

Poc¢nimo s op¢enitom definicijom prostora kao skupa X s funkcijom ' : X — Y

na skup Y definiran na X [2].

Definicija 2.1. Kazemo da je funkcija F invarijantna na transformaciju g : X — X
ako vrijedi:

F(z) = F(gx), zasve ze€X (2.1)
gdje je gx = g(x) lijevo djelovanje grupe G na X.

Kako bismo mogli definirati djelovanje grupe na neki skup, prisjetimo se prvo

pojma homomorfizma.

Definicija 2.2. Neka su (G, *) i (H,-) grupe. Preslikavanje ¢ : G — H je homomorfi-

zam ako za svaki a,b € G vrijedi:

¢(ax b) = ¢(a) - $(b) (2.2)

Definirajmo jo$ grupu na skupu bijekcija s operacijom kompozicije:

Teorem 1. Ako je X neprazan skup, a Bij(X) skup svih bijekcija b : X — X, onda je
(Bij(X),0) grupa.

Djelovanje elemenata grupe na neki skup sad je moguce izre¢i kao:

Definicija 2.3. Neka je X neprazan skup i (G, x) grupa. Akcija grupe G na skup X je
homomorfizam « : (G, *) — ((Bij(X)), o)

Djelovanje grupe na elemente ¢;, g» € G mozemo definirati slijeva:

br(g192) = ¢1(91) © p1(g2) (2.3)

ili zdesna:

or(9192) = Or(92) © Pr(91) (2.4)
4



no bududi da je moguce za svaku akciju zdesna definirati jedinstvenu akciju slijeva,
uvijek biramo da je djelovanje grupe definirano slijeva. Vratimo se sad na Definiciju

2.1, iz koje slijedi teorem [2]:
Teorem 2. Skup svih transformacija od X na koje je F invarijantna ¢ine grupu.

Dokaz. Pokazimo da svojstva transformacija od X zadovoljavaju grupna svojstva:
1) zatvorenost:

Ako je F invarijantna na ¢ i h, onda po Definiciji 2.1 znamo F(z) = F(hz) za
sve r € X iF(y) = F(gy) za sve y € X. Funkcija F' takoder ¢e biti invarijantna na
kompoziciju djelovanja gh = g o h; F(ghx) = F(g(hx)) = F(hx) = F(x).

2) identitet:
Ocito vrijedi F(z) = F(id,(x)),pa je F invarijantna na identitet id,
3) inverz:
Za transformaciju ¢ postoji inverz ¢—! takav da gg~! = id,. Funkcija F je invari-

jantna na g—! ako je i na g:
F(g~'a) = F(g(g~'v)) = F() (2.5)

]

Grupa transformacija na koju je skup funkcija .# na X invarijantnan nazivamo
grupa simetrije.
Za grupu transformacija odabrat ¢emo ¢, 1-parametarsku grupu difeomorfizama ¢, :
R x M — M. Provjerimo da zadovoljava svojstva iz Teorema 1. [32]:

1) za svaki t € R preslikavanje ¢, : M — M je difeomorfizam

2) za svaki par s,t € R vrijedi ¢ 0 ¢y = ¢y

3)po = idy
Pomocu 1-parametarske grupe difeomorfizama mozemo definirati Liejevu derivaciju
kao mjeru promjene neke tenzorske veli¢ine nakon infinitezimalne translacije djelo-

vanjem te grupe:

¢* Tal...ak _ Tal...ak

9 —t b1...b b1...b

£XT0«1 akbl..‘bl = lim Ll L
t—0 t

(2.6)

X je vektorsko polje pridruzeno ¢, preko vektora X, € 7,,M, tangentnih na orbitu

¢;. Ako za funkciju F' na prostorvremenu odaberemo metriku g, transformacija koja

5



¢uva duljinu zvat Ce se izometrija.
Pogledajmo sve dosad navedeno raspisano u koordinatnom zapisu te iz invarijant-
nosti tenzora metrike na transformacije izvedimo Killingovu jednadzbu [3].

Mozemo re¢i da je metrika invarijantna na transformaciju z* — z'* ako vrijedi

9up(y) = gar(y) zasve y° (2.7)

to jest, ako je transformirana metrika ¢/, (z’) jednaka funkcija argumenta 2 kao i
originalna metrika g¢,,(z) argumenta x°. NapiSimo prvo pravilo transformacije kova-

rijantnog tenzora g,:

ox'°ox'd , ,
Jap(T) = e Wgcd(m) (2.8)
Iskoristimo li (2.7) imamo:
amlc 833111 )
gab($> = B Wgcd(x ) (29)

Promatrat ¢emo sve veli¢ine u (2.9) kao funkcije od x kao z’* = 2/*(z) te pojednos-
tavniti situaciju tako da uzmemo u obzir poseban slucaj infinitezimalne koordinatne
transformacije:

% — ' = 2" + e X(x) (2.10)
gdje je e mali, a X° vektorsko polje. Deriviranjem (2.10) po z* dobijemo:

a la
% = 0% + €0, X" 2.11)

Ako uvrstimo (2.11) u (2.9) i razvijemo metriku u Taylorov red, imamo:

Jap(2) = (0 + €0, X°) (68 + €0, X ) geq(2° + €X°) (2.12)
= (6 + €0, X) (0 + €0y XV [gea() + €XDegea(z) + ...] (2.13)
= gu(x) + e[gadé?bXd + gbdﬁaXd + X°0egap] + 0(62) (2.19)

Zanemarimo li ¢lanove uz €? vidimo da su prvi ¢lanovi s obje strane jednaki te da

zagrada uz ¢ mora iSCeznuti. Usporedimo tu zagradu sa:

ExT . = XOT" .  —T 0. X" — ..+ T (. 0 X+ ... (2.15)



te vidimo da je ona zapravo Liejeva derivacija metrike:

£Xgab = Xcacgab + gadabXd + gbeaa)(e (2]—6)

Iskoristimo ¢injenicu da unutar Liejeve derivacije mozemo zamijeniti obi¢ne deriva-

cije kovarijantnima:

£x9ab =XVegab + 9aa Ve X + goe Vo X© (2.17)
=X(0c9ab — Tlygpn — Tl gan)

+ 9ad(O X+ THX") + ghe (0. X° + T, XY) (2.18)

=X Ocab + 9aaOs X + goe0a X* (2.19)

gdje se u drugom redu ¢lanovi uz Christoffelove simbole krate jer su im jedini indeksi
koji se razlikuju slijepi.

Budu¢i da smo za afinu koneksiju izabrali Christoffelov simbol, imamo:

Vegar =0 (2.20)

te metrikom spustimo indekse vektorima pa kona¢no dobijemo uvjet za infinitezi-
malnu izometriju:

Lxgay = VpXa + Vo Xy =0 (2.21)

Dobili smo Killingovu jednadzbu ¢ija su rjesenja Killingova vektorska polja X“ koja
generiraju infinitezimalnu izometriju, drugim rije¢ima, povlacenjem metrike po vek-
torskom polju X“ ona se ne mijenja.

Buducdi da je moguce bilo koji kona¢nu kontinuiranu transformaciju prointegrirati po
beskona¢nom nizu infinitezimalnih transformacija, dovoljno je promatrati samo infi-
nitezimalne transformacije.

Daljnjim diferenciranjem dobit ¢emo uvjete: [4]

£eR% = 0 (2.22)
£R=0 (2.23)
£e(Va, . VayR) =0, N=1,2,.. (2.24)



3 Nasljedivanje simetrije

Prisjetimo li se nekih primjera bazdarnih polja ili polja materije navedenih u klasi¢noj
literaturi, primjetit ¢emo raznoliku ovisnost o koordinatama koja ne slijedi nikakvo
pravilo. Bududi da je takvim primjerima podloga prostorvrijeme Minkowskog koje je
maksimalno simetri¢no, i bez racuna vidimo da nema govora o nasljedivanju sime-
trija. No, uvazimo li interakciju tih polja s prostorvremenom kojom ga modeliraju,
pitanje nasljedivanja simetrija s prostor vremena na neko polje slijedi intuitivno.
Uzmimo prostorvrijeme (M, gqp, [1) koje se sastoji od Hausdorffove parakompak-
tne povezane D-dimenzionalne mnogostrukosti M, metrike g,, Lorentzovog tipa i

polja II. Pretpostavimo da vrijedi (2.23), pa ako iz toga slijedi:
Ll =0 (3.1)

kazemo da polje II nasljeduje tu simetriju. Nasljedivanje simetrije ne slijedi nuzno,
vec¢ ovisi o prirodi polja i vrsti simetije. [6]

U ovom radu dotaknut ¢emo se nasljedivanja simetrije realnih i kompleksnih ska-
larnih polja te elektromagnetskog polja. Znacaj samog nasljedivanja za skalarna polja
vidjet ¢emo kod ”"no hair” teorema crnih rupa, koji nam govore da stacionarne kon-
figuracije kona¢nog stanja crnih rupa ne mogu imati nikakve parametre osim mase,
naboja i angularnog momenta. Dakle, sva polja (kosa) u okolini iS¢ezavaju. No, do-
kaz o nepostojanju kose crnih rupa slijedi samo uz presutnu pretpostavku da skalarno
polje koje promatramo nasljeduje odredenu simetriju prostorvremena. Kao protupri-
mjer, nedavno je pronadena crna rupa koja dopusta kompleksno skalarno polje u
svojoj okolini upravo zbog nenasljedivanja simetrije tog polja [5]. Stoga je potrebno
provjeriti pod kojim uvjetima mozemo stvarno iznijeti tu pretpostavku.

Kod nasljedivanja simetrija elektromagnetskog polja poznat je rezultat:
f&Fab = f*Fab (32)

gdje je f konstanta ako F,, nije svjetlosnog tipa. Za F,, svjetlosnog tipa s ponov-
lienim glavnim svjetlosnim smjerom k¢, f je odredena s f,k, = 0. Pretpostavka
o nasljedivanju simetrija elektromagnetskog polja koristi se u raznim teoremima je-

dinstvenosti crnih rupa [7], npr. jedinstvenost Reissner-Nordstromovog rjesenja, koju



su pokazali Israel [8] i Miiller zum Hagen [9]. Carter [10] je prilikom proucavanja
svojstava nabijenih rotirajuc¢ih crnih rupa takoder unaprijed pretpostavio postojanje
dvaju Killingovih vektorskih polja koja ¢uvaju elektromagnetski tenzor. Zato je po-
trebno naglasiti da postoje i brojni primjeri polja koja ne nasljeduju simetriju [4],
jedan od kojih ¢emo navesti u zadnjem poglavlju [30]. Bududi da (2.26) vrijedi
samo u D = 4 jer su jedino tamo F;, i xF,;, obje 2-forme, novija istrazivanja su ori-

jentirana prema D # 4 te prema nelinearnim elektromagnetskim poljima.

3.1 Skalarna polja

Kako bismo promotrili nasljedivanje simetrija prostorvremena na skalarno polje, odre-
dimo prvo klasu prostorvremena na koju ¢emo se orijentirati u nasim izvodima.

Pretpostavit ¢emo da je gravitacijska jednadzba oblika:
Eu = 81Ty, (3.3)

gdje je E,, polinom Riemannovih tenzora, koji moze sadrzavati kovarijantne deriva-
cije i Levi-Civita tenzor, a T,, tenzor momenta i energije polja materije. Pretpostavit
¢emo da postoji barem jedan Killingov vektor £* norme N = £%¢, te uvesti pokratu za
Liejevu derivaciju £¢1) = +. Djelujemo li Liejevom derivacijom na (3.3) i iskoristimo

(2.25), £e€ape.. =01 £V, = V, £¢ s lijeve strane ¢emo dobiti nulu i vrijedit ce:
Ll =0 (3.4)

Primjenom dobivene jednadzbe na tenzore energije i momenta skalarnih polja dobit

¢emo informacije o nasljedivanju simetrije tih polja.

3.1.1 Realno skalarno polje

Navedimo prvo gusto¢u lagranzijana minimalno vezanog realnog skalarnog polja s

opcenitim potencijalom V'(¢)):

¥ - —%(vcwcw + V) (3.5)



Pripadajudi tenzor momenta i energije 7,, moZemo izracunati ako akciju za polje:

Sy = / dP\/—gZ (3.6)

variramo po metrici:

2 65,

1 C
T = == = Val Vit = 5 (V¥ + V(0) gup (3.7)

Kako bismo dosli do izraza za £, izratunat ¢emo prvo 1" i T,,T:

2—-D D
T =Tug® = —5 Vv — 5V(w) (3.8)

T, T = %vmv%)? + ?vmvwvw) + %V(W (3.9)

te preko njih izraziti V(¢):

V() = (3.10)

T iD—Z\/DTabTab—W
D 2D D—1

Djelujemo li sad Liejevom derivacijom na (3.10) i iskoristimo (3.4) dobit ¢emo:

dv(¢)
dy

0= £V (1) = £e1) (3.11)

MozZemo zakljuciti da je simetrija naslijedena u svim tockama gdje vrijedi V'(¢)) # 0.

Za slucaj V'(¢)) = 0 moramo se posluziti druk¢ijim pristupom; uvrstimo (3.8) u

(3.7):
T+2V

T p—
ab Va¢vb¢ + D—_9

Gab (312)
te kontrahiramo s £° i iskoristimo definiciju £¢1) = £V

T+2V

Tabéb = Vafgw + D_9

& (3.13)

Bududi da vrijedi £V (v) = €0,V (¢) = £°V'(¢)0,0 = 0, Liejevom derivacijom
(3.13) dobijemo:

0= £e(Tu€") = (£ebew) + (£e))Va(£e)) (3.14)
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a jos jednom kontrakcijom s £ slijedi:
0= &"£e(Tut") = Le((£et)) (3.15)

Dakle, vidimo da je £¢¢ konstantno na orbitama od &%, ako konstantu nazovemo
¢, vrijedi £¢¢p = ¢ uz £¢ec = 0. UvrStavanjem u (3.14) slijedi ¢V,c = 0, tako da,
ako pretpostavimo ¢ # 0, mora biti V,c = 0 u cijelom prostorvremenu. Ako je V,c
kontinuirana funkcija na nekom skupu O, invarijantnom na translacije po £, ¢ mora

biti konstanta na O¢. [6]

3.1.2 Kompleksno skalarno polje

Promotrimo sad pod kojim uvjetima je simetrija naslijedena ako je skalarno polje
1 kompleksno. Raspisat ¢emo jednadzbe preko dvije parametrizacije; kartezijeve
1 = p+io ipolarne 1) = Ae'® te vidjeti $to o naslijedivanju mozemo iz koje zakljuditi.
Naslijedivanje éemo smatrati potpunim ako bude vrijedilo p = ¢ = 0ili A = & = 0 ili
djelomi¢nim ako makar jedna od navedenih funkcija iS¢ezne.

Gustoca lagranzijana kompleksnog polja glasi:
2 = =3 (VH(Tat) + V(D) (3.16)
te koristenjem formule (3.7) dobijemo tenzor momenta i energije:
T = VitV = 5 (V¥ + V(0 6) g (3.17)

Buduéi da izrazi za T,,7% i T ispadnu komplicirani i nije moguce izraziti V (¢*v)
preko njih kao u prvom pristupu za realno skalarno polje, posluzit ¢emo se drugim
pristupom i pojednostavniti izraz za T}, pomoc¢u 7. Polje ¢ ¢emo uvrstiti i u polarnom

i kartezijevom rastavu:

T+V
Tap = VapVip + Vo Vo + g Jab (3.18)
T+V
= VQAV;,A + A2VaaVba + %gab (319)
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Kontrakcijom jednadzbe (3.4) Killingovim vektorom &% zbog £ = [€,€] = 0 Ce
slijediti:
Le(Tup€") =0 (3.20)

Ovu jednadzbu rastavit ¢emo na dvije, projekciju uz £“:
0= fbfé(Tabfa) = ££(Tab§a£b) (3.21)

te dio okomit na £*:

0= §[a£§ (Tb]cgc> = "55 (é[aTb}c§C> (3.22)

Kartezijeva parametrizacija
Odaberimo prvo jednadzbu (3.18) u kartezijevom raspisu. Kontrahiramo li tenzor

momenta i energije vektorima £% i £° dobit ¢emo:

T+V

Tl = p* + 6% + 55N (3.23)
pa koristenjem (3.21) imamo:
Le (p‘2 + 6% + Lv) =0 (3.24)
D -2
Dakle, na orbitama £ slijedi:
0+ o+ %V =v (3.25)

gdje je v funkcija zadana s £, = 0. Dodatni uvjet koji ¢emo morati nametnuti kako

bismo dobili predznak od v je jaki uvjet energije [11] koji u D = 4 glasi:

1
(Tab - §Tgab> v’ >0 (3.26)

i vrijedi za neki vektor v* vremenskog tipa. Stoga na podrucju gdje je £* vremenskog

tipa, koriste¢i v* = £* mozemo zakljuciti v > 0.
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Ogranic¢imo se sad na maseni potencijal s masom skalarnog polja y:
V= Vmass = ,U2¢*¢ = ,u2(p2 + 02) (327)

i D = 4 kako bi smo dobili konkretna rjesenja. UvrStavanjem u (3.25) dobivamo
diferencijalnu jednadzbu:

1
PP+t §N,f(;f +o0Y)=v (3.28)

Pretpostavit ¢emo da je simetrija djelomic¢no naslijedena, npr. ¢ = 0 na O, (analogno

bi bilo da smo pretpostavili p = 0), te uvesti pokrate:

1
P Ep =N k= §Nu2, \=v— Kko? (3.29)

za koje vrijedi £¢k = £\ = 0. Sva rjeSenja ove linearne jednadzbe mozemo pronaci
u Dodatku u [6], podijeljena su na linearna (tip I), oscilatorna (tip II) i eksponenci-
jalna (tip III). Jedino od tih rjeSenja, koje je omedeno ili periodicko, a ne nasljeduje

simetrijujetipIllzax >0i\ > 0:

p= \/é sin (v/k (¢ = o)) (3.30)

RaspiSemo li (3.20) i uvrstimo (3.30) slijedi:

(¢ = ) EVad + 5*AVak + 25eAVE(=2vEVa(VE(C — Q) + 176) =0 (3.31)

gdje su s = sin(\/k(¢C — (o)) i ¢ = cos(v/k(( — (y)). Kako ne bismo morali rjesavati
ovu jednadzbu posluzit ¢emo se slijedec¢om logikom; u tockama gdjejec=1is=10
ilic=01s=1vrijedi:

EVA=0 1 AV,k=0 (3.32)
Zbog \ # 0 # k, bar u jednoj tocki vrijedit ¢e V, A = 0i V,x = 0, a zbog konstantnosti
A i k te komutacije Liejeve i kovarijantne derivacije tvrdnju mozemo prosiriti iz te

tocke na orbite £ te kona¢no na Og. Predznak konstante « > 0 za rjeSenje tipa II uz

N = 2x/u* ukazuje da u slu¢aju slomljene simetrije £* mora biti vektor vremenskog
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tipa konstantne norme. Takoder iz (3.22)

£V (€= ¢) =0 (3.33)

vidimo da £* mora biti vektorsko polje ortogonalno na familiju hiperploha. Za line-
arno rjeSenje s A > 0 (tip I) moze se izvesti analogan zakljucak.
Poop¢imo li analizu na p # 01i ¢ # 0, moramo upotrijebiti neke druge pretpos-

tavke, npr. o = bp s b = 0 kako bi olaksali rjeSavanje jednadzbe:

v
1402

0+ kp? = (3.34)

gdje je k = INp® Bududi da je b svugdje konstanta, tenzor momenta i energije

(3.17) mozemo pisati u obliku:

1
Toy = (1 4+ 0*)VapViyp — 51+ V) (VepVep + 12 0%) gab (3.35)

za koji vidimo da je ekvivalentan tenzoru momenta i energije (3.7) za realno skalarno
polje:
= pV1+ b (3.36)

Dakle, mozemo posluziti zaklju¢cima iz potpoglavlja 3.1.1, p i 6 su nuzno svugdje

konstantni.

Polarna parametrizacija
Ponovimo pricu iz kartezijeve parametrizacije, ovaj put s Liejevom derivacijom jed-
nadzbe (3.19):

, N
Le (A2 + A%62 + mvuﬁ)) =0 (3.37)

Ako funkciju unutar zagrada nazovemo A, (£:A = 0) na Killingovim orbitama imat

¢emo diferencijalnu jednadzbu:
i2 2.2 N 2
A%+ A% +D—V(A):)\ (3.38)

-2

Upotrijebimo li uvjet (3.26) i argumente iz proslog odlomka, vidjet ¢emo da vrijedi
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A > 0 tamo gdje je £* vremenskog tipa.

Pretpostavimo sad djelomi¢no naslijedenu simetriju A = 0 na skupu O¢. Uvrstimo li
taj uvjet u (3.38) te djelujemo na cijelu jednadzbu Liejevom derivacijom, vidjet ¢emo
da vrijedi & = 0, tj. da je « linearna funkcija Killingovog parametra (. RaspiSimo sad

(3.20):

. T
GQ<AVMLh¥deH—DtZ€>:0 (3.39)

Iz zadanih uvjeta ocito je da ¢e prvi i treci ¢lan dati nulu, jedino ¢e preostati:
A*aVyi =0 (3.40)

Za polje ¢ koje ne is¢ezava (A # 0) na O mozemo zakljuciti da mu je derivacija faze
& konstantna unutar O,. Poznat primjer ovakvog rjeSenja koje ne nasljeduje simetriju
su skalarna polja oko bozonskih zvijezda.

U polarnoj parametrizaciji A i « ne pojavljuju se simetri¢no u jednadzbi (3.38)
pa moramo odvojeno promotriti slu¢aj & = 0 na skupu O, uz pretpostavke D = 4 i
V = p?(p? + o%). Uz iste pokrate kao za kartezijevu parametrizaciju (3.29), iz (3.38)
dobivamo i isti tip diferencijalne jednadzbe:

) 1
A2+ kA2 =\, k= EN,uz, \=v— ko’ (3.41)

Rjesenje tipa I, s konstantnom fazom « i amplitudom A, poznato je ve¢ kao Wyma-
novo rjesenje, a dotaknut ¢emo ga se vise u posljednjem poglavlju. Osim njega, kao

i kod kartezijeve parametrizacije, simetriju lomi i rjeSenje tipa II:

A= \/é sin (vk(¢ = Co)) (3.42)

uz konstantne £ > 0i A > 0 na nekom skupu O,. Argumentima iz kartezijeve parame-
trizacije pokazujemo da rjeSenje tipa II zahtjeva da je £“ Killingov vektor prostornog
tipa koji je ortogonalan na familiju hiperploha te konstantne norme na O.

3.1.3 Stacionarni, stati¢ni i osnosimetricni slucajevi

Pogledajmo konkretne primjere izometrija prostorvremena koje se Cesto koriste u

istrazivanjima; stacionarno, stati¢no i osnosimetri¢no prostorvrijeme. Za stacionarno

15



prostorvrijeme Killingov vektor oznacdit ¢emo s k* = (9/0t)%, a za osnosimetri¢no s
m® = (0/0p)*. Pretpostavit ¢emo da m® ima kompaktne orbite te da je prostornog
tipa (kako ne bi doslo do toga da imamo zatvorene krivulje vremenskog tipa). Vektor
k“ se moze mijenjati iz vremenskog tipa u prostorni u slucaju prisustva ergopodrudja.
Naglasimo da je stati¢cno prostorvrijeme poseban slucaj stacionarnog, u kojem za
vektor £k vrijedi da je ortogonalan na familiju ploha, tj. &, V;kg.

Primjenit ¢emo sad zakljucke iz proslog potpoglavlja na stacionarno prostorvri-
jeme, za pretpostavku £, A = 0 vidimo da povlacdi da je £« konstantno. U slucaju
da je domena vanjskih komunikacija strogo stacionarna kao na primjer kod statickih
prostorvremena, vrijedi £k, < 0, Sto znaci da je X iz (3.41) manja od nule. Znamo
li da vrijedi £ra = 0 slijedit ¢e ili potpuno nasljedivanje simetrije £,A = 0 ili dva
slucaja nenasljedivanja: rjeSenje tipa I s parametrom t za p = 0 ili rjeSenje tipa III s
parametrom t za p > 0.

Za osnosimetri¢no prostorvrijeme £,,A = 0 takoder ¢e povlaciti da je £,,« kons-
tanta. Obrnuti slucaj gdje ve¢ znamo da £,,« = 0 ili ¢e pokazati £,,A = 0 ili ¢emo
imati rjeSenje koje ne nasljeduje simetriju. Buduc¢i da je norma vektora m®m, > 0 to
rjeSenje Ce biti tipa II za parametar ¢ uz p > 0 za m® konstantne norme te ortogonal-
nosti na familiju hiperploha. Zbog kompaktnih orbita m®, neomedeno rjeSenje tipa I
je iskljuceno. Analiza i za stacionarno i za osnosimetri¢no prostorvrijeme vrijedi jed-
nako u kartezijevoj parametrizaciji. Takoder, za svako rjeSenje tipa II u stacionarnom
osnosimetri¢nom prostorvrijeme vrijedi £, A =0 (£rp = 01li £yo0 = 0).

Ako je u prostorvremenu prisutna crna rupa, imamo na raspolaganju dodatni

uvjet na skalarno polje. Na svakom Killingovom horizontu H [¢] vrijedi [12]:

Ry 2 (3.43)
Sto uz Einsteinovu jednadzbu daje:

T 2 (3.44)

Tenzor momenta i energije bezmasenog realnog skalarnog polja (3.7) kontrahiran

Killingovim vektorima &% i £° glasi:

Tug*€" =? - wa + V<¢>) N (3.45)
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gdje je N norma Killingovih vektora na Killingovom horizontu jednaka nuli, pa uz
(3.44) slijedi ¢y = 0, tj. simetrija je o¢uvana u prisutnosti Killingovog horizonta.
Dakle, u stati¢nom prostorvremenu s Killingovim horizontom H[k] ili u stacionarno
simetricnom prostorvremenu s Killingovim horizontom H[{] (§* = k% 4+ Qym®) slijedi
Ly = 0.

Za kompleksno polje tenzor momenta i energije ¢e izgledati kao:

T+V

T = p? 4+ 62 + 53 N (3.46)
: T+V
= A2+ A%+ N .
tAG + 5 (3.47)
te iz N = 01 (3.44) zakljucujemo:
£epZ0L £eo i £AZ0E A2 %0 (3.48)

Takoder, ako polje ¢ ne iS¢ezava na H €] preko (3.48) £A = 0 automatski povlaci
Lep = 0. U bezmasenom slucaju iz £¢p = 0ili £e0 = 0 slijedit ¢e odmah £¢¢) = 0.
Ako u stacionarnom prostorvremenu postoji rotiraju¢a crna rupa, postojat Ce i
podrucje oko horizonta gdje za stacionarni Killingov vektor vrijedi £k, > 0, tj. er-
gopodrucje & u kojoj je k* prostornog tipa. Dakle, zbog pozitivhe norme vektora,
rjeSenje koje ne nasljeduje simetriju u slucaju u kojem znamo £eao = 0 (V = V05)
bit ¢e tipa I, a ne tipa IIl. Za vektor k* vrijedit ¢e zato da mora biti ortogonalan na
familjiu ploha, Sto po definiciji ¢ini stati¢no prostorvrijeme, u kojem se, po Vishve-
shwarinom teoremu [7], Killingov horizont H|[k| i povr$ina ergopodrucja poklapaju te
ergopodrucje ne postoji. Dakle, unutar ergopodrucja uz V= V,,,ss mora biti £, =0

ako je makar jedna Liejeva derivacija £, £,p ili £,0 jednaka nuli.

3.2 Elektromagnetsko polje

Medu prvim poljima za koja je potrebno bilo postaviti pitanje nasljedivanja simetrije
bilo je elektromagnetsko polje. Slucajevi koji ne naslijeduju simetriju odredeni su i
Klasificirani formulom [4]:

<>€§Fab = f * Fab (349)
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gdje je f konstanta za elektromagnetsko polje koje nije svjetlosnog tipa, dok je za
elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa s ponovljenim glavnim vektorom svjetlosnog
smjera k“ funkcija f odredena s f,k; = 0. Simetrija je naslijedena za f = 0.

Dokaz navedene tvrdnje za polja koja nisu svjetlosnog tipa originalno je izveden
Rainichevim formalizmom [4](5.4), te je kasnije generaliziran na polja svjetlosnog
tipa. Bududi da su ti dokazi dosta nezgrapni, navest ¢emo puno elegantniji dokaz
preko formalizma spinora [13](Dodatak B).

ZapiSimo prvo elektromagnetski tenzor F,;, kao spinor:
Foy = Fapap = —Fpapar (3.50)

gdje smo u drugoj jednakosti zamjenom mjesta necrtanih i crtanih indeksa zasebno,

naglasili njegovu antisimetri¢nost. Formulom:

1

OaB = QFABC/C, = ¢pa (3.51)

definiramo spinorno polje ¢ kako bismo preko njega i simplekticke forme ¢ (B.3)

izrazili elektromagnetski tenzor F;, i njegov dual xF;:

Fab = EABQ_bA/B’ + ¢AB€A/B/ (352)

xFoy = i(€apdag — Gapean) (3.53)

Izraz za tenzor momenta i energije elektromagnetskog polja:

1 1
Tab - Fachc - _gachdFCd (354)
4 4

uvrStavanjem jednadzbe (3.52) i izraza za metriku (B.16) moZemo zapisati preko
spinora:

1 _
Top = 2—¢AB¢A/B/ (3.55)
T

Uvjet da je F,;, tenzor svjetlosnog tipa (F,,F** = F,, x F'** = 0) preko ¢.p piSemo
kao:

papd*? =0 (3.56)

Pretpostavimo li gravitacijsku jednadzbu jednaku kao i u poglavlju 3.1 kod analize
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naslijedivanja simetrije skalarnih polja, centralna formula opet ¢e nam biti (3.4):
LTy = Le(papdap) =0 (3.57)
Raspi$imo i u sljedeéem redu pomnoZimo univalentnim spinorima a*’ i BB/:

(££¢AB)<_bA/BI + ¢AB£§5AB =0 (3.58)
(£§¢AB>§EA/B@AIBB/ + ¢AB§A,BB,£§5A/B/ =0 (3.59)

Uvodenjem funkcije h kao kvocijenta precrtanih veli¢ina, jasnije mozemo vidjeti pro-

porcionalnost:

Lepap = hoap (3.60)

Vrijedit ¢e naravno i:

fsaAB = hd,p (3.61)

Vratimo sad dobiveni rezultat u (3.58):

h¢AB$AfB/ + ¢ABh_¢A/Bf =0 (3-62)
(h+h)papdap =0 (3.63)

Iz zadnje jednakosti vidimo da zagrada (h-+h) mora biti jednaka nuli, iz éega moZemo
zakljuciti da je funkcija h Cisto imaginarna, h = —if.
Sad mozemo Liejevom derivacijom djelovati na elektromagnetski tenzor (3.52) pa

uvrstiti dobivene izraze (3.60) i (3.61)

£§Fab = EAB"{;EaAB + (£§¢AB)€A’B’ (364)
= ifeapdap — ifdapcan (3.65)
= f*Fy (3.66)

Dobili smo izraz (3.49), te nam joS ostaje provjeriti svojstva funkcije f ovisno o vrsti
elektromagnetskog polja.

Pogledajmo prvo slucaj u kojem elektromagnetsko polje nije svjetlosnog tipa. Is-
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koristimo dobivenu jednadzbu i njen Hodgeov dual:

£eFy = fx Fy (3.67)
Lex Fop=—fFy (3.68)

Djelujemo vanjskom derivacijom na ove dvije jednadzbe, te iskoristimo komutativ-

nost Liejeve i vanjske derivacije:

£edF = d(f + F) (3.69)
Ledx F =—d(fF) (3.70)

Zbog Maxwellovih jednadzbi u vakuumu (dF = 0,d x F' = 0) lijeva strana iScezava,
a na desnoj vanjska derivacija djeluje samo na funkciju f te ju pretvara u vektor

X = df(X* = V°f):

0=XAxF (3.71)
0=XAF (3.72)

Ako djelujemo Hodgeovim dualom na obje jednadzbe, prepoznat ¢emo jednakosti:
ix ka=x(aANX), ixa=(=1)"PtDTs (X A xa) (3.73)

te kona¢no dobiti:

ixF = X"Fy= X" Fapap =0 (3.74)
ix*F=X%%Fy,=X" x«Fypgap =0 (3.75)

Uvrstimo (3.52) i (3.53):
X (eapup + dapean) =0 (3.76)
XAAII'(EABEA/B/ - CbABEA’B’) =0 (377)
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Zbroj ovih dviju jednadzbi daje:
XAA/¢AB€A/B/ =0 (378)

Pomnozimo (3.78) s ¢, te iskoristimo (B.21):

%XAB’(¢CD¢CD)€AB =0 (3.79)
(pcpd“P)Xep =0 (3.80)
(¢cpd“P)Vef =0 (3.81)

Bududi da promatramo slucaj gdje F,; nije svjetlosnog tipa, zagrada ne iS¢ezava kao
(3.56) te je kovarijantna derivacija funkcije f, V.f = 0 jednaka nuli - pokazali smo
da je f konstantna.

Za elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa morat ¢emo iskoristiti malo drukéiji

pristup. MoZemo napraviti dekompoziciju elektromagnetskog tenzora kao [15]:

—(X|X)F = X A (—ixF) + (X A (ix * F)) (3.82)

te iz (3.74) i (3.75) vidimo da lijeva strana mora biti jednaka nuli. Ako F,, # 0,
slijedi da je (X|X) = 0, tj. da je X vektor svjetlosnog tipa.
Ukoliko je tenzor F,, svjetlosnog tipa, bit Ce i skalar ¢ 45 te ga prema (B.24) mozemo

rastaviti na univalentne spinore ¢ 15 = asap i preko njih zapisati (3.52):

Fupap = aaapea g + QaQig€ean (383)

Pomnozimo li cijelu jednadzbu s vektorom svjetlosnog tipa k* = a“a”® i iskoristimo
k? = 0, slijedi:
Fpk*=0 (3.84)

Prema Petrovljevoj klasifikaciji Weylovog tenzora [16] £” je ponovljeni glavni vektor

svjetlosnog smjera. Iskoristimo sad jednadZzbu (3.72) tako da je kontrahiramo s k°.

(k| X)F — Xi,F =0 (3.85)

Drugi ¢lan iS¢ezne zbog (3.74) te nam uz f # 0 preostaje k- X = 0. Imamo dva
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vektora svjetlosnog tipa k% i X° (k* = 0, X? = 0) ¢iji je skalarni umnozak jednak nuli.
Opciju X* = V*f = 0 razradili smo ve¢ u dijelu sa elektromagnetskim tenzorom Kkoji
nije svjetlosnog tipa. Osim toga preostaje nam zakljuciti proporcionalnost &% i X,
k* = aX® tj. kA X = 0. Ovaj izraz mozemo zapisati i kao f k) = 0, kako bismo ga

prepoznali kao izraz s pocetka poglavlja koji smo i trebali dokazati.

3.3 Elektromagnetski skalarni potencijali

Iako se pitanje o naslijedivanju simetrija nekog polja samo po sebi moze ¢initi kao
elegantno i fundamentalno, ono se takoder implicitno postavlja u mnogim teore-
mima i definicijama. Jedan od primjera su elektromagnetski skalarni potencijali, koji
se koriste u nekim dokazima prvog zakona mehanike crnih rupa, kao i u dokazima
teorema jedinstvenosti crnih rupa, a za njihovo definiranje nuzno je naslijedivanje si-
metrije elektromagnetskog polja. Dakle, pretpostavimo da vrijedi £¢F = 0 i isto tako
Le * F' = 0. Elektri¢no i magnetsko polje definirani su za promatraca ¢etverobrzine

u® kao:

B = i F (3.86)
B, =i, *F (3.87)

U stacionarnim prostorvremenima stacionarnog promatraca s ¢etverobrzinom u* pro-
porcionalnom Killingovom vektoru £* 4+ (2m?®, gdje je (2 konstantna kutna brzina, nije
moguce postaviti postaviti na horizont. Killingov vektor na horizontu postaje svjetlos-
nog tipa te se ne moze posti¢i uvjet za normalizaciju brzine u,u® = —1. Zato radije

uvodimo F, i B, kao kontrakciju elektromagnetskog tenzora s Killingovim vektorom

£

&

a — _Z.fFab (388)

Sy
Il

a 7'5 * Fab (389)
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Kako bismo mogli uvesti potencijale za elektri¢cno i magnetsko polje, prvo, po Poin-

caréovoj lemi, moramo pokazati da su ona zatvorene forme:

dE = —dicF = —£:F + icdF = 0 (3.90)
AB =dig x F = —£¢x F +igdx F =0 (3.91)

U drugoj jednakosti koristili smo Maxwellove jednadzbe u vakuumu i naslijedenje

simetrije. Sad mozemo zapisati:

E=do (3.92)
B =d¥ (3.93)

Za uvedene potencijale ® i ¥ vidimo takoder da vrijedi:

£eB = dig® + icdd = —igicF =0 (3.94)

te su oni konstantni na Killingovim orbitama.

Postoji vise dokaza ( [10], [22], [23]) koji konstantnost elektricnog i magnetskog
skalarnog potencijala prosiruju s Killingovih orbita na cijeli Killingov horizont H[¢],
a medusobno se razlikuju po tome koriste li simetrije, jednadzbe polja ili bifurkaciju

horizonta.

3.4 Nelinearno elektromagnetsko polje

Potreba za alternativnim modelom elektrodinamike vuce svoje korijene iz nekonzis-
tentnosti Maxwellove elektrodinamike koja za vlastitu energiju toc¢kastih naboja daje
beskonac¢nost. Born i Infeld [17] [18] uveli su u pokusaju rjeSavanja tog problema
modele nelinearnih elektromagnetskih polja, a kasnije su ti modeli iskoristeni i kako
bi se regularizirale singularnosti crnih rupa [24] te kozmoloske singularnosti [25].
Nelinearnosti elektromagnetskih polja takoder se pojavljuju u kvantnim korekcijama

klasi¢ne elektromagnetske interakcije [26].
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ZapiSimo opcenitu gustocu lagranzijana elektromagnetskog polja kao:

L(F,9D) (3.96)

gdje su ¥ = F,F* 19 = F,, » F%°. Za derivacije gustoce lagranzijana koristit ¢emo

pokrate:
0L 0L [
Tenzor momenta i energije dobiven iz (3.96) glasi:
1
Top = _E«g%g - f)gab + 4$¥Fachc> (3.98)

Lako se provjeri da se za £z = —1/4 1 %4, = 0 (3.98) svede na Maxwellov oblik

(3.54). NapisSimo jo$ poopcene Maxwellove jednadZzbe:

dFF =0 (3.99)
dxZ =0 (3.100)

gdje je radi jednostavnosti uveden tenzor Z,;:
Zab = _4(Z?Fab + .,%4 * Fab) (3101)

koji se za Maxwellov izbor derivacija > = —1/4 1 %, = 0 svede na klasi¢an slucaj
Fup.
Pokazimo prvo rezultat dobiven za D = 4, u tockama otvorenog skupa O C M na

mnogostrukosti M na kojem vrijedi £ # 0. Trag jednadzbe (3.98):
1
T=—-——(%7%+ %49 — L) (3.102)
m

te Maxwellov tenzor momenta i energije (3.54) uvrstimo u jednadzbu (3.98) kako
bismo dobili izraz:

1
Ty = —AL7TM T (3.103)

Liejeva derivacija (3.57) tenzora momenta i energije drugi ¢lan ¢e poslati u nulu i
ostaviti nam jednadzbu:

£e( LT =0 (3.104)
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. . v M . 1. , .
Promotrimo li ¢lanove u Téb “*) | vidimo da ako uvedemo pomocno polje:

Fu=/|Z7|Fau (3.105)
(3.104) mozemo svesti upravo na klasic¢an oblik za linearno polje Fl:
[ 1C 1 [ poed
££ Fach — ZgachdF =0 (3106)
Sad mozemo iskoristiti dobro poznato rjesenje dokazano u potpoglavlju 3.1:
£§Fab = (X * Fab (3107)

gdje je a realna funkcija. Vratimo li zapis preko originalnog tenzora F;:

1

£e L)y, LrzEeFy = L+ F, 3.108
2\/%( ¢ 7 ) Fap + FLelagh = Q F * Lap ( )

vidimo da cijelu jednadzbu mozemo podijeliti s 21/.Z~ i dobiti konacan izraz:

£§Fab = *x Fab + BFab (3109)
a 3 smo uveli kao:
1
5= ~27, Le Ly (3.110)

Pretpostavimo li da vrijedi a = 0 te (3.109) kontrahiramo s F*°, dobit ¢emo:

LeF =2BF (3.111)
RaspiSemo (3.110):
1
B = —@fmfﬁ (3.112)

i uvrstimo u (3.111) kako bismo dobili uvjet:

B(FLrsr+L7)=0 (3.113)

i kojeg vidimo da je simetrija potpuno naslijedena, 5 = 0 ako (¥ ZL7» + %) #01i

a=0.
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Pogledajmo sad restrikciju lagranzijana .2 = .Z(.%) te poop¢imo dimenzije pros-

tor vremena na D > 2, . Tenzor momenta i energije glasit cCe:

Tab = ggab - 4$?Fachc) (3114)

1
2
Liejeva derivacija traga od 7,, jednaka je nuli:

0= (49$§;7 — (D — 4)3@)055? = e%/(g>£532 (3115)

Definirajmo skup tocaka V' C O u kojima vrijedi 2 (.%#) # 0 ili koje su elementi
otvorenih skupova na kojima je konstantan .# nula funkcije J# (.#). Dakle, sve toCke
u kojima imamo £¢.% = 0 pripadaju u skup W = VNO. Za te to¢ke mozemo pokazati

i:

Lol = Lo keF (3.116)
LeLyr = Loz bLeTF (3.117)

Jedino ukoliko 7 (.#) = 0 za svaki .#, iz jednadZbe (3.115) ne moZemo niSta
zakljuditi.

Opcenito rjeSenje slucaja .# (%) = 0 bit Ce:
L(F)=AF7T +B (3.118)

Konstatnu B mozemo zanemariti, buduéi da ne stoji uz metriku pa u jednadzbama
polja dobivenim varijacijom doprinosi samo kozmoloskoj konstanti. Dakle, jedina

klasa lagranzijana za koje ne mozemo donijeti nikakve zakljucke o (3.115) jest:

S|s]

L(F) = AF (3.119)

za koje akcija elektromagnetskog polja postaje konformalno invarijantna te tenzor
momenta i energije ima 7" = 0.
Iskoristimo li dobiveni uvjet £,# = 0 uz (3.57), postavit ¢emo ogranicenje na

svojstva nasljedivanja simetrija u dimenzijama D > 2:

£e(FoeF3¢) =0 (3.120)
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Za opcenito D > 2 zasad ne znamo vise re¢i, no ograni¢imo li se na D = 4 iz relacije

(3.117) vidimo da vrijedi 3 = 0. Kontrahiramo zatim (3.109) s F'** i dobijemo uvjet:

0= £.F =209 (3.121)

Dakle, ili ¢e simetrija biti naslijedena (« = 0), ili vrijedi ¢4 = 0. Kontrakcijom (3.109)
s *F'% pak imamo:

£e4 = —20.F (3.122)

pa ako simetrija nije naslijedena (« # 0,% = 0), mora slijediti .# = 0.

Konac¢no, mozemo reci da u Cetiri dimenzije nelinearna elektromagnetska polja
koja nisu svjetlosnog tipa s lagranzijanom ¥ = £ (.%) moraju naslijediti simetrije
prostorvremena.

Naglasimo jos, da ¢e za stati¢no prostorvrijeme nasa tvrdnja uvijek vrijediti, buduci
da u njemu elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa ne moze postojati. Kako bismo
to dokazali, pribje¢i ¢emo ponovno spinornom formalizmu.

U [7](Teorem 8.2) navedeno je da stati¢nost prostorvremena (£, V& = 0) povlaci
Riccijevu staticnost (§,Ry.£¢ = 0), a preko [19], vidimo da za ortogonalno tranzi-

tivne tenzore E,, iz stati¢nosti slijedi g[aTb(]JCWaz) £¢ =0 atime i:
§aTye§ =0 (3.123)

Prisjetimo se formule (3.55) za spinorni zapis tenzora momenta i energije:

1 _
Ty = —PaBP g (3.124)

2
Kontrahiramo 1i T, s k* = k44" i iskoristimo (3.125) dobit éemo:
Gapdap k™ = fkpp (3.125)
gdje je f = Teacrak*Y. MnoZenjem s $° i koristenjem identiteta (B.21) slijedi:

1 — ,
§¢EF¢EF6AC¢A/B/W = fkpp¢PC (3.126)

Ako je elektromagnetsko polje svjetlosnog tipa ¢ 4392 = 0, lijeva strana ¢e i$¢eznuti
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te ¢emo ostati s dvije opcije: ili f = 0ili kgp¢P“ = 0. U slutaju da je f = 0, vratimo
se u (3.126) te dobijemo:
Gapbapk™ =0 (3.127)

Vidimo da je to ekvivalentno slu¢aju kpp:¢”¢ = 0 pomnoZenom s ¢p,,. Rastavimo

sad ¢p.p = aqap, uvrstimo u (3.127):
aa@papapk?® =0 (3.128)
te prebacimo u vektorski zapis pomocu vektora svjetlosnog tipa I, = a @ 4:
lolpk® =0 (3.129)

Dakle, ili je vektor [, nula te time i ¢45 = 0, Sto znaci da elektromagnetski tenzor
iSCezava, ili je skalarni umnozak [,k* jednak nuli. No, budu¢i da je k£* vremenskog
tipa, njihov skalarni umnozak moze biti jednak nuli jedino ukoliko je [, = 0, Sto nas
opet vraca na zakljucak da elektromagnetski tenzor svjetlosnog tipa nuzno is¢ezava
u staticnom prostorvremenu.

Nakon S§to smo promotrili prostorvremena za D > 4, obratimo paznju na dvije
i tri dimenzije. Za lagranzijan oblika . = Z(.%) u dvije dimenzije jednostavno se
pokaze da je simetrija naslijedena, dok je u tri dimenzije potrebno uvodenje dreinbein

baze vektora u okolini orbite Killingovog polja:
Jab€(uy€ly) = M = diag(—1,+1,+1,+1) (3.130)

Elektromagnetski tenzor F,;, rastavimo preko uvedene baze, kao i sumu F,.F,°, te na-
kon $to poveZemo matrice u dekompoziciji, djelovanjem (3.120) dokazujemo £ Fy;, =

0.

3.5 Kosa crnih rupa

Pored elektromagnetskih skalarnih potencijala, kao primjer gdje se koristi nasljedivanje
simetrija mozemo navesti i teoreme o Kkosi crnih rupa. Za crne rupe pretpostavljamo
da vrijedi sljedece: sve vanjstine stacionarnih, golih crnih rupa su Kerr-Newmanovog

tipa - jedina svojstva koja im mozemo pripisati su masa, naboj i angularni moment.
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Bekenstein je u svojim dokazima [20] [21] potvrdio da stacionarne crne rupe ne
mogu imati ni barionski ni strani broj. U ovom potpoglavlju navest ¢emo dokaze
da staticna gola crna rupa ne moZe imati vanjsko klasi¢cno maseno ili bezmaseno
skalarno polje, niti vanjsko klasi¢cno maseno vektorsko polje.

Pretpostavimo prvo da je u okolini crne rupe postignuto stacionarno stanje, da
nema golih singulariteta te da je prostor vrijeme asimptotski ravno. Interakciju medu
poljima ¢emo iskljuciti, osim minimalnog vezanja elektromagnetskog polja i proma-
trati pseudoskalarna i pseudovektorska polja.

Za simetriju prostorvremena uzet ¢emo vrijeme, £,0g,, = 0, a stacionarni ho-
rizont opisat ¢emo jednadzbom oblika F(z') = 0. Dakle, normala na horizont
n, = F, kao i element povrsSine dS, njoj proporcionalan nemaju vremensku kom-
ponentu. Opisimo polja ®, gusto¢om lagranzijana . te napisimo Euler-Lagrangeovu

jednadzbu:
NZLV=g) NZLV=9)\
7o, 8, o) " 0 (3.131)

Mnozenjem s ®,/—gd*z te parcijalnim integriranjem mozemo jedan ¢lan preko Sto-

kesovog teorema pretvoriti u povrsinski i dobiti sljededi izraz:

0L 0L 0L
— p——— d* P P V—gd'z| =
[ o i | (s 088) 50
(3.132)
gdje smo sumirali po poljima po odabiru, a ~,, je inducirana metrika na podmnogos-
trukosti. Granice prvog integrala su horizont, prostorna beskonac¢nost te vremenska

prosla i buduca beskonacnost. Izraz pod prvim integralom zapisat ¢emo kao:

0L f
S (q)’“acpku)’ Sy = v/Iilnd’s (3.133)
k )

Ideja dokaza je pokazati da prvi integral isCezava, a da se u drugom podintegralna
funkcija sastoji od pozitivnih dijelova koji onda svaki za sebe moraju biti jednaki nuli.
U slucaju statitne crne rupe b,dS* moZemo ogranititi preko Schwarz-Cauchy-

Bunjakowski nejednakosti:
(9:;dSV)? < (g;;dS dS?)(Grmb™b™) (3.134)
Bududi da je prvi ¢lan s desne strane na horizontu jednak nuli, preostaje nam za svako
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polje provjeriti omedenost sume b,,b" te b° = 0. Za granicu integrala u beskona¢nosti
moze se iz jednadzbi polja vidjeti da ne doprinosi, jer za bezmasena polja b* trne
kao 1/r, a za masena polja eksponencijalno. Sto se ti¢e vremenske beskonaé¢nosti,
normala n, imat ¢e samo vremenski dio, a buduci da ¢éemo pokazati b° = 0 za svako
polje pojedinacno, suma b*dS,, bit ¢e opet jednaka nuli. Nastavak dokaza raspisat za
pojedinacna polja.

3.5.1 Realno skalarno polje

Promotrimo prvo maseno, neutralno, realno skalarno polje ¢ s gustocom lagranzijana:
1
L= —5Wa" + m*?) (3.135)
Uvrstavanjem u (3.131) dobijemo Klein-Gordonovu jednadzbu
UM = mPP =0 (3.136)

Prema definiciji (3.133) b, glasi b, = —, te se tu pozivamo na nasljedivanje
vremenske simetrije polja ¢y = 0 kako bismo se rijesili ¢lana °. Omedenost b,b" =

¥*y 4" na horizontu osigurat ¢emo ako promotrimo tenzor momenta i energije:

1
Tow = ytb = 50 (V0™ + m*y?) (3.137)

njegov trag 7' i umnozak 7T, . Faktore iz b*b, moZemo zapisati kao:

Pt = \/ <§(TWTW) - %TQ) (3.138)
it = (3 - ) < A @139

Iz argumenta da su fizikalni skalari 7#*7),, i T omedeni na horizontu, slijedi da su

omedene (3.138) i (3.139) te time i #b,,. Sad nam je od integrala (3.132) preostalo:

/ (gij0" 7 + m*p?)y/—gd'z = 0 (3.140)

Iz pozitivne semidefinitnosti g;; (dio s ggo koji je negativno semidefinitan iS¢ezne

zbog 1), = 0) vidimo da su oba ¢lana podintegralne funkcije pozitivna, te da moraju
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iSCeznuti zasebno, dakle ¢) = 0 — stati¢na crna rupa nema realnu skalarnu kosu.

3.5.2 Kompleksno skalarno polje

Prijedimo sad na nabijeno skalarno polje minimalno vezano na elektromagnetsko

polje vektorskog potencijala A, i tenzora F'*”. Gustoca lagrangijana dana je s:

1
L = —(d*d;, + m* YY) — — F"F,

167 e

dy =1 o — ieAqib (3.141)

Iskoristit ¢emo stati¢nu situaciju da bismo odabrali bazdarenje A, = 01i Ayy = 0. Za
struju:

Jp = ie(yd;, —¢*d,) (3.142)

u stati¢noj situaciji vrijedi takoder j* = 01 j° ; = 0. Raspisivanjem navedenih uvjeta
moZzemo pokazati da uz ansatz ) (z) = B(2")e’*®") za fazu ¢(2*) dobijemo da mora
biti oblika wz® + ¢ uz realne w i ¢. Sad mozemo iskoristiti invarijantnost teorije na
bazdarne transformacije ¢» — ye** i A, — A, + A, iuz A = —(wz° + ¢)/e pretvoriti
1 u realnu i vremenski neovisnu funkciju te zadrzati uvjete na A,,. Izracunamo zatim
by = —(¥d;, +¢*d,) paiz ¢y =01 A; = 0 vidimo da vrijedi b’ = 0, kao $to nam je i

potrebno, te da su ¥* realni. Kako bismo jo$ omedili sumu:
bt = Y™ (d"d, + d"*d;, + 2d"d},) (3.143)

posluzit ¢emo se tenzorom momenta i energije i njegovim fizikalnim skalarima T i

THT,, za koje znamo da su omedeni:

Ty = dydy, + ddyy — g, (d*dy + mP*) (3.144)
T = —2d"d;, — 4m*yup* (3.145)

v 2 3 * 1 2 1 %\ 2
T, T = 2|d"d,|* + T+ 5T+ §(d“du) (3.146)

Iz posljednje dvije jednadzbe lako vidimo da ¢lanovi od interesa u (3.143), ¥y*, d*d,,
i d**d, moraju biti omedeni, a time i cijela (3.143).

Odaberemo li za polja po kojima sumiramo u (3.132)v i ¢, slijedi:
/ [gijw’iw’j +(m® + 900(€A0)2)¢2] V=gd'z =0 (3.147)

31



Prvi ¢lan je ve¢i od nule kao $to smo ve¢ kod realnog polja objasnili, no problem nam
predstavlja faktor gy u drugom clanu koji ga ¢ini negativnim, te moramo pokazati
da vrijedi A° = 0 kako bismo nastavili sa dokazom.
Prosumiramo li u (3.133) umjesto po skalarnim poljima po vektorskom potenci-
jalu, imamo izraz za b*:
1

W=——FWA, (3.148)
47

Iz odabranog bazdarenja i antisimetri¢nosti elektromagnetskog tenzora odmah vi-

dimo da vrijedi 8° = 0. RaspiSemo li b,,b":

1 v v 1 v v 1
1671'2 (F'u F#P)<A AP) = ].67T2 (Fﬂ F#P)(A AP) = 16’71'2

b, = (FIOF,) (AA,)
(3.149)
Faktor F, F* je fizikalni skalar te mora biti omeden, a A°A, mozemo ograniciti

pomocu specificnog naboja po mezonu
VIl g (A0, 0 = —2c2Av2, ji— 0 (3.150)
Tz —de?ge(A°)°,  j7 = —2e7 A%, ' = :

koji mora biti omeden. Raspisivanjem smo ogranicili goo(A0)2 pa time i b*b,. Sad

mozemo raspisati (3.132) po A*:

1 L
/900 |:4_gijFOZFOJ + 26A02¢2] V—gd'z =0 (3.151)
i

Oba c¢lana u integralu su negativno definitna (zbog gg) te zasebno is¢ezavaju, dakle
A% = 0. Ako se sad vratimo u (3.148), vidimo da je drugi ¢lan pozitivan te mora
vrijediti v» = 0, dakle ne moZe postojati ni kompleksna skalarna kosa. U slucaju
neutralnog polja e = 0 vezat ¢emo polje v za fiktivni skalarni potencijal A, koji ne¢e

doprinositi fizikalnim velicinama, ali ¢emo mo¢i primjeniti gornji izvod.

3.5.3 Vektorsko polje

Pogledajmo joS maseno, neutralno, realno vektorsko polje B, recipro¢ne Compto-

nove valne duljine m > 0. Tenzor polja glasi:

H/UJ = Bu,,u - Bu,u (3152)
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te gustoca lagranzijana:

1 2

L =~ H"H,, - T;—WBMB“ (3.153)

Jednadzbu gibanja dobivenu iz (3.131) nazivamo Proca jednadzba:
H"., +m’B"* =0 (3.154)

Iako je H,, analogan elektromagnetskom tenzoru F,,, polje B, je fizikalno pa nije
podloZno bazdarnim transformacijama kao i A,. Analogiju iz proslog potpoglavlja
moZemo povudi i za racunanje b, koji onda iznosi b* = —H"’ B, /4w te imamo b*b,, =
(F™F,,)(A”A,)/167*. Kako bismo mogli dobiti potrebne uvjete za b*, proucit cemo
ponasanje Proca polja pod vremenskom inverzijom. Znamo da pod vremenskom
inverzijom za metriku vrijedi ¢;; — ¢ij,900 — 900 1 goi — —go; pa ako u (3.154)
s desne strane dodamo struju, zaklju¢ujemo B, — By,B; — —B; te H® — H% i
H% — —H%Y, Bududi da se u statickom prostorvremenu fizikalne veli¢ine ne mijenjaju
pod vremenskom inverzijom, mora vrijediti B; = 01 HY = 0. Sad vidimo da je b° = 0,
a b*b, je omedeno, prema argumentima analognim kao u pros$lom potpoglavlju. Kad

raspisemo (3.132), vidimo:
/goo[ginOiHOj +m?(B°)’)y/—gd'z =0 (3.155)

Kao i u primjerima dosad, zaklju¢ujemo da je B = 0, te uz B’ = 0 $to imamo iz
analize za vremensku inverziju, moZemo ukupno re¢i da vrijedi B,, = 0.

Ako stavimo da vrijedi m = 0, B, prestaje biti fizikalna veli¢ina te postaje podlozno
bazdarnim transformacijama. Iz toga slijedi da ni b,b* nije omedeno na horizontu te
da dokaz ne vrijedi. Budu¢i da znamo da postoji Reissner-Nordstromovo rjesenje
koje se sastoji od crne rupe s vanjskim elektromagnetskim poljem, a jedino bezma-

seno polje koje poznajemo je elektromagnetsko, teorem je i tu regularan.
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4 Rjesenja koja lome nasljedivanje simetrije

4.1 Skalarna rjesenja

Primjer bezmasenog skalarnog polja koje je linearna funkcija vremena u staticnom
prostorvremenu prvi je pronasao Wyman [27] u pokusSaju da pronade sva stati¢na

sfernosimetri¢na rjeSenja jednadzbe polja:
1
Rij — éRgU = 87TE (41)
s tenzorom momenta i energije:
1
Ti; = ViyVjh — §gz‘jvm¢vm¢ (4.2)
i staticnim, sfernosimetri¢nim linijskim elementom (£:g. = 0, £4gq = 0):
ds? = =M dt? + XM dr? 4 r2(d6? + sin®0dp?) (4.3)

v(r) i A(r) su funkcije koje trazimo. Ako se pretpostavi sferna simetrija polja ¢ kao

Vi = (0.4(t,1),0,0,001)(t, 7)), koriste¢i Takenove [28] formule dobijemo uvijet:

OY(r,t) 9(r,t)

o T 0 (4.4)

Grananjem ova dva slucaja, vidimo da nam 9,¢ # 0 nije od interesa jer £,g,, # 0 te
simetrija u odnosu na translaciju po r nije ni postojala. Stoga promotrimo jednadzbu
oy # 0, iz koje odmabh slijedi » = vt — bezmaseno skalarno polje neograniceno line-
arno raste u vremenu iako je prostorvrijeme staticno! Za nepoznate funkcije unutar
metrike dobijemo dva rjedenja, ili vrijedi e = 87+%r? i et = 2, ili je e i ¢* mogude
zapisati samo u obliku Taylorovog reda.

Nedavno je otkrivena [5]i klasa rjeSenja minimalno vezanog kompleksnog masenog
polja u Einsteinovoj gravitaciji, koja opisuje rotirajuce crne rupe sa regularnim hori-

zontom i skalarnom kosom. Jednadzbe polja koristene u dokazu glase:

1
Rap — §Rgab = 8Ty (4.5)

V.V = 1>y (4.6)
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a tenzor momenta i energije:

Top = 207400 — Gas [ + W20y (4.7)

Analizom perturbacija lineariziranog skalarnog polja oko Kerrove metrike vidimo da
Ce se za kriticnu frekvencijju polja pojaviti diskretni set vezanih stanja polja. Kako
bismo proucili moguénost postojanja masenih polja u okolini crne rupe, pogledajmo
nelinearnu deformaciju Kerrove metrike danu kao:
2 or (dr? 2 102 2Fy 2 ;2 2 2R 2 'H
ds® = e* W+T do* | + e rosin“f(dp — Wdt)" — e °Ndt*, N = 1—7 (4.8)
koja ima dva Killingova vektora £ = 0, in = 0, a F; i W su funkcije samo od rif. Za

ansatz uzimamo:

U(r,p,0,t) = ¢(r,0)e' ™o (4.9)

ne pretpostavljaju¢i da nasljeduje simetrije prostorvremena ¢ i . ¢ uzimamo kao
realnu funkciju, w > 0 je frekvencija, a m = +1,+2, ... kutni broj. Nakon odredivanja
rubnih uvjeta, jednadzbe (4.5) i (4.6) s ansatzom (4.8) i (4.9) rijeSene su numericki
te su dobivene funkcije F;, W i ¢ - u okolini crne rupe postoji kompleksna skalarna

kosa.

4.2 Elektromagnetska rjesenja

Jedan od poznatih primjera elektromagnetskih tenzora koji ne nasljeduju simetriju
svog prostorvremena otkrili su Tariq i Tupper [29] trazedi elektrovakuumska prostor
vremena u kojima je Weylov tenzor algebarski opcenit (ima Cetiri jednostavna glavna
smjera svjetlosnog tipa) i u kojima su glavni smjerovi svjetlosnog tipa ili elektromag-
netsko polje tangentni na kongruencije svjetlosnog tipa. Koordinatnim transformaci-
jama:

2r
)

r<—>§e 24y, pe2z, teutr (4.10)

originalne metrike [29] dobili smo stacionarno osnosimetri¢no prostorvrijeme:

1
ds* = 2—)2((1%2 + d2?) + r2dy® — (dt — 2zdy)” (4.11)
r
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Tenzor elektromagnetskog polja glasi:

1
Fapdz® Adz® = —23/%[= cos adr A (dt — 2zdp) +sin adz Adyp], o= —2nr+aoq (4.12)
r

Prostorvrijeme je invarijantno na sljedeca Cetiri Killingova vektora:

0
&= > (4.13)
0
0 0
(1= 9 + 2<p§ (4.15)
@=r§+w9~— 0 (4.16)

or 0z SO%

koji generiraju ¢etveroparametarsku jednostavno tranzitivhu grupu izometrija. Funk-
ciju « iz jednadzbe (4.12) nazivamo kompleksijski skalar koji je definiran preko kom-

pleksijskog vektorskog polja:

0 .
@_J(}Ij =05, o= (RabRab>_1€l¢ijls’JRsk (417)

Oé’j =

Za elektromagnetski tenzor koji nije svjetlosnog tipa znamo da vrijedi ( [30], teorem
2.1):
LeFy=f*Fy, f=¢aq (4.18)

Sad mozemo lako izracunati konstante f za nas primjer:
oy =n'a;=Clay=0, Gloy=-2 (4.19)
te vidjeti da su naslijedene sve simetrije osim posljednje:

LelFyy= Lyl = £, F;=0 (4.20)
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5 Zakljucak

U ovom radu osvrnuli smo se na pitanje nasljedivanja simetrije prostorvremena koja

je generirana Killingovim poljem £“:

Legap = 0. (5.1)
na neko bazdarno polje ili polje materije I1

LJI=0 (5.2)

unutar tog prostorvremena.

Sam pojam simetrija prvo smo uveli opcenito preko Liejevih grupa te smo za-
tim suzili podrucje od interesa na gore navedene Killingove izometrije koje proma-
tramo unutar nekog prostorvremena. U raspisivanju smo poceli od skalarnih po-
lja, pokazali pod kojim uvjetima je simetrija nasljedena te klasificirali rjeSenja koja
izmicu nasljedivanju. Stavili smo dokaze u kontekst simetrija prostorvremena koje
se najcesc¢e pojavljuju u teorijama te uzeli u obzir situaciju kad je prisutna crna rupa.
Zatim smo napravili istu analizu za elektromagnetsko polje preko spinornog forma-
lizma. Spomenuli smo takoder jedan od novijih rezultata, generalizaciju dokaza s
linearnih na nelinearna elektromagnetska polja.

Kao motivaciju istrazivanja nasljedivanja simetrija naveli smo elektromagnetske
skalarne potencijale te kosu crnih rupa, u kojima je, uz razne teoreme jedinstvenosti
crnih rupa te druge primjere, nasljedivanje simetrija na polje od interesa unaprijed
pretpostavljeno. Na kraju smo radi ilustracije naveli protuprimjere u kojima sime-
trija nije naslijedena, kako bismo opravdali potrebu za klasifikacijom nasljedivanja

simetrija.
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Dodaci

Dodatak A Liejeva grupa

Definicija A.1. Liejeva grupa je C*° mnogostrukost G koja je takoder grupa, tako da su

grupne operacije mnozenja:
w:GxG—G, pla,b)=ab (A.1)

i inverza:

i:G—Gila)=a"! (A.2)

diferencijabilne. Za a € G lijevo mnogenje definiramo sa l, : G — G,l,(x) = p(a,z) =
azx, adesnor, : G — G,r.(x) = p(a,z) = za. Lijevo i desno mnozenje jos zovemo lijeva

i desna translacija. [31]

Bududi da je djelovanje lijeve translacije elementa grupe g difeomorfizam grupe
samu na sebe koji preslikava element identiteta u g, mozemo re¢i da je Liejeva grupa
homogen prostor, dakle lokalno izgleda jednako oko svake tocke. Proucavanje lo-
kalne strukture Liejeve grupe svodi se na proucavanje okoline elementa identiteta,
zbog cega klju¢nu ulogu igra tangentni prostor 7.G na identitetu Lijeve grupe. For-

malno zapisano [32]:

Definicija A.2. Tangentan vektor u tocki p je preslikavanje v : C3° — R, koje za sve
fr9 € CX ik, A\ € R zadovoljava
1. linearnost:

v(kf 4+ Ag) = ku(f) + Av(g) (A3)

2.Leibnizovo pravilo

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) (A4)

Skup svih tangentnih vektora u toc¢ki p € M oznacavamo s T, M.

Teorem 3. Skup T,,M s operacijama zbrajanja vektora u,v € T,M i mnoZenja skalarom

A € R definiranima kao:

(u+0)(f) =u(f) +o(f), u)(f) =u(f) (A.5)
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o : . .
za svaku f € C}° je vektorski prostor koji nazivamo tangentni prostor.

Budu¢i da Liejeva grupa ima svojstvo da je za svaki g € G lijeva translacija [, :
G — G na g difeomorfizam s inverzom [ -1, postoji izomorfizam tangentnih prostora

izmedu elementa ¢ i elementa identiteta e:
lg = (lg)se : T.G — T,G (A.6)

Dakle, ako moZemo opisati tangentni prostor 7.(, imamo zapravo opis bilo kojeg
tangentnog prostora 7,(. Ako na tangentni prostor 7.G dodamo kanonsku operaciju

[, ], oni skupa ¢ine Liejevu algebru Liejeve grupe G.

Definicija A.3. Neka je K polje. Liejeva algebra nad K je vektorski prostor V nad K
skupa s produktom [, | : V x V — V, koji je za vektorska polja X i Y iz V i funkciju f

u tocki p € V definiran kao:
(X Y], f= (XY -V, X)f (A7)
i zadovoljava sljedeca svojstva:

1) bilinearnost:

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (A.8)
[Z,aX +0Y] =alZ,X]|+b[Z,Y] (A.9)

2) antikomutativnost:
Y, X] = —[X,Y] (A.10)

3) Jacobijev identitet:
(X, [V, Z]]+ Y, [Z,X]] +[Z,[X,Y]] =0 (A.1D)

39



Dodatak B Spinori

U Cetverodimenzionalnim modelima prostorvremena, osim cetverovektora, postoji
i alternativni alat za proucavanje klasi¢nih teorija polja - dvokomponentni spinori.
Osnovni objekt kod ovog pristupa je spin-prostor, dvodimenzionalni kompleksni vek-
torski prostor S sa simplektickom formom e, tj. antisimetri¢cnom kompleksnom biline-
arnom formom. Tri su osnovna svojstva spinora u 4-mnogostrukostima Lorentzovog

tipa [14]:

1) Izomorfizam izmedu spinskog prostora (S, €4p) i njegovog duala (S*, 4?) preko

simplekticke forme ¢ koja povezuje spinore s gornjim i donjim indeksima kao:

e'Pop =" (B.1)
¢Pepa = da (B.2)
U matri¢noj reprezentaciji imamo:
0 1
eap = 2B = (B.3)
-1 0

pa lako mozemo naéi vezu ¢° = ¢, i ¢° = ¢,. Za crtane spinske prostore (5, ¢')

vrijede analogne relacije.

2) Izmedu necrtanih (S, e4p) i crtanih kompleksno konjugiranih (S5, €4 /) spinskih

prostora postoji anti-izomorfizam, ozna¢avamo ga povlakom te vrijedi:

YA =1 (B.4)
PV =19 (B.5)

Elementi spinskog prostora kompleksnom konjugacijom preslikavaju se u komple-

mentarni spinski prostor. Zapisano po komponentama imamo:

a

5
S
Il
g|
Il

(B.6)

p

40



kao i:

A

A =% (B.7)

>l 2

gdje crta iznad funkcija predstavlja njihovu kompleksnu konjugaciju. Kompleksnom

konjugacijom simplekticke forme ona ostaje ocuvana ¢ p = €4/ p.

3) Izomorfizam izmedu tangentnog prostora T u nekoj tocki prostorvremena i ten-
zorskog produkta necrtanog spinskog prostora (S,esp) i crtanog spinskog prostora
(S, earp) glasi:

T = (S, eap) ® (S, earn) (B.8)
te ga izrazavamo preko Infeld-van der Waerden simbola ¢% 44 i 0,*%". Spinor v44

izrazavamo preko vektora v® kao:

A = g, AN (B.9)

vt = UAA/O'QAA/ (BlO)

Za Infeld-van der Waerdenove simbole vrijede jednakosti:

o.M = oM (B.11)
0 M0 g = 6,0 (B.12)
0. 0% = egep™ (B.13)
O_[aAA’O_b]AB’ _ _%eabcdacAA'UdAB’ (B.14)

Formu w, pisSemo preko spinora kao:
WA = Wa0 anr (B.15)

a metriku:

EABEA B = Nap0 an0 By (B.16)

ZapisSimo konacno spinor u prostorvremenu Minkowskog u koordinatnom sustavu

preko 2 x 2 matrice:
. 20+ a3 at —ig?
Ao L (B.17)
V2 b +iz? 20—
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Pogledajmo jo$ kako Maxwellova dva forma F = F,,dx® A dx’ izgleda napisana kao

spinor:
1
Faapp = §<FAA’BB’ — Fppaa) = Qapearn + Qapean (B.18)
gdje su:
1
$AB = §FACfB = Q(4B) (B.19)
1 C/
Gap = §FAC’B = @(4B) (B.20)

Ovdje je upotrijebljen identitet:

1
Tap —Tpa = §€ABTCC (B.21)

kako biizrazili $(Faapp —Fappar) 1 2(Fappa— Fppaa). Oble zagrade predtavljaju
simetrizaciju (AB), a uglate [AB] antisimetrizaciju. Antisimetri¢ni dio ¢,p iSCezava

zbog antisimetricnosti F;:

/

1 1
PaB) = ZEABFCC’CC = §€AB776chd =0 (B.22)

U Lorentzovom slucaju vrijedi jos:
¢AB Eg_bA’B’ — d)A/B/ (B23)
Svaki neiS¢ezavajuci vektor svjetlosnog tipa k* mozemo zapisati kao [33]:

k* = £ (B.24)
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