Elektrodinamika crnih rupa

Gulin, Luka

Master's thesis / Diplomski rad

2017

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:836452

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-03

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:836452
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:1836
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:1836
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:1836

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

Luka Gulin

ELEKTRODINAMIKA CRNIH RUPA

Diplomski rad

Zagreb, 2017.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

INTEGRIRANI PREDDIPLOMSKI I DIPLOMSKI SVEUCILISNI STUDIJ
FIZIKA; SMJER ISTRAZIVACKI

Luka Gulin

Diplomski rad

Elektrodinamika crnih rupa

Voditelj diplomskog rada: doc. dr. sc. Ivica Smoli¢

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.

Datum polaganja:
Zagreb, 2017.




Zahvaljujem se mentoru, doc. dr. sc. Ivici Smoli¢u na pomodi,

strpljenju i pogledu u svijet stvarne fizike.

Mojoj obitelji.



Sazetak

Ovaj diplomski rad daje pregled elektrodinamike crnih rupa. Prvo se bavimo test-
nim poljima da dobijemo ideju kako se elektromagnetizam ponasa na zakrivljenoj po-
zadini prostorvremena. Nakon toga prolazimo kroz odabrana bitna svojstva elektro-
magnetskog polja kao Sto su ponasSanje potencijala, Smarrove relacije, nasljedivanja
simetrije i Meissnerovog efekta. Nakon pregleda standardnog, Maxwellovog elektro-
magnetizma bavimo se generalizacijama, tj. gledamo kakvu teoriju elektromagnet-
skog polja proizvode Lagranzijani s proizvoljnim vezanjima i prezentiramo nedavne
rezultate u vezi nasljedivanja simetrije i formulacije Smarrove relacije.

Kljutne rijeci: elektrodinamika crnih rupa, besilni elektromagnetizam, Meissnerov

efekt crnih rupa, nelinearna elektrodinamika.



Black hole electrodynamics
Abstract

This thesis gives an overview of black hole electrodynamics. Firstly, we introduce
test fields to obtain perspective how electromagnetism behaves on curved spacetime
background. Then, we go through chosen important properties of the electromag-
netic field such as potentials behaviour, Smarr’s relation, symmetry inheritance and
Meissner effect. After the overview of standard, Maxwell’s, electromagnetism, we
deal with generalisations, i.e. we investigate which theory of electromagnetic fields
is produced by Lagrangians with arbitrary couplings and we present recents results
in relation with symmetry inheritance and Smarr’s relation formulation.

Keywords: black hole electrodynamics, force-free electrodynamics, black hole Meiss-

ner effect, nonlinear electrodynamics.
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1 Uvod

Elektrodinamika je, iako je Cesto nazivamo klasi¢nom, inherentno relativisticka te-
orija. Stovise, to je teorija koja nam je otkrila relativnost. Ogroman uspjeh J. C.
Maxwella krajem 19. stolje¢a u dovrSavanju jednadzbi kojima opisujemo elektro-
dinamiku, nadalje poznatim kao Maxwellovim jednadzbama ostavio je, po Lordu
Kelvinu [1], jedan od dva oblaka nad ljepotom i bistrinom tadasnje dinamicke te-
orije!. Nakon negativnog ishoda Michelson-Morleyjevog eksperimenta pocela su
objasnjenja neobi¢nih transformacijskih svojstava Maxwellovih jednadzbi u smjeru
koji je kulminirao 1905. godine i Einstenovim ¢lankom kojim pocinje nova era —
era moderne fizike kojom vladaju relativnost i kvantna mehanika, posljedice dvaju
oblaka Lorda Kelvina. Kako je svima poznato, Einstein ne staje na specijalnoj rela-
tivnosti, nego proucavajuc¢i njene implikacije naslucuje jos Siru teoriju danas poznatu

kao opcu teoriju relativnosti.

Klasi¢na elektrodinamika opisana je spomenutim Maxwellovim jednadzbama. Ska-
larnih jednadzbi je zapravo osam, iako se Cesto govori o Cetiri Maxwellove jednadzbe
jer je najpoznatiji zapis tih jednadzbi u vektorskom obliku na nacin da su dvije vek-

torske, a dvije skalarne. Maxwellove jednadzbe u vektorskom obliku u SI jedinicama

glase
vV E=" (1.1)
€0
V-B=0 (1.2)
. . 9B
E=_-_— 1.3
V x 5 (1.3)
L. . 0B
V X B=pj+ Hofo (1.4)

Iako je ovaj oblik najrasprostranjeniji, ipak nije pogodan za tretiranje crnih rupa zbog
njihove relativisticke prirode. Prvi korak je napisati ove jednadzbe u kovarijantnom

zapisu. Za tu svrhu uvodimo antisimetri¢ni tenzor elektromagnetskog polja. Njegov

IDrugi oblak je bila ultraljubi¢asta katastrofa.



oblik u Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru Minkowskog glasi

0 —E, —E, —E.
E, 0 B. -B,
F,, =
E, —B. 0 B,

E. B, -B, 0

(1.5)

Sada kovarijantne Maxwellove jednadZzbe glase, ovaj put u prirodnim jedinicama

Vo F® = —4mj°

v[a-Fbc] =0

(1.6)
(1.7)

gdje je j° etverovektor struje definiran kao j = (p, 7).

-

S druge strane, koriste¢i vektorski (bazdarni) ¢etveropotencijal A = (¢, A) imamo

F* =2V, Ay (1.8)
V. F® =2V, (VieA) = —4rj®. (1.9)

Energiju koje elektromagnetsko polje ima opisujemo elektromagnetskim tenzorom
energije i impulsa definiranim kao

1

c 1 c
Tab = E ( ach - Z_lFCdF dgab) . (1]—0)

Taj tenzor zadovoljava jednadzbu kontinuiteta tj. zakon ocuvanja energija (i impulsa)
VT, + Foui® = 0. (1.11)

Bududi da u gornjim jednadzbama za opisivanje polja koristimo samo vektore i je-
dan antisimetri¢ni tenzor, moZemo se posluziti jezikom diferencijalnih formi koji

nam daje ljepSi/jednostavniji zapis matematickih operacija potrebnih za izrazavanje



Maxwellovih jednadzbi.

df' =0 (1.12)

d*F = 47 *j (1.13)

gdje je d vanjska derivacija, a * Hodgeov dual. Takoder, konvencija koja ¢e se ko-
ristiti kroz ovaj diplomski rad je da ce se 3-struja, Hodgeov dual 1-struje, oznacavati

velikim slovom J = xj.

Veza izmedu elektromagnetske 2-forme i 1-forme potencijala jednostavno je
F =dA. (1.14)

Rastav elektromagnetske 2-forme na 1-forme elektricnog i magnetskog polja s obzi-

rom na opcenito vektorsko polje dano je

E(X) = —ixF (1.15)
B(X) = ix*F. (1.16)

Obratno, elektromagnetska 2-forma moze se napisati pomocu polja kao
~NF =uAE+ (uA B) (1.17)
gdje vrijedi N = uu,.

Kroz ovaj diplomski rad upotrebljavat ¢e se zadnja dva formalizma, ovisno koji je

prikladniji u danoj situaciji.

S druge strane, opca teorija relativnosti proSiruje specijalnu teoriju relativnosti
tako Sto pozadinu na kojoj su se odvijali fizikalni procesi, prostorvrijeme, stavlja u
prvi plan te tvrdi da se prostorvrijeme ponasa sukladno energijskom sadrzaju na

njemu prema jednostavnom skupu jednadzbi

1
Ry — §Rgab = 8l a (1.18)



u prirodnim jedinicama gdje je R, Riccijev tenzor, g,, metricki tenzor, a 7}, tenzor
energije-impulsa. Iako jednadzbe izgledaju prili¢cno jednostavno, njihova rjeSenja i
posljedice nisu takve. Jedna od posljedica je i postojanje crnih rupa — dijelova pros-
torvremena u kojima svi se geodezici svjetlosnog ili vremenskog tipa jednom kad

nadu tu, ostaju tu.

Bududi da crne rupe ne mogu imati kosu (prema poznatim no hair teoremima,
na primjer [2]), nego samo masu M, naboj e i angularni moment .J, stacionarno i
elektrovakumsko rjesenje koje uzima u obzir sva tri parametra je i najopcenitije. Na-
ziva se Kerr-Newmanovo rjeSenje (crna rupa). Crne rupe ne moraju imati naboj i/ili
angularni moment pa stoga prepoznajemo ukupno Cetiri stacionarna i vakuumska

rjeSenja

J=0 J#£0

e=0 Schwarzschild Kerr

e # 0 | Reissner-Nordstrom | Kerr-Newman

Pregled sva Cetiri tipa crnih rupa se nalazi u dodatku.



2 Testna polja

Za promatranje svojstava prostorvremena i elektromagnetskih polja prisutnih u njima
Cesto posezemo za alatom kojim nazivamo testno polje. Testno polje je elektromag-
netsko polje koje je dovoljno slabo da mozemo zanemariti utjecaj njegovog ener-
getskog sadrzaja na geometriju prostorvremena (7, = 0), dok je utjecaj geometrije
na elektromagnetsko polje u srediStu paznje. Ovaj alat je vrlo koristan jer bitno
pojednostavnjuje racun buduc¢i da je metricki tenzor fiksan, a daje znacajan uvid u
ponasanje polja u stvarnim, astrofizickim situacijama jer su elektromagnetska polja

koja imaju znacajan utjecaj na geometriju rijetka.

2.1 Wald-Papapetrou

Killingovi vektori (preciznije, vektorska polja) generiraju rjeSenja Maxwellovih jed-
nadzbi ukoliko ih identificiramo kao bazdarne potencijale [3]. To je ¢injenica koja se

lako pokaze.

Maxwellove jednadzbe u vakuumu glase

F* =2V, Ay
V F® =2V, (VA = 0. 2.1)

Prva jednadzba je odmah zadovoljena, dok drugu trebamo jos pokazati. Koristimo

identitet iz dodatka A
VoV.K¢= R ;K% (2.2)

Desna strana je po Einsteinovoj jednadzbi O jer je Riccijev tenzor u vakuumu 0. Time

smo zadovoljili i drugu Maxwellovu jednadzbu koja sadrzi ba$ takve ¢lanove.

Ovo je Papapetrou dio rjeSenja. Wald je iskoristio ovu ¢injenicu da nade rjeSenje
za elektromagnetsko polje kada je Kerrova crna rupa uronjena u homogeno magnet-
sko polje [4]. Osnosimetri¢no, stacionarno prostorvrijeme ima dva Killingova vek-

torska polja pridruzenima tim simetrijama. Killingovo vektorsko polje pridruzeno



vremenskoj simetriji neka bude k* = (0,)%, a ono osnoj simetriji neka bude m® =
(0p)®. Tada koristeci elektromagnetsku 2-formu i forme pridruzene Killingovim vek-
torskim poljima mozemo definirati sve fizikalne veli¢ine (tkz. Komarove integrale)

pridruzene tom prostorvremenu na idud¢i nacin [5]

1

Mg = —— | «dk (2.3)
87T S
1
= — 2.
Js Tor /s *dm 2.4
1
Qs = — / * (2.5)
47T S
1
Ps=— | F (2.6)
47T S

gdje je S topoloska 2-sfera po kojoj integriramo, a Ms, Js, Qs, Ps redom masa, za-
mah, elektri¢ni i magnetski naboji. Dva najcesc¢a izbora za takvu sferu su ili horizont

dogadaja ili sfera u beskonacnosti za asimptotski ravne prostore.

Vratimo se na ¢injenicu da Killingova vektorska polja rjesavaju vakuumske Maxwel-
love jednadzbe kada se uvrste na mjesto bazdarnog potencijala. Prvo, razmotrimo

osnu simetriju. Po definiciji imamo

E,, =dm. (2.7)

Ovo rjeSenje je stacionarno £ F,, = £rdm = d£,m = 0 i osnosimetri¢cno £,,F,, =
Lypdm = dL,,m = 0. Nadalje, u beskonacnosti F,, postaje uniformno magnetsko
polje zato Sto prostorvrijeme tamo postaje ravno i dm poprima vrijednost za ravni

prostor. U Minkowskom prostoru vrijedi

me = r?sin?0(d¢), = z(dy), — y(dz),. (2.8)
Nadalje,
F.,=dm
=dx ANdy —dy A dz = 2dx A dy. (2.9)

Ocitavanjem iz (1.5) vidimo da je ovo komponenta elektromagnetskog tenzora u B,



smjeru. Magnetski monopolni moment pridruzen ovakvom polju iS¢ezava

1 1
Pe= - [Fu=t [an=o (2.10)
47T S 47T

ali elektri¢ni naboj ne

1

1
1 / S (2.11)
S 4r

Qs = -

Dakle, Killingovo vektorsko polje pridruZzeno osnoj simetriji kao bazdarni potencijal
generira stacionarno, osnosimetri¢no testno elektromagnetsko polje naboja 4./ i bez

monopolnog magnetskog momenta.

Koristedi istu proceduru gledamo vremensku simetriju (stacionarnost)
F, = dk (2.12)
kao i prethodno, ovo rjeSenje je stacionarno £,F;, = £,dk = d£,k = 0 i osnosime-
tricno £,,Fy = £,,dk = d£,,k = 0. Magnetski monopolni moment je opet nula

1 1
Ps = Fk dk =0 (2.13)
47r 47r

i elektri¢ni naboj je razli¢it od nule

1 1
Os = _/*Fk _ L / wdk = —2M. (2.14)
AT Js AT Js

Dakle, Killingovo vektorsko polje pridruzeno vremenskoj simetriji kao bazdarni po-
tencijal generira stacionarno, osnosimetri¢no testno elektromagnetsko polje naboja

—2M bez monopolnog magnetskog momenta koje asimptotski opada.

Iz svega navedenoga, moZemo vidjeti da je elektromagnetsko polje oblika

By 2J
F= - (dm + Mdk) (2.15)

nesingularno, stacionarno, osnosimetri¢no, nenabijeno i uniformno u beskonac¢nosti,

$to se jasno vidi iz nac¢ina na koji smo konstruirali polja iz svake simetrije pojedina¢no



te ih zbrojili da se elektri¢ni naboji pokrate.

2.2 Besilna elektrodinamika crnih rupa?
2.2.1 Formulacija

Besilni elektromagnetizam (Force-Free Electrodynamics) opisuje magnetski domini-
ranu relativisticku plazmu (F? = F,,F'** > 0). Pristup se temelji na aproksimaciji da
je izmjena impulsa i energije izmedu polja i materije zanemariva Sto nam omogucava
pracenje evolucije polja ne uzimajuéi u obzir dinamiku nabijene materije pa pozor-
nost mozemo zadrzati isklju¢ivo na polju. U zakonu otuvanja energije 4-impuls tece

izmedu polja i materije pomocu 4-sile koju aproksimiramo da je nula
Fuj° =0. (2.16)

Tada iz Maxwellovih jednadzbi mozemo eliminirati struju mnoZzenjem druge jed-

nadzbe tenzorom elektromagnetskog polja

ViaFpg =0 (2.17)
F V. .F* =0. (2.18)

Elektromagnetska polja za koja postoji vektor w® tako da
w? ab — (219)

nazivaju se degenerirana elektromagnetska polja (u ravnhom prostoru to je ekviva-
lentno izrazu E - B = 0). Za primjetiti je da je svako besilno elektromagnetsko polje
degenerirano jer upravo vektor 4-struje kontrahiran s elektromagnetskim tenzorom
daje gornju jednadzbu. Degeneracija nam daje nacin da elektromagnetski tenzor
razlozimo na antisimetrizirani produkt dva vektora. Uvjet degeneriranosti mozemo

pisati i kao

waF[achd] =0 (220)

20vo poglavlje se sastoji od materijala mog seminara iz kolegija Diferencijalna geometrija u fizici
naslova Besilni elektromagnetizam



obzirom da svaki ¢lan antisimetrizacije iS¢ezava upravo iz jednadzbe (2.19). PoSto je
svaki potpuno antisimetri¢ni tenzor ranga cetiri proporcionalan volumnom elementu,

piSemo
FiapFea) = Péaed (2.21)
gdje je § neka funkcija. UvrStavanjem dobivamo
Bw€apea = 0 (2.22)

no volumni element nema svojstveni vektor s svojstvenom vrijednosti O, stoga za-
klju¢ujemo da je 8 = 0 Sto znadi da je tenzor Fj,, 4 sam za sebe 0.

To nam pomaze da tenzor F,, napisemo kao
Fab = Za[aﬁb} (223)

To vidimo ovako: neka su v i w® vektori t.d vrijedi v*w’F,;, # 0. Buduéi da je FlapFeg

sam po sebi 0, mozemo pisati
v’ FlgyFrg) = 0. (2.24)
Prosirivanjem antisimetrizacije u indeksima dobijemo
VW FopFog + [(0* Fue) (W' Fig) — (v Fog) (w’Fye)] = 0. (2.25)

Kako je v*w’F,, # 0 cijelu jednadZbu moZemo dijeliti s tim faktorom, a kovektore
nastale u kontrakciji u uglatim zagradama, uz pripadajuce faktore, mozemo identifi-

cirati kao u (2.23). Isti izraz u jeziku diferencijalnih formi je
F=anp. (2.26)
Koristedi jos ¢injenicu da je F' zatvorena forma (dF = 0), mozemo pisati

F =d¢; A des. (2.27)



Kada degenerativno polje F; zadovoljava Maxwellovu jedadzbu V| .F;) = 0, tada su
dvodimenzionale jezgre F, integrabilne tj. tvore dvodimenzionalne podmnogostru-
kosti. U magnetskom dominiranom sluc¢aju te mnogostrukosti su vremenskog tipa.
Ukoliko presjecemo takve mnogostrukosti vremenskog tipa s hiperplohom prostornog
tipa, dobit ¢emo silnice magnetskog polja kako ih vidi promatrac ¢ija je ¢etverobrzina
ortogonalna na prethodno navedenu hiperplohu. Zbog svega navedenog, podmno-
gostrukosti koje ¢ine jezgru F,, predstavljaju evoluciju silnica polja pa je zbog toga
nazivamo ploha polja. Za primjetiti je kako ploha polja ne ovisi o promatracu, za
razliku od samoga polja, Sto bitno pojednostavljuje promatranje problema. Nadalje,
uvjet besilnosti F,;,j° = 0 se svodi na to da struja j° je tangencijalna na plohu polja.
To za posljedicu ima da je u besilnoj plazmi, u kojoj nema elektricnog polja, struja
tangencijalna silnicama magnetskog polja. Plohe polja su presjeci hiperploha kons-
tantnih ¢, i ¢,, po definiciji. U Eulerovim potencijalima, koji su dva skalarna polja,
zapisana je sva sloboda koju moze imati bilo koje degenerirano elektromagnetsko

polje.

Bududi da su sva degenerativna polja besilna, formuliramo besilnu teoriju kao
teoriju dva skalarna polja. Besilni uvjet mozemo zapisati pomocu 3-struje J = *j pa

iz definicije duala imamo

Fa[chde] = 0. (2.28)

Koriste¢i 1-forme « i 5 gornji uvjet mozemo zapisati kao

aNJ =0
BNAJ=0. (2.29)

Koriste¢i Maxwellovu jednadzbu d xF' = 47J te a = d¢; i f = d¢» moZemo gornje

jednadzbe napisati kao

dg; Nd*F =0, i=1,2. (2.30)

10



Bududi da je d? = 0, gornju jednadzbu mozemo pisati kao
d(dg; A *F) = 0. (2.31)

Veli¢ine u zagradi, d¢; A xF, nazivamo Eulerovim strujama jer vidimo da za njih

vrijedi zakon kontinuiteta.

2.2.2 Jednostavna rjesenja

Magnetski monopol 2-forma F' elektromagnetskog polja za magnetski monopol g

glasi
F =2 sin6dd A de. (2.32)
4
Buducdi da je ovo vakuumsko rjesenje

J = d+F = ds (fsmedmd@)
™

:d( 9 dt/\dr)

42

=0 (2.33)
automatski je i besilno zato sto odmah zadovoljava besilne jednadzbe (2.30).

Izlazni tok Takoder, relativno je jednostavno konstruirati rjeSenja koja predstav-
ljaju izlazni tok energije u Schwarzschildovom i Kerrovom prostorvremenu. U Sc-

hwarzschildovom prostorvremenu mozemo provjeriti da vrijedi ansatz
F=d{ ANdu (2.34)

gdje je u retardirano vrijeme u =t —r, a ( = ((0,p,u). 3-struja ovakvog rjesenja

glasi

J = (A5¢) sindO A dp A du (2.35)

11



gdje je A, dvodimenzionalni laplasijan. Ukoliko d( rastavimo na komponente
d¢ = Cudu + (pd0 + C ,do. (2.36)

Vidimo da su obje besilne jednadzbe zadovoljene. Tok Killingove energije u vremenu
unar=oje

Plu) = lim | T(8))"(dr)'de = / dc 2. 2.37)

r—00

Primjecujemo da je ovo Cisto izlazno rjesenje, da nema nikakvog rasprSenja prema
natrag od zakrivljenog prostorvremena. Kerrov slucaj je malo kompliciraniji. Uko-
liko nad Kerrovom metrici u Boyer-Lindquistovim koordinatama upotrijebimo idu¢u

supstituciju

dt = du + ((r* + a*)/A)dr (2.38)
dp =de + (a/A)dr (2.39)

dobijemo koordinate koje su regularne na proslom horizontu dogadaja pa su korisne

prilikom opisa radijacije. Metrika izgleda

ds* = —du® — 2dr(du — asin® dg) + (r* + a*) sin® dp*
Mr

2
»d6?
+ + 5

(du — asin® 0d@)? (2.40)

i moramo pretpostaviti malo opcenitiji ansatz u obliku
F = (Adf + Bdp) A (du — asin® 6dp) (2.41)
gdje su A i B funkcije u, 6 i . Nametanje Faradayevog zakona daje
dF = (A, — Bg +asin®0A,)dp A0 Adu (2.42)
Sto znac¢i da imamo diferencijalnu jednadzbu

Az —Bg+ asin®0A, =0 (2.43)
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kao uvjet na funkcije A i B.

Michelov monopol Ukoliko rub zvijezde uzmemo kao savrSeni vodic koji se rotira
kutnom brzinom 2 i u srediste takve zvijezde stavimo magnetski monopol dobijemo
Michelovo rjeSenje. Rotiraju¢i vodi¢ u monopolnom magnetskom polju razvije na
svojoj plohi raspodjelu naboja o koja je proporcionalna cosf. Zbog toga uvjet de-
generiranosti E-B = 0ne stoji. Medutim, slucaj koji promatramo je takav da je
kutna brzina €2 dovoljno velika da ¢upa naboje s polova i stvara plazmu i time zasjeni
povrsinsku raspodjelu naboja i napravi uvjete u kojima mozemo koristiti formalizam

besilnog elektromagnetizma.

Moramo pretpostaviti da elektri¢no polje nema paralelnu komponentu s povr§inom,
tj. i, F' je 0 u paralelnom smjeru. F' koji zadovoljava taj uvjet cemo pokusati pronaci
superponiraju¢i monopolno polje i polje izlaznog toka. Monopolno polje i F' izlaznog
toka rjeSenja jednadzbi besilnog elektromagnetizma, no zbog nelinearnosti istih, ne-
mamo garanciju da je i njihova superpozicija besilno rjesenje. Medutim, monopolno
rjeSenje je vakuumsko, nema izlazne struje pa je superpozicija takvog rjesenja i nekog

drugog opet rjesenje. Zbog toga onda slijedi ansatz
F = gsinfdo A (d¢ + C (6, u)du) (2.44)
gdje je C neka funkcija koordinata ¢ i u. Rubni uvjet nam govori

1 F o< Z'(at_i_Qav)dQ A (d<,0 + C(@, u)du)
5 dO(Q + C(8, u)). (2.45)

Uvjet je da tangencijalna komponenta i, F' te bududi da je df tangencijalna na sferu,

fiksiramo C kao konstantu
C=-Q. (2.46)
Tada je polje
F = ¢sin0df A (de — Qdu). (2.47)
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Struja J = d xF ovog rjeSenja se dobije kao u odjeljku s izlaznim tokom jer monopol

ne doprinosi.

J = dxF = dx[(—¢Qsinf)do A do)]

= —¢Qd(sin® Odp A du)

= —2¢Qsinfd cos dd A dp A du. (2.48)
Vektor 4-struje glasi

) 2¢€) cos 0

Jt == : r2 (0r)". (2.49)

Tenzoru energije-impulsa ne pridonosi monopolski dio pa imamo, kao prije, T, =

|d¢|*(du)4(du)y $to se evaluira u
T = ¢*Q%sin? 0(du), (du), (2.50)
Sto nakon integracije po sferi daje

P = %quz. (2.51)

Zanimljivo je pogledati i plohu polja za Michelov monopol u ravnom prostoru. Eule-

rovi potencijali se lagano ocitaju

¢1 = qcosl (2.52)
P = —=Q(t —1). (2.53)

Za t = konst. linije polja su zadane s

6 = konst.

© + Qr = konst. (2.54)
Primjecujemo da silnice polja, za odredeni 6 = 6, sada nisu viSe pravci, nego postaju

Arhimedove spirale da bi se ocuvala priroda vremenskog tipa plohe polja. Ako bi

silnice polja bile pravci, postojala bi neka udaljenost na kojoj bi se rotirale brzinom
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vecom od brzine svjetlosti.

Slucaj magnetosfere rotiraju¢e crne rupe je malo kompliciraniji. Prvo, metrika
postaje Kerrova, a ne Schwarzschildova kao u prethodnom slucaju pa ra¢un mora
biti perturbacijski. Drugo, nemamo klasi¢an rub na koji mozemo postaviti rubni
uvjet. Zbog toga za rubni uvjet namecemo regularnost polja na horizontu. Nakon

perturbacijskog racuna dobijemo
1
0= 0y (2.55)
zbog cega onda elektromagnetsko polje ima oblik
: 1
F = gsinfdd A (dy — §QHdu) (2.56)

2.2.3 Polje sa simetrijama

Polje s jedno simetrijom Uzevsi da je polje F' degenerirano i da ima neku simetriju,
zanima nas Sto mozemo re¢i o Eulerovim potencijalima za takvo polje. Za pocetak

pretpostavimo da postoji Killingovo vektorsko polje X tako da
£xF =0. (2.57)

Koriste¢i Cartanovu magicnu formulu i Faradayev zakon dF' = 0 gornji uvjet se moze

prepisati kao

d(ixF)=0 (2.58)
Sto nadalje znaci da postoji neka funkcija f za koju vrijedi

ixF =df. (2.59)
Bududi da je F' = d¢; A d¢,, gornji izraz postaje

(ixder)dgy — (ixdes)de; =df. (2.60)
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Eulerovi potencijali nisu jednozna¢no odredeni. Mozemo koristiti bilo koje druge
potencijale za koje vrijedi F = d¢; A dgs = d¢éy A de». Drugim rijeéima, to je uvjet
da preslikavanje (¢, $s) — (¢, ¢2) ima jedini¢ni Jacobijan. Koriste¢i ovu slobodu,
moZemo izabrati ¢, = — f, dok drugi potencijal ¢, dobijemo rje$avanjem diferenci-

jalne jednadzbe koja slijedi iz Jakobijana. Nova jednadzba (2.60) tada postaje
(ixdgr)des — (ixdds)dd) = —doy. (2.61)
Direktno iz ovoga zakljucujemo

ixdpy =0
ixdgy = 1. (2.62)

Znaci, mozemo izabrati takve potencijale da je jedan invarijantan na X*“, dok drugi

ima konstantnu derivaciju na X“.

Polje s dvije komutirajuce simetrije Uzmimo da postoje dva vektorska polja X* i
Y* takva da vrijedi [X, Y] = 0 i da su simetrije polja F, tj. £xF = £y F = 0. Znamo

da vrijedi

ixF =df

Ukoliko izra¢unamo vanjski produkt ove dvije veli¢ine dobijemo

= (iyixF)F (2.64)

gdje skalar iy iy F' mora biti konstantan jer

d(iyixF) = £y(ixF) — iyd(ix F) = 0. (2.65)
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Problem kao i prije podijelimo na dva slucaja

yixF' =0

iviyF #0. (2.66)

U prvom slucaju, ukoliko obje veli¢ine ix F' i ix F' iSCezavaju, onda su oba Eulerova
potencijala invarijantna s obzirom na ta vektorska polja. Zato pretpostavimo da je
jedan od njih dva ix F' # 0. Sada, opet koriste¢i ono Sto smo dobili u slucaju s jednom
simetrijom zaklju¢ujemo da mozemo odabrati ¢; = —f. Budud¢i da u ovom slucaju

vrijedi df A dg = 0, takoder zakljucujemo da je funkcija g = g(¢;). Tada piSemo

in = (Zyd¢1)d¢2 — (Zyd¢2)d¢1 = g,(gbl)dqbl (267)

Oc¢itavamo

ixdgr =0, ixdp, =1
iydgbl == 0, iyd¢2 == K(¢1) (268)

gdje je kg1 = —g(¢1).

U drugom slucaju kada je iyiyx F' # 0, zakljucujemo da obje veli¢ine X“ i Y* moraju
biti razli¢ite od nule zbog linearne neovisnosti Eulerovih potencijala. Tada mozemo
izabrati Eulerove potencijale jednostavno kao ¢; = —f i ¢ = g/, gdje je A\ =

F,, XY, Tada, zbog svega prethodno navedenog, jednostavno dobijemo

ixdgy =0, ixdgy, =1
ixddy = A, ixddy = 0. (2.69)

U ovom slucaju ni jedna linearna kombinacija od X* i Y® nece biti tangencijalna na

plohu polja.
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2.2.4 Stacionarna i osnosimetri¢na polja
U ovom slucaju Killingovi vektori su dani s

X = (9,)" = m"

Yo = (9,)" = k. (2.70)

Ukoliko se radi da je i, F' = 01i1,,F = 0, tada je polje samo u smjeru I’ ~ dr A d6.

Za i, F' # 0 koriste¢i dobivene rezultate mozemo pisati

¢1 = ’l/)(?", 0)

gdje smo « preimenovali u —)r. Polje tada poprima oblik

F =d¢; Ndes
= dy) Adipy + de A (2.72)

gdje je n = dp + Qp(¢)dt. Za vanjsku derivaciju Q2 se ne moramo brinuti bududi da

u polje ulazi kao vanjski produkt s de.

Zbog navedenih simetrija, prostorvrijeme mozemo podijeliti na dva dijela: polo-
idalni (r, @) dio i toroidalni (¢, ¢) dio. Iako je toroidalni dio inac¢e samo ¢ dio, ovdje je
prirodno ukljuciti i vrijeme ¢. Ovo je posebno korisno jer u Kerrovoj metrici, koristeci
Boyer-Lindquistove koordinate, ne postoji matri¢ni elementi koji mijesaju ova dva
dijela tj. metrika je blok dijagonalna s obzirom na poloidalni i toroidalni dio. Zbog

tih svojstava mozemo pisati relacije

xel = €7 (2.73)
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gdje su

el = /—gTdt Ady

el = \/gFdr A dé. (2.74)

Sada pretpostavimo da imamo vanjski produkt dvije forme w? A w?. Dualna forma
se, zbog ortogonalnosti sada jednostavno nade. Uvodimo operator x koji oznacava

dual na pripadnom potprostoru

$ (Wl Aw”) = — () A (x0T

(2.75)

Vratimo se na jednadzbu (2.72) u kojoj uo¢avamo da su forme koje se nalaze u vanj-

skom produktu ¢isto polodijalne ili torodijalne. Prvi ¢lan je poloidalan zato imamo

*xF = %dt A dp — (xdipg) A (*n) (2.76)

gdje je I = (1) funkcija koju ¢emo kasnije odrediti. Sada je samo znamo kao

(de) A dify) = %dt A dep. (2.77)

F, takoder, mozemo napisati na idu¢i nacin

F el +dy An. (2.78)

1
27y —g7

Funkcija toka i polarna struja Za veli¢inu / moZze se pokazati da ima vrlo zanim-
ljivu interpretaciju. Ukoliko pokusamo izracunati tok kroz kuglinu kapu definiranu
ishodistem koordinatnog sustava kao srediStem kugle, osi z kao osi simetrije kugline

kape te tockom (7, 0) koja definira radijus kugle i veli¢inu kape dobijemo iduce

/SF:/Sd@Z)dng

- [ dtwan)

= [ ¥dey (2.79)
o5
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gdje smo u zadnjoj liniji iskoristili Stokesov teorem. No, v je funkcija samo r i 6.
Dakle, ne ovise o varijabli integracije te funkcija moze izadi ispred integrala. Za ¢,

vidimo da jedini doprinos da je ¢ stoga imamo

/ F = 2mi. (2.80)
S

Zbog prethodno navedenog, funkciju ¢ nazivamo funkcijom magnetskog toka.

Nakon toga pokusamo izracunati struju koja je protekla kroz istu povrsinu. Struja
je, kao 3-forma, dana s J = dxF. Buduci da ¢e integral ove velicine po 3-plohi
(volumenu) S x At biti naboj, ponovno koriste¢i Stokesov teorem mozemo integrirati

po plohi koji taj volumen obuhvaca.

/ J = / d*F
SxAt SxAt

:t/’ oF. (2.81)
Cx At

Posto se integrali po pocetnoj i zavrsnoj kopiji kruzne kape S ponistavaju, ostaje samo
JJ = Jo,a *F otitamo iz (2.77) i bududi da su ovisni samo o r i #, samo prvi dio

jednadzbe sudjeluje u integraciji stoga imamo
/ J =1I(r,0)At. (2.82)
SxAt
Dakle,

1
Mﬂ_ElAJ (2.83)
XAt

Sada je ocita interpretacija veli¢cine /. To je polarna struja. Nazivamo je polarna,
a ne poloidalna jer smo to ime sacuvali za lokalnu gustoc¢u struje ve¢ definiranom

poloidalnom smjeru.

Tok energije i angularnog momenta Ako imamo Killingovo vektorsko polje £,

onda postoji pridruZzena Noetherina struja J¢. Za elektromagnetsko polje ona glasi
: I _,.
Je = —(ieF) N*F + ZF ig€. (2.84)
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Ovo je dual od —T¢° i struja je otuvana samo kada F,;,J°¢* = 0 tj. kada kompo-
nente 4-sile isCezavaju u ¢ smjeru. Takoder, drugi ¢lan iscezava ukoliko polje F' dijeli

simetriju £ s prostorvremenom. Za prvi ¢lan imamo

i = ig(dr A doo)
= (iedgr)dpy — (iedgpa)d . (2.85)

Za stacionarna, osnosimetricna polja, prvi ¢lan iscezava, a iz drugog ostaje samo
d¢y = dep. Za kutno Killingovo polje m* faktor ispred drugog ¢lana je Qr(v), a za
vremensko k* faktor je 1. Stoga dijelimo Noetherinu struju na struju angularnog

momenta i struju energije kao

1
Ji = —d AxF = 2 Fine (2.86)

Jg = —Qp()dyY A xF + iFQike. (2.87)

Do sada nismo koristili besilne uvjete, govorili smo opcéenito o degeneriranim poljima.
Bududi da je ¢; = v, uvjet izgleda kao di) A dxF = 0. Koriste¢i jednadzbu (2.76)

imamo

0=dy Ad«F

1
= Y AdI Adp Adt = dg Ad(sd A ). (2.88)
T

Kad se primjeni vanjska derivacija, drugi ¢lan iScezava zato jer sadrzi 3 1-forme u

poloidalnom prostoru koji je dvodimenzionalan. Iz toga slijedi
Ay AdT =0 (2.89)

$to implicira da je I = I(¢)). Stoga je za stacionalno osnosimetri¢na polja polarna
struja kao i kutna brzina silnica polja Q2 funkcija samo . Fizikalna interpretacija je
da poloidalna struja tece uz poloidalne magnetske linije tako da Lorentzova sila uz
m® is¢ezava. Struje angularnog momenta i energije obje sadrze faktor di Sto znaci
da istezavaju na plohama konstantnog ¢. Da bi smo izracunali tok, pretpostavimo
da imamo krivulju P u poloidalnom prostoru, drugim rije¢ima, krivulju tijekom koje

je di» = 0. Rotiranjem oko osi i propagiranjem u vremenu moZemo generirati plohu
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S = P xS x At. Ukupni angularni moment i energija dobiju se integracijom pripadne
struje preko S. Drugi ¢lanovi u izrazima ne doprinose jer njihovo povlacenje na plohu

iSCezava. Stoga su tokovi dani kao

/jL = - / dy A xF (2.90)

S S

/ Jg = — / Qr(¢)dy A *F. (2.91)
S S

Bududi da je dv¢ poloidalna forma, integral iS¢ezava u smjerovima ¢ i t. Tok angular-
nog momenta i Killingove energije mozemo tada izraziti vrlo jednostavno koristeci

(2.76) kao

df

dt / 1()dy (2.92)

/ Qp(y (2.93)

Ovo rjeSenje nam zapravo govori da su energija i angularni moment ocuvani duz
poloidalne krivulje buduéi da gornji integrali iSCezavaju u tom smjeru. Zbog toga se

kaze da pripadne struje teku niz poloidalne linije polja.

Jednadzba toka Sada ¢emo iskoristiti drugu besilnu jednadzbu da bi smo izveli je-
dandzbu toka koja se naziva Grad-Shafranova jednadzba ili trans-field jednadzba, a
u ravnom prostorvremenu i jednadzba pulsara. To je nelinearna parcijalna diferenci-

jalna jednadzba u funkciji 4.

Drugi besilni uvjet glasi

0 = dgy A d +F

= (depg + 1 — Qptdyp) A (%dzﬁ Adt A @ —d(xdy A *n))

I
= o-dvn Ady AdEA g —n Ad(xdy A )
s

Ir
=1 Te—f—d(n/\*dw/\*n) n A *di) A *n
I]’ ) T )
:471'2 Te_d<|77’ *dip Ae )+QFd1/J/\dt/\*d¢/\*n
Ir )
= It d(|nf**de) + Qpldy[*(dt, n)e. (2.94)
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U drugoj liniji smo koristili jednadzbe (2.71) i (2.76). Od Sest ¢lanova samo dva
prezive u drugoj liniji, dva iSCeznu zato Sto u sebi sadrze tri poloidalne 1-forme,
jedna iS¢ezne zato Sto ima tri toroidalne 1-forme i jedna iS¢ezne zato $to u sebi ima
dvije iste forme. U iducoj liniji koristimo dual iz (2.77), zajedno s (2.73) i (2.74).
Ostala dva ¢lana dodu od parcijalne integracije. U poslijednjoj liniji koristimo (2.73)

i (2.75) kao jednakost oo A %3 = (a, B)e uz definiciju produkta

1
<a7 ﬁ> = Haml...mpﬁmlmmp~ (295)

Konacno, buduéi da d+«w = V,w", jednadzbu moZemo napisati kao

Ir
Va([n]?V) + Qp(dt, n)|dv|* — In2gT = 0. (2.96)

U ovom obliku jednadzba toka funkcionira za bilo koju metriku koja se moze napi-
sati u blok dijagonalnom obliku. Jednadzbe toka za funkciju toka ) imaju zanimljivo

svojstvo da sadrze i funkcije Qr (1)) i I(¢)) koje takoder moraju biti nekako odredene.

Ukoliko su takve funkcije odredene, jednadzba toka postaje kvazilinearna za .
Za |n|*> # 0 jednadzba je drugog reda, s eliptickim glavnim dijelom. Stoga, u tom
slucaju ocekujemo jedinstveno rjeSenje. U slucaju da je n svjetlosni vektor, jednadzba

toka je tada prvog reda.

Za analiticka rjesenja moramo ograniciti ovisnost ¢) na jednodimenzionalni pot-
prostor polodijalnog prostora. Tada jednadzba toka postaje obicna diferencijalna

jednadzba. Ukoliko Q2 proglasimo konstantom, rubni uvjet za 1) moze odrediti I(v)).
Konacno, stacionarna osnosimetricna rjesenja mogu se odrediti numericki tako da
krenemo od vremenski ovisnih, ne besilnih pocetnih uvjeta uz to da ru¢no mi¢emo

elektri¢na polja koja se mogu pojaviti.

Formalizam besilnog elektromagnetizma nam je omogucio da relativho jednos-

tavno izvedemo ovu jednadzbu.
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3 Opcenita svojstva

3.1 Elektri¢ni i magnetski potencijali

Elektri¢ni i magnetski potencijali su koncepti koji se relativno lako prosiruju iz ravnog

prostorvremena na zakrivljeno. Jednako se definiraju

E=—-do (3.1)
B =—d¥ (3.2)

i vrijede jednaka ogranicenja u vidu da skalarni magnetski potencijal postoji samo
tamo gdje nema elektri¢nih struja. Zanimljivo svojstvo potencijala, koje nema svoju
analogiju u ravnom prostorvremenu, je da u stacionarnom i osnosimetricnom pros-
torvremenu Killingovi horizonti (razapeti s x* = k% + Qym®) Cine ekvipotencijalne
plohe. U literaturi postoji mnogo dokaza te ¢injenice, ali mi ¢emo se koncentrirati na

onaj [6] koji koristi relativno najmanje dodatnih ograni¢enja. Definiramo 2-formu
p=kAm (3.3)

i onda napisemo jedini uvjet koji je potreban za dokaz — uvjet cirkularnosti
pAj=0. (3.4)

Ovo zna¢i da komponente struje koje mogu biti razli¢ite od nule moraju biti tangenci-
jalne na Killingove vektore. Ukoliko imamo cirkularnost struje, Carter [7] je pokazao

da vrijedi

It =0

Drugi uvjet je ekvivalentan elektromagnetskoj cirkularnosti

pAF =0 (3.6)
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Uvodenjem pokrata —V = (k, k), N = (k, k), W = (k,m), moZemo pisati

(k,x) ==V +QugW

(k,x) = W + QgN. (3.7)

Koristec¢i ¢injenicu da su ovi skalarni produkti nula na horizontu, za €y vidimo

I

SIS

I

Qu

w
N (3.8)

Lako se mogu pokazati i sljedece relacije

ivp = in(k Am)=—Vm—WkZ Wy

) =
imp = im(k Am) =Wm—NkZ —Ny
igxp = igx(k Am) =0

im*p = tmx(k Am) =0

(3.9)
inimp 2 0. (3.10)

Koriste¢i gornje relacije racunamo

i (WY AF —pNiyF)

I

W (i X ANF = X NignF) —pmp NigF + p N dppip F

T

=WxANimF —imp N ipF

ZWx NimE + Nx AiF. (3.11)
Koristec¢i definiciju elektricnog i magnetskog polja iz (1.15) s obzirom na y, piSemo

imin(p A F) ZWx N i F + Nx A F
W
Z Ny A (NimF + ikF)

5Ny AE. (3.12)
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Sli¢no, racunamo i

imin(p A*F) L i (WX A*F — p A iyxF)
B Wx NimxF + Nx A igkF

2 _NxAB. (3.13)

Takoder,

iml(xp AN F) =i, (kxp AN F + %p N iy F')

Iz

I

TP N 1 E 4 %p N 5 F

I

0. (3.19)

KorisStenjem gornja tri izraza, Poincaréove leme koja nam osigurava postojanje po-

tencijala i relacije [8]
xp NF =pA\«F (3.15)
piSemo

~NYAE=NyAdd =0

~NxAB=NyAdV = 0. (3.16)

Iz ove dvije jednadzbe slijedi da su d® i d¥ ili nula ili proporcionalni y, osim u
tockama gdje os rotacije presjeca horizont. Stoga, za bilo koji tangentni vektor ¢*
horizontu H vrijedi i;,d® Z0i 1, dW % tako da su ® i ¥ konstantni. Buduéi da je Fup
nesingularan na horizontu, znamo da su potencijali konstantni i da izraz vrijedi i za

tocke polova.
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3.2 Smarrova relacija

Gibbsov-Duhemova relacija je poznata termodinamicka relacija koja povezuje unu-

tarnju energiju i produkte svih parova konjugiranih intezivnih i ekstenzivnih varijabli
U-TS+pV —uN =0. (3.17)

Pocetkom 1970-ih godina, u vrijeme kada su Bekenstein i Hawking dosli do formule
za entropiju crne rupe, Smarr je primjetio da analogna relacija Gibbs-Duhemovoj vri-
jedii za Kerr-Newmanovu crnu rupu [9] koja je u skladu s Bekensteinovim i Hawkin-

govim rezultatima. Relacija glasi
M =2TyS +2QyJ + PpQy (3.18)

gdje su Ty = k/27 temperatura crne rupe, S = A/4 entropija, 2y kutna brzina
horizonta, J kutna koli¢ina gibanja, ¢y elektrostatski potencijal na horizontu i Qg
njegov naboj.

Dokaza ove relacije ima visSe, no jedan od najjednostavnijih je "geometrijski” pristup.

Masa i angularni moment na horizontu opisani su ve¢ spomenutim Komarovim

relacijama

1
M — My = *xdk (3.19)

- :
1
*xdm (3.20)

:8_ﬂ. .

gdje je H Killingov horizont generiran svjetlosnim Killingovim vektorskim poljem
X = k* + Qym?, a ¥ hiperploha prostornog tipa. Koriste¢i svojstva Killingovih

vektora i vanjske derivacije, gornja dva identiteta mozemo zapisati kao

M — My =—— [ «R(k) (3.21)

J—Jg=— [ «R(m). (3.22)
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Ukoliko uzmemo standardnu Einsteinovu jednadzbu
1
Rab - iRgab = 87TTab (323)

uzmemo joj trag i pomnozimo s polovinom metrike, mozemo je napisati kao

1
Rab =8r (Tab — ETgab) . (324)

NamjeStamo linearnu kombinaciju jednadzbi (3.21) i (3.22) da dobijemo to¢no x* u

kontrakciji s Riccijevim tenzorom

1
- _ESWL (*T(X) — 5T*x) ) (3.25)

Ovo nam je korisno jer znamo da trag elektromagnetskog tenzora iS¢ezava. Takoder,

elektromagnetski tenzor se moze zapisati u idu¢em obliku
87Ty = FuoF,° + % F oot Ff. (3.26)

Ako definiramo elektricna i magnetska polja s obzirom na y® na nacin pokazan u

Uvodu, kontrakciju tenzora energije i impulsa s x* mozemo napisati kao

81T (x) = igF —ipxF (3.27)
ili
—87+T(x) = EA*F + BAF. (3.28)
Uvodenjem skalarnih potencijala £ = —d® i B = —dV i koristenjem prve Maxwel-
love jednadzbe imamo
81 «T(x) = d(® «F + UF), (3.29)
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Stoga, sve skupa daje

__/ (®+F + UF) = (/ /) (®+F + UF)

OxF +UF
47T (*+ )

=oyQu + VY Py (3.30)

gdje smo koristili pretpostavku da potencijali u beskonacnosti iScezavaju i da su kons-

tantni na horizontu, kako je pokazano u prethodnom poglavlju.

S druge strane, mozemo pokazati jos jednu relaciju koriste¢i postupak iz poglavlja

7 iz [10]. Ukoliko integriramo (3.21) samo na horizontu imamo

1
My = - [ «dk (3.31)
8T Jy
i izrazimo k pomocu x dobijemo
1
My = ——/ xdy + 2QnJy (3.32)
87 Jy

gdje je u drugom c¢lanu iskoristena Komarova definicija kutne koli¢ine gibanja. Bududi

da za svaku 2-formu vrijedi

/ *A = / in i A dA (3.33)
H H

gdje je n, joS jedan svjetlosni vektor okomit Killingov horizont i normiran tako da

(ny, x) = —1. Prvi ¢lan iz (3.32) postaje

/*dX:/ in, dydxdA
H H

_ / i ANdA
H

:—/H(nx,dN>dA
—(nx,dN>LdA
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gdje je u drugoj liniji iskoriStena ¢injenica da vanjska derivacija i kontrakcija s vek-
torom komutiraju na Killingovim vektorima te je definirana norma N = (x,x). U
cetvrtoj i petoj liniji je iskoriStena cinjenica da je izraz (n,,d/N) konstantan na ho-
rizontu i da je proporcionalan povrsinskoj gravitaciji koja se definira kao sila kojom
opazac u beskonacnosti mora djelovati na tijelo jedinicne mase na horizontu da ono

ne bi upalo u crnu rupu. Dakle,

A
My = ZTH 20Ty, (3.35)

Sada, jednadzbe (3.30) i (3.35) zajedno daju

A
M = Z—WH 20 + DOy + Uy Py . (3.36)

3.3 Nasljedivanje simetrije

Ako prostorvrijeme posjeduje simetriju, tada postoji (Killingovo) vektorsko polje ¢ za

koje vrijedi jednadzba
Legay = 0. (3.37)

Ovo povlaci da su Liejeve derivacije geometrijskih velicina kao $to su Riemannov
tenzor, Riccijev tenzor i Riccijev skalar nula. S druge strane, ako za neko polje W,,

nuzno vrijedi
LeWa 5 =0 (3.38)

kazemo da polje nasljeduje simetriju prostorvremena.

Zbog Einsteinove jednadzbe, simetriju prostorvremena mozemo pisati kao sime-

triju tenzora energije i impulsa
LeTo = 0. (3.39)

Elektromagnetsko polje u standardnom, ¢etverodimenzionalnom ne nasljeduje sime-
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triju [11,12], nego postoji iduc¢e ponasanje
£eFuy = f+F (3.40)

gdje je f neka funkcija ako je polje svjetlosnog tipa (F,,F'** = 0), a konstanta ako
nije. Ovo je dosta koristan rezultat, no ne pokazuje potpuno nasljedivanje simetrije,
ve¢ samo neka ograniCenja na polja. U tri dimenzije pokaze se [13] da je simetrija

potpuno nasljedena tj.

£¢Fy, =0, (3.41)

3.4 Meissnerov efekt’

Meissnerov efekt, istiskivanje magnetskog polja na niskim temperaturama, otkrili su
W. Meissner i R. Ochsenfeld 1933. Jednadzba koja opisuje magnetsko polje unutar
supravodica je druga Londonova jednadzba koja nakon primjene Amperovog zakona

glasi
V2B =—8 (3.42)

gdje je

A= ‘/%, (3.43)
070C

o permeabilnost vakuuma, a m,, e, i n su redom efektivha masa nosilaca naboja,
naboj i njihova koncentracija. Efektivni naboj i masa su, u ovom slucaju, dvostruko

vece veli¢ine od onih za elektron zbog formiranja Cooperovih parova.

Kao i u brojnim drugim situacijama u fizici, javlja se iznenadujuce analogno
ponasanje izmedu fizike ¢vrstog stanja i crnih rupa. Temperatura crne rupe je de-

finirana kao

K
o

T (3.44)

30vo poglavlje se sastoji od materijala mog seminara iz kolegija Napredni seminar iz istrazivanja
u fizici naslova Meissnerov efekt crnih rupa
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gdje je x povrSinska gravitacija. Ona je veca za manje crne rupe i crne rupe s ma-
njim kutnim koli¢cinama gibanja. Temperatura je nula za maksimalnu kutnu koli¢inu
gibnja dopustenu kozmickim principom cenzure Sto je upravo koli¢ina gibanja eks-
tremalne crne rupe. Ovakvo ponasanje je analogno s ponasanjem supravodica tipa 2

u magnetskom polju u mijesanom stanju s 7., = 0.

3.4.1 Pregled Meissnerovog efekta

Ono $to danas znamo pod Meissnerovim efektom crnih rupa je Cinjenica da eks-
tremalne crne rupe iz sebe izbacuju vanjsko osnosimetri¢no stacionarno magnetsko

polje koje je poravnato s osi simetrije same crne rupe.

Meissnerov efekt dijelimo u dvije grupe: jaki i slabi. Slabi Meissnerov efekt je
onaj s testnim poljima, dok je jaki onaj u kojem ne zanemarujemo utjecaj energije

polja na prostorvrijeme. Jakom efektu je posvecen znatno manji dio literature.

Izbacivanje polja Da crne rupe izbacuju vanjsko magnetsko polje, prvi su poka-
zali King, Lasota i Kundt [14] u Kerrovom prostorvremenu nad Waldovim rjeSenjem

racunanjem magnetskog toka kroz gornju hemisferu crne rupe. Dobili su izraz

a4
® =7riB <1 — —4) (3.45)

Ty

gdje je r, polozaj horizonta dogadaja, a a = J/M. U Kerrovom prostorvremenu za

ekstremalnu vrijedi r, = a = M §to znaci da polje ne prodire u crnu rupu.

Nastavak istrazivanja dalje od asimptotski homogenog polja pokrenuli su Bic¢ak i
Dvotdk koji su promatrali efekt u Reissner-Nordstromovom prostorvremenu [15]. Re-
pliciraju efekt koji je dobiven u Kerrovom prostorvremenu i dobivaju malo opcenitije
rjeSenje u kojem polje viSe nije homogeno, nego je generirano strujnim petljama u
ekvatorijalnoj ravnini i na osi simetrije crne rupe. Svoj racun rade perturbacijski Sto

je cijena koju su platili za poopcenje rjesenja.

Cinjenicu da je uskladenost simetrije prostorvremena i simetrije elektromagnet-

skog polja nuznu za ostvarivanje Meissnerovog efekta pokazali su Bi¢dk i Janis. U
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Slika 3.1: Strujna petlja u ekvatorijalnoj ravnini i na osi, preuzeto iz [15]

istom c¢lanku [16] su pokazali i da postoji gornja granica na tok magnetskog polja
kroz horizont crne rupe u magnetski dominiranom svemiru.

Potencijalni problem s Meissnerovim efektom se javlja u astrofizickim primjenama.
Naime, za mehanizam za koji se vjeruje da je zasluzan za stvaranje astrofizickih mla-
zova, Blanford-Znajekov mehanizam, nuzno je postojanje magnetskog polja na hori-
zontu $to je to¢no ono Sto Meissnerove efekt potiska. Meissnerov efekt nije izrazen
za slabo rotirajuce crne rupe, no novija astrofizicka mjerenja su pokazala da postoje
crne rupe koje su jako rotirajuce i koje izbacuju astrofizicke mlazove. U pokusaju
da to objasni Penna [17] daje zanimljive argumente za Meissnerov efekt i kako ga
je mozda moguce izbjeéi. Prvo, vazno je primjetiti da je za svaku ekstremalnu staci-
onarnu i osnosimetri¢nu crnu rupu udaljenost mjerena normalnom koordinatom ide

u beskonacno [18]

TH+6

VIrdr — 00 (3.46)

TH

i zbog toga Penna daje jednostavan geometrijski argument. Na slici (3.2) vi-
dimo ucrtan valjak ¢ija je gornja baza u ekvatorijalnoj ravnini crne rupe. Zbog toga,
povrsina gornje baze divergira, a s povrSinom donje se ne dogada niSta neuobicajeno
stoga ona ostaje kona¢na. Da bi Maxwellova jednad?ba V - B = 0 bila zadovoljena,
magnetsko polje mora iS¢eznuti na horizontu. Penna nudi i nacin kako izbje¢i Meiss-
nerov efekt, a to je nabijanje crne rupe nabojem podijeljenog monopola. To je objekt

koji je slican obi¢tnom monopolu, samo mu naboj mijenja predznak na drugoj strani
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Slika 3.2: Meissnerov efekt za Waldovo rjesenje i Pennov valjak, preuzeto iz [17]

ekvatorijalne ravnine. U druge mogucnosti izbjegavanja Meissnerovog efekta spada

i promatranje polja koja nisu osnosimetri¢na i polja koja nisu stacionarna.

Gralla, Lupsasca i Strominger [19] promatraju limes u blizini horizonta ekstre-
malno rotirajuce Kerrove crne rupe te na temelju simetrija takvog prostorvremena za-
kljuCuju oblik elektromagnetskog tenzora koji povucen na horizont crne rupe iS¢ezava.
To je rezultat koji je analogan onome iz [16], ali je dobiven bez eksplicitnog rjesavanja

vakuumskih Maxwellovih jednadzbi u Kerrovom prostorvremenu.

Jaki rezim Meissnerov efekt u jakom rezimu, kao $to je ve¢ napomenuto, je slabo
proucavan te postoji tek nekoliko ¢lanaka na tu temu. Karas i Budinova prvi proma-
traju tok magnetskog polja preko horizonta crne rupe [20] u magnetiziranoj Kerr-
Newmanovoj metrici te pokazuju stupanj smanjenja toka kroz horizont, uz posebne
uvjete. Nedavno je dokazano [21], koriste¢i puni formalizam opce relativnosti, da
crne rupe izbacuju rotiraju¢e magnetsko polje cak i kada su deformirane okolnom

materijom, tj. akrecijskim diskovima.

3.4.2 Otvoreni problemi

Opcenitost rjesenja Opcenitost ili univerzalnost rjeSenja je obi¢no ono prvo Sto se
u svakom fizikalnom modelu ili teoriji nastoji posti¢i. Za primjetiti je kako je kroz
¢itav povijesni diskurs izlozen u ¢lancima o Meissnerovom efektu nekoliko stvari za-

jednicko. Prvi put kad se primijetilo izbacivanje polja bilo je to nad Waldovim, veoma
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specificnim rjeSenjem s homogenim magnetskim poljem. U prvih par ¢lanaka nakon
toga doslo se do najvece slobode u simetrijama za koje se vjeruje da je moguc¢ Me-
issnerov efekt. Radi se, kako je ve¢ napomenuto, o stacionarnosti (dakle, slabijim
zahtjevom od stati¢nosti) i osnoj simetriji. Na tome se gradila teorija i sva iduca
rjeSenja se temelje na tim zahtjevima. Iako se u dosadasnjem znanstvenom radu o
tom efektu pretpostavljaju samo te dvije stvari, svi autori se, prije ili kasnije, pozivaju
na neku konkretnu geometriju prostorvremena koja u sebi ima pojam ekstremalnosti
dobro definiran. Pitanje je mozZe li se zaista za opcenito prostorvrijeme pokazati da

se Meissnerov efekt dogada.

Pitanje ostaje kako uvjet ekstremalnosti uklopiti u ¢itavu sliku i koji pristup isko-
ristiti. Killingovi vektori su jako korisni objekti iz kojih se mogu relativno lako izvuéi
ogranicenja na polje jer oni su na prilitno jasan nacin definirani bez reference na
neko konkretno prostorvrijeme, dok s ekstremalnosti nije takav slucaj. Dobar pristup
prema tome ima Penna koristed¢i ¢injenicu da "vrat” crne rupe za ekstremalne rupe ide
u beskonacno (3.46). Drugaciji pristup moze biti koristenje Cinjenice da povrsinska
gravitacija, odnosno temperatura ide u nulu kod ekstremalnih crnih rupa. Konkretan

pristup bi trebao biti predmet buduceg istrazivanja.

Utjecaj kozmoloske konstante na efekt Do sada ne postoji sustavna analiza Me-
issnerovog efekta uz prisustvo kozmoloske konstante. Kozmoloska konstanta pred-
stavlja energetsku gusto¢u vakuuma koja bi bila odgovorna za metricku ekspanziju
prostorvremena (u Einsteinovoj jednadzbi mnozi metricki tenzor). Bududi da je ne-
dvojbeno utvrdeno, a za sto je i dobivena Nobelova nagrada [22], da se svemir ubr-
zano S$iri, bilo bi preciznije u sva razmatranja ukljuditi i neiS¢ezavaju¢u kozmolosku
konstantu. Medutim, na kozmoloski malim udaljenostima, reda veli¢ina crne rupe
ili koji red vise, utjecaj kozmoloske konstante je zanemariv i predstavlja opravdan
razlog zbog kojeg se ona moze izostaviti iz razmatranja. No, zbog potpunosti, bilo
bi dobro da znamo $to se dogada s Meissnerovim efektom i tada. Jedan od prvih
problema koji se javlja s uvrstavanjem kozmoloske konstante je Sto se koncept eks-
tremalnosti crne rupe ili skroz rusi ili se mora redefinirati jer 1/g,. element metrike

sada postaje polinom 4. reda i viSe nemamo garanciju da bilo kakvim namjestanjem
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naboja ili angularnog momenta mozemo dobiti da se dvije nultocke, koje su prije
oznacavale unutarnji ili Cauchyjev horizont i horizont dogadaja, degeneriraju u istu
vrijednost. Zbog toga Sto sada imamo polinom 4. reda, javljaju se dodatne nultocke.
Nultocka koja je veca od nule i ima vecu vrijednost od one koja oznacava horizont
dogadaja, naziva se kozmoloski horizont. To je ploha koja se nalazi na najvecoj
mogucoj udaljenost od ishodista koordinatnog sustava s koje se moze poslati infor-
macija u kona¢nom vremenu u ishodiste. Kozmoloski horizont nam je bitan zbog
toga Sto globalne simetrije, koje smo prije imali, viSe nisu globalne, nego lokalne i

vrijede u podruc¢ju do kozmoloskog horizonta.

4 Nelinearna elektrodinamika crnih rupa

Jedan od nacina fizikalnog istrazivanja je na temelju postojecih, provjerenih fizikal-
nih modela i teorija smisljati nove prosirivanjem starih da bi se objasnila Sira klasa
problema ili izbjegle neke loSe strane postoje¢ih modela. Na primjer, Einsteinove gra-
vitacijske jednadzbe se mogu dobiti iz varijacijskog principa, preciznije iz Einstein-

Hilbertove akcije

S = Ry/—gd'z (4.1)
167T

gdje je R Riccijev skalar. 1z ovog formalizma postoji prirodan nacin za generaliziranje
teorije. Lagranzijanu (preciznije njegovoj gustoci), dopusta se njegova kompliciranija

funkcionalna ovisnost. Onda imamo

- / J(R)V=gd' 4.2)

i onda se generalizirane opce teorije relativnosti ¢esto zovu f(R) teorije.
Ovo poglavlje diplomskog rada ¢e se baviti proSirenjima Maxwellove teorije. Akcija

iz koje se dobiju Maxwellove jednadzbe glasi

S = / (}lFabFab—jaA“> V—gdiz (4.3)
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U nastavku se koncentriramo samo na vakuumske j* = 0 teorije. Uvodenjem dvije

pokrate za obje elektromagnetske skalarne* invarijante
F=FuF® i G=FuxF" (4.4)

piSemo najopcenitiji lagranzijan kao njihovu funkciju jer u lagranzijan mogu ulaziti

samo invarijante budud¢i da i on sam mora biti invarijantan
L=2(F,G)xl. (4.5)

Uvodenjem pokrata za derivacije lagranzijana

07 . 0%

Lr=gF 1 L= 5

(4.6)

izvodimo tenzor energije i impulsa te generalizirane Maxwellove jednadzbe. Tenzor

energije i impulsa se dobije

1 1 6(Ly/—g)
Ty = T gt 4.7)
Dakle,
0L/~ 0L d\/—
(Lv=9) _ =g+ 29 (4.8)
5gab 5gab 5gab

Zbog preglednosti, svaki od ovih ¢lanova gledamo posebno.

) OF 0G
5gab$ (F,G) = Zr 5q + L 5g (4.9)
Prvo ra¢unamo
6F = 0(Fp F®) = 6(g*g" Fp F.y)
= 5(9") " FupFra + 9°6(¢") Fop Fog + 94" 0 (Fup Fra). (4.10)

“Dvije skalarne invarijante postoje samo u 4 dimenzije!

37



U prvom ¢lanu mijenjamo slijepe indekse ¢ <+ b, a u drugom d <> a te imamo

6F = 6(9™) g% FoeFyg + g%6(g") Fap Fra + g*°g"* 6 (Fup Frg)

= (Fachc + gdCdeFac)(Sgab + gacgbdé(Fachd)

= 2F, F,°5g™ + g6 (F o F.q). (4.11)
Stoga,
5F .
5q = 2F, . F,C. (4.12)

Drugi slucaj je jako slican

6G = 6(FpxF™) = (g™ g" FpxF o)
= §(9") " Fup F g + g°°0(g"") Fupx Feq + g% g"*0(FupxFoq)

= 2F, 4 F 59 4 g% g" 5 (F % Fog) (4.13)

i u konac¢nici imamo

5
5ggab = 2F, xFf. 4.14)

Iako izgleda da bi zadnji ¢lan mogao biti ovisan o §¢g%° zbog dualnog tenzora, moze se
pokazati (kroz relativno lako razumljiv, ali naporan racun) da to nije slucaj. Preostali

¢lan iz 4.8 za varirati se moZe naci u poglavlju 21 u [23].

o0y/—g 1

g ~5Yab: (4.15)
Citav izraz 4.8 glasi
5([(;9—\{1(7__9) = (QXFFCLCF,JC + 2. LG F,xFf — %gabiﬂ) V=g
_s (gFFMF;  LF F %gabf) e (4.16)
Vracanjem u definiciju tenzora energije i impulsa imamo
Toy = LrFuFy + LaFuxFf — igabf. (4.17)
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Koristedi identitet

1
Fac*Fbc = Zggab (418)
isti mozemo napisati kao

1
Ty = i (ZLeG — L) gap + 4L F, Ff) . (4.19)

Buducdi da je F' egzaktna forma F' = d A, jedna generalizirana Maxwellova jednadzba

je odmah zadovoljena.
dF = 0. (4.20)

Drugu jednadzbu dobijemo variranjem po bazdarnom potencijalu

(ZV=9) _ ., 6(FV=9) 0(GV—9)
e Y TR A YT 420

Prvi Clan je

8(Fv=g) 0 ab
BV TR y T
1)
= gf@(Fachdgacgbdv —g)
)
= ff@((/lb;a — Aap)(Age — Aca) 9" 9"/ =9)
1)

= gf@((Ab,a — Aup)(Age — Aca)g™g"'V=9). (4.22)

MnoZenjem svakog ¢lana sa svakim i variranjem dobivamo

(5(?\/ —g) = f;(@aéAbacAd + 0, Ap0,.0A4 + 00 A, 04A, + OpAg040 A.
— 00 A0 Ag — OpAg0.0Ay — 0,0 A0 A, — (%AbadéAc)gacgbd\/ —g (4.23)

Zr+/—¢g ubacujemo pod derivaciju u svakom ¢lanu, uz pripadajuce indekse

L =90.0Ap = 0u( LV =90 Ap) — §A0.( LAV —9)
= —0A40.(ZLrv/—9) (4.24)
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Prvi ¢lan iSCezava jer nakon integracije mozemo upotrijebiti Gaussov teorem i inte-

grirati po sferi kojoj radijus ide u beskonacno.

0(FV=9) = —(0A0u(-LFV—=9)0cAs — 0 A0u(LFv/—g)0aAc

+0A40:(Lr—9)0a Ay — 6 Aade(Lr/—9) DA

10 A ( Lo/ =9)00Aw — 5 AgDy(Lr/ =)D Ay
( )0, A ( )

+0A:04(LrV—g — 0A04(Lrv—9)0aAp) g™ g™ (4.25)

permutacijama slijepih indeksa moze se vidjeti da su ovo zapravo Cetiri ista ¢lana.

Zato pisemo

IFv—g) = =46 A0, (LFFear/ —g)g“cgbd

= —45Adac($}‘ch\/ —g)
= —46A“0"(LrFyar/—9)
= 45 A°0°(LrFu/—9) (4.26)
S$to na kraju znaci
(F ) = 486(.,?]:[7(1[,\/ —g) (427)

A

Istu stvar dobijemo i za drugi ¢lan budud¢i da nam dual ne doprinosi u variranju i

ukupno imamo

&
(6A\a/§) = 4\/ —ng(.,%:Fab + gg*Fab) =0 (428)

$to se moZe napisati i kao
d*(f}‘Fab + gg*Fab) =0 (429)

zbog cega definiramo novi (antisimetri¢ni) tenzor

Zab = (D%]:Fab + gg*Fﬂ,) (430)
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Tada generalizirane (vakuumske) Maxwellove jednadzbe glase

dF =0
dxZ = 0. (4.31)

Zbog ovako definiranih Maxwellovih jednadzbi redefiniramo magnetski potencijal
i uvodimo dva nova polja, slicno kao u slucaju elektromagnetskog polja u nekom

materijalu, te imamo dva stara polja

E = —i,F = —d®

B =i *F (4.32)
i dva nova polja

D=—-iZ

H=ix7=—dU. (4.33)

Potencijali ® i ¥ su konstantni na horizontu bas kao i u Maxwellovom slucaju. Da bi
reproducirali dokaz iz tre¢eg poglavlja dovoljno je samo zamijeniti polje B poljem H

i pokazati da je *Z(k, m) = 0. Koristimo relaciju

ixfy — iny = ixiyd — dixiy + i[X’y] (434)

Uvrstavanjem kim u X i Y te djelovanjem citave jednadzbe na 2 dobivamo

igm*Z — i LpxZ = Uiy d*Z — digig*Z + g m* 2. (4.35)

Oba ¢lana s lijeve strane otpadaju jer polje ima nasljedenu simetriju. Prvi ¢lan s desne
strane otpada po drugoj generaliziranoj Maxwellovoj jednadzbi, a tre¢i ¢lan otpada

jer Killingova polja komutiraju. Dakle, imamo

dipim*Z = dxZ(k,m) = 0 (4.36)

$to nam govori da je *Z(k, m) konstantan. No, Killingov vektor m® na osi simetrije

je nula pa onda i ¢itav izraz mora biti nula (na osi simetrije). Bududi da je izraz
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konstantan, nula je svugdje.

«Z(k,m) =0

(4.37)

Pokazavsi ovo, mozemo replicirati stari dokaz i dobiti slican rezultat — ® i ¥ su kons-

tantni na horizontu.

4.1 Smarrova relacija

Izvod Smarrove relacije u nelinearnom slucaju temelji se u velikom dijelu na onome

u linearnom slucaju. Pratimo isti postupak i pazimo na detalje. Kao Sto je prethodno

napisano, tenzor energije i impulsa glasi
]' (&
Tab = _E ((D%Gg - g)gab + 4$FFach ) .
U nelinearnom slucaju on vise nije s tragom 0, nego imamo
1
T=—-(%—-%G—ZLF).
m
Zadnji faktor u tenzoru energije i impulsa mozemo izraziti
4,,2”]:FCLCFC = (.,E/ﬂ - ggQ)gab - 47TTab-
Koristeci to i jednakost
1
Fo )¢ — xF o oxF ), = QFgab

mozemo pokazati da uz analognu formu kao i u linearnom slucaju
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(4.41)
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imamo

$(EN*Z +HNF)y =4L5r(Fy F, ¢ 4 %F 0% F, )\
= 8$FFach CXb - 2$ffXa
=22 — 245G — LrF)xa — 87T(X)a - (4.43)

Stoga, evaluacija izraza pod integralom iz 3.25 glasi
1
87 <*T(X>a ~5 T*Xa) =-2% - %G —L5F)xa —x(ENxZ+HNAF), (4.44)

Sto nam na kraju daje staru Smarrovu relaciju

M — My —20y(J — Jy) =PyQuy + VYV Py + A (4.45)
to jest
I{AH
M = iy 20y J +PuQuy + Vg Py + A (4.46)

i jedan dodatni ¢lan, A, u kojem je sadrzana sva sloboda nelinearnog vezanja

A i (f — fgg - j]:f) *X. (447)

T o 5

4.2 Nasljedivanje simetrije

Nedavno su pronadena [24] prva ogranicenja za nasljedivanje simetrije kod nelinear-
nog vezanja elektromagnetska polja. Prvo primjetimo da se tenzor energije i impulsa
moze napisati kao

1
Top = —4LFTY™ 1 2 T9a (4.48)

Uzimanjem Liejeve derivacije s obzirom na Killingovo polje koje generira simetriju

prostorvremena jednostavno dobivamo

4
= £ (ZTY™) (449

1
0= ££Tab = ££ (-43]:7;(2/[&() + _Tgab>
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Odavde vidimo da samo redefiniranje tenzora polja

Fab =V ‘g}"Fab (450)
replicira rezultat 3.40 za tenzor F, jer problem postaje matematic¢ki identi¢an
LeFu = fxF . (4.51)

S$to implicira da za tenzor F,, vrijedi relacija

£§Fab = Oé*Fab + ﬁFab (452)
gdje je
1
B = —Efgiﬂf- (4.53)

Ukoliko se ograni¢imo samo na vezanja kada je ¥ = .Z(F), tenzor energije i impulsa

moze se napisati kao

1

Ty =
b 47

(Lay — 4LFFuF,°) . (4.54)

KoriStenjem simetrije prostorvremena £¢7;;, = 0 dobijemo jednadZzbu

0= (4F Lrr — (D — ) L5) £cF

U podrudjima gdje funkcija K (F) iScezava ne moZemo dobiti nikakvu korisnu infor-
maciju. To se dogada u slu¢ajevima kada je lagranZijan oblika .¥ = AFP/* + B. U

ostalim slucajevima vrijede relacije

£l = LrbF =0 (4.56)

£§$]: = g}']:aggf = 0. (4.57)
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Ove jednadzbe impliciraju

£e(FoF,¢) =0 (4.58)

Sto je prvo poznato ogranicenje na nasljedivanje simetrije kod nelinearno vezanog

elektromagnetskog polja.
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5 Zakljucak

U ovom diplomskom radu prosli smo kroz najbitnija svojstva elektromagnetskog po-
lja u kontekstu opce teorije relativnosti. Na pocetku smo vidjeli kako se elektromag-
netsko polje ponasa na fiksnoj prostorvremenskoj pozadini kroz Wald-Papapetrou
rjeSenje koje opisuje Kerrovu crnu rupu uronjenu u homogeno magnetsko polje.
Takoder, pokazali smo formalizam besilnog elektromagnetizma i pomocu njega iz-
veli jednadzbu toka ili Grad-Shafranovu jednadzbu. U idu¢em poglavlju bavili smo
se opcenitim svojstvima elektromagnetskog polja te smo pokazali da Killingovi ho-
rizonti ¢ine ekvipotencijalne plohe, izveli Smarrovu relaciju te prosli kroz svojstvo
nasljedivanja simetrije. Spomenuli smo i Meissnerov efekt crnih rupa, povijest nje-
gova istrazivanja i pokusaje sustavnog opisivanja. Na kraju, bavili smo se generali-
ziranom teorijom, nelinearnih elektromagnetskih polja i prezentirali neke nedavne
rezultate kao Sto su ograniCenja na nasljedivanje simetrije i novi pristupi tretiranja

Smarrove relacije.
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Dodaci

Dodatak A Pregled crnih rupa

U ovom dodatku prikazan je pregled vakumskih rjesenja Einstein-Maxwellovih jed-

nadzbi koja sadrze crnu rupu.

A.1 Schwarzschildova crna rupa

Schwarzschildova crna rupa je najjednostavnija crna rupa koja nema naboja ni angu-

larnog momenta. Linijski element, u standardnim koordinatama glasi

2M dr?
d52 = — (1 — T) dtQ —+ ﬁ + 7’2(Sin2 9d§02 + d92) (A-l)

Horizont dogadaja nalazimo kada
Grp — OO (A.2)

te se lako vidi da se nalazi na r = 2M. RjeSenje je sfernosimetri¢no $to se odmah vidi

iz linijskog elementa.

A.2 Reissner-Nordstromova crna rupa

Malo kompliciranije rjeSenje je s nabijenom crnom rupom. Ono je isto sfernosime-
tri¢no Sto je bilo i za ocekivati bududi da je naboj skalarna veli¢ina. Linijski element

je

2M  Q? dr? .
ds? = — (1 - + ?> de* + m + r2(sin? Odp® + d6?).

Iako smo dodali samo naboj, struktura je dosta bogatija. Horizont dogadaja opet

trazimo na isti nac¢in i dobivamo

r= M=+ /M2 — Q2 (A.3)
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te vidimo da se javljaju dva horizonta, vanjski i unutarnji. Vanjski nazivamo horizont
dogadaja, dok unutarnjeg nazivamo Cauchyjev horizont. Ovdje mozemo definirati
ekstremalnost crne rupe. Vidimo da najveci naboj koji crna rupa moze imati, a da
horizonti ostanu realni, je kada vrijedi M = @. Ako je ) > M ne postoje realne
nultocke stoga bi singulariteti ostali goli. Ovakvo rjeSenje nije fizikalno prema sla-

bom kozmoloskom principu.

Takoder, za napomenuti je da se u prirodi Reissner-Nordstromove crne rupe go-
tovo i ne pojavljuju zbog toga Sto se sva jako nabijena tijela brzo neutraliziraju

privlacenjem suprotnog naboja, a isto vrijedi i za crne rupe.

A.3 Kerrova crna rupa

Kerova crna rupa je rotiraju¢a nenabijena crna rupa. Zbog rotiranja gubimo sfernu
simetriju. Linijski element crne rupe mase M i angularnog momenta ./, u Boyer-

Lindquistovim koordinatama glasi
dr? 2M
ds? = —di*% (% + d92) + (2 + a?) sin? 0dg? + Tr(a sin? 0dg — dt)?,  (A.4)

gdjesu: a = J/M, Y =12+ a?cos’0 i A = r? — 2Mr + . Na sli¢an nadin kao i za

prethodne dvije rupe nademo horizont dogadaja,
r=MEVM?— a2 (A.5)

No, ovakva geometrija je jos malo bogatija od Reissner-Nordstrémove zbog toga sto
postoji posebno podrucje koje se naziva ergopodrudje ili ergosfera. U oba prethodna
slu¢aja ploha na kojoj je komponenta g;; mijenjala predznak poklapala se s horizon-
tom dogadaja, ali sada to nije slucaj te zbog toga podrucje od horizonta dogadaja do

plohe na kojoj g;; mijenja predznak nazivamo ergosfera. Ta ploha je dana relacijom

r=M+vVM?— a?cos? . (A.6)

Njena posebnost je u tome $to je sada vektor u smjeru vremena prostornog tipa i

zbog toga tamo ne postoji staticni promatrac, nego smo onaj koji se rotira zajedno sa
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crnom rupom. Takoder, zbog tog istog svojstva, moguce je izvlaciti energiju iz crne

rupe Penroseovim procesom koji je bitan u Blanford-Znajekovom mehanizmu.

A.4 Kerr-Newmanova crna rupa

Kerr-Newmanova crna rupa je najkompliciranija i najopcenitija od svih navedenih te
se svaka od njih moze dobiti postavljanjem pripadaju¢ih parametara na 0. Linijski
element glasi

sin? 6

by

((r? + a®) d¢ — adt)” + 47 2d6*, (A7)

ds® = —é (dt — asin® 9d¢)2 + A

z

gdje su sli¢no kao u Kerrovom slu¢aju: a = J/M, ¥ =r?+a*cos? 0 i A = r? —2Mr +

a®? 4+ Q2. Za horizonte dobivamo

T:M:]:\/M2—CL2_Q2 (A8)

Dodatak B Liejeve derivacije i izometrije

Neka je M glatka mnogostrukost. Za ¢; kazemo da je jednoparametarska C'° grupa
difeomorfizama ako je za svaki ¢t ¢; : R x M — M difeomorfizam te ako za svaki

t, S & R Vrijedl ¢t O ¢S = ¢t+8‘

Preslikavanju ¢; mozemo pridruziti nekom vektorskom polju v®. Za fiksnu tocku
p € M, ¢,(p) : R — M je krivulja koju nazivamo orbita i koja za ¢ = 0 prolazi
kroz toc¢ku p. Vektor(sko polje) definiramo kao tangentu ove krivulje u tocki ¢ = 0.
Obratno, orbite ¢; mogu biti generirane vektorskim poljima v* kao integralne krivulje

tih polja.

Stoga, ¢, mozemo koristiti kao funkciju povlacenja ("pull back”) koja "nosi” objekt
na koji djeluje niz vektorsko polje pridruzeno ¢;.

Koriste¢i navedeno, definiramo Liejevu derivaciju £,:

¢* Tal...ak _ Ta1...ak

. —t b1...b b1...b

£vTa1 akb b — hm 1 ] 1 1
b 50 t

(B.1)
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gdje su svi tenzori izvrijednjeni u istoj tocki. Odmah iz definicije je vidljivo da Liejeva
derivacija zadrzava isti rang tenzora koji se derivira, te budu¢i da ima jako sli¢cnu

. vaciia zadriava sva o voistva, :
definiciju kao i "obi¢na” derivacija zadrzava sva njena svojstva, kao linearnost i Leib

niztovo pravilo.

Kada Liejeva derivacija djeluje na skalar, vrijedi:

£vf = U(f) (B.2)

Za vektor imamo:

(£ow)® = [v,w] (B.3)

gdje je komutator standardno definiran kao: [v, w]* = v*V,w® — w’Vyve.

Op¢enito, za tenzor relacija je:

k !
£UTCL1...akb1Mbl — Ucchal...akblmbl _ Z Talmcmakblmblvcvai + ZT(ll...akblmcmblvijc
i=1 j=1
(B.4)
Uvrstavanjem metrike u gornji izraz dobijemo:
£vgab = Ucvcgab + gcbvavc + gacvbvc
= Vavb + Vb’l)a (BS)

gdje prvi ¢lan is¢ezne po definiciji kovarijantne derivacije(adaptiranost na metriku).

Ako je ¢, jednoparametarska grupa izometrija, vektorsko polje £* koje generira
takve orbite naziva se Killingovo vektorsko polje. Iz definicije Liejeve derivacije, ocito
je da takvo vektorsko polje zadovoljava (nuzan i dovoljan) uvjet £¢g,, = 0. Takav

uvjet za posljedicu ima, koriste¢i gornji izraz, jednadZzbu koju nazivamo Killingovom

£§gab = va&) + vbga = 0. (B6)

Bududi da su Killingova vekorska polja potpis simetrije, odnosno izometrije, prostor-
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vremena njihova svojstva su Siroko koriStena u istrazivanju crnih rupa jer standardni
modeli crnih rupa posjeduju dvije (Kerr i Kerr-Newman) ili tri (Schwarzschild i Re-

issner—-Nordstrom) simetrije.

Neka je £ Killingovo vektorsko polje, v geodezik s tangentom «*. Tada je veliCina

&,u” konstantna duz ~. Dokaz:
UV (Eau®) = ubuViE, + EulVyu® = 0. (B.7)

Prvi ¢lan, zbog Killingove jednadzbe, mozemo gledati kao produkt simetri¢nog i an-
tisimetricnog tenzora koji mora biti iS¢eznuti. Drugi ¢lan je identicki nula po geode-
zijskoj jednadzbi.

Definicija Riemannovog tenzora je:

VaVie = ViVale = Ry 4 (B.8)
Koriste¢i Killingovu jednadzbu, ovo mozemo napisati kao:

VaVie = ViVeba = Ry (B.9)

Ukoliko istu jednadzbu napiSemo permutiraju¢i indekse, na nacin da jednadzbu s

indeksima (abc) dodamo jedndzbi (bca) i oduzmemo (cab) dobijemo slijedece:

2vacfa - (Rzzbcd + Rbcad - Rcabd)fd (B]'O)
= 2R, %, (B.11)

Dakle:
VaViée = —Rbcadfd (B.12)

MnozZenjem ove relacije s ¢* dobijemo jo$ jednu korisnu relaciju:

V.V, = —R %, (B.13)
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