Istrazivanje utjecaja dinamike molekularnih motora
pri osciliaciji jezgre

Karlovié, Natalija

Master's thesis / Diplomski rad
2017

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:856406

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-20

L STE U2
S EN 2

72
< £,
S %
=) - , . ..
N % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% &
< N
(@) €

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:856406
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:1951
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:1951
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:1951

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

SMJER: PROFESOR FIZIKE

Natalija Karlovié¢

Diplomski rad

Istrazivanje utjecaja dinamike
molekularnih motora pri oscilaciji jezgre

Voditelj diplomskog rada: doc. dr. sc. Matko Gluncic¢

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.
2.
3.
4,

Datum polaganja:

Zagreb, 2017.



Za mamu, tatu i brata...



Sazetak

Kljuéni dio svakog zivotnog ciklusa je reprodukcija. Uspjesna izmjena genetskog materijala,
odnosno mijesanje i rekombiniranje kromosoma zahtijeva uskladeno kretanje jezgre. Ovaj
fenomen uzrokuju molekularni motori koji se kre¢u oko jezgre naprijed-nazad uz pomo¢
mikrotubula u samoj stanici. Medutim, kako motori i mikrotubuli suraduju zajedno u
stvaranju ovih gibanja velikih razmjera, ostaje misterija. U svrhu pronalazenja odgovora,
provedena su istrazivanja gibanja jezgre u stanicama kvasca. Ta gibanja su pokretana
motornim proteinima koji vrSe silu na mikrotubule. Uoceno je da se motorni proteini
dinamicki rasporeduju duz cijele stanice u asimetriCan uzorak koji generira sile koje
uzrokuju gibanje. Kombinirajuéi kvantitativno snimanje zive stanice i laserske ablacije s
teorijskim modelom, nalazimo da se dinamicka raspodjela molekulskih motora pojavljuje
samo kao rezultat promjena u mehani¢kom soju koju detektiraju proteinski motori. Odnosno,
formiranje prostorno-vremenskog uzorka unutar stanice, moze se pojaviti kao rezultat
mehanickih znakova [1] koji se razlikuju od konvencionalne molekularne signalizacije, kao

i od samoorganizacije stanice temeljene na kombinaciji biokemijskih reakcija i difuzije.



Research on the influence of the dynamics of

molecular motors in nucleus oscilllations.

Abstract

A key aspect of life is sexual reproduction, which requires concerted movement. For
successful mixing of the genetic material, molecular motors move the nucleus back and forth
inside the cell. How motors work together to produce these large-scale movements, however,
remains a mystery. To answer this question, we studied nuclear movement in fission yeast,
which is driven by motor proteins pulling on microtubules. We show that motor proteins
dynamically redistribute from one part of the cell to the other, generating asymmetric
patterns of motors and, consequently, of forces that generate movement. By combining
quantitative live cell imaging and laser ablation with a theoretical model, we find that this
dynamic motor redistribution occurs purely as a result of changes in the mechanical strain
sensed by the motor proteins. Our work therefore demonstrates that spatio-temporal pattern
formation within a cell can occur as a result of mechanical cues [1], which differs from
conventional molecular signaling, as well as from self-organization based on a combination

of biochemical reactions and diffusion.
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1 UVvOD

Vecinu gibanja u Zivom svijetu pokrecu mali proteinski mehanizmi zvani
molekularni motori. Ti motori prenose razne vrste tereta sa jednog dijela stanice na drugi,
pokrecu diobu stanica i, u kombinaciji s drugim sustavima, omoguc¢uju stani¢no kretanje. Na
primjeru eukariotske stanice, molekularni motori sudjeluju u pozicioniranju jezgre,
diobenog vretena i drugih organela ( mikrotubula). Mnostvo molekularnih motora generira
oscilacije organela koji, gibajuc¢i se naprijed-nazad, predstavljaju jednostavan primjer
kompleksne dinamike i pogodne su za proucavanje dinamickih svojstava velikog broja

motora i mikrotubula.

Proucavajuci svojstva oscilatornog ponasanja, kao $to su promjena smjera gibanja i
interakcija suprotnih sila, koja se obi¢no pojavljuju istodobno, moze se saznati viSe o
koordinaciji molekularnin motora. Spontane oscilacije jezgre, vretena i kromosoma su
uocena i promatrana u brojnim eukariotskim sistemima. Postoje¢i teorijski opisi se oslanjaju
na odvajanje generatora sila od mikrotubula, kao odgovor na optere¢enje uzrokovano silama,

u skladu sa in vitro studijama [2].

Nuklearne oscilacije u profazi mejoze kvasca Schizosaccharomyces pombe su
primjer sustava za proucavanje oscilatornog gibanja ovisnog o citoplazmatskom dineinu® i

mikrotubulima.

mejoza 1 mejoza 2 sporulacija

w

>‘@®%>

konjugacija kariogamija

nuklearne
osciladije

Slika 1. Reprodukcija stanice kvasca
Na pocetku mejoze dvije roditeljske stanice spajaju se svojim vrhovima tvoreci
zigotu oblika banane (Slika 1. i Slika 2.) . Jezgre roditeljskih stanica spajaju se u jednu jezgru
(kariogamija*) koja poc¢inje oscilirati od jednog kraja stanice do drugoga. Period oscilacija
je 5-10 minuta te mogu trajati i po nekoliko sati [2], a gibanjem jezgra prelazi cijelu duljinu

stanice koja iznosi 14 pum. Oscilacije su kljuéne za pravilno uparivanje (konjugaciju)

* dinein — ¢ini jednu od dviju vrsta molekularnih motora, ponasaju se kao transportni kamioni koji transportiraju
razne stani¢ne terete po mikrotubulima, prema minus- kraju odnosno prema centru stanice
* kariogamija (gr¢.) — stapanje jezgara muske i Zenske spolne stanice u procesu oplodnje
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kromosoma, rekombiniranje i odrzivost spora. Sli¢éna kromosomska Kretanja prisutna su u
profazi mejoze kod razli¢itih organizama, od pivskog kvasca do miSeva. Nuklearne
oscilacije u stanici kvasca S. pombe uzrokovane su oscilatornim kretanjem mikrotubulnog
centra, SPB” (Slika 3.). Spindle pole body ili skraéeno SPB je stani¢no vretenasto tijelo koje
predstavlja organizacijski centar mikrotubula, mjesto na kojem tubulinske podjedinice
formiraju mikrotubule. Funkcije SPB-a su visestruke, no glavni zadatak je formiranje i
usidravanje mikrotubula te formiranje funkcionalnog vretena i osiguravanje visoke to¢nosti

razdvajanja kromosoma.

2P EEREEEERRR

Slika 2. Par kva$¢evih stanica tijekom reprodukcije. Nuklearne oscilacije po¢inju nakon formiranja
zigote i spajanja roditeljskih jezgri. Slika je snimana tijekom perioda od ~ 5 sati. (lzvor: [2])

Slika 3. Oscilacije vretenastog tjeleSca(SPB). SPB je oznaéen zelenim, fluorescentnim proteinom
(GFP) i na slici je oznacen crvenom to¢kom. Period oscilacije je ~ 5 minuta i duljina stanice je 14
pum. (lzvor: [2])

Gibanje SPB-a je ovisno o mikrotubulu koji se proteze od SPB-a prema krajevima
stanice. Minus kraj mikrotubula nalazi se kod SPB-a dok je plus kraj usmjeren prema
periferiji stanice. Mikrotubul koji se proteze od SPB-a u smjeru njegova kretanja je vodeci
mikrotubul, a mikrotubul koji se proteze u suprotnom smjeru SPB-0vog gibanja je prateci
mikrotubul. U samoj blizini stani¢nog korteksa” nalaze se vode¢i mikrotubuli i samo dijelovi
prate¢eg mikrotubula. Mikrotubularna katastrofa je prijelaz mikrotubula iz stanja rasta u
stanje smanjivanja i obi¢no se javlja kada mikrotubul dode na kraj stanice. Ova opaZanja
upuéuju na postojanje povezanosti rasta i smanjivanja mikrotubula sa nuklearnim
oscilacijama, odnosno samostalna, dinamicka redistribucija motora dineina moze objasniti
nuklearne oscilacije. Motori dineina, odgovarajuci na optere¢enje, kooperativno se odvajaju
od prate¢eg mikrotubula. Nakon redistribucije putem citoplazme, priklju¢uju se na prateci

mikrotubul, ¢ime generiraju asimetriju sila potrebnu za oscilacije.

“ spindle pole body (engl..) — stani¢no vretenasto tijelo
* cell cortex (engl..) — sloj citoplazmatskog proteina s unutarnje strane plazmatske membrane
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2 MIKROTUBULI

Mikrotubuli su elementi citoskeleta te su odgovorni za razne vrste gibanja u svim
eukariotskim stanicama. Ukljuc¢eni su u diobu stanice i diobu jezgre, te u organizaciji
stani¢nih struktura i unutarnjeg stani¢nog transporta. Citoskelet je struktura koja pomaze u
ocuvanju oblika stanice, unutarnje organizacije i pruza mehanicku potporu koja omogucéava
stanici izvrS§avanje osnovnih funkcija kao §to su dioba i kretanje. Citoskelet eukariotske
stanice sastoji se od tri glavne vrste elemenata koji se razlikuju po veli¢ini i proteinskom

sastavu: mikrotubuli, aktinski i intermedijarni filamenti.

2.1. Struktura, sastavljanje i dinamicka nestabilnost

Mikrotubuli su najveci tip filamenata s promjerom oko 25 nanometara (nm) (Slika
4.), a sastoje se od proteinskih podjedinica zvane tubulin. Aktinski filamenti su najmanja
vrsta, s promjerom oko 6 nm i izgradeni su od proteina naziva aktin. Intermedijarni filamenti

su srednje veli¢ine, kao $to im ime govori, S promjerom oko 10 nm.

Stanica proizvodi tubulin uobi¢ajenom sintezom proteina. Tubulin je dimer koji se
sastoji od dva srodna polipeptida, alfa tubulin (a-tubulin) i beta tubulin (B-tubulin) [4].
Osim toga, tre¢i tip tubulina, zvani gama tubulin (y-tubulin), posebno je lokaliziran na
centrosomu i ima klju¢nu ulogu u pokretanju grupiranja mikrotubula. Alfa i beta tubulin se
medusobno vezu, spontano i naizmjenice, formiraju¢i podjedinicu zvanu heterodimer®.
Naziv je u cijelosti opisnog karaktera, prefiks hetero znaci drugaciji, a dimer se odnosi na
dvije polipeptidne podjedinice. Kada su uvjeti u stanici povoljni, tubulinski heterodimeri se
nizu zajedno tvore¢i duge niti zvane protofilamenti. Trinaest protofilamenata se veze
zajedno u cjevasta vlakna mikrotubula (Slika 4.). U uvjetima ravnoteZznog stanja,
mikrotubuli se ¢ine u potpunosti statiénima (Stabilnima), no jedna promjena se dogada
konstantno. Naime, populacija mikrotubula se, obi¢no, sastoji od mikrotubula koji su u fazi
rasta i mikrotubula koji su u fazi smanjivanja. Tijekom faze rasta, na jedan kraj mikrotubula
se prikljuuju heterodimeri i taj kraj se naziva plus kraj, a tijekom faze smanjivanja,
heterodimeri se odvajaju kao netaknute podjedinice i taj kraj se naziva minus kraj. Takoder,
isti heterodimer koji se odvojio, moZe se ponovo prikljuciti na mikrotubul. To znaci da

postoji protok podjedinica od plus kraja prema minus kraju. U stanicama, minus kraj je

* heterodimer — bioloski aktivan dimer ( kemijski entitet koji se sastoji od dvije strukturno sli¢ne podjedinice),
izveden iz dva ili viSe monomera



najc¢eS¢e vezan za organizacijski centar, npr. bazalna tijela, centrosomu, dok se plus kraj

proteze od centra prema periferiji stanice.

B - tubulin a - tubulin

Slika 4. Struktura mikrotubula.

Tubulinski dimeri se mogu depolimerizirati kao i polimerizirati, a mikrotubuli mogu
prolaziti kroz brze cikluse sastavljanja i rastavljanja. a- i - tubulin vezu GTP* koji je
funkcionalno analogan ATP-u* i regulira polimerizaciju. Posebice, B-tubulin veze GTP koji
se hidrolizira u GDP* tijekom ili nedugo nakon polimerizacije. Ova hidroliza GTP-a slabi
afinitet vezanja tubulina za susjedne molekule ¢ime depolimerizacija dobiva prednost i

rezultira dinami¢nim ponasanjem mikrotubula.

Mikrotubuli, kao i aktinski filamenti, prolaze kroz treadmilling” [6], dinami¢no
ponasanje u kojem se kontinuirano, na minus kraju, gube tubulinske molekule vezane za
GDP i zamjenjuju dodavanjem tubulinskih molekula vezanih za GTP na plus kraju istog
mikrotubula. Takoder, u mikrotubulima GTP hidroliza uzrokuje dinamic¢ku nestabilnost u

kojoj pojedini mikrotubuli alterniraju izmedu faze rasta i faze smanjivanja. Rast i

* gvanozin-trifosfat (GTP) — purinski nukleotid,djeluje kao supstrat za RNK sintezu tijekom transkripcije

* adenozin-trifosfat (ATP) — glavno unutarstaniéno skladiste energije

* gvanozin-difosfat (GDP) — nukleotid, bioloski derivat gvanozina, vazan za prijenos energije unutar stanice

* treadmilling (eng.) — pona$anje sli¢no radu mlina ili koloture, fenomen koji se pojavljuje kod stani¢nih
citoskeletnih vlakana, posebno kod vlakana aktina i mikrotubula

4



smanjivanje mikrotubula odreduje stopa dodavanja tubulina u odnosu na brzinu hidrolize
GTP-a. Sve dok je dodavanje novih tubulinskih molekula sa vezanim GTP-om brze od GTP
hidrolize, mikrotubul odrzava sloj GTP-a na svom plus kraju i rast se nastavlja. Medutim,
ako je polimerizacija sporija, GTP vezan za tubulin na plus kraju mikrotubula se hidrolizira
u GDP. Ako se to dogodi, tubulin sa GDP-om ¢e se odvojiti §to rezultira depolimerizacijom

i smanjivanjem mikrotubula.

2.2. Organizacija mikrotubula i centrosom

U vecini stanica, mikrotubuli se pruzaju od organizacijskog centra mikrotubula, u
kojem su usidreni minus krajem. U Zzivotinjskim stanicama, glavni organizacijski centar
mikrotubula je centrosom koji se nalazi u blizini jezgre stanice u interfazi. Tijekom mitoze,
mikrotubuli se protezu od dvostrukih centrosoma prema periferiji kako bi se formiralo
diobeno vreteno koje je odgovorno za odvajanje i raspodjelu kromosoma u stanicama

kéerima.

Zbog svoje unutarnje dinamicke nestabilnosti, ve¢ina mikrotubula se, ¢esto, rastavlja
u stanici. To dinamic¢ko ponasanje se moZe mijenjati pomocu interakcije mikrotubula s
drugim proteinima. Neki stani¢ni proteini uzrokuju rastavljanje mikrotubula, bilo to
kidanjem mikrotubula ili pove¢anjem depolimerizacije tubulina sa kraja mikrotubula. Drugi
proteini vezu se za mikrotubule i povecavaju njihovu stabilnost. Takve interakcije
omogucavaju stanici stabilizaciju mikrotubula na odredenim mjestima i pruza vazan

mehanizam za odredivanje oblika stanice i polariteta.

Zbog srediSnje uloge mikrotubula u mitozi, lijekovi koji djeluju na grupiranje
mikrotubula su korisni ne samo kao eksperimentalni alati u stani¢noj biologiji, nego i U
lije¢enju raka. Kolhicin i colcemid su uobicajeni primjeri pokusnih lijekova koji se vezu na
tubulin i inhibiraju polimerizaciju mikrotubula ¢ime se blokira mitoza. Dva srodna lijeka,
vinkristin i vinblastin, se koriste u terapiji raka jer selektivno inhibiraju brzu diobu stanica.
Lijek taksol se koristi za stabilizaciju mikrotubula koja blokira podjelu stanica, pa se i on

koristi u terapiji raka kao i eksperimentalni alat.



3 MOLEKULARNI MOTORI

Molekularni motori su proteinske strukture odgovorne za vecinu gibanja i transporta
u stani¢nim sustavima. Poznate su tri vrste motora u citoplazmi: miozin, dinein i kinezin.
Unutarstani¢ni transport dogada se duz dva seta staza, traCnica: miozini koriste orijentirane
aktinske niti, dok kinezin i dinein koriste radijalno organizirane mikrotubule. Osim njihove
vazne uloge u transportu organela i kretanja stanice, molekularni motori su odgovorni i za

tréanje, plivanje, letenje Zivotinja, gibanja koja su bazirana na kontrakciji misica.

Mikrotubuli i aktinske niti se sastoje od asimetri¢nih podjedinica koje se samostalno
sastavljaju, vezuci se jedna za drugu u glava — rep orijentaciji (Slika 5.). Ta orijentacija
stazama daje odredeni strukturalni polaritet Sto omogucéava kretanje molekularnih motora u
jednom smjeru. Motori dineina se kre¢u duz mikrotubula prema minus kraju, dok se vecina

motora iz porodice kinezina kre¢u u suprotnom smjeru, prema plus kraju.

Slika 5. Vrste molekularnih motora. a) miozin b) kinezin c) dinein. Domene motora su prikazane
zuto bojom, pridruzeni proteini smedom bojom, a namotane domene ( coiled-coil) prikazane su
paralelnim crnim crtama (izvor [25]).

Mehanizam koji koriste sve tri vrste molekularnih motora za pretvaranje kemijske
energije u mehanicki rad je hidroliza ATP koja uzrokuje male konformacijske promjene u
globularnoj domeni motora koje uzrokuju vezivanje i odvajanje motora. Motori se pomicu
prema plus kraju ili minus kraju svojih tracnica koriste¢i cikluse ponavljanja koordiniranog

vezivanja i oslobadanja dviju svojih glava, troseci energiju dobivenu hidrolizom ATP-a.



Svaki molekularni motor se kre¢e pomocu serije diskretnih koraka fiksne veliCine.
Ti mehani¢ki koraci su usko povezani sa hidrolizom ATP-a. Brzina molekularnih motora je
produkt veli¢ine mehanickih koraka i broja koraka u vremenskom intervalu. Jedno od bitnih
svojstava ovih motora je njihova procesivnost (izvor: [24]), odnosno broj koraka koje
pojedini motor moze obaviti duz pojedinog filamenta prije no Sto se odvoji. Neki
molekularni motori, kao $to je RNA polimeraza, Su izuzetno procesivni tako da jedna
polimeraza moze sintetizirati cijelu mRNA molekulu, koja sadrzava tisu¢e nukleotidnih
baza. Ostali molekularni motori su manje procesivni: motorima miozina su potrebna jedan
ili dva koraka duz aktinske niti kako bi uzrokovali kontrakciju misi¢a. Niska procesivnost je
vazna za biolosko funkcioniranje molekularnih motora. Sila koju generira jedan motor
obavljajuci jedan korak je ograni¢ena koli¢inom kemijske energije oslobodene u hidrolizi

jedne molekule ATP-a.



4 MINIMALNI MODEL

Gibanje molekularnih motora dineina je opisano minimalnim jednodimenzionalnim
sustavom pod nazivom minimalni model. Taj sustav uzima u obzir molekularne motore,
vezane za korteks stanice, koji se priklju¢uju na dinamicki mikrotubul. Stopa priklju¢ivanja
ovisi o duljini mikrotubula i o koncentraciji motora u citoplazmi, dok je stopa odvajanja

ovisna o optereé¢enju motora na mikrotubul.

Ono §to se dogada tijekom oscilacija mozemo opisati ovako. Dva mikrotubula rastu
iz SPB-a u suprotnim smjerovima. ViSe je motora priklju¢eno na desni mikrotubul pa se SPB
kre¢e udesno. Kako se SPB giba udesno, motori na lijevom mikrotubulu su pod velikim
optere¢enjem Sto uzrokuje njihovo odvajanje, dok je opterecenje na desnom mikrotubulu
malo. Asimetrija u broju motora na mikrotubulima raste rezultiraju¢i povecanjem brzine
gibanja SPB-a (Slika 6. (A)). Brze gibanje povecava asimetriju u optere¢enju motora
stvarajuci pozitivnu povratnu informaciju izmedu gibanja SPB-a i broja motora (Slika 6.
(B)). Medutim, zbog ogranicene veli€ine stanice, desni mikrotubul se smanjuje i time gubi
motore (Slika 6. (C)). U trenutku kada je broj motora na lijevom i desnom mikrotubulu
jednak, SPB se prestaje gibati. Kako je lijjevi mikrotubul duzi od desnog, akumulira vise

motora (Slika 6. (D)). Prema tome, SPB mijenja smjer i ciklus oscilacija se nastavlja (Slika

6. (E)).
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Slika 6. Shematski prikaz minimalnog modela. (A-E) Dogadaji tijekom oscilacija. (F) Proces
prikljuc¢ivanja i odvajanja dineina.



Tablica 1.Parametri minimalnog modela. Vrijednosti u zagradama oznacavaju intervale u kojima se
ponasanje modela ne mijenja.

parametar naziv vrijednost izvor
L duljina stanice 14 pm izmjereno
— Vg brzina rasta 2.0 pm/min Izmjeren
Vs brzina smanjivanja -2.0 pm/min Izmjereno
s Vo brzina u odsutnosti sila 2.5 um/min izmjereno
g fo sila povlacenja 7 pN Izvor: [2]
k t ikljuci 0.1 pm?s?t .
o | sopaprikucianapo |01 um ST g
S | C jedinici duljine (0.08-10)
5 S - - 1
= 9 stopa odvajanja u 001s ..
k varijabla
'E g ° odsutnosti optere¢enja (0.001-0.1) J
fe karakteristi¢na sila 2pN varijabla
- : 100 pN ;
& Koeficijent trenja sustava P 1 SHm Izvor: [2]

Pozicija SPB-a duz horizontalne osi stanice oznacena je sa xspg. Dva kraja stanice
se nalaze na x =—L/2ix=1L/2, gdje je L duljina stanice. Mikrotubuli mogu rasti sa
obadvije strane SPB-a pa , zbog jednostavnosti, prvo promatramo po jedan mikrotubul sa
svake strane. Duljina mikrotubula sa lijeve strane je oznacena sa L;, a njegov plus kraj je na
x; = xspg — L;. Duljina mikrotubula sa desne strane je L, i nalazi se na x, = xgpg + L;.
Mikrotubuli mogu biti u jednom od dva stanja: stanju rasta i stanju smanjivanja. Dinamika

mikrotubula je opisana izrazom

dL
E = vmtl (1)

gdje je vy, = v, * ako se mikrotubul nalazi u stanju rasta, i v,,; = v * ako je mikrotubul u
stanju smanjivanja. Jednadzba (1) opisuje dinamiku mikrotubula koji raste na lijevo i na
desno ako L zamijenimo sa L;, odnosno L,.. Prelazak iz stanja rasta u stanje smanjivanja
dogada se kada plus kraj mikrotubula dosegne rub stanice. Nakon toga mikrotubul se

smanjuje dok njegova duljina u potpunosti ne iS€ezne Sto slijedi stvaranje rastuceg

“grow (engl..) - rasti
“shrink (engl..) — smanjiti se, skupiti se
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mikrotubula. Ravnoteza sila izmedu viskozne sile trenja i sila F; i ., koje djeluju na lijevi

odnosno na desni mikrotubul, opisana je izrazom

dx
5% =F +F 2

gdje je & koeficijent trenja sustava Kkoji ¢ine jezgra, SPB i mikrotubul. Sile F; i E. vrse
prikljuc¢eni motori,
Fy = Nifi

3
F, = N, f,. )
Ovdje, N; i N, su ukupni brojevi motora priklju¢eni na svaki mikrotubul i vezani za korteks

stanice, a f; i f;- su sile generirane jednim motorom na lijevom odnosno desnom mikrotubulu.

Sile f; i f; su opisane linearnom vezom sile i brzine:

V=1, (1 +fl/f0)
v =, (—1 +fr/f0).

Brzina motora u odnosu na mikrotubul je oznacena sa v, brzina u odsutnosti sila sa vy i f; je

(4)

sila povlac¢enja motora. Pretpostavljajuci da su mikrotubuli rigidni, brzina motora u odnosu

na mikrotubul je jednaka negativnoj brzini SPB-a:

dxspp

V="Uspp = =~ ¢ ®)
Kombinirajuci (2), (4) i (5), ravnotezu sila mozemo zapisati :
dxspp fo(Nr — Ny) (6)

=7
dt O fo(Np + N + &g
Jednadzba (6) implicira da nema gibanja kada je ukupni broj motora na lijevom i desnom

mikrotubulu jednak, N,, = N;. U situaciji kada je broj motora na jednoj strani znacajno vecéi,
npr. N, > N; i N, > fvo/fo, brzina gibanja SPB-a je priblizna v, s tim da brzina SPB-a
ne moze nadmasiti vy. Linearne gustoe motora priklju¢enih na lijevom i desnom

mikrotubulu, n, = Nl/Ll in, =/, zadovoljavaju kineticke jednadzbe
r

dnl
E = konCc — koff(_fl)nl
dn, (7)
dt = konC — koff(fr)nr'
koje opisuju prikljuéivanje i odvajanje motora. Ovdje, ¢ oznafava citoplazmatsku

koncentraciju motora, a k,, opisuje stopu prikljucivanja motora na mikrotubul. Stopa

odvajanja motora, k,,
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kors () = koexn (/). ®)

ovisi o opterecenju sila koje djeluju na individualne mikrotubule. Ovdje, k, je stopa
priklju¢enja motora u odsutnosti opterecenja, a f, je karakteristi¢na sila. Kombiniranjem
jednadzbi (4), (5) i (8), stopa odvajanja motora moze se zapisati kao

Koy = koexp [%(1 + Uﬂ)] 9)

Vo
gdje znak plus odgovara lijevom mikrotubulu, a znak minus desnom mikrotubulu.

Jednadzba (6), te kombinacija jednadzbi (7) i (9) sa duljinom i polozajem mikrotubula, ¢ine

dinamicki sustav, odnosno minimalni model:

L L
dxspp fo [nr (7 - xSPB) —-n (§ + xSPB)]
= Vo L L

dt fo [nr (j - xSPB) +n (j + xSPB)] + ¢v,
dny fo ( 1 dePB)]
—t_ _ 21+ —= 10
;t konc — koexp ; + vf ddt n (10)

nr _ _ Jo(, _ = %%spp

dt ~ Kon€ = Koexp [fc (1 vy dt )] s
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5 DINAMICKI SUSTAVI

Modeli u ekologiji i evolucijskoj biologiji ¢esto promatraju kako se varijable
mijenjaju tijekom vremena. Matematicki, ti se modeli nazivaju dinamicki sustavi. U
idealnim uvjetima, htjeli bi znati vrijednosti svake varijable u svakom trenutku za $to nam
je potrebno opce rjesenje koje Cesto nije mogucée dobiti. No mnogo toga se moze saznati ako

se fokusiramo na ravnotezna stanja sustava i njegovu stabilnost.

Opcenito, dinamicki sustav je sustav koji se mijenja tijekom vremena 0visno o setu
odredenih pravila koja odreduju kako sustav prelazi iz jednog stanja u drugi. Dinamicki
sustav ima dva dijela: vektor stanja koji opisuje stanje nekog realnog ili hipotetskog sustava
i funkciju, dana za trenutno stanje, koja pruza informaciju o stanju u kojem ¢e se sustav naci

u sljede¢em trenutku. Vektor stanja moze se izraziti kao

X(t) = [x1(0), %2 (), ..., xp (D)]. (11)
Funkcija moze biti opisana jednom funkcijom ili setom funkcija:
f1(eq, %2, v, X0), f2 (0, X2, e, X)), vy (X4, X2, oy X) (12)
dok je cijeli sustav opisan setom diferencijalnih jednadzbi- kinetickim jednadzbama:
dx, .
dd_t = x1 = f1(x1, %2, e, Xp)
X2 .
dr Xy = fo(x1, X2, e, X)) (13)
dx )
d_: = Xp = frn(xXq, Xg, oo, Xp).

Fizikalni sustavi su, u pravilu nelinearni, odnosno sadrzavaju nelinearnosti. Pod
nelinearnost podrazumijevamo odstupanje od linearnih karakteristika ili od sustava linearnih
jednadzbi. Kada se razmatraju fizikalni sustavi, ¢esto nije moguée izbjeci nelinearnosti. One
proizlaze iz energetskih ogranicenja, nesavrSenosti elemenata sustava ili su namjerno dodane
specijalne nelinearnosti koje poboljSavaju dinamiku sustava. Za razliku od linearnih sistema,
za nelinearne ne postoji opca teorija koja se primjenjuje. Umjesto toga, primjenjuju se
mnogo sloZeniji matematicki aparati, kao $to je funkcionalna analiza, diferencijalna
geometrija, teorija nelinearnih diferencijalnih jednadzbi. Poznato je, da osim u posebnim
slu¢ajevima, opce rjeSenje se ne moze naci. Kako bi saznali informacije o dinamic¢kim
svojstvima sustava, potrebno je primijeniti niz aproksimacija. Tako se pomocu raznih
aproksimacija, transformacija, sustav zamjenjuje idealiziranim koji moZemo matematicki

opisati. Prednost linearnih sustava je $to omogucavaju relativno jednostavnu analizu koja se
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temelji na nacelu superpozicije. Funkcija f(x) je linearna, s obzirom na nezavisnu varijablu

x, ako i samo ako zadovoljava dva uvjeta:

1. Aditivnost: f(x; +x;) = f(x1) + f(x3), V x4,x, iz domene funkcije f,

2. Homogenost: f(a-x) =a- f(x) Vx izdomene funkcije f, i sve skalare a.

Kako prelazimo sa linearnih na nelinearne sustave, suoCavamo se sa tezom situacijom u
kojoj nacelo superpozicije vise ne vrijedi i analiza zahtjeva napredniju matematiku.
Poznajuci analizu linearnih sustava, prvi korak pri rjesavanju nelinearnih sustava je provesti
linearizaciju, ako je moguce, oko neke nominalne tocke i analizirati dobiveni linearni model.

Medutim, sama linearizaciju neée biti dovoljna, moramo razviti i alate za analizu.

Tu se javljaju dva ogranicenja linearizacije. Prvo, linearizacija je aproksimacija u
okolini neke operativne toCke, odnosno mozemo predvidjeti samo lokalno ponasSanje
nelinearnog sustava, u okolini izabrane tocke, Ne mozemo predvidjeti generalno ponasanje
sustava. Drugo, dinamika nelinearnog sustava je kompleksnija od dinamike linearnog
sustava. Javljaju se tzv. esencijalni, nelinearni fenomeni, koji se mogu odvijati samo u
prisustvu nelinearnosti, stoga se ne mogu opisati ili predvidjeti linearnim modelom. Primjeri
nelinearnih fenomena: visestruka ravnotezna stanja; konacno vrijeme bijega; grani¢ni
ciklusi; kaos; subharmoni¢ne, harmonic¢ne i gotovo periodicne oscilacije; visestruki modovi

ponasanja.

5.1. Graniéni ciklus™

Postoje nelinearni sustavi koji mogu generirati oscilacije stalne amplitude i
frekvencije, neovisno o pocetnim uvjetima. Ova vrsta titranja su poznata kao granicni
ciklusi. Grani¢ni ciklus je izolirana, zatvorena putanja (trajektorija). Izolirana znaci da
susjedne trajektorije nisu zatvorene — one se ili spiralno uvijaju ka grani¢nom ciklusu ili se

udaljavaju od grani¢nog ciklusa (Slika 7.).

“ limit cycles (engl.)
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stahilmi nestabilni prlustabilni
granitnl cikles graniéni ciklus graniéni eiklus

Slika 7. Grani¢ni ciklus (izvor [9])

Stabilni grani¢ni ciklusi su od bitne vaznosti jer predstavljaju sisteme koji generiraju
samoodrzive oscilacije. Drugim rije¢ima, ovi sistemi osciliraju i u odsustvu vanjske
periodi¢ne sile, npr: rad srca, dnevne promjene tjelesne temperature, hormonske promjene,
spontano osciliraju¢e kemijske reakcije, kao i vibracije kod mostova i na krilima aviona. U
svakom od navedenih primjera, postoji standardno titranje sa nekom odredenom amplitudom

1 periodom. Mali poremecaji sistema ne mijenjaju stabilnost grani¢nog ciklusa.

5.2. Subharmonicne, harmonicne i gotovo periodicne oscilacije

Stabilni linearni sustavi, pod utjecajem periodicne vanjske pobude, proizvode
periodi¢ni odaziv na istoj frekvenciji. Nelinearni sustav, pod utjecajem periodicke pobude,
moze oscilirati manjom frekvencijom ili frekvencijom koja je visekratnik ulazne frekvencije.
Takoder, moze generirati periodicke oscilacije, npr. suma periodi¢nih oscilacija sa

frekvencijama koje nisu viSekratnici jedni drugih.

5.3. Kaos

Kaos oznacava stanje u kojem male promjene u pocetnim uvjetima uzrokuju velike
promjene u odazivu sustava. Nelinearni sustavi mogu imati komplicirana ponasanja u
ravnoteznom stanju, koja nisu niti ravnotezna niti periodi¢ne oscilacije. Takvo ponasanje
sustava se najcesS¢e naziva kaos. Neke od kaoti¢nih gibanja pokazuju nasumic¢nost, unatoc¢

deterministickoj prirodi sustava.

5.4. ViSestruki modovi ponaSanja
Nije neuobicajeno da nelinearni sustav pokazuje dva ili viSe moda ponasanja. Sustav
bez prisutne vanjske sile, moze imati visSe od jednog grani¢nog ciklusa. Sustavi, pod

utjecajem vanjske sile i periodicke pobude, ovisno o amplitudi i frekvenciji, mogu biti u
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sloZzenom ravnoteZznom stanju ili pokazivati harmoni¢no, subharmoni¢no ponasanje. Kako
se amplituda ili frekvencija pobude mijenja, mogu postojati i diskontinuirani skokovi u
nacinu ponasSanja. Jedan od primjera je rezonantni skok koji oznac¢ava nagli skok u amplitudi
i/ili fazi i/ili frekvenciji periodicnog odaziva nelinearnog sustava. Smatra se da se rezonantni
skok pojavljuje u nelinearnim sustavima s malim faktorom prigusenja linearnog dijela

sustava.
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6 STABILNOST

Linearni sustavi se mogu klasificirati po raznim kriterijima. Jedan od najvaznijih

svojstava je stabilnost. Linearni sustav je:

1. Stabilan ako se nakon odredenog vremena sustav nade u novom ravnoteznom stanju,
2. Nestabilan ako sustav nije u novom ravnoteznom stanju,
3. Neutralan ako stanje sustava zadrzava oblik periodi¢ne funkcije sa konstantnom

amplitudom.

Kada govorimo o stabilnosti, odnosimo se na svojstva ravnoteznog stanja sustava.
Koncept stabilnosti se moze razumjeti nakon S$to su ravnotezna stanja definirana i
objasnjenja. Jednostavan primjer je gibanje loptice na neravnoj podlozi (Slika 8.). Loptica
moze mirovati na mjestima gdje nema padine, kao Sto su tocke A, E, F i G i interval izmedu
tocaka B 1 D. Svaka tocka u kojoj loptica moze ostati u mirovanju, naziva se ravnotezna
tocka ili ravnotezno stanje. Infinitezimalno mali pomak, uzrokovan lokalnim, malim
poremecajem u toCkama A i1 F, rezultirat ¢e ne vra¢anjem loptice u pocetni polozaj, zbog

cega su toCke A i F mjesta nestabilnih stanja (to¢aka) sustava.

B C D
E

Slika 8. Moguca ravnoteZna stanja loptice na valovitoj povrsini.

Ukoliko mala smetnja na tockama G i E uzrokuje gibanje loptice, vremenom se
loptica moze vratiti u pocetno ravnotezno stanje, pa se te toCke nazivaju stabilnim
ravnoteznim stanjima (toCkama) sustava. Mala smetnja u to¢ki C ¢e pomaknuti lopticu
negdje izmedu to¢aka B i D. Takva ravnoteZna stanja se nazivaju neutralno stabilna stanja.
U svim situacijama smetnje su bile male, a stabilnost se moze razmatrati kao lokalna
stabilnost sustava. Druga situacija je prisutnost velikog poremecaja: lopta na polozaju G ne

moze se vratiti na pocetni polozaj nego se nade u novom ravnoteznom stanju. Zakljucak je
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da stabilnost ovisi o karakteristikama sustava, amplitudama smetnji, prirodi smetnji i
pocetnim uvjetima sustava, prije djelovanja smetnje. Npr. tocka E ostat ¢e ravnotezna tocka

—hoce li biti stabilna ili ne ovisi o trenutku u kojem se sustav promatra.

Opcenito, sistemi u ravnoteZi ne mijenjaju se tijekom vremena. U modelima sa vise
varijabli, ravnoteZza je dana setom vrijednosti (jedna za svaku varijablu) koje zajedno
ostvaruju nepromjenjivost sustava. Ravnoteza je lokalno stabilna ili lokalno privla¢na ako
joj se sustav u blizini ravnotezne tocke priblizava. Ravnoteza je lokalno stabilna ako joj se
sustav pribliZava neovisno o po¢etnim vrijednostima varijabli. Ravnoteza je nestabilna ako
se sistem blizu ravnotezne tocke udaljava od nje. Set pocetnih stanja koje dovode sustav u
odredeno ravnotezno stanje se naziva domena atraktorija. U neposrednoj blizini ravnotezne
tocke, bilo koji model moze se aproksimirati pomocu tzv. linearnog modela, ¢ije se

ponasanje moze lako analizirati ( tzv. lokalna ili linearna analiza stabilnosti).

6.1. Analiza stabilnosti

U pravilu, lokalna analiza stabilnosti ukljucuje tri koraka:

1. Naci sva ravnotezna stanja sustava, imaju¢i na umu da nelinearni sustavi mogu imati
viSe ravnoteznih stanja.

2. Provjeriti pod kojim uvjetima su ravnotezna stanja bioloski relevantna — npr. veli¢ina
populacije ne smije biti negativna, frekvencije alela” mora biti izmedu 11 0.

3. Odrediti lokalnu stabilnost svakog ravnoteznog stanja.

Analiza stabilnosti je vrlo zahtjevan zadatak, pogotovo kada je sve podlozno
promjenama. Zbog toga je potrebno ograniciti promatranja na odredene kategorije sustava

na koje je moguce primijeniti matematiCke alate koji omogucuju pronalazak rjeSenja.

Promotrimo nelinearan sustav n-tog reda. Ovaj sustav se moze opisati jednom
nelinearnom jednadZbom n-tog reda ili setom od n nelinearnih diferencijalnih jednadzbi

prvog reda,

X1 = f1(x1, %2, Xp)
xZ =f2(x1'x2""'xn) (14)

x:n = fn(xli Xo, e 'xn)

“aleli — alelni geni, su naziv za dva alternativna gena koja odreduju istu osobinu, a u stanicama uvijek dolaze
u paru.
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ili matri¢nom jednadzbom

x = f(x). (15)
Rjesenje sustava (14) je trajektorija fazne ravnine u n-dimenzionalnom prostoru stanja.
Tocke prostora u kojima je f;(x) = f,(x) = -+ = f,(x) = 0 su singularne tocke sustava jer
u ravnoteznim tockama su brzine x; = x, = --- = X, = 0. Matri¢ni zapis za linearni sustav

(14), gdje je f(x) linearna funkcija x, mozemo zapisati kao x = Ax. Pod pretpostavkom da
je detA # 0, rjesenje je x = 0. Linearan, vremenski invarijantan sustav ima ravnoteznu
to¢ku u svom ishodistu. Nelinearan sustav moze imati vi$e ravnoteznih to¢aka jer f(x) =0
moze imati viSe rjeSenja — viSe singularnih tocaka. Ravnotezne tocke mogu biti stabilne i
nestabilne, ovisno o trajektoriji fazne ravnine. Stabilne su ako se trajektorija priblizava

ravnoteznoj tocki kako vrijeme tezi u beskonacnost, a nestabilna ako trajektorija opada.

Stabilnost ravnoteznih to¢aka mozemo naci linearizacijom jednadzbi (14) u okolini
svake ravnotezne toCke. Zatim mozemo pronaci Stabilnost zamjenskog sustava. Ako je
linearizacija moguca, tada se nelinearan sustav pona$a slicno kao linearizirani sustav u
okolini ravnotezne toc¢ke. Ako moZzemo izraziti funkciju f;(i = 1,2,+:+,n) u setu jednadzbi
(14) u Taylor-ovoj seriji u okolini svake singularne toc¢ke, tada mozemo napisati za svaku

singularnu tocku:

d of; of;
G050 = (1) =m0+t () G —x)  (19)
ili u matri¢cnom obliku
d
E(x —x0) = J(xo) (x — x¢) 17)
gdje je
0f 0f oA
[0x; 09x, ox, |
J(xo) =] : s s (18)
0f 0 . %
lax1 d0x, aan

Jakobijeva matrica koja je definirana kao matrica parcijalnih derivacija. Vaznost Jakobijeve
matrice je u tome §to ona predstavlja najbolju aproksimaciju diferencijalne funkcije u okolini
dane tocke. Sljede¢i korak je pronaci vlastite vrijednosti Jakobijeve matrice. Vlastite
vrijednosti A4,+--,A, su, u principu, n rjeSenja (korijeni) karakteristicne jednadzbe

det(J — AI) = 0. Vlastite vrijednosti govore o stabilnosti nekog sustava. U sustini, vlastite
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vrijednosti govore o tome kako se ponasSa eksponencijalni dio rjeSenja diferencijalnih

jednadzbi sustava.
Tri su moguce vrijednosti vlastitih vrijednosti:

1) Pozitivne vrijednosti — sustav se povecava eksponencijalno
2) Negativne vrijednosti — sustav opada eksponencijalno
3) Imaginarne vrijednosti — sustav oscilira

1 sve moguce kombinacije. Potpunija klasifikacija vlastitih vrijednosti:

1) A, i A, su realni brojevi
a) A, >0 i A, >0 — ravnotezne tocke su nestabilni &vorovi, sustav se udaljava od
ravnoteznog stanja
b) A, i A, susuprotnog predznaka — nestabilno stanje oblika sedla
€) A4 <014, <0 -ravnotezne tocke su stabilni ¢vorovi, male perturbacije uzrokuju
povratak u ravnotezni polozaj
2) A4 i A, sukompleksni brojevi, A = a +ib
a) a <0 — stabilno ravnoteZzno stanje, sustav oscilira oko ravnoteznog stanja s
amplitudom koja se smanjuje
b) a > 0 — nestabilno ravnotezno stanje, sustav oscilira oko ravnoteznog stanja S
amplitudom koja se povecava
€c) a =0 — sustav oscilira oko ravnoteznog stanja konstantnom amplitudom, nije
moguce odrediti stabilnost ravnoteznog stanja
3) A4 = A, —efekti na sustav se ne mogu odrediti
4) A1, = 0 —nakon male perturbacije, sustav se ne vraca u pocetno stanje, ostaje u stanju

u kojem se nasao.

Prema stabilnosti, fiksne tocke moZemo podijeliti u dvije grupe. Jednoj grupi
pripadaju fiksne tocke kod kojih mala promjena vrijednosti parametara ne dovodi do

kvalitativne promjene u faznom portretu i to su robusni (grubi, hiperbolicki) slucajevi:
e Repeleri (izvori) — obje vlastite vrijednosti imaju pozitivne realne dijelove-Slika 9.

e atraktori (ponori) — obje vlastite vrijednosti imaju negativne realne dijelove-

" node( engl.) = &vor
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e sedla — jedna vlastita vrijednost je pozitivna, a druga je negativna. (Slika 9.)

Drugu grupu ¢ine fiksne toc¢ke kod kojih mala promjena vrijednosti parametara dovodi do

kvalitativne promjene u faznom portretu i to su granicni (marginalni) slucajevi:

e centri — obje vlastite vrijednosti su imaginarne

e fiksne tocke viseg reda i neizolirane fiksne tocke — najmanje jedna vlastita vrijednost
je jednaka nuli.

Tako, sa glediSta stabilnosti, grani¢ni slucajevi su oni kod kojih najmanje jedna vlastita
vrijednost zadovoljava Re(1) = 0.
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Slika 9. Klasifikacija prema vlastitim vrijednostima i pripadni fazni portreti za dvodimenzionalni
sustav. Atraktor-stabilna fiksna tocka (lijevo). Repeler-nestabilna fiksna toc¢ka (desno).
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Slika 10. Klasifikacija prema vlastitim vrijednostima i pripadni fazni portreti za dvodimenzionalni
sustav. Spiralni izvor-nestabilna fiksna tocka (lijevo). Spiralni ponor-stabilna fiksna tocka (desno).
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Slika 11.Klasifikacija prema vlastitim vrijednostima i pripadni fazni portreti za dvodimenzionalni
sustav. Sedlo ¢vor-nestabilna fiksna tocka (lijevo). Centar-marginalno stabilna-neutralna fiksna
tocka (desno)
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7 BIFURKACIJE

Dinamicki sustavi opisani diferencijalnim jednadzbama veéinom ovise o0
parametrima. Obi¢no, postupna varijacija parametara sustava uzrokuje postupnu varijaciju
rjeSenja sustava. No, moze se dogoditi da mala promjena parametra ima znacajan u¢inak na
konacno rjeSenje. Opcenito, ako je u dinami¢kom sustavu dozvoljena varijacija parametara,
dolazi do promjena u dinamici sustava. Ravnoteza sustava moze postati nestabilna i moZze se
pojaviti periodi¢no rjeSenje ili se sustav moze na¢i u novoj stabilnoj ravnotezi koja prethodno
ravnotezno stanje ¢ini nestabilnim. Ova vrsta fenomena naziva se bifurkacija, a vrijednost
parametra pri kojoj se dogadaju ove promjene su poznate kao bifurkacijske vrijednosti ili

bifurkacijske tocke, a varirani parametar naziva se bifurkacijski parametar.

Postoji vise tipova bifurkacija: sedlo-¢vor bifurkacije, transkriti¢na, racvasta
bifurkacija i Hopfove bifurkacije. Prva tri tipa bifurkacija pojavljuju se u skalarnim
sustavima 1 sustavima diferencijalnih jednadzbi. Hopfove bifurkacije se ne pojavljuju u
skalarnim sustavima jer zahtijevaju promjenu periodickog rjeSenja, a skalarne diferencijalne

jednadZbe ne mogu imati periodicka rjeSenja.

7.2. Vrste bifurkacija

7.2.1. Sedlo-évor bifurkacije

Sedlo-¢vor bifurkacije su osnovni mehanizam kojim se fiksne toCke stvaraju i nestaju.
Najjednostavniji primjer ove vrste bifurkacije je diferencijalna jednadzba prvogred x = r +
x?2 gdje je r kontrolni parametar. Kada je r < 0, postoje dvije fiksne tocke, jedna je stabilna,
a druga nestabilna (Slika 12.a). Pove¢avanjem vrijednosti r prema nuli, parabola se ,,pomice

prema gore* , a fiksne tocke se jedna drugoj priblizavaju.

dx/dt dx/dt dx/dt

a)r<0 b)r=0 cr>0
Slika 12. Sedlo-¢vor bifurkacija.
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Zar = 0, fiksne tocke postaju jedna polustabilna fiksna tocka kada je x, = 0 (Slika 12.b).
Ovaj tip fiksne tocke je iznimno 0sjetljiv — ¢im r postane veci od nule, fiksne tocke nestaju
I sistem postane strukturno nestabilan (Slika 12.c). U ovom sluc¢aju bifurkacija se javlja za
r=20.

Uobi¢ajeni nacin prikazivanja bifurkacija je izokretanje osi ¢ime se dobiva
bifurkacijskog dijagrama (Slika 13.). Kontrolni parametar se nanosi na apscisu, a
promjenjiva varijabla na ordinatu. Kako bi se razlikovale stabilne i nestabilne ravnotezne
grane, koristi se puna linija za prikaz stabilnih i iscrtana linija za nestabilne ravnotezne grane.
Bifurkaciju predstavlja smeda tocka, a dvije crne tocke predstavljaju dvije fiksne tocke, od
kojih je jedna stabilna ( puna linija), a druga nestabilna ( iscrtana linija). Takoder, crvenim i
plavim strelicama je vizualiziran tok vektorskog polja. Bifurkacijski dijagram, prikazan na
Slika 13. odgovara diferencijalnoj jednadzbi y = —y? + A. Primjer x =r +x? su
reprezentativni za sve sedlo-¢vor bifurkacije, pa ih nazivamo prototipovi ili normalne forme

za sedlo-¢vor bifurkacije.

...............................

.................................

Slika 13. Bifurkacijski dijagram za sedlo-¢vor bifurkaciju.
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7.2.2. Transkriticna bifurkacija
Za razliku od sedlo-¢vor bifurkacije, u sluc¢aju transkriti¢ne bifurkacije, fiksne toc¢ke
postoje za sve vrijednosti parametra (Slika 14.). Normalna forma za transkriti¢énu bifurkaciju

je x = rx — x?2, gdje promjenjiva varijabla x i parametar r mogu biti i negativni i pozitivni.

dx/dt dx/dt dx/dt

a)r<0 b)r=0 c)r>0

Slika 14. Transkriti¢na bifurkacija.

Kada je r < 0, postoji nestabilna fiksna tocka za x, = r i stabilna fiksna toc¢ka za x, = 0.
Za x, = 0 postoji fiksna tocka za sve vrijednosti r. Kako r raste, nestabilna fiksna tocka
priblizava se ishodistu koordinatnog sustava i za r = 0 sustav ima samo jednu polustabilnu
fiksnu tocku. Za r > 0, ishodiste koordinatnog sustava postaje nestabilno i x, = r je sada
stabilna fiksna tocka. Ponekad se ovo naziva razmjena stabilnosti izmedu dvije fiksne tocke.
Razlika izmedu sedlo-Cvor i transkritiéne bifurkacije je §to u transkriticnoj, dvije fiksne

tocke ne nestaju nakon bifurkacije, ve¢ samo ,,razmjenjuju stabilnost*.

Slika 15. prikazuje bifurkacijski dijagram za transkriticnu bifurkaciju, gdje puna linija, kao
1 u proslom primjeru, predstavlja stabilnu granu ravnoteze, a iscrtana linija predstavlja
nestabilnu. Bifurkacijska tocka je oznaena smedom tockom, dok su ravnotezne (fiksne)

to¢ke oznacCene crnim tockama.
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Slika 15.Bifurkacijski dijagram za transkriti¢nu bifurkaciju.

7.2.3. Racvaste bifurkacije
Racvaste bifurkacije su poznate i pod nazivom pitchfork™. Karakteristika joj je $to se
fiksne tocke pojavljuju 1 nestaju u simetricnim parovima. Postoje dva tipa racvaste

bifurkacije: natkriti¢na 1 potkriti¢na.

dx/dt dx/dt dx/dt

a)r<o0 b)r=0 c)r>0

Slika 16. Natkriti¢na ra¢vasta bifurkacija.

* pitchfork (engl.) = ra¢ve
26



Normalna forma natkriti¢ne bifurkacije je x = rx — x3. Ova jednad~ba je invarijantna pri
promjeni x - —x (Slika 16.). Za r < 0, ishodiste koordinatnog sustava je jedina stabilna
fiksna tocka. Za r = 0, ishodiste je 1 dalje stabilno, ali slabije jer je linearizirani dio jednak
nuli. Za r > 0, ishodiste postaje nestabilno, a dvije nove stabilne fiksne to¢ke pojavljuju se
simetri¢no s obje strane ishodista, u x, = ++/7, $to je vidljivo i na bifurkacijskom dijagramu
(Slika 17.).

Natkriti¢na vrcasta bifurkacija se ponekad naziva bifurkacija unaprijed i blisko je povezana
sa neprekidnim ili faznim prijelazom drugog reda u statistickoj mehanici. U tehnickoj
literaturi, Cesto se za natkriti¢nu bifurkaciju koriste nazivi meka ili sigurna bifurkacija jer
fiksne tocke, razlicite od nule, nastaju na maloj udaljenosti od polozaja fiksne tocke prije

bifurkacije.

Normalna forma potkriti¢ne vréaste bifurkacije je dana jednadzbom x = rx + x3.Slika 18.

prikazuje dani primjer potkriti¢ne vréaste bifurkacije, a Slika 19. njen bifurkacijski dijagram.

Slika 17. Bifurkacijski dijagram za natkriti¢nu bifurkaciju.
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dx/dt dx/dt dx/dt

-1F

a)r<0 b)r=0 A)r>0

Slika 18.Potkriti¢na vrcasta bifurkacija za danu normalnu formu.

Fiksne tocke razli¢ite od nule, x, = ++/—7, su nestabilne i postoje samo prije bifurkacija
(r < 0). Ishodiste koordinatnog sustava je stabilan za r < 0, a nestabilan zar > 0, kao u
sluéaju natkriti¢ne bifurkacije. Medutim, u ovom slucaju se moze pokazati da x(t) —

+00 za konacéno vrijeme, polazec¢i od bilo kojih pocetnih uvjeta.

U realnim fizickim sustavima, takva eksplozivna nestabilnost Cesto se stabilizira
utjecajem cClanova viSeg reda, pa je kanonicki primjer za sustav koji prolazi kroz

potkriticnu vrcasti bifurkaciju dan jednadzbom

x =rx+x3—x5. (19)

Slika 19. Bifurkacijski dijagram za normalnu formu potkriticne vrcaste bifurkacije (izvor: [9]).
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Slika 20. Bifurkacijski dijagram za potkriti¢nu vrcastu bifurkaciju.

Nema gubitka u opéenitosti ako pretpostavimo da su &lanovi uz x3 i x° jednaki
jedinici. Za male vrijednosti x, zanemarujemo ¢lan x>, §to prikazuje Slika 19. U ovom
slucaju, za r <0, postoji jedna stabilna fiksna toka x, =0 1 dvije simetri¢no
rasporedene fiksne tocke. Za vrijednosti x, za koja ne moZemo zanemariti ¢lan x>,
nestabilne grane postaju stabilne za r = rg, gdje je s < 1. Ove stabilne grane postoje za

svaki r > 5.

Sa bifurkacijskog dijagrama (Slika 20.) moze se uoditi da u intervalu rs < r <7y
postoje dva kvalitativno razli¢ita stabilna rjeSenja sustava. Kada x(t) — oo, x, rjeSenje
se priblizava stabilnoj ili nestabilnoj fiksnoj tocki, ovisno o po€etnim uvjetima. Ishodiste
koordinatnog sustava je stabilno za male poremecaje, ali ne 1 za velike, odnosno mozemo

re¢i da je ishodiste lokalno stabilan, ali ne i globalno stabilan.

Postojanje razlicitih stabilnih stanja je od izuzetne vaznosti jer omogucava skokove
i histerezu pri promjeni vrijednosti parametra r. Pretpostavimo da je pocetno stanje
sustava x, = 0. Postupnim povecanjem vrijednosti parametra r (prikazano strelicom duz
r- 0si na Slika 20.), stanje sustava ostaje u istom polozaju, sve do r = r,,. Tada fiksna

tocka x, = 0 gubi stabilnost, pa ¢e i najmanji poremecaj prouzrokovati skok stanja
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sustava na jednu od udaljenih stabilnih stanja. Daljnjim povec¢anjem vrijednosti parametra

r stanje sustava ostaje na udaljenim stabilnim granama.

Ukoliko sada po¢nemo smanjivati vrijednosti parametra r, stanje sustava i dalje
ostaje na stabilnim granama, ¢ak i za r < ry. Da bi se sustav vratio u pocetno stanje x, =
0, potrebna je vrijednost parametra r < r,. Odsustvo reverzibilnosti* pri promjeni
parametra naziva se histereza®. U ovom slucaju, bifurkacija u tocki ry je sedlo- ¢vor
bifurkacija, pri kojoj se stabilne i nestabilne fiksne tocke, pri promjeni parametra 7,
pojavljuju ,kao iz vedra neba“. Analiza nelinearnog sustava (19) pokazuje da je
bifurkacijska analiza isklju¢ivo lokalnog karaktera. Bifurkacijske vrijednosti parametra i
tip bifurkacije se mogu utvrditi samo u okolini tocke bifurkacije. Globalna analiza, u koju
spada i analiza histereza, privilegija je jednostavnih sustava malih dimenzija, u koje spada
1 opisani model. U slucaju dvodimenzionalnih sustava, globalna analiza moze biti
izuzetno zahtjevna. Potkriticna bifurkacija se nekad naziva i invertna ili bifurkacija
unazad i povezana je s faznim prijelazom prvog reda. Cesto za ovaj tip bifurkacije koriste
nazivi teska ili opasna, zbog skoka od polozaja u fiksnoj tocki, prije bifurkacije, do

stabilnih grana na velikoj udaljenosti, poslije bifurkacije.

* reverzibilnost (lat.) — povratnost, okretanje u suprotan smjer
* histereza (gr¢.) - vremenska nepodudarnost izmedu uzro¢nika i u¢inka neke pojave, bilo da u¢inak ne nastupa
zajedno s uzroénikom ili da traje i nakon prestanka djelovanja uzro¢nika
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8 BIFURKACIJE U VISEDIMENZIONALNIM SUSTAVIMA

Kako prelazimo sa jednodimenzionalnih na dvodimenzionalne sustave, uvidamo da
fiksne toCke 1 dalje mogu nastati 1 nestati ili se destabilizirati promjenom vrijednosti
parametra. U slucaju viSedimenzionalnih sustava, uobiCajena definicija bifurkacija uvodi
koncept topoloske ekvivalentnosti: kada fazni portret, pri promjeni vrijednosti parametra,

mijenja svoju topolosku strukturu, kazemo da dolazi do bifurkacije.

8.1. Sedlo-évor bifurkacije
Kao $to je ve¢ ranije receno, sedlo-Cvor bifurkacije predstavljaju osnovni mehanizam za

stvaranje 1 iS¢ezavanje fiksnih to¢aka. Tipi¢an dvodimenzionalni primjer je:

Slika 21. Sedlo-¢vor bifurkacija u dvodimenzionalnom sustavu.

Promatrajmo fazni portret pri promjeni vrijednosti parametra u (Slika 21.). Za u > 0 postoje
dvije fiksne tocke: stabilan ¢vor u (xg, yo) = (+/u,0) i sedlo u (xy, vo) = (—/u, 0). Kada
vrijednost parametra u opada, te dvije fiksne tocke se priblizavaju, a zatim sudaraju kada
jeu = 0.Zapu < 0 fiksne tocke is¢ezavaju. Cak i nakon $to i§¢eznu, fiksne to¢ke nastavljaju
utjecati na tok: dolazi do pojave uskog grla (duh), gdje se trajektorija zadrZzava znatno duze

nego u ostalim oblastima faznog prostora.
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8.2. Transkriticne i vrcaste bifurkacije
Na slican na¢in mozemo konstruirati i tipicne primjere transkriti¢ne i vréaste bifurkacije u

stabilnoj fiksnoj tocki. Tipi¢ni dvodimenzionalni primjeri su:

X = ux — x?, y=-y, (transkriti¢na),
X = ux —x3, y=-y, (natkriti¢na vréasta), (21)
X = ux + x3, y = —y, (potkriti¢na vriéasta).

Slika 22. Natkriti¢na vrcasta bifurkacija.

Analiza svakog od ovih slucajeva vrsi se na isti nacin, pa ¢emo promotriti samo natkriti¢nu
vréastu bifurkaciju. Promatrajmo fazni portret pri promjeni vrijednosti parametra p. Za p <
0, jedina fiksna tocka je stabilan ¢vor u ishodistu koordinatnog sustava. Za pu = 0, ishodiste
je jos uvijek stabilno, ali sada pokazuje veoma sporo opadanje duz x-0Si umjesto
eksponencijalnog opadanja (kriticno usporavanje). Za u > 0, ishodiste koordinatnog sustava

gubi stabilnost i nastaju dvije nove stabilne fiksne tocke u (xq, yo) = (£+/u, 0) (Slika 22.).
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Slika 23. Potkriti¢na vrcasta bifurkacija.
Slika 23. prikazuje bifurkacijski dijagram za jednadZbu potkriticne bifurkacije (21). Vidljivo
je da potkriticna bifurkacija obrnuta od natkriticne, vezano za stabilnost ishodista
koordinatnog sustava. Za potkriti¢nu bifurkaciju, ishodiste je stabilno za u < 0, uz prisustvo
dviju nestabilnih fiksnih tocaka. Za u = 0, dolazi do sudara dviju nestabilnih tocaka u

ishodi$tu ¢ime ono postaje nestabilno i za vrijednosti u > O.

Slika 24. Transkriti¢na bifurkacija.

Slika 24. prikazuje transkriticnu bifurkaciju. Kada je u < 0, postoji nestabilna fiksna tocka
i stabilna fiksna tocka u ishodi$tu koordinatnog sustava. Kako p raste, nestabilna fiksna
tocka priblizava se ishodistu koordinatnog sustava i za u = 0 sustav ima samo jednu
polustabilnu fiksnu tocku u ishodistu. Zau > 0, ishodiste koordinatnog sustava postaje
nestabilno uz prisustvo jo§ jedne stabilne fiksne to¢ke. Kao i u jednodimenzionalnom

primjeru, dolazi do razmjene stabilnosti izmedu dviju fiksnih tocaka.
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8.3. Hopfove bifurkacije

Prethodno smo vidjeli da do pojave bifurkacija dolazi kada je jedna od vlastitih
vrijednosti jednaka nuli. Opéenito, sedlo-Cvor, transkriticna i vrCasta bifurkacija
predstavljaju primjere bifurkacija sa vlastitim vrijednostima jednakim nuli. U ovom slucaju,
do pojave bifurkacije dolazi pri sudaru dvije ili viSe fiksnih toc¢ki. Razmotrimo sada
mogucnost da fiksne tocke izgube stabilnost bez sudaranja sa drugim fiksnim tockama, $to

je karakteristi¢no za viSedimenzionalne sustave.

flastite vrijednosti Vlastite wrijednosti
Imm{A; Im{A)
®
—% & Re Re
&

Slika 25. Vlastite vrijednosti u kompleksnoj ravnini.

Pretpostavimo da dvodimenzionalni sustav ima stabilnu fiksnu to¢ku. MoZemo
postaviti pitanje na koje sve nacine fiksna toCka moze izgubiti stabilnost pri promjeni
parametra u. Ako su fiksne tocke stabilne, onda obje vlastite vrijednosti 1; i 1, moraju biti
u lijevoj poluravnini, Re(1) < 0. Posto A zadovoljava kvadratnu jednadzbu s realnim
koeficijentima, moguca su dva slucaja: ili su obadvije vrijednosti realne i negativne ili su
konjugirano kompleksni brojevi (Slika 25.). Da bi se fiksna toc¢ka destabilizirala, potrebno
je da jedna ili obje vlastite vrijednosti prijedu na desnu poluravninu, pri promjeni parametra

U.

Hopfova bifurkacija se odnosi na lokalno stvaranje ili nestajanje periodi¢nog
rjesenja, kako parametar prelazi preko kriticne vrijednosti. U diferencijalnim jednadzbama,
Hopfova bifurkacija se obi¢no pojavljuje kada par kompleksno konjugiranih vlastitih
vrijednosti, u fiksnoj tocki, postane u cijelosti imaginaran. Ovo implicira da se Hopfove

bifurkacije mogu pojaviti jedino u sustavima dimenzijan > 2.
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8.3.1. Natkriticna Hopfova bifurkacija

Kada su realni dijelovi vlastitih vrijednosti negativni, fiksna tocka je stabilna (Slika
9. lijevo). Kada realni dio prijede nulu i postane pozitivan, fiksna tocka postaje nestabilna
(repeler). No, ova promjena stabilnosti je lokalna, te na dovoljno velikoj udaljenosti, fazni
portret sustava je kvalitativno nepromijenjen. Zbog nelinearnosti, o¢ekujemo pojavu
periodi¢nih orbita. U mnogim slucajevima, te orbite su rezultat oscilacija malih amplituda
sa grani¢nim ciklusima oko prethodnog ravnoteznog stanja. Tada kaZzemo da su se pojavile

natkriticne Hopfove bifurkacije.
Jednostavan primjer natkriticne Hopfove bifurkacije dan je sustavom:

7 =ur—r3

0 = w — br2. (22)

b) u=0

Slika 26. Natkritiéna Hopfova bifurkacija.

Postoje tri kontrolna parametra: u kontrolira stabilnost fiksne tocke u ishodistu koordinatnog
sustava, w je frekvencija infinitezimalnih oscilacija, a b odreduje ovisnost frekvencije o
amplitudi za oscilacije ve¢ih amplituda. Kada je u < 0, ishodiSte koordinatnog sustava r =
0 je stabilna zavojnica ¢iji smjer rotacije ovisi o predznaku w (Slika 26.a). Za u =0,
ishodiste je jo§ uvijek stabilna zavojnica, sa sporim opadanjem (Slika 26.b.). Za u > 0,
ishodiste koordinatnog sustava postaje nestabilno (Slika 27.a) i pojavljuje se stabilni grani¢ni
ciklus, oblika bliskog kruznici r =+/u (Slika 27.b). Prema tome, u = 0 je vrijednost

bifurkacijskog parametra.
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Slika 27. Natkritiéna Hopfova bifurkacija za p>0.

Da bismo vidjeli kako se vlastite vrijednosti ponasaju tokom bifurkacije, zapisat ¢emo sustav
u polarnim koordinatama. Zamjenom x =rcosf, y =7rsinf i r?=x?+ y?
dobivamo:
X =7cosf —rfsinb
= (ur —r3)cos @ —r(w + br?) sin6
=[p—G*+y)x— [0+ bG&* +y2)]y (23)
= ux — wy + kubni ¢lanovi

y = wx + py + kubni ¢lanovi
Tada je Jakobijeva matrica u ishodistu koordinatnog sustava:

/= (5) _uw)’ (24)

a vlastite vrijednosti su A;, = u + iw. Kao Sto smo i pretpostavili, vlastite vrijednosti
prelaze imaginarnu os s lijeva na desno kada u raste od negativne ka pozitivnoj vrijednosti.

Ovaj idealizirani slucaj ilustrira dva pravila koja su tipi¢na za natkriticnu Hopfovu

bifurkaciju:

1. Velic¢ina grani¢nog ciklusa raste neprekidno od nule, a povecava se proporcionalno
veli¢ini \/u — pe, 78 p~pe.

2. Frekvencija grani¢nog ciklusa je priblizna w = Im(4),za u = .. Ovo vrijedi u
pocetku grani¢nog ciklusa, reda veli¢ine O(u — u.) za p blisko u.. U tom sluéaju,
periodje T = 2n/ImA) + O(u — u.) .

Takoder, ovaj idealizirani primjer ima i neka umjetna svojstva, odnosno svojstva koja

se Cesto ne srecu u primjenama. Prvo, u najveéem broju slucaja, grani¢ni ciklusi
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imaju oblik elipse, a ne kruZnice. Pri tome, oblik grani¢nog ciklusa se deformira
kako se parametar p udaljava od bifurkacijske toc¢ke. Drugo, u ovom slucaju, vlastite
vrijednosti se pomicu po horizontalnoj osi kako se mijenja parametar p. Im (1) je
strogo nezavisno o vrijednosti u. Medutim, vlastite vrijednosti mogu pratiti zaobljenu

trajektoriju i prije¢i imaginarnu os sa nagibom razli¢itim od nule.

8.3.2. Potkriticna Hopfova bifurkacija
Potkriticna Hopfova bifurkacija je uvijek dramati¢na i potencionalno opasna u primjeni.
Naime, nakon bifurkacije, trajektorije skacu na udaljeni atraktor, koji moze biti fiksna tocka,

grani¢ni ciklus, beskonac¢nost ili kaoti¢ni atraktor, u prostorima sa tri ili viSe dimenzija.

Promotrimo sada primjer dvodimenzionalnog sustava:

F=pur+r3—175,

0 =w— br? (25)

Za vrijednost u < 0, postoje dva atraktora — stabilan grani¢ni ciklus i stabilna fiksna tocka
u ishodistu koordinatnog sustava (Slika 28.). Izmedu njih se prostire nestabilni ciklus. Kako
u raste, nestabilni ciklus se suzava oko fiksne tocke. Potkriticna Hopfova bifurkacija se
pojavljuje u u = 0, gdje se nestabilni ciklus smanjuje do nulte amplitude i u potpunosti
zahvaca ishodiste, ¢ineéi ga nestabilnim (Slika 29). Rjesenja koja su ostala u blizini ishodista

sada su prisiljena prerasti u oscilacije velikih amplituda.

Uodljivo je da sustav, pri promjeni parametra u, pokazuje efekt histereze™. Jednom kada
zapocnu oscilacije velikih amplituda, ne mogu se zaustaviti jednostavnim vrac¢anjem
vrijednosti parametra u na nulu. U stvari, oscilacije velikih amplituda trajati ¢e do vrijednosti

u = —1/4, gdje se stabilni i nestabilni ciklusi sudaraju i anihiliraju.

* histereza (gr¢.) — vremenska nepodudarnost izmedu uzroénika i u¢inka neke pojave, bilo da u¢inak ne nastupa
zajedno s uzro¢nikom ili da traje i nakon prestanka djelovanja uzro¢nika
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aju<o b) u=-0.1

Slika 28. Potkriti¢éna Hopfova bifurkacija za u<0.

aju=0 b) >0

Slika 29. Potkriti¢éna Hopfova bifurkacija za u>0.

Potkriticne Hopfove bifurkacije se pojavljuju u dinamici nervnih €elija, u aeroelasticnom
podrhtavanju i drugim aerodinami¢nim vibracijama, kao i pri pojavi nestabilnosti u strujanju
fluida. Pod uvjetom da, u promatranom sustavu, dolazi do pojave Hopfovih bifurkacija, kako
se moze odrediti je li ta bifurkacija natkriti¢na ili potkriticna? Linearizacija ne daje odgovor,
jer u oba slu€aja par vlastitih vrijednosti se pomice sa lijeve na desnu poluravninu. Tip
bifurkacije se moze odrediti analiticki, ali je proces kompliciran. Numeric¢ki, pomocu

racunala, odredivanje tipa bifurkacije je brze i jednostavnije. Ako se mali, grani¢ni ciklus
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pojavi odmah nakon $to fiksna toc¢ka postane nestabilna i ako se njegova amplituda vrati na
nulu kako se parametar mijenja, bifurkacija je, gotovo sigurno, natkriticna. U suprotnom,
bifurkacija je, gotovo uvijek, potkriti¢na, kada najblizi atraktor moze biti daleko od fiksne

tocke, a sustav pokazuje histerezu sa promjenom vrijednosti parametra.
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9 REZULTATI

Numericko rjeSenje dinamickog sustava opisanog jednadzbama (10) potvrduje
¢injenicu da minimalni model moze generirati oscilacije. Numericko rjeSenje je dobiveno
programom Matlab, a koriStene su vrijednosti parametara dane u Tablica 1. Nastale
oscilacije SPB-a imaju gotovo trokutasti valni oblik, s amplitudom nesto manjom od L/ 2
(Slika 30.). Ovo se reflektira u gotovo kvadratnom valnom obliku brzine SPB-a. Ukupan
broj motora dineina, koji povezuju mikrotubule i stani¢ni korteks, ovise o brzini SPB-a: kada
se promijeni smjer kretanja SPB-a (obiljezeno sa zvjezdicom na Slika 30.) , broj motora
dineina prikljuenih na novi vode¢i mikrotubul se povecava. Istovremeno, broj motora

dineina na mikrotubulu, koji je sada prate¢i mikrotubul, se smanjuje.

50|00 10(|)00 15000

VseB
o
1

5000 10000 15000
T

N motora
e ks O
=] o o
T
1

o
T

o
L

Slika 30. Numericko rjesenje minimalnog modela

Brzo odvajanje motora dineina sa prateCeg mikrotubula je rezultat velike sile
opterecenja koja djeluje na motore dineina koji se opiru gibanju SPB-a. U usporedbi sa
motorima na prate¢em mikrotubulu, na motore dineina na vode¢em mikrotubulu djeluje niza
sila opterecenja, ¢ime je i Stopa odvajanja niza $to omogucava njihovo akumuliranje.
Ukratko, oscilacije su generirane promjenom stope odvajanja koja ovisi o optere¢enju, dok

proces priklju¢ivanja motora ne ovisi o tome je li mikrotubul vode¢i ili prateci.
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Slika 31. prikazuje fazne portrete minimalnog modela. Vrijednosti ostalih

parametara su iste kao i na ilustraciji minimalnog modela kojeg prikazuje Tablica 1, uz
izuzetak parametra v, = 0.1 %ji se pokazao kao idealna vrijednost za generiranje oscilacija
za dane vrijednosti sile f.. Atraktori na faznim portretima koji odgovaraju vrijednostima

parametra od f, = 3 pN do f. = 5pN su graniéni ciklusi. Opéenito za minimalni model,

zatvorene orbite su vidljiv na faznim portretima za vrijednosti parametra f, < 5 pN.

Trajektorije koje su prikazane na faznim portretima za vrijednosti parametra f, >
5pN odgovaraju stabilnim fiksnim to¢kama, dok je za vrijednosti parametra f. > 6pN

vidljivo da se oscilacije jedva generiraju.

f,=44pN =45 pN

&

f,=52pM

£=7pN

SN LT

Slika 31.Fazni portreti minimalnog modela za razli¢ite vrijednosti parametra fc.
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9.1. Utjecaj parametara na minimalni model

Kako bismo odredili podru¢je u parametarskom prostoru u kojoj se oscilacije
generiraju, varirali smo tri parametra koja nemaju eksperimentalno izmjerene vrijednosti,
ko, konc 1 f. Kada se stopa odvajanja u odsutnosti optere¢enja, k, povecava ili smanji deset

puta, u odnosu na vrijednost danu u tablici (Slika 32.), ponasanje modela se bitno ne mijenja.

= -1
kn =001s

= 1
ko =015

k, =0001s"

10t

05

%10

w10

05

x 10

0 05

1
vrijeme

15

x10*

05

v 1ﬂ4

Slika 32. PonaSanje modela za razli¢ite vrijednosti parametara. Prvi redak slika predstavlja polozaj
SPB-a, drugi redak brzinu SPB-a, a tre¢i redak broj motora na desnom (plavo) i lijevom (crveno)
mikrotubulu.

9.2. Analiza stabilnosti
Vrijednosti ravnoteznog stanja sustava (10) moze se pronaci izjednacavajuci sve
vremenske derivacije sa nulom i rjeSavaju¢i nastale jednadzbe. Da bismo pronasli

ravnotezne tocke dinamickog sustava, kineti¢ke jednadzbe (10) izjedna¢imo sa nulom:

dxspp _ fo ["r (% - xSPB) - (% + xSPB)]

_ . (26)
Y O P P

Primjenjujuci da je fy, vy, € # 0, dobivamo prvu ravnoteznu tocku sustava
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L(nr - nl)

= — 27
%o Z(nr + nl) ( )
Ponavljajuc¢i isti postupak za preostale dvije jednadzbe sustava:
dm fo 1 dxspp
P 0 = kync — koexp [z(l + v_o It )] n (28)
fo 1 dxspp
kyonc = koexp [E (1 o )] n. (29)
UvrStavanjem Xgpg = X = Lig=my) jednadzbu (21) dobivamo jednostavan izraz
Z(TLR‘I‘TLL)
konc = koexp (%) n, (30)
c
iz ¢ega slijedi druga ravnoteZna tocka sustava:
f
nd = kon (%) (31)

0
Analogno tome, rjesavaju¢i kineticku jednadzbu za desni mikrotubul dobivamo trecu

ravnoteznu to¢ku sustava

_ konc (F) (32)

U ravnoteznom stanju, gusto¢a motora na lijevom mikrotubulu je jednaka gusto¢i motora na

desnom mikrotubulu, odnosno:

n} =n =ng (33)

Kako u ravnoteznom stanju ne postoji asimetrija u gusto¢i motora na mikrotubulima, sustav

necée generirati oscilacije, odnosno nema gibanja SPB-a,

xSPBlno = xo = 0. (34)
Jednadzbe (31), (32) i (34) predstavljaju ravnotezne tocke dinamickog sustava (10). Drugi

korak analize stabilnosti je izraGunati Jakobijevu matricu sustava u ravnoteznom stanju. U
ovom trenutku moramo razlikovati Jakobijevu matricu originalnog sustava i matricu
lineariziranog sustava oko referentne ravnotezne tocke. Dok Jakobijeva matrica originalnog
nelinearnog sustava sadrzava i varijable i konstantne, matrica lineariziranog Ssustava

sadrzava samo konstante. Za dinamicki sustav (10), Jakobijeva matrica izgleda:
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[( 0 dxspp 0 dxspp 0 dxspp) ]
o), Gar), (ﬁ?)
d dn, d dn, d dn,
J (xo,mo) = <6xSPB dt )xo (ang dt )ng (a_n? dt) " (35)
Jd dn Jd dn Jd dn
(6x5PB dt) <6nr dt) <6nl dt) nd |

Radi lakSeg snalazenja pr111k0m racunanja svaki element Jakobijeve matrice smo oznacili

sa a;;(i,j = 1,2,3) i ra¢unali zasebno.
a _( d dePB) —2fovokonc
11 — - f
Wsrr At Tay  gugkge e + Lfgkone
( d dxsma) Lfok,vo
_fi
e A e g (Lgkonce™ Ve + Evoks )
a _(idxsps> _ —Lfokovo
13 — 0 - _f
on dt /o, 2<Lf0konce . +Ev0k0>
a _( d dnr) _ _zfoz(konc)z
21 — - f
Pors A0 L0 fo (Lfokone + Evokoe 1)
d dn f Lf¢kokonc
ayy = (ano dtr) _ —koe O/fc + fO ofoon
P 2. (Lfokonce™ /e + gvpk) - (%9)
a _<idnr> _ ~Lffkokonc
23 — 0 - _f
o dt Joo op (Lfokonce °/fc+§v0k0)
a _( d dnl) _ Zfoz(konc)z
31 — - J7
Pors A0y (Lokone + Evokoe 1)
a _( a ﬂ) _ _Lfozkokonc
32 — 0 - _f
o A g, (Lfokonce™ e + Eugks
d dn f LfZkokonc
T <a——t) = koo e+ T
U g 2f. (Lfokonce_ 't + fvoko)
U elementima Jakobijeve matrice uo¢ena je simetrija:
Q12 = —4q3
Q21 = —a31 (37)
Q2 = Q33
Az3 = A3z
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Sljede¢i korak je pronaci vlastite vrijednosti Jakobijeve matrice. Vlastite vrijednosti

A4, ++, Ay su, u principu, n rjesenja (korijeni) karakteristi¢ne jednadzbe

det(J — AI) =0 (38)

1 0 O
gdje je | jedini¢na matrica, I = |0 1 0]

0 0 1
Odnosno:
a;; — A ai» a3
det a21 a22 - A CL23 (39)
asq as; asz — A
Konacan oblik karakteristi¢ne jednadzbe je:
2%+ Aays — azp — A11) — 20412051 + a11(az2 — az3) (40)

gdje smo primijenili simetrije (37) u elementima Jakobijeve matrice.

Izracunavanjem karakteristi¢ne jednadzbe (40) dobivene su vlastite vrijednosti Jakobljeve

matrice dinamic¢kog sustava (10):

A2
1

f0/ 2f0/
- 7 (L efukokonc(fo = £2) = foko (2fokonc + §vokoe %)
2fe (Lfo kon ¢ + Evg kg e7c (41)

+i\/(8fk KonCVof2 (Lfk c+ Evok efo/fc)—<Lef0/fffk Konc(fo — £.) — ok (ka c+ Evok e2f°/fc)>]
= otofontVoJc 0on oo orotont\Jo c chto 0fton oo

Vlastite vrijednosti su kompleksni brojevi s negativnim realnim dijelom, odnosno
ravnotezno stanje je stabilno i sustav oscilira. Imaginarni dio je zasluzan za oscilacije, dok
promjena rezima iz stabilnog u nestabilno stanje vezano je za realni dio vlastitih vrijednosti.

Za Re(A) = 0 dolazi do promjene rezima, odnosno dobivamo izraz za ovisnost parametra

fe:
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21
fk2Evge  /fe

fo fo
fo(Le Vrefoleo — Le Vtefokeg = 2w )

konc = (42)

Slika 33.0visnost parametra fc 0 konC

Na grafu koji prikazuje Slika 33. su vidljiva dva rezima rada sustava, definirana
vrijednostima parametra f. — karakteristicna sila. Za f, < 11i f, > 5 sustav ne oscilira, dok

za f, €< 1,5 > sustav oscilira.
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9.3. Numericko rjeSenje

Nakon provedene analize stabilnosti, sljede¢i korak je ponoviti dobiveni rezultat
numericki. U tu svrhu je ponovo koristen program Matlab. Zadatak je bio nadograditi pocetni
program za minimalni model tako da program, na osnovu rezultata dobivenih za xgpg, za
sve moguce kombinacije vrijednosti parametara f. i k,,c moze odrediti generiraju li se
oscilacije ili ne. Jedan od nacina na koji se moze pristupiti rjeSavanju ovog problema je
usporedivanje perioda. Program za minimalni model kao rezultat daje graf xspp iz kojeg se
moze ocitati vrijeme perioda te usporedbom nekoliko zadnjih titraja odrediti da li su to
stabilne oscilacije. Drugi nacin je prona¢i amplitude titranja te njihovom usporedbom

odrediti opadaju li oscilacije ili su ustaljene ili promatrati medusobne udaljenosti amplituda.

fc (pN)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
kon ¢ (pum1sl)

Slika 34. Numeri¢ko rjeSenje minimalnog modela.

Za numericko rjesavanje odlucila sam se promatrati amplitude titranja. Prvi korak je
bio odrediti maksimalne amplitude. U programu Matlab ugradena je funkcija findpeaks”koja
pronalazi lokalne maksimume ili vrhove. No, krivulje minimalnog modela, dobivene
iteracijom, nisu glatke, odnosno tijekom jednog perioda dogadaju se mali skokovi koje

funkcija findpeaks automatski detektira kao maksimume, iako to nisu maksimumi. Rjesenje

* findpeaks (engl.) = funkcija koja pronalazi maksimume
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je bilo napisati funkciju koja ¢e moci pronaci i1 detektirati maksimume, njihove iznose 1
polozaje. Peakdet pronalazi maksimume - maxtab, i minimume — mintab. Maxtab i mintab
se sastoje od dvije kolumne: u prvoj kolumni su indeksi odnosno polozaji vrhova, a u drugoj
iznosi vrhova. Princip na kojem radi funkcija peakdet je da pronalazi neku tocku cija
vrijednost je veca od prethodne i sljedece tocke, uz uvjet da nema tocke vece vrijednosti u
njezinoj okolini za neki zadani iznos delta. Na taj na¢in je osigurano da mali vrhovi nece biti
detektirani i time nece utjecati na daljnji rad programa. lako funkcija peakdet pronalazi i
maksimume i minimume, bazirala sam se na promatranju samo maksimuma. Za svaku
kombinaciju vrijednosti parametara f i k,, c provodi se iteracija minimalnog modela te na
podatke dobivene za xspp djeluje funkcija peakdet i pronalazi maksimume i minimume.
Posto je broj iteracija i viSe nego dovoljan za uspostavljanje stabilnih oscilacija, morala sam
postaviti uvjet na broj maksimuma koje je program u startu mogao zanemariti i tu
kombinaciju parametara oznaciti kao podrucje u kojoj se oscilacije ne generiraju.
Usporedbom apsolutnih vrijednosti razlika nekoliko zadnjih maksimuma dobivamo
informaciju o oscilacijama. Prema dobivenom rezultatu (Slika 34.) mozemo zakljuciti da se

analiticko 1 numericko rjeSenje poklapaju .

fc=0.9 pN konc=0.1 pmls? f.=0.9pN kon€=0.33 umls?

Xsps (pum)

(A Il

| -

1 1 1 1 1 1 1

1 ('t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
broj iteracija broj iteracija

Slika 35. Generirane oscilacije pri niskim vrijednostima parametara.

U podruc¢ju malih vrijednosti parametara dolazi do malog odstupanja od analitickog
rjeSenja. Sustav, u tom podrucju, za dane kombinacije vrijednosti parametara f. i k,,¢

uspijeva generirati oscilacije jednakih amplituda, no te su oscilacije kratkog vijeka, odnosno
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iS¢ezavaju ve¢ nakon malog broja iteracija (Slika 35.). Kako je program osmisljen da vrsi
analizu nekoliko zadnjih maksimuma, odnosno ne postoji uvjet na broj iteracije, podrucja
kombinacije malih vrijednosti parametara su oznac¢ene kao podrucje u kojima sustav generira
oscilacije stalnih amplituda. Prema analiticCkom rjesenju (Slika 33.) te tocke predstavljaju
parametarsko podru¢je u kojima sustav ne generira oscilacije. Pri niskim vrijednostima
parametra f., uoc¢avaju se tocke koje predstavljaju kombinacije vrijednosti parametara za
koje sustav ne generira oscilacije. Vidljivo je da oscilacije ili uop¢e nisu generirane ili utrnu
nakon nekoliko desetak iteracija (Slika 36.). Po¢etna titranja su posljedica pocetne asimetrije
u broju molekularnih motora, na desnom i lijevom mikrotubulu, zadane programom kako bi

se osiguralo generiranje oscilacija.

fc=1.3pN konc=0.3 pmlsl f.=1.6 pN kon € = 0.48 pm-lsl
| 1l |
a2
2
0 20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 a0 100 120
fc=1.0pN konc=0.9 pm1sl fc=1.2pN Kon €=0.55 pmls?
’g =
a
s J _
4

1 1
0 20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
broj iteracija

Slika 36. PonaSanje dinamic¢kog sustava u parametarskom prostoru.

Biokemijske oscilacije obi¢no slijede Hopfove bifurkacije, pa tako i numeri¢ko
rjeSenje minimalnog modela predstavlja Hopfovu bifurkaciju. Trebamo odredili koja je vrsta
bifurkacije, odnosno radi li se o potkriti¢noj ili natkriti¢noj bifurkaciji. Kako je spomenuto
ranije, kod potkriticne Hopfove bifurkacije sustav pokazuje histerezu promjenom vrijednosti
parametra. Da bismo saznali pokazuje li minimalni model histerezu, promatrali smo

amplitude oscilacija pri promjeni parametra k,,, ¢ za danu vrijednost parametra f.
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Amplitude oscilacija, Xspp, prikazane su kao funkcije od k,,c, za tri razlicite
vrijednosti parametra f,. Iz grafa (Slika 37.) je vidljivo da povecanjem parametra k,,c,
krivulja za f. = 1.5 pN (plavo) pokazuje ostar prijelaz sa oscilacija malih amplituda na
oscilacije velikih amplituda, za k,,c = 0.062 um™~1 s~1, dok ostale dvije krivulje (f. =
2.5 pN, zuto, f. = 4 pN, zeleno) pokazuju glatko povecanje amplitude oscilacija. Histereza
se pojavljuje za k,,c ~ 0.046 — 0.062 um~! s~1, odnosno jednom kada zapo¢nu oscilacije

velikih amplituda, ne mogu se zaustaviti jednostavnim smanjenjem vrijednosti parametra

konc.
b
f =25pN
55
il f =15pN
45~
4_.
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Slika 37. Bifurkacijski dijagram za minimalni model.

Stvarna putanja ka kaosu je vjerojatno mnogo kompliciranija, ukljucujuci viSestruke

Hopfove bifurkacije, inverzne Hopfove bifurkacije, i dr.
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10 ZAKLJUCAK

Minimalni model opisan diferencijalnim jednadzbama (10), osim §to pokazuje jasno
definirano podrucje u parametarskom prostoru u kojem se oscilacije generiraju (Slika 34),
pokazuje i dva rezima titranja: titranje malih amplituda i titranje velikih amplituda (Slika
38).

fc (pN)

ol . . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

kon ¢ (ums?)

Slika 38. Dva rezima titranja minimalnog modela.

Postojanje dvaju rezima titranja je definirano parametrom f,, karakteristicnom silom
sustava. Za f, < 4 pN broj molekularnih motora na prate¢em mikrotubulu je znatno manji
od broja motora na vode¢em. Brzo odvajanje motora sa prate¢em mikrotubula je posljedica
velikog opterecenja koje vrSe upravo mnogobrojni motori na prate¢em mikrotubulu pa ovaj
rezim mozemo nazvati rezim velikog opterecenja $to za posljedicu ima oscilacije velikih
amplituda (Slika 39.). Oscilacije velikih amplituda je svojstvo potkriticne Hopfove
bifurkacije. Jos$ jedna potvrda da ovaj rezim odgovara potkritiénoj Hopfovoj bifurkacija je i
pojava histereze koja se javlja za f, = 1.5 pN (Slika 37.). Za f. > 4 pN broj molekularnih
motora na prate¢em mikrotubulu je usporedan s brojem motora na vode¢em mikrotubulu

zbog Cega ga mozemo nazvati rezimom niskog optere¢enja. Oscilacije koje su javljaju u
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ovom rezimu su oscilacije malih amplituda, §to je svojstvo natkritiécne Hopfove bifurkacije

(Slika 40.).

f=3pN k c=09ym’s’
6 T T T T
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Slika 39. Oscilacije velikih amplituda minimalnog modela.
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Slika 40. Oscilacije malih amplituda minimalnog modela.

Vazno je naglasiti da moze do¢i do pojave i degenerirane Hopfove bifurkacije.

Tipi¢an primjer predstavlja njihalo u viskoznoj okolini (priguseno gibanje) X + ux +
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sinx = 0. Kako se mijenja prigusenje u, od pozitivnog ka negativhom, tako se stabilnost
fiksne toCke, u ishodistu koordinatnog sustava, mijenja iz stabilne u nestabilnu zavojnicu.
Medutim, za ¢ = 0, nema prave Hopfove bifurkacije, jer ne postoje grani¢ni ciklusi ni za
u > 0,nizayu < 0. Umjesto toga, za u = 0 imamo kontinuirani pojas zatvorenih orbita koje
okruzuju ishodiste. Ove orbite ne predstavljaju grani¢ne cikluse jer nisu izolirane - U svakoj

okolini bilo koje od ovih zatvorenih orbita nalazi se bar jos$ jedna.

Pojava Hopfovih bifurkacija predstavlja osnovu kvaziperiodicnog puta u kaos, koji
je prvi put uocen u dinamici van der Polovog oscilatora, gdje spiralni ¢vor postaje nestabilan
i prelazi u grani¢ni ciklus kroz Hopfovu bifurkaciju, koji potom prelazi u torus kroz drugu
Hopfovu bifurkaciju ( Neimark — Sacker bifurkaciju), nakon ¢ega dolazi do pojave kaosa.
Tako je veoma tesko odrediti kompletan niz bifurkacija koje vode do kaosa, smatra se da je
Hopfova bifurkacija 1 kvaziperiodi¢ni put i kaos najces¢e susretan u primjenama. Ovaj
rezultat je logiCan, s obzirom na to da su vlastite vrijednosti nasumi¢nog viSedimenzionalnog

sustava rasporedene preko cijele kompleksne ravnine, sa samo malim brojem na realnoj osi.
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