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Uvod

U diplomskom radu bavit éemo se problemom jednodimenzionalne slucajne Setnje s ko-
laci¢ima. U engleskoj literaturi problem se naziva multi-excited random walk on integers
(multi-ERW) [[11]], ili popularnije cookie random walk i brownie motion. To je klasa slucaj-
nih Setnji na Z s pomacima za jedno mjesto ulijevo ili udesno 1 to u slu¢ajnim i nesluc¢ajnim
okolinama takvim da se u svakoj tocki slucajni SetaC kree nadesno s vecom ili jednakom
vjerojatno$¢u nego nalijevo s time da ta vjerojatnost ovisi o okolini u kojem se Seta¢ na-
lazi, tj. na kojem se to¢no mjestu nalazi i koliko je puta tamo ve¢ bio. Cilj rada je doci
do kriterija za povratnost i prolaznost Setnje i rei nesto o brzini Setnje. Rad se temelji na
Clanku Martina Zernera [11] iz 2005. godine. Da bismo jasnije prikazali problematiku,
krenut ¢emo s ilustrativnim primjerom.

Primjer 0.1. Promatramo slucajnu Setnju na Z takvu da na svakom mjestu imamo dva
kolacic¢a. Setac krece iz ishodista i kad god na trenutnoj poziciji postoji barem jedan kola-
Ci¢, Setac pojede tocno jednog i skace nezavisno od proslosti nadesno s vjerojatnosti p, a
nalijevo s vjerojatnosti 1 — p, gdje je p € [%, 1] fiksan. Ako na trenutnoj poziciji Setaca vise
nema kolacica, onda skace nezavisno od proslosti nadesno i nalijevo s vjerojatnosti %
Kroz rad ¢emo pokazati da postoji fazni prijelaz izmedu povratnosti i prolaznosti u ovis-
nosti o p. Preciznije, ako je p € %, 1| Setnja je povratna, tj. Setac ce se gotovo sigurno
vratiti u ishodiste beskonacno mnogo puta. Ako je pak p > %, Setnja je prolazna, tj. Setac
Ce se gotovo sigurno vratiti u ishodiste samo konacno mnogo puta. Takoder, zakljucit cemo
da je vjerojatnost da se Setac¢ nikada ne vrati u ishodiste (2 - ﬁl = max {2 — 2p+1’ O}. 1
konacno, zakljucit cemo da je za p < 1 brzina Setnje 0, cak i kada je Setnja prolazna.

Ovaj primjer Zelimo formalizirati 1 generalizirati.
Definicija 0.2. Okolina s kolacic¢ima (ili samo okolina) je element
. N\Z
w = ((2))ez = (@ Diarr)ez € Qo = ([1/2,117) .

Za w(z,1) ¢emo reci da je snaga i-tog kolacica u z. To je vjerojatnost slu¢ajnog Setaca da
sko€i iz z u z + 1 ako se trenutacno i-ti put nalazi u z. Neki autori zato govore o kolac¢i¢ima
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kao o mitu koje inae nepristranog Setaca potice na kretanje nadesno.

Definirajmo formalno multi-ERW. Neka je x € Z 1 neka je w € Q.. Promatramo cjelobrojni
sluc¢ajni proces (X,,),>0 na nekom prikladnom vjerojatnosnom prostoru (Q2, ¥, P,,,) 1 slu-
¢ajni proces njegove povijesti (H),),>o definiran s H,, := (X,,)o<m<n = Xo, X1, .-+, Xn-1, Xn) €
Z"! tako da vrijedi P, ,-g.S.

Px,w(XO = )C) = 1’
Px,w(XnH =X, + 1|Hn) = w(Xn, #{m < n|Xm = Xn})’
Px,w(Xn+1 = Xn - llHn) =1- w(Xm#{m < n|Xm = Xn})

x € Z zovemo pocetnom pozicijom slucajne Setnje. Primijetimo da je proces povijesti
(H,), Markovljev lanac. Naime, u izrazu

Pyo(Hyer = Gt 1Hy = ()nch, .. Ho = if)

m=0 m=0°

je uvjetna vjerojatnost dobro definirana samo u slucaju kada je H, = (i})"=5, H,.; =
@, ﬁzg‘l, ....Hy = i, za i,...,i, € Z koji su susjedni (i} je susjedan i, i) je susjedan
if, itd.). Posebno, to znaci da se povijest procesa mora podudarati Sto znaci da je cijela
informacija na koju uvjetujemo sadrzana u H,. Time smo dobili da je
. =n+1 . = .0
Px,w(Hn+1 = (]m)m oF |Hn = (lﬁ)m O - - - ,HO = l()) =

m=0 m=0°

= Px,w(Hn+l = (jm)m:n+1|Hn = (lZ)Zig .

m=0

kad god su uvjetne vjerojatnosti dobro definirane, tj. (H,), je Markovljev lanac.

Naravno, sam proces (X,,),>o nije Markovljev lanac jer mu prijelazne vjerojatnosti ovise o
proslosti. U terminima gornjih oznaka u Primjeru[0.Ijuzimamo x = 0 kao pocetnu poziciju
1w € Q. definiran s w(z) = (p, p, 1/2,1/2,1/2,...) zasvaki z € Z.

Ovaj model generalizira jednodimenzionalne slucajne Setnje poznate kao excited random
walk (ERW) [2] gdje je Setac pristran samo pri prvom posjetu mjesta, tj. u terminima gor-
njih oznaka, ERW je Setnja s okolinom w € Q, tako da je w(z) = (p,1/2,1/2,1/2,...),za
svakiz € Z, gdje je p € [%, 1] fiksan. Za takvu ¢emo Setnju pokazati da je povratna ako je
p <l

Generalizirani model, tj. multi-ERW, dopusta viSu razinu "uzbudenja" u odnosu na ERW
jer snaga kolac¢i¢a moZe varirati pri svakom posjetu. Kao $to smo vidjeli u Primjeru
to nam donosi novosti pri promatranju prolaznosti 1 povratnosti jer nastaju kompleksniji
odnosi izmedu tih pojmova.

Ostatak diplomskog rada organiziran je u dva poglavlja. U prvom poglavlju bavimo se
slu€ajnim Setnjama na neslucajnim (deterministickim) okolinama, tj. kada za fiksni w € Q,
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promatramo ponasanje slucajne Setnje. U drugom poglavlju bavimo se sluajnim Setnjama
na slu€ajnim okolinama, tj. uvodimo genralizaciju u odnosu na neslu¢ajne Setnje pa je tako
u ovom poglavljuiw € Q, slu€ajna veli¢ina. Na kraju drugog poglavlja donosimo i glavne
rezultate o samoj Setnji iz Primjera [0.1]



Poglavlje 1

Slucajne Setnje na neslucajnim
(deterministickim) okolinama

1.1 Oznake i pripremni rezultati

Prije nego $to se krenemo baviti samim slu¢ajnim Setnjama s kola¢i¢ima, navedimo prvo
poznate Borel-Cantellijeve zakone 0-1 iz opce teorije vjerojatnosti i uvedimo oznake ko-
jima ¢emo se kroz poglavlje i rad koristiti.

Teorem 1.1 (Borel-Cantellijev zakon 0-1). Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor i (A,)nen
niz dogadaja.

(a) Ako je ¥,'% P(A,) < +co, tada je P(limsup, A,) = 0.

(b) Ako je (A,)ay nezavisna familija i ako je '] P(A,) = +oo, tada je P(limsup, A,) =
1.

Dokaz. Vidjeti [8, Propozicija 2.3 1 Lema 4.1]. O

Teorem 1.2 (Drugi Borel-Cantellijev zakon 0-1). Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor,
F = (F, : n > 0) filtracija na njemu, Fo = {0,Q}, te (A,).en niz dogadaja takvih da je
A, € F,. Tada vrijedi

(limsup A} = { > P(A,IF,1) = +oo}  g.s.
n n=1

Dokaz. Vidjeti [3, Theorem 5.3.2]. O
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Definicija 1.3. Neka je (Q,F, P.,,) vjerojatnostni prostor i (X,), multi-ERW na njemu.
Vrijeme prvog posjeta mjestu k je

T, = min{n > 0|X,, = k},
gdje po dogovoru uzimamo min () = +oo.

Lema 1.4. Za sve x,y,z € Z takve da je x <y < z i za svaki w € Q, vrijedi

=)

Py,a)(Tx < Tz) <
—X

Posebno, ako pustimo x — —oo, T je P, ,-g.s. konacno.

Dokaz. Lemu ¢emo dokazati metodom sparivanja. (X,),»o sparujemo s jednostavnom si-
metricnom slu¢ajnom Setnjom (Y,),s0 koja krece iz y tako da bude Y,, < X,, za sve n > 0.
To ¢emo napraviti na sljedeci nacin. Neka je (U,),»o niz nezavisnih uniformno distribu-
iranih slucajnih varijabli na [0, 1]. Pomocu (U,), definiramo Setnje (X,,), 1 (¥;,),. OCito je
Xy = y1Y, =y, adalje nastavljamo induktivno:

X, =1, Up 2 (X, #{m < n|X,, = X,,})

v Y,+1, Uy <1/2
LT Y, =1, Uy >1/2

. { Xn + 1, Un+1 < a)(Xn,#{m < I’Lle = Xn})
Xpi1 =

Iz definicija procesa (X,), 1 (¥,), slijedi da su (X,), 1 (¥,), cjelobrojni slucajni procesi.
Takoder, za x € Z, kada god postoje sljedecCe uvjetne vjerojatnosti, vrijedi

Py,w(YnH :x+1|Yn:x):Py,w(Un+1 < 1/2):1/2 i
Py,w(Yn+l =X- 1|Yn = X) = Py,w(Un+l > 1/2) = 1/2

pa je proces (Y,), zaista jednostavna simetri¢na slucajna Setnja.
Nadalje, za x, xo, . .., x, € Z za koje sljedeca uvjetna vjerojatnost ima smisla imamo

Py,w(Xn+1 =X+ 1|Hn = (X(), cee ,Xn)) = Py,a)(Un+l < (,()(X, #{m < nlxm = xn}))
= w(x, #{m < nlx, = x,}) 1
Py,w(Xn—l =X+ 1|Hn = (-xO’ oo axn)) = Py,w(Un+1 > w(x, #{m < nlxm = xn}))
=1 - w(x,#{m < nlx, = x,})
paje (X,), multi-ERW.

Sada smo sparili Setnje (X,), i (¥,), pomocu (U,), i gornji prikazi Setnji znace sljedece:
ako Setnja (X)), u trenutku n posjeti tocku x j-ti put, tada se ona pomice nadesno ako i
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samo ako U, < w(x, j), a (Y,,), se pomiCe nadesno ako i samo ako je U, < 1/2.
Primijetimo da je w(x, j) > 1/2 za svaki x € Z i1 za svaki j € N (po definiciji od w).
Dokazujemo da je Y, < X,,, za svaki n € N. Ocito je X, = Yj. Ako se Setnja (Y,,), u koraku
k pomakne udesno, onda je U; < 1/2 < w(x, j), za sve x 1 j pa se i Setnja (X)), u koraku k
pomakne udesno. Time smo dobili da (Y,), ne moZe preskociti (X,),, tj. ¥, < X,, za svaki
n € N P, ,-g.s. Iz toga slijedi da ako (X,), izade iz intervala (x, z) u x, tada to napravi i
(Y,)., a vjerojatnost da (Y,,), dode u x prije nego posjeti z je

P (TY <TV)y =222, (1.1)
—X
gdje je TY = min{n > 0|Y, = x}. 1z ¥, < X,, i (1.1) slijedi
Po(Ty<T)< 2.
Z—x
O

Ocekivani pomak Setaca koji pojede kolaci¢ snage p je 2p — 1. Zato je ukupan otklon
pohranjen u x u okolini w

5 = Z}:(Zw(x, i) —1).

Ukupan otklon pohranjen u kolaci¢ima koji su u tocki x, a bili su pojedeni prije vremena
n € Ny U {+c0} oznacavamo s

#Hm<n|X,,=x}
Dt = Z Quw(x, i) - 1).
i=1

Takoder, razlikovat ¢emo kolacice na nenegativnim i negativnim mjestima pa uvodimo
i oznake:

Dy:=)Di, Dy=) D i D,=D}+Dj.
x>0 x<0
Primijetimo da je D, otklon pohranjen u svim kolac¢i¢ima koji su pojedeni strogo prije
trenutka n i da je D, > 0, za svaki n € N.

Lema 1.5. Neka je w € Q, takav da je

0

1

liminf — E Qw(y,1)—-1) > 0. (1.2)
i—+oo | ]
y=-1

Tada za sve x,k € Z takve da je k > x vrijedi

E.,[Dr]=k-x. (1.3)
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y=—iCw(y,1) = 1) > 0 za

bilo koji x € Z jer izostavljanjem ili dodavanjem konacno mnogo indeksa u sumu ne utjece
na pozitivnost limes inferiora. Naime, za pozitivne x € Z vrijedi

Dokaz. Primijetimo da ukoliko vrijedi (1.2)), onda je i hm mf =2

lim inf — Z(2a)(y,l)—l)—hm1nf Z(Qa)(y 1)—1)+Z(2w(y H-1)

i—+00
}——l

> liminf = Z(Zw(y, D)= 1)+ liminf - Z(Zw(y, -1

i—+00
y——l

=0

= liminf - Z(Zw(y 1)-1)>0.

i—+00
y——l

Za negativne x € Z vrijedi

lim nf - Z(Zw(y,l)— 1) —11m1nf Z(Zw(y H-1)- Z Quwy, 1) - 1)
y=—i = y=x+1

> lim inf - Z(Za)(y D=1 +liminf - - Zl(zw(y H-1)
y=—i g

=0

= liminf - Z(Zw(y H-1)>0.

i—+00
)——l

Zbog toga bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je x = 0 pa je k > 0. Defini-
rajmo proces (M,),>0 s M,, := X,, — D,. Taj proces je ocito integrabilan (|X,,| < n, D, < n)i
on je P, ,-martingal s obzirom na filtraciju F = (¥,), generiranu s (X,,),. Da bismo doka-
zali martingalno svojstvo, treba pokazati da vrijedi Ey ,[M,|F,-1] = M, za svaki n € N.
Bududi da je F, = o(H,), tj. ¥, je generirana prebrojivom familijom dogadaja, dovoljno
je provjeriti jednakost uvjetnih ocekivanja uvjetovano na atome o-algebre 7, , tj. dovoljno
je provjeriti da vrijedi

EO,a)[Mann—l = (iO’ ey in—l)] = EO,w[Mn—llHn—l = (iOa ey in—l)]
zasve i, 1,...,I za koje uvjetno ocekivanje ima smisla. Imamo

EO,w[anHn—l = (iO’ cees in—l)] = (in—l + l)w(in—la CZ) + (in—l - 1)(1 - w(in—l, CZ))
=2w(i,—1, @) — 1 +i,_1, (1.4)
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gdje je @ := #{m < nli,, = i,_1}. Primijetimo da je D, ¥,_;-izmjeriva varijabla pa je

#{m<nli,=x}

Egu[DylHyy = (g, i )] = Y. > Qo= 1)
XEZ i=1

#{m<n—1li,,=x}

= Z Z Quw(x,i) = D |+ 2w(iy-1,@) — 1

X€Z i=1

= Eou[Dn-1|Hu-1 = (o, - - -5 in-1)] + 203 0-1, @) — 1. (1.5)
Bududi da je Eo o[ Xu-11Hu-1 = (ioy - - - 5 In-1)] = in-1, iz (1.4) i (I.5)) dobivamo da je
Eo o[ My|H,—y = (ig, ..., 1-1)] = Eoo[Mu_11H,—1 = (o, ..., in-1)],

tj. (M,), je Po,-martingal. Sada ¢emo na martingalu (M,,), iskoristiti Doobov teorem o
opcionalnom zaustavljanju za ograni¢eno vrijeme zaustavljanja 7y A n (vidi [10, Teorem
1.71]). Imamo za svakin € N

0= EO,w[MTk/\n] = EO,w[XTk/\n] - EO,w[DTk/\n]
= EO,w[XTk/\n; Tk < I’l] + EO,w[XTk/\n; n< Tk] - EO,w[DTk/\n]
= kPO,w(Tk < l’l) + EO,w[Xn; n< Tk] - EO,w[DTk/\n]
iz Cega slijedi
EO,w[DTk/\n] = kPO,oJ(Tk < I’l) + EO,w[Xn; n< Tk] (16)

Ako u (1.6) pustimo n — +o0, onda po Lebesgueovom teoremu o monotonoj konvergenciji
za lijevu stranu i po Lemi [I.4] za prvi ¢lan na desnoj strani imamo

EO,(u[DTk] =k+ lim EO,w[Xn; n < Tk], (17)
n—+oo

uz uvjet da limes u (1.7) postoji. Dakle, da bismo dokazali tvrdnju leme, potrebno je jo§
samo dokazati da limes u (1.7)) postoji i da vrijedi

lim Eo’w[xn; n<Ty]=0. (18)

n—+oo

Primijetimo da za svaki n € N vrijedi

minX,, < X, 1«1y <k Po,-g.s. (1.9)

m<T}

Kako je lim X,1,<r,; = 0 Py,-g.s., (1.8) Ce slijediti koriStenjem Lebesgueovog teorema
n—+oo

dominirane konvergencije ukoliko pokazemo da su ograde u (I.9) integrabilne u odnosu
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na Ey,. Gornja ograda je konstanta k pa je trivijalno integrabilna. Za donju moZemo
bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je nepozitivna jer je odozgo omedena s k pa
pozitivan dio te sluCajne varijable nece imati utjecaja na njenu integrabilnost. Oznacimo s

y izraz dan u (L.2)), tj.

NS Y
y = hl;ilgf;Z(zw(y,l)— 1) > 0.
y=—i

Imamo
Eo,w[—miTnXm] <Ey,[2Dr, /Y] (1.10)
m<Ty

+ Ey[-minX,,; -minX,, > 2Dy, /y] (1.11)
m<Ty m<Ty

Desna strana od (I.10) je konacna jer je Dy, > Oijer (1.7) i (I.9) daju da je Eo[Dr,] < 2k,
a (1.11])) je jednako

[

> i Po(~minX,, = i,i > 2D, /). (1.12)
i=1 M=tk

Primijetimo da za i € N na dogadaju {T_; < T} SetaC pojede sve prve kolaci¢e izmedu —i i
0 prije negoli dode do k pa je na {T_; < T}

0
Dy, 2 ) Qw(y,1)- D).

y==i

Bududi da je {—miTnXm =i} C{T_; < T}}, zajedno s prethodnim slijedi da je
m<Ty

PO,w(_nlijl:le = l,l > 2DTk/7/) < PO,w(T—i < Tkai > 2DT1\/7)
ms1y

1 0
< Pou(T-i < T p 20 D= 1) < D)

y==i

= 1{% 28:—1(2‘“(}"1)—1)<%}~

Sada imamo da je (1.12)) manje ili jednako od
L1590 uon-1<y) (1.13)
=1

1

Sto je konacno jer je zbog definicije od y samo konacno mnogo indikatorskih funkcija
razli¢ito od nul-funkcije. Time je dokaz zavrSen jer smo pokazali da je Eo,w[—rriiTnXm] <
ms1y
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+00 pa mozemo u (I.7)) iskoristiti Lebesgueov teorem dominirane konvergencije i dobiti
EoolDr,] = k.
]

Napomena 1.6. Pretpostavka u gornjoj lemi ne moZe se odbaciti jer ako promatramo
Jjednostavnu simetricnu slucajnu Setnju na Z, onda je w(x,i) = % za svaki x € Z i za svaki
i € N paje Dy, =0 P,,-g.s. te tvrdnja leme ocito ne vrijedi.

Napomena 1.7. Pogledajmo $§to nam prethodna lema govori o Primjeru[0.1} To ¢e nam
dati ideju za dokaz o povratnosti i prolaznosti Setnje iz Primjera [0.1] Grubo govoredi,
zbog toga sto je otklon pohranjen u jednom kolacicu 2p — 1, (I.3) nam kaZe da Setnja
opisana u Primjeru[0.1 koja krece iz 0 treba pojesti k|/(2p — 1) kolacica prije negoli dode
do k. Usporedimo to s ukupnim brojem kolacic¢a izmedu 0 i k — 1 Sto je 2k. Ako je 2k <
k/(2p—1), onda Setac treba posjetiti ponekad i kolacice s negativne strane osi kako bi dosSao
do potrebnog broja kolacica koje treba pojesti sto onda cini Setnju povratnom. Dakle,
grubo govore(i, Setnja bi bila povratna za p < 3/4. S druge strane, ako je 2k > k/(2p — 1),
onda si Setac ne moZe priustiti precesto vracanje u 0 jer kada bi primjerice dosao do k—1 i
vratio se u 0, onda bi pojeo sve kolacice izmedu 01k — 1. Tada bi ih ukupno pojeo 2k sto bi
bilo vise od onoga koliko treba pojesti prije negoli dode do k pa u sluc¢aju 2k > k/(2p — 1),
grubo govoredi, Setnja mora biti prolazna, tj. u slucaju p > 3/4.

U nastavku ¢emo koristiti i sljedece oznake:

(o)

Ri:=1{X, =k bmp}=limsuplX, =kl =) X, =kl (keZ)
n—+o0 n=0 m=n

tj. Ry je dogadaj na kojem je mjesto k posjeceno beskonacno mnogo puta. Takoder uvodimo
1 nizove (tym)m=0 (k € Z) definirane s

Tro = -1 i Thm+1 = mm{n > Tk,m|Xn > k}

koji oznaCavaju vremena n u kojima je X,, > k. To su vremena zaustavljanja s obzirom na
filtraciju F generiranu s (X)), 1 zbog Leme@ su P, ,-g.s. konaCna za svaki x € Z. Naime,
T, < +oo P, ,-g.s. zasvakir € Z takav da je r > x.

Lema 1.8. Neka su x1,x; < ki wi,wy € Q, takvi da wi(x) = w(x) za svaki x > k. Tada
(X7, )mz1 ima istu distribuciju s obzirom na vjerojatnosti Py, ., i Py, .,. Posebno, vrijedi i

le,w1 (Rk) = sz,wz(Rk)- (114)

k,m

Dokaz. Potrebno je dokazati da za proizvoljne A; C Z,i € N vrijedi

P [ﬂ{xfk,i e Ai}) = Py (ﬂ{xn,,,. € A,-}].

ieN ieN
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Za to je dovoljno uzeti proizvoljne a; € Z,i € N 1 pokazati da je

P [ﬂ{xfk,,. = ai}) =Py [ﬂ{xu,,. = ai})

ieN ieN

jer su varijable X, ; diskretne. Po neprekidnosti vjerojatnosti s obzirom na padajuce doga-

daje dovoljno je pokazati gornje za konacne presjeke, tj. da za svaki m € N vrijedi

Prran [ﬁ{x = a,-}) = Prrur (ﬁ{x = a,-}]. (1.15)

i=1 i=1

Ako su sljedeée uvjetne vjerojatnosti dobro definirane, onda vrijedi

m
le,wl (m{XTk,i = ai}] = thwl(XTk,m :aWIlXTk,m—] = Ap-15 -+ erJ = al)'
i=1

(1.16)
. le’wl(XTk,m—l = -1, ""XTk,l = al)

Primijetimo da su uvjetne vjerojatnosti dobro definirane samo za a; = k. Ako uvjetne vje-
rojatnosti nisu dobro definirane, onda tvrdnja (I.15) trivijalno vrijedi. Dakle, zbog (I.16))
je dovoljno dokazati da za proizvoljan m € N vrijedi sljedece:

le,(i)l(XTk,m = am|XTk,mfl = am—l’ ”"XTk’l = al) = (1.17)
Py, (Xry,, = anlXe,, | = ot o Xy = ar)

kad god su uvjetne vjerojatnosti definirane, a onda ¢e induktivhom primjenom postupka

kao u (L.16)) slijediti (I.15)) jer je po Lemi[I.4]
Px1,w|(XTk,1 = k) =1= sz,wz(XTkJ = k)
RaCunamo: ako je a,,_; = k, onda X;,  iznosiili k + 1ili ki vrijedi

Py Xe, =k+ 11X, =k,..Xr, =a)=wk#Hn<mla, =k}
Py (Xep, =k +1UXe,,  =k,.... Xop, = a) = wo(k, #{n < mla, = k})
Py o, (Xe,,, = kIX =k,... Xo, = ar) = 1 —w(k, #{n < mla, = k})
p { }

Tkym—1
o (Xey,, = kIXz =k,...Xr,, =a1) = 1 —wy(k, #{n < mla, = k}).

k,m—1

Po pretpostavci je w;(x) = w,(x) Yx > k pa su gornje prve dvije 1 zadnje dvije vjerojatnosti
jednake. Sli¢no za a,_; > k. Dakle, (1.17) vrijedi pa smo time dokazali i cijelu lemu.
Posljednja tvrdnja leme vrijedi jer je Ry iz o-algebre generirene s (X, ).

O



POGLAVLIJE 1. SLUCAJINE SETNJE NA NESLUCAJNIM (DETERMINISTICKIM)
OKOLINAMA 12

Napomena 1.9. Sustina dokaza prethodne leme leZi u tome Sto se Setnja (X, )m>1 0dvija
uk, =1{l € Z|l > k} pa sve ono sto Setnja (X,),, napravi u k_ = {l € Z|l < k} ne utjece na
ponasanje od (X, )m=1 jer ta Setnja pamti samo Sto se dogadalo u k..

Za buduce potrebe uvodimo oznaku za okolinu djelomi¢no posjecenu Setnjom. Za
w € Q, ikonacan niz cijelih brojeva (x,,)o<;<n definiramo okolinu ¥(w, (x,)o<n<m) € Q4 s

lﬂ(w, (Xn)OSnSm)(xa )= w(x,i+ #Hn <mlx, = )C}) (118)

To je okolina dobivena iz w tako da pratimo Setnju (x,)o<,<m 1 Odstranjujemo na svakom
mjestu koje posjetimo gornji kolaci¢ (pri svakom posjetu odstranjujemo trenutno gornji
kolaci¢). Takoder, primijetimo da u definiciji od ¥ ne odstranjujemo kolaci¢ u posljednjem
koraku m kada smo u mjestu x,,.

U dokazima ¢emo Cesto koristiti neke specificne o-algebre 1 filtracije pa ¢emo zato
uvesti 1 neke oznake za njih. Neka je (Q, ¥, P, ) vjerojatnostni prostor na kojem proma-
tramo multi-ERW (X,,), i neka je F := (F,), filtracija generirana s (X,),. Neka je T vrijeme
zaustavljanja s obzirom na F. Definiramo o-algebru o, = o (U,»0F,) 1 definiramo o-
algebru generiranu vremenom zaustavljanja T s 7 := {A € FolA N{T < n} € F,}.

Napomena 1.10. Neka su S i T vremena zaustavljanja s obzirom na filtraciju F := (F,),.
Tada vrijede sljedeca dva svojstva vezana za o-algebre generirane vremenima zaustavlja-
nja.

(a) Ako vrijedi S < T, onda je Fs C Fr.
Dokaz. Za A € 5 zbog S < T imamo
An(r<n)’Z | J|Anis <in(T <nl|e ¥,

=1
- €Fn €Fn

paje A € Fr. |

(b) {S <T}eFsi{S <T}eFr.

Dokaz. {S < T} € ¥ jer vrijedi

(S <T) OS<n U(S<oo AT = +o0)). (%)
:0

€F.
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Kako je {S < oo} = 50T < n}1{T = oo} = (,201T > n}, svi skupovi u izrazu (*)
suiz o pajei{S < T} e F. Nadalje,

{S <TINn{T <n}= (S <Un{T =1}| € Fp,

~

€ Fn.
= —
- €Fn €Fn

—_

S <TIN{S <n}= [{l<T}ﬂ{S:l}

Dakle, {S < T} e Fsi{S <T} e Fr. O

1.2 Povratnost i prolaznost u neslucajnim
(deterministickim) okolinama

U ovoj cjelini iznosimo neke rezultate o prolaznosti i povratnosti Setnje na neslu¢ajnim, tj.
deterministickim okolinama. Iskazat ¢emo i jedan dovoljan uvjet za povratnost.

Lema 1.11. Neka su x,y,z € Z takvida jey < zi w € Q.. Tada je R, C R, P, ,-g.s.
Dokaz. Da bismo dokazali da je R, C R, P, ,-g.s., potrebno je dokazati da vrijedi
Px,w(Ry N Rz) = Px,w(Ry)-

Ako je P, ,(R,) = 0, to znaCi da je R, = 0 P,,-g.s. pa onda za svaki B € ¥ vrijedi R, C B
P, ,-g.s., a onda posebno vrijedi i Ry C R, P,,-g.s.
Ako je P, (R,) > 0, dovoljno je dokazati da je

Px,w(Rley) =1
Uvedimo oznaku P, , g (‘) := P,,(:|Ry). Definirajmo sljedeca vremena zaustavljanja:
1 ._
TV =T,
(9 N (k=1) —
T,” =min{n > 7" "|X,, = y}, k>1,

uz konvenciju min ) = +oco. Dakle, Ty(k) je vrijeme k-tog posjeta mjestu y. Primijetimo da
su sva vremena Ty(k) P, wg,-g.s. konaCna. Definiramo filtraciju F = (F,m),, i zan > 1
promatrajmo sljedee dogadaje: ‘

A,1 = {nakon n-tog dolaska u y Setnja dolazi prije u z nego Sto se vrati u y}.
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Ocito je A, € F,m te zbog konaCnosti vremena Ty(”) vrijedi
Px,w,R).(An+l) 2 27

jer Seta¢ moZe uvijek izabrati direktan put od y do z s time da se krece nadesno s vjerojat-
nosti barem 1/2. Po monotonosti uvjetnog ocekivanja imamo

Px,w,Ry(An+1|TT;")) > 27 Px,w,Ry — 4&.5.

te onda vrijedi i

+00
Z Px,w,Ry(AnHlFT‘(_”)) = +00 Px,w,Ry — 4.5.

n=1
Drugi Borel-Cantellijev zakon (Teorem@) povlacida je P, &, (A, b.m.p.) =1, .

P.o((A, bmp.)NRy)
P, .(R))

1 =P, ,z,(A, bm.p.) =

Buduci da je (A, b.m.p.) "R, = R, N Ry, slijedi

P.o(R.NR)  Py((A, bmp)NR,)

= 1.
Pyw(Ry) Prw(Ry)

P X,w,Ry (Rz) =

O

Definicija 1.12. Neka jey € Z i w € Q.. KaZemo da je y w-povratan ako je P, ,(R,) = 1
za svaki x € Z.
KaZemo da je y w-prolazan ako je P, ,(R,) = 0 za svaki x € Z.

Propozicija 1.13. Neka je w € Q, iy € Z. Tada je P..,(R,) = 0 za svaki x € Z ili je
P, .(Ry) = 1za svaki x € Z.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da ako postoji neki x € Z takav da je P,,(R,) > 0, onda
vrijedi

VkeZ Pr,R))=1. (1.19)
Neka je x € Z takav da je P, ,(R,) > 0. Po Lemi [I.TT] za svaki z > y vrijedi
0 < Pro(R) = Pro(RyNR,) < Proo((Xy, Xpt1) = (2,2 — 1) bm.p.). (1.20)

Slijedi da je }};(1 — w(z,i)) = oo za svaki z > y. Pretpostavimo da vrijedi suprotno, tj.
21 = w(z,i)) < co. Buduéi da je P,,(R,) > 0, onda je po Lemi [[.T1]i P,,(R;) > 0O
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pa moZemo promatrati vjerojatnost uz dano R,. Za uvjetnu vjerojatnost uvodimo oznaku
kao 1 prije, tj. P,z (1) = Pyo(IR;). Na R; su za svaki n € N vremena zaustavljanja TZ(")
P, . r.-g.s. konaCna pa su onda dogadaji (A,),>; definirani s

A, = {XT_(n)+1 =z-1}, neN,

dobro definirani. Imamo P,z (A,) = 1 —w(z,n), za svakin € N. Dakle, -1 Py wr.(A,) =
D11 = w(z,n)) < co. Sada po prvoj tvrdnji Borel-Cantellijevog zakona (Teorem [1.1)
imamo da je

P.,((limsup,A,) NR,)
Px,w(Rz)
_ Poo(Xn, Xor) = (2,2 = 1) bm.p.)
Px,w(Rz) '
Dobili smo da je P, (X, Xu+1) = (z,z— 1) b.m.p.) = 0 §to je kontradikcija s (I1.20). Time
smo dokazali }};(1 — w(z,7)) = oo za svaki z > y.
Neka je k € Z. Ako je Py,(R,) = 0, onda je Py,-gs. R, € R, jerje R, = O Py,-
g.s. Ako je P ,(R;) > 0, onda je dobro definirana vjerojatnost uz dano R, te je familija
dogadaja (A,), nezavisna s obzirom na Py, k. Buduci da je P,z (A,) = 1 — w(z,n),

0=P,,g(imsupA,) =

imamo i )} Pr,r(A,) = 2. (1 — w(z,n)) = co. Po drugom dijelu Borel-Cantellijevog
n=1

n=1
zakona (Teorem[I.1) slijedi

_ Pro,((A, bm.p.)NR,) _ Pro(R.NR._)
Pk,w(Rz) Pk,w(Rz) ’

I =P,z (A, bm.p.)

tj. RZ - Rz—l Pk’w-g.S.
Time smo dobili da je za svaki k € Z i svaki z > y Py,-g.s. R, C R,_;. Obratna inkluzija
vrijedi po Lemi pa imamo

VkeZ Vz>y R.¥R, (1.21)

Nadalje, ocito je da je Ry € Foo = 0 (U,s0 Fn)- Takoder je i U,so Fn C O'(UQO TTZ).
Naime, za svaki n € N je F, C O'(Uzzo TTZ) jer za sve ig,...,I, € Z vrijedi {X, =
i, s Xn = in} € Frppomgayey P2 SU SVI atomi o-algebre #, u O'(UZZ() TTZ). Time smo
dokazali 7, C O'(Uzzo 7’}2) paje onda i U,soFn C U'(UZZO 7—}1). Zato imamo da je
R, € O-(Uzzo 7:Tz>-

Teorem o konvergenciji martingala primijenjen na martingal (P, ,(R,|¥7,)).>0 povlaci

1e, = lim P.oR)|F7) B0 lim Poo(RIF7) Pro—g.s. (1.22)
’ 7—+00 ' 7—+00
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(vidi [10, Korolar 1.90]). Buduci da je za sve z > x vrijeme zaustavljanja 7, P, ,-g.s.
konacno, po jakom Markovljevom svojstvu za Markovljev lanac (H,), iz (1.22)) imamo

1Ry = ZEEI})OPx,w(RleTZ) = 21_1)520 PZ,{//(OJ,HTZ)(RZ) Px,w'g-s-

Sada ¢emo u dva koraka eliminirati z iz gornjeg limesa. Primijetimo sada da se oko-
line w i Y(w, Hr,) podudaraju na svim mjestima vecim ili jednakim od z pa je po (L.14)
lim; P_ (o1 )(R:) = lim; P, (R.), a to je po (I.21) jednako lim; P (Ry) = Pr.(R)) za
svaki k € Z. Time smo pokazali da vrijedi

VkEZ g = Piy(R) Poo-gs. (1.23)

Primijenimo li (T.23) na k = x, dobivamo 1z, = P, ,(R)) Py-g.5., tj. Pru(R,) = 1 jer je po
pretpostavci Py, (Ry) > 0. Primijetimo da to znaci

VkeZ 1=Pi,(R) Pyugs.

§to je tocno (L.19). o

Napomena 1.14. U Definiciji [I.12] nije receno kako nazivamo y € Z za koji je P, .(R,) €
(0, 1) za neki x € Z. Iz Propozicije [I.13] slijedi da taj slucaj zapravo ne postoji jer je svaki
y € Z ili w-povratan ili w-prolazan.

Napomena 1.15. Tehnike iz dokaza Propozicije moZemo iskoristiti kako bismo doka-
zali nekoliko korisnih tvrdnji za prakticnu provjeru w-prolaznosti.

(a) Ako je Yi(1 — w(z,i)) < oo za neki z € Z, onda je svaki 'y € Z takav da je y < z

w-prolazan.

Dokaz. Ako je z w-prolazan, onda je po Lemi 1 svaki y < z w-prolazan.
Ako je z w-povratan, onda za niz dogadaja (A,), kao u dokazu Propozicije [I.13]
imamo da je za svaki k € Z zbog (1 — w(z,i)) <

Py, (A, bm.p.) =0,

tj. iz z ¢emo otiéi u z — 1 samo kona¢no mnogo puta. Budu¢i da je po pretpostavci
P (R.) = 1zasvaki k € N, onda je

Pro(R.-1) = Prow(R-1 NR,) = Pr (A, bm.p.) =0.

Dakle, z — 1 je w-prolazan. Sada nam Lema [[.11] kaZe da je i svaki y takav da je
y < z— 1 w-prolazan. |
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(b) Ako je neki 7 € Z w-povratan, onda je i svaki'y € Z takav da je y > 7 w-povratan.

Dokaz. Za svakiy > z imamo po Lemi[I.TT]
Pk,w(Ry) = Pk,w(Rz) =1, VkelZ.

(c) Ako je Y. .(1 — w(z,i)) = oo i ako je z w-povratan, onda za svaki k € Z vrijedi
Pro(Xp, Xpr1) = (22— 1) bomp.) =1,

4. i z— 1 je w-povratan.

Dokaz. Familija dogadaja (A,), iz Propozicije [I.13]|je nezavisna pa mozemo isko-
ristiti drugi dio Borel-Cantellijevog zakona (Teorem [I.T)) kako bismo dobili 1 =
Pk,w(An bmp) = Pk,w((Xn’XrHl) =(zz-1) me) O

Primjer 1.16. Neka je x € Z i definirajmo w € Q, s w(y,i) = 1/2 ako jey # 01 w(0,1) =
1 -G+ 1D2zasvei > 1. Buduci daje Y.(i + 1) < +oo, po prethodnoj napomeni
i=1
zakljucujemo da su svi negativni cijeli brojevi w-prolazni. S druge strane, nenegativni

cijeli brojevi su w-povratni jer je jednostavna simetricna slucajna Setnja povratna.

Napomena 1.17. Vidimo da je divergencija reda } (1 — w(z,i)) nuZna za w-povratnost od
z — 1, ali ona nije dovoljna jer smo u prethodnom primjeru imali da je },;(1 — w(z,i)) = oo
za svaki negativni 7 € Z, a svi negativni brojevi su bili prolazni zbog prolaznosti od 0.
Primijetimo i joS jedan zanimljiv slucaj - jednostavnu nesimetricnu slucajnu Setnju. To
je Setnja u kojoj se nadasno krecemo s vjerojatnoséu p, a nalijevo 1 — p, gdje je p +
1/2. U okvirima multi-ERW-a, to je Setnja s w € Q, tako da je w = p (zbog simetrije
kretanja bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je p>1/2). Za tu Setnju vrijedi
>.i(1 —w(z,i)) = oo za svaki z € Z. Medutim, Setnja je prolazna (vidi [7, Example 1.6.1]).

Lema 1.18. Neka je w € Q, takav da je 0 w-prolazna. Tada je
. EO,w [D;k]
lim —— =
K—+0o K
Dokaz. Po definiciji je

#Hm<T|X,,,=x}

Dy =2 > Quxi-1

x>0 i=1
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paje D}k funkcija od (X;,, )ms1 1 (w(X))s0. Nadalje, Ry ovisi 0 (X¢,, )m>1 1 moZemo pisati

0,m 0,m

lRo = 1{2

m=1 e, =01=0}

pa je 1z, funkcija od (X, )m>1. Prema Lemi mozZemo promijeniti w na negativnim
mjestima bez da utjeCemo na w-prolaznost od 0 i vrijednost izraza Eo,[D7, ]. Dakle, bez
smanjenja openitosti moZemo pretpostaviti da w zadovoljava (1.2)).

Za k > 1 promotrimo moguée beskonacno vrijeme zaustavljanja

Oy = mln{n > Tk_lan = O} 1 dogadaj Ak = {O'k < Tk}

na kojem se SetaC nakon prvog posjeta mjestu k — 1 prije vrati u 0 nego Sto dode do k.

Primijetimo da je A; € 7, po Napomeni
Budu¢i da je O w-prolazna, A, se Py -g.s. dogodi samo kona¢no mnogo puta pa je zato po

Teoremu [1.2]

D Pou(AlFr ) <00 Pogs. (1.24)
k>1

Uzmimo & > 0 proizvoljan. Ako u (1.24)) izostavimo k-ove koji nisu u skupu S, = {k >
1Y, > g/k}, gdje je Yy == Py, (AxlF7,_,), dobivamo

1
Z Z <o P -g.S. (1.25)
keS¢

Iz (1.25)) slijedi da S, ima Py ,-g.s. asimptotsku gustocu 0, tj.
rg :=card({l,...,K}NS,)/K — Okada K — +co0.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji 6 > O takav da je limsup, rx > 26, specijalno
postoji rastuci niz (K,,),, takav da je rg, > 26 1 K1 > K,,/0 za svaki m. Podijelimo S, u
medusobno disjunktne skupove:

Sg,() = {k € S(c/-lk < K]},
Sa,m ={keS:K, <k <Ky}, m>1.

Imamo
card({1,..., K, 1} NS, card({l,....,K,}NS) + card(S ¢.)
20 < Ky = K = K .
m+1 m+1
Slijedi da je

20K, <card({l,...,K,} N S.) +card(S.,) < K, + card(S ).
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Kako je K,,+1 > K,,,/6, onda je 1 K, + 0K,,11 < 26K, te zato imamo

Ky + 0Ky <20Ky41 < Ky + card(S ¢ ),

G. 6Kps1 < card(S ). Dobili smo daje 35, 1 > Xs,, £ =
dobivamo kontradikciju s (1.25)). Dakle, ri = card({1,...,K} N S.)/K — 0 Py ,-g.s.
Primijetimo da je 0 < rx < 1 ida vrijedi card({1,...,K} N Se) = Liyse/y + -« + Liyese/ky-

Lebesgueov teorem dominirane konvergencije povlaci

0= lim Eo,lrg] = lim — Z Poo(Yi > €/k). (1.26)

K—+

Buduéi da je Ty Po.-g.s. konacno za svaki k > 1, zbog jakog Markovljevog svojstva
primijenjenog na Markovljev lanac (H,,), dobivamo

Ye = Py, (A Pow-gs.
Ako Setnja krece iz k — 1, onda vrijedi Ay = {Ty < T}}. Zato imamo po Lemi
Ye = Peotywpn,_)(To <Ti) < 1/k - Pou-g.s.
Slijedi da je
EoulYi] = EowlYi, Yi > €/k] + Eo oYy, Yi < /K] < %Po,w(yk > e/k) + %,
a iz toga
Py (Yr > g/k) > kEy ,[Yi] — €.

Uvrstavajuéi posljednje u (1.26) dobivamo

0 > lim sup— Z(kEOw[Yk] — &)= —& + limsup— Z kPo..(Ap),

K—+00 K—+o0
gdje smo koristili
EO,w[Yk] = EO,w[PO,w(Akl?di,l)] = PO,w(Ak)-

PusStanjem & Y\ 0 zaklju€ujemo da je

0= lim — Z kPo o (Ay). (1.27)

K—>+oo
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Uvedimo oznaku A; := D7, — D7 zak > 1. Ona oznacava otklon pohranjen u kolaci¢ima
na negativnoj strani koji su bili pojedeni izmedu vremena T_; i T}. OCito je daje A, =0
na Aj jer na A; Setnja neCe posjetiti negativne brojeve poslije posjeta k — 1. Takoder je

Ay € T, po Napomeni

Zbog te dvije Cinjenice imamo

EoulA] = EoulAr, Al = EoulEoulAf1F 1. Ad. (1.28)
Primijetimo da je
#{m<Ty|Xn=x}
A; =Dj, - Dy = Z(D;k -D} )= Z Z Quw(x, i) - 1).
x<0 x<0 =Ty

oy je na Ay Py,-g.s. konacan pa po jakom Markovljevom svojstvu za Markovljev lanac
(H,)n 1 zbog definicije od A, imamo

EoulAF o] = EO,zp(w,H(,k)[D}k] Py-g.s. na Ay

(jer na Ay izmedu vremena T;_; 1 0 nije pojeden nijedan kolaci¢ na negativnoj strani).
Primijetimo da je y(w, H,;,) dobro definirano na A; jer je na Ay 0 < +oo. Dobili smo da

je (1.28)) jednako
Eo w[Eoy(w,t,)[Dr, ] Akl (1.29)

Takoder, primijetimo da se na A; Y(w, H,,) razlikuje od w samo na kona¢no mnogo mjesta

pa je (I.2) zadovoljeno. Iskoristimo Lemu i Dy, < Dr, kako bismo iz (I.28) i (1.29)
zakljucili da je

_ Lema-
EoolA1 "2 Eo ol Eoyon, D71 Al < EoulEopon, (D], Add

= Eoulk, Arl = kP ,(Ax).

Iz prethodne relacije 1 relacije (1.27) uz Cinjenicu Ey ,[D7, ] = 0 sada dobivamo

. 1 K . EO,w[D;K]
0= Jim g 2 Foulid = Jim —
Tvrdnja leme sada slijedi iz Eo[Dr,] = K (po Lemi i Dy, = Dj_+ Dy, . |

Sada moZemo iskazati jedan relativno lako provjerljiv dovoljan uvjet za w-povratnost.

Korolar 1.19. 0 je w-povratna ako je

lim inf — Z 0(w) < 1.

K-+
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Dokaz. Tvrdnja slijedi iz Leme|1.18)i D}, < 317 6*(w) Poo-g.s. O

Napomena 1.20. Vratimo se nakratko Primjeru [0.1\u kojem vrijedi 6 = 4p — 2, za svaki
x € Z. Prethodni Korolar kaZe da je setnja iz Primjeral0.l|povratna ako je p < 3/4. Ostaje
nam jos samo vidjeti $to vrijedi kada je p > 3 /4, a to ¢emo razluciti u narednom poglavlju.

Sada ¢emo pokazati da je vjerojatnost da se nikad ne vratimo u pocetno mjesto pozi-
tivna ukoliko je pocetno mjesto w-prolazno. U nekim slucajevima ¢emo tu vjerojatnost
kasnije i eksplicitno izraCunati.

Napomena 1.21. Prije nego krenemo dalje, primijetimo da vrijedi
Poo,(Vn>0:X,#0)=Py,(¥n>0:X,>0),

tj. vjerojatnosti da se nikad ne vratimo na pocetak jednake su vjerojatnostima da se set-
nja odvija samo na desnoj strani pocetnog mjesta. Naime, ako uzmemo (Y,), simetricnu
slucajnu Setnju kao u dokazu Leme[I.4} onda zbog Y, < X,, za sve n € N, imamo da je

Py,(Vn>0:X,<0)<Py,(Vn>0:Y,<0)=0
Jer je simetricna slucajna Setnja povratna.
Lema 1.22. Ako je O w-prolazna, tada je Py ,(¥n > 0 : X, > 0) > 0.

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja. Ako je mjesto 1 w-prolazno i ako je mjesto 1 w-povratno.
Ako je mjesto 1 w-povratno, onda slijedi da je >;(1 — w(1,i)) < oo jer je 0 w-prolazna
po pretpostavci leme. Naime, u suprotnom bi bilo };(1 — w(1,i)) = co pa iz Napomene
zakljuujemo da je 1 0 w-povratna, Sto je kontradikcija s pretpostavkom Leme. 1z
toga slijedi

Poo(¥n>0: X, >0) = w0, DPo,(Vn>0: (X, = 1= Xy = 2)) (1.30)
= w(0, 1)nw(1,i) >0 (1.31)
>0

jerje X, (1 —w(1,i)) < oo ako i samo ako je []; w(1,i) > 0 (vidi [10, Zadatak 2.11]) pa smo
dobili traZeno.

Ako je mjesto 1 w-prolazno, tada postoji K € N i put (x,)X_; po susjednim mjestima takav
daje xo = 01 xg = 21davrijedi

@) uv,

0 < Poo(Hg = ()X, Vm > K : X, > 2)
gdje su

U:=Poo(Hy = (x)50) i Vi= Prywin(¥n>0: X, > 2)).
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Naime, u suprotnom, tj. kada ne bi postojao K € N i put (x,)%_, kao gore, onda bi mjesto 1
bilo w-povratno §to je kontradikcija. Dakle, U > 01V > 0. Primijetimo da jednakost (A)
zaista vrijedi jer smo prvo uvjetovali na dogadaj {Hx = (x,)*,} te potom iskoristili Mar-
kovljevo svojstvo. Sada ¢emo iz puta (x,,),’f:O ukloniti sve korake iz 1 u 0. Nekany, ..., n_
oznacuju vremena 1 < n < K takva da je x, > 2 ili x,,,; > 2 i stavimo n; := K. Definiramo
Yo =01y; = x, zai=1,...,k. Dobili smo put po susjednim mjestima koji krece iz 0 1
zavrSava u 2, ali je striktno pozitivan izmedu. Imamo

Po,(¥n>0:X,>0)> Poo(Hy = )oY >k : X, >2) = uy
gdje su u i v dobiveni analogno kao U 1V, tj.
= Poo(Hy = Glheg) 1 V= Prytoimnen (Y1 2 01 X, 2 2)).

Da bismo dokazali lemu, dovoljno je dokazatidasuu > 01iv > 0.

Bududi da po konstrukciji niz (y,).<x posjeti svako mjesto vece ili jednako od 2 jednako
puta kao i (x,,),<k, imamo da je ¥ (w, (V,)n<i)(2) = ¥(w, (X,)n<k)(2) za z = 2. Sada po Lemi
slijedi V = v. Buduéida je V > 0, dobili smo dajeiv > 0.

Primijetimo da su U i u produkti kona¢no mnogo faktora oblika w(x,i) 1 1 — w(x,i). Do-
voljno je pokazati da nijedan od tih faktora u u nije jednak 0. Bududi da je w(x,i) > 1/2,
kriticni su samo faktori oblika 1 —w(x, i) i primijetimo da oni oznacavaju da je Setac skocio
ulijevo nakon i-tog dolaska u x. Pretpostavimo da postoji faktor 1 — w(x,i) = 0 u u. Kakou
(Vn)n<k nema skokova iz 1 u 0, onda mora biti x > 2. Medutim, za svaki x > 2 svi koraci u
Vn<k 1z xu x+11liiz x u x— 1 dogadaju se i u (x,),<x 1 to u istom redosljedu kao u (y,,),<x
pa bi onda faktor 1 — w(x, i) trebao biti i u U §to je kontradikcija jer je U > 0. Dakle, takav
faktor ne postoji pa je i u > 0 Sto daje Py, (Vn > 0: X, > 0) > 0. O



Poglavlje 2

Slucajne Setnje u slucajnim okolinama

U nastavku uvodimo poopcenje problema kojeg smo promatrali. Do sada smo fiksirali
w € Q. 1x € Z 1 promatrali smo §to se dogada sa slu¢ajnom Setnjom u okviru vjerojat-
nosnog prostora (€2, ¥, P.,), a u nastavku viSe ne promatramo Setnju za fiksan w nego
je i on slucajan. Dakle, imamo i vjerojatnosnu mjeru P na Q. s kanonskom o-algebrom
(u smislu konstrukcije vjerojatnosti pomoéu Kolmogorovljevog teorema primijenjenog na
[1/2, 112).

Ovakvu novu Setnju promatramo u okviru novih vjerojatnosnih mjera. Za svaki x € Z
promatramo semidirektan produkt P, ;=P X P, : ¥ — R definiran s P,[ -] := E[P, ()],
gdje je E operator ocekivanja za P. MoZe se pokazati da je funkcija w — P, ,(A) izmjeriva
zasvaki A € ¥ paje P, dobro definirana. Intuitivno, P, ,(A) je prebrojiva suma prebrojivih
umnoZaka faktora w(z, 7).

Ocito je da je P, nenegativna funkcija i da vrijedi P,[0] = 01 P,[Q] = 1. Za niz medusobno
disjunktnih skupova (A4,),so u ¥ imamo

LA, PX,M(UAH] ZPx,w<An)]

= D EIP (Al = )| Pi(Ay),

P, =E =E

gdje smo u drugoj jednakosti koristili o-aditivnost vjerojatnosne mjere P, ,, a u tre¢oj jed-
nakosti Beppo Levijev teorem zamjene sume i oCekivanja kod pozitivnih funkcija. Time
smo dokazali da je P, o-aditivna pa je P, zaista vjerojatnost. Ocekivanje vezano za vjero-
jatnost P, oznaCujemo prirodno s E,.

U engleskoj literaturi Cesto se mjera P, naziva annealed measure (u prijevodu kaljena
mjera) jer je dobivena usrednjavanjem mjere P, po mjeri P (tj. kalimo mjeru P,, po
mjeri P).

23
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U ovom poglavlju glavni nam je cilj ispitati povratnost 1 prolaznost Setnje u okvirima
gornjih vjerojatnosnih mjera. Glavni rezultat poglavlja, a i diplomskog rada je Teorem[2.14]
koji donosi nuzne i dovoljne uvjete za povratnost Setnje. Na kraju poglavlja vratamo se i
na Primjer [0.1] gdje dokazujemo da je brzina Setnje 0 za p < 1. Rezultate donosimo samo
za okoline (w(x)),>o koje su stacionarne i ergodske po P s obzirom na operator jednostra-
nog pomaka udesno na Z. O opcenitim okolinama se ne moZe puno reci.

Stacionarnost od (w(x)),>o promatramo na sljede¢i nacin: za svaki x € Z definiramo funk-
cijud : Q, - Q, s (0" (w)(2) = w(z + x), 1 neka je funkcija f : Q, — Q. definirana
S

) w(x), x>0
() ':{ % %) x < 0.
Kazemo da je (w(x)),s0 stacionaran ako distribucija od f(6*(w)) po P ne ovisi o x > 0.
Ova definicija stacionarnosti bit ¢e korisna u raCunanju i tumacenju izraza, ali moZemo
primijetiti da je definicija zapravo ekvivalentna sa zahtjevom da su konacnodimenzionalne
distribucije niza (w(x)),so jednake.
Ergodi¢nost po P promatramo s obzirom na jednostrani pomak. To znaci da za svaki
izmjerivi skup A u Q. (tj. skup iz kanonske sigma algebre na ) za kojeg postoji izmjeriv
skup B u R (tj. skup iz kanonske sigma algebre na R") takav da vrijedi

A ={w(®) =k € B}, YK>0, 2.1)

nuzno slijedi da je P(A) € {0, 1}. Skupove A nazivamo invarijantnima na jednostrani po-
mak. Analogno ¢emo promatrati i ergodske nizove po bilo kojoj vjerojatnosti P. Ova
definicija pomalo odudara od opéenitog pojma ergodi¢nosti kojeg promatramo za presli-
kavanja koja cuvaju mjeru (vidi §7. u [3]]). Kasnije ¢emo vidjeti kako se ta dva razliCita
pojma ergodicnosti povezuju uz koriStenje stacionarnosti niza (w(x)),so-

Napomena 2.1. Specijalan slucaj ovakve Setnje sa sluc¢ajnom okolinom je kada je w(x, i)
za svaki x € Z konstanta u i (ili P-g.s. konstanta), tj. za sve x € Z je w(x, i) = w(x, j), za sve
i, j € N. Takva Setnja naziva se slucajna Setnja u slucajnoj okolini s nenegativnim otklonom
(u engleskoj literaturi ime joj je Random walk in random environment ili RWRE). Generalni
model za RWRE u jednoj dimenziji, koji je poceo proucavati Solomon jos 1975. [9], bio
bi kada bismo umjesto Q, promatrali Q. = ([0, 11")%, tj. otklon moZe biti i negativan,
a ostaje vrijediti da je w(x,i) za svaki x € Z konstanta u i s time da ne trebamo imati
stacionarnost ili ergodicnost okoline. Ova zamijena je znacajna i dokazi koji slijede ne
mogu se primijeniti na £ ¢ak i uz stacionarnost i ergodicnost.
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2.1 Tehnicki rezultati i napomene

Prije nego Sto se uputimo u dokazivanje glavnih rezultata ovog poglavlja, upoznajmo se
poblize s alatima koje koristimo.

Napomena 2.2. Primijetimo svojstva pomaka 6*:

" (w)(—x) = w(0),
6" (w)(0) = w(x).

Kao $to ime govori, okolinu w smo pomaknuli za x mjesta ulijevo, tj. ono sto je bilo u
z € Z, sada je u 7 — x. Iz svojstava slijedi da ako promatramo neki dogadaj A, € F koji je
ovisan o nekom'y € Z (npr. R,), onda je sljedece istovjetno:

1. Setnja kreée iz z u okolini w i promatramo dogadaj A,.
2. Setnja krece iz z — x u okolini 6*(w) i promatramo dogadaj Ay
Ovo svojstvo ¢emo vise puta koristiti u dokazima.

Napomena 2.3. Primijetimo da kada govorimo o stacionarnosti niza (w(x)),so, onda nam
ponasanje od w(z) za z < 0 ne utjece ni na koji nacin na stacionarnost. Zaista distribuciju
od f(6*(w)) promatramo samo za x > 0 pa vrijedi

(FE@)O) 1={ Gi(ci))?y,),’) i i 8

222
_{ wx+y), y=0

Dakle, na distribuciju od f(6*(w)) utjecu samo w(x) za x > 0, a to znaci da na negativnim
mjestima moZemo po volji mijenjati w uz ocuvanje stacionarnosti.

Napomena 2.4. Pitamo se kako izracunati ocekivanje slucajne varijable s obzirom na
mjeru P,. Tvrdimo da je E.[ -] = E[E, ,[ - ]1].

Dokaz. Nekaje A € . Tada je
E\[14] = P,[A] = E[P,,(A)] = E[E, ,[14]]

pa tvrdnja vrijedi za karakteristi¢ne funkcije.
Neka je sada X nenegativna jednostavna izmjeriva funkcija. Ona se moZe prikazati kao
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O

X = )} x;14,. Iz linearnosti oCekivanja E 1 E, ,, imamo

1

1

EJX]= ) xElal= ) XEIE[14]] = E [Z x,-Ex,w[lA,.]]
i=1 i=1 i=1

> x,~1AiH = E[E, ,[X]]

i=1

=E|E,.

pa tvrdnja vrijedi i za nenegativne jednostavne funkcije.

Neka je sada X > 0 1 neka je (X,,), niz nenegativnih jednostavnih izmjerivih funkcija koje
rastu prema X. Primijetimo da su po Fubinijevom teoremu E, ,[X,] (n € N) izmjerive
funkcije na Q, (vidi [8, Teorem 10.16.]) i zbog nenegativnosti od X,, vrijedi E, ,[X,] ,/
E, ,[X]. Zato imamo

E[X] "2 lim E,[X,] = imB[E, ,[X,]] "2 E[lim E,,[X,]]

= E[Ex,w[thn]] = E[Ex,w[X]]’

gdje smo u predzadnjoj jednakosti takoder koristili Lebesgueov teorem monotone konver-
gencije jer i za svaki fiksni w € Q, X, / X. Dakle, tvrdnja vrijedi i za nenegativne
sluc¢ajne varijable.

Neka je sada X proizvoljna slucajna varijabla. Zbog toga §to su X* i X~ takoder slucajne
varijable, E, ,[X"] 1 E, ,[X"] su slucajne varijable na Q, pa vrijedi

E}C[X] = EX[X+] - Ex[X_] = E[Ex,w[X+]] - E[Ex,w[X_]]
= E[E,o[X"] = E;o[X 1] = E[E, ,[X" - X"]] = E[E,,[X]].
Time smo dokazali tvrdnju napomene. O

Teorem 2.5. Neka je g : R* — R izmjeriva. Ako je niz slucajnih varijabli (X,),so staci-
onaran (ergodski), tada je i niz (Y )0 definiran s Yy = g(Xy, Xi+1...) Stacionaran (ergod-
ski).

Dokaz. Pogledati [3, Theorem 7.1.1 i Theorem 7.1.3]. |

Teorem 2.6. Neka je Y slucajna varijabla na nekom vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P).
Ako je niz varijabli (Y),so ergodski s obzirom na jednostrani pomak, tada je Y konstanta
P-g.s.

Dokaz. Pretpostavnimo suprotno, tj. da postoji slucajna varijabla Y koja je P-g.s. razli¢ita
od konstante i takva da je niz (Y),so ergodski. Neka je B izmjeriv podskup od R™ takav da
je

A={Y)xk €B}, VK=>0.
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Za svaki ovakav A po pretpostavci ergodiCnosti vrijedi P(A) € {0,1}. Budu¢i da Y nije
konstanta, postoji C € ¥ takavdaje O < P(Y € C) < 1. Skup B  =CXCXC X --- je
izmjeriv u R i invarijantan je na pomake jer je {(Y),sx € B’} = {Y € C} za svaki K > 0.
Bududi da je

P(A) =P((Y)ux € B) =P(Y € C) €(0, 1),

imamo kontradikciju s ergodi¢nosti. Dakle, svaki konstantni ergodski proces s obzirom na
jednostrani pomak mora biti deterministicki proces. O

Napomena 2.7. Vrijedi i svojevrsni obrat gornje tvrdnje. Ako je (X,),s0 konstantan deter-
ministicki niz, onda je (X,),>0 ergodski s obzirom na jednostrani pomak. Naime, buduci
da je niz (X,)us0 konstantan i deterministicki, za neki ¢ € R imamo da je X,, = ¢, za svaki
n > 0. Sada za svaki niz (B,),so izmjerivih skupova u F vrijedi

{(X,€B1,X,€B,,...}={ceBj,ceB,,...} ={ce m;O:OBn} S {@,Q}
pa za svaki invarijantan skup A vrijedi P(A) € {0, 1}.

Napomena 2.8. Gornja dva teorema vrijede i za opce slucajne velicine, a u nasim proble-
mima to znaci da ce niz dobiven iz stacionaranog i ergodskog (w(x)),so pod djelovanjem
neke izmjerive funkcije kao u Teoremu 2.5 ostati stacionaran i ergodski.

2.2 Povratnost i prolaznost u slucajnim okolinama

U proSlom dijelu smo iznijeli glavne tehnicke stvari vezane za alate koje ¢emo koristiti u
dokazima i sada kreCemo na esencijalni dio ovog diplomskog rada.

Teorem 2.9. Ako je (w(x)),>o Stacionaran i ergodski po P, tada je svaki x > 0 w-povratan
za P-gotovo sve realizacije od w ili je svaki x > 0 w-prolazan za P-gotovo sve realizacije
od w.

Dokaz. Neka je x > 01ineka je w € Q.. Tada redom po Lemi [I.8] Napomeni [2.2]i Lemi
imamo

Py (Ro) < Poo(Ry) = P_, gxw)(Ro) = Po sox(w)(Ro), (2.2)

gdje Lemu [1.11} tj. (1.14), koristimo jer je (6*(w))(z) = (f(6"(w)))(z) za sve z = 0.

Ako djelujemo ocekivanjem E na (2.2)), koriste¢i stacionarnost od (w(x)),»¢ dobijemo

stac.

Po[Ro] < E[Po f6xw)(Ro)] =" E[Po,fw)(Ro)] i E[Po.,(Ro)] = Po[Ro].
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Dobili smo da je nejednakost u (2.2)) zapravo P-g.s. jednakost, tj. Py ,(Ro) = Po,fo+w)(Ro)
P-g.s. Dakle, Py, fx(w)(Ro) P-g.s. ne ovisi o x.

Buduc¢i da je Py ¢(.)(Ro) izmjerivo preslikan f(w), pa onda i izmjerivo preslikan (w(x)),s0,
slijedi da je niz (P sy (Ro))x0 forme (g((w(y + x))yZO))x>0’ gdje je g izmjerivo preslika-
vanje. Posebno, po Teoremu@]to znaci da je niz (P, f(gx(w))_(Ro))xz() stacionaran i ergodski.
Buduci da je (Po, ¢y (Ro))x=0 konstantan za P-gotovo svaku realizaciju od w, iz Teorema
@] dobivamo da je niz P-g.s konstanta c, tj. za svaki x > 0 je Py ¢@xw)(Ro) = ¢ P-g.s. Iz
Propozicije [[.13]imamo da je ¢ ili 0 ili 1, tj. kad se vratimo u (2.2) imamo da je za svaki
x>0 Py,(R,)ili 0 P-g.s. ili 1 P-g.s., §to smo trebali 1 dokazati. O

Definicija 2.10. Slucajnu Setnju (X,), nazivamo povratnom (prolaznom) ako je svaki x > 0
P-g.s w-povratan (prolazan).

Napomena 2.11. Primijetimo da je po prethodnom teoremu Setnja (X,), ili povratna ili
prolazna pa prethodna definicija obuhvaca sve mogucnosti vezane za Setnju.

Sljedeéa lema govori o tome da moZemo promatrati zajednicki okoline i dijelove Setnje
tako da 1 dalje imamo stacionarni i1 ergodski niz.

Lema 2.12. Ako je (w(x)),>o stacionaran (ergodski) po P, onda je i

£ = (&0 = ((@(X + K20, Kry,py, = Ko

k>0

stacionaran (ergodski) po P,.
Nadalje, ako je g izmjeriva funkcija s ([1/2, 11" x ZY y neki izmjerivi prostor, onda je
niz (g(&x))k=0 Stacionaran (ergodski) po Py ako je i (w(x)).>¢ Stacionaran (ergodski) po P.

Dokaz. Za dokazati stacionarnost od & dovoljno je dokazati da niz (£);>x ima istu distri-
buciju za svaki K > 0. Za to je dovoljno dokazati da je za svaki B, izmjeriv podskup
kodomene od &, vjerojatnost Py[(&;)ksx € B] jednaka za svaki K > 0.

U dokazima stacionarnosti i ergodi¢nosti koristit ¢emo se sljede¢im identitetima. Neka su
w € Q,, K > 01 Bkao gore. Po jakom Markovljevom svojstvu imamo Py ,-g.s.

Poo((Ek=k € BIFry) = Py tir)(Edizk € B)

(2.3)
= Pogk .tz »((§i=0 € B),

gdje zadnju jednakost imamo po Napomeni Buduci da se okoline 6% (y(w, Hr,)) i
f(6%(w)) Py-g.s. podudaraju na svim z > 0, po Lemi imamo da je (2.3) Py-g.s.
jednako

Py, ro% ) ((Ei=0 € B) =: ng(w). (2.4)
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Uzimanjem ocekivanja E, na relaciju (2.3) i uvazavajuci (2.4)) dobijemo
Poow((Eizk € B) = nx(w). (2.5)
Ukoliko sada u relaciji (2.5) uzmemo ocekivanje E, dobijemo
Po[(Ei=k € Bl = E[nk] = E[Py 6% (w)) (=0 € B)]
= E[Po,f(w) (k=0 € B)],

gdje posljednju jednakost dobijemo iz stacionarnosti od (w(x)),so po P. Dakle, iz (2.6)
Citamo da Py[(&;)i=x € B] ne ovisi o K pa smo dobili da je & stacionaran.

(2.6)

Za dokaz ergodi¢nosti potrebno je dokazati da je Py[A] € {0, 1} kad god postoji izmje-
rivi B (podskup kodomene od &) takav da je

A ={=kx € B} YK =0. 2.7)

Pretpostavimo da imamo skupove A i B kao u (2.7). 1z racuna za stacionarnost vidimo da
sve do (2.5) nismo koristili stacionarnost pa sve do toga vrijedi i opéenito. Zato iz (2.5))
vidimo

Py (A) = Py ((Eisk € B) = ng(w), VYK >0,

pa ng ne ovisi o K, tj. (nx)kso je niz istih varijabli. Primijetimo da se nx zbog svoje defini-
cije moze prikazati u obliku g((w(x + K)),»0), gdje je g izmjeriva, pa je zbog ergodi¢nosti
niza (w(x)),>o po Teoremu [2.5]1 niz (nx)k>o ergodski. Nadalje, kako smo pokazali da je
(Nk)k=0 niz istih varijabli i da je ergodski, po Teoremu [2.6]slijedi da je n7x P-g.s. konstanta
¢ za svaki K > 0. Ukoliko se sada vratimo iz (2.5)) u (2.3]) dobijemo da je za P-gotovo svaki
wEQ,

¢ = Pou(AlFre),  Pow-gs. (2.8)

Primijenom teorema o konvergenciji martingala (vidi [10, Korolar 1.90]) imamo da za P-
gotovo svaki w vrijedi Py,-g.s

Py ,(AlFr) = Po, (A‘O' [U TTk]) =1, kadaK — oo.
=0

Bududi da (2.8) vrijedi za svaki K > 0, imamo da je za P-gotovo svaki w 14 = ¢ Py,-gs.,
tj. imamo da je c¢ ili 0 ili 1. Dakle, za P-gotovo svaki w je ili Py, (AlF7,) = 1 Po,-
g.s. ili Py,(AlF7,) = 0 Py,-g.s. Uzimanjem ocekivanja E,, iz prethodnog dobijemo
Py,(A) = 1P-gs. ili Py, (A) = 0 P-g.s. Sada uzimanjem ocekivanja E dobijemo traZeno,
tj. Po[A] € {0, 1}.

Drugi dio leme slijedi iz prvog dijela i Teorema 2.5} m|
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Sljedeca lema govori o tome koliki otklon u prosjeku stvara jedno mjesto u Setnji i bit
¢e nam korisna u dokazu glavnog rezultata o povratnosti i prolaznosti. Primijetimo da je u
tvrdnji leme traZzena samo stacionarnost niza (w(x))so.

Lema 2.13. Ako je (w(x)),so stacionaran po P, onda je Eo[D%] < 1 za sve x > 0.

Dokaz. Neka je x > 0. Prisjetimo se

#{meNy|X,,=x}
DL= > Quxi-1)
i=1

Vidimo da distribucija od D, ovisi samo o (X, )ms>1 1 w(x). Prema Napomeni @ bez
gubljenja stacionarnosti mozemo promijeniti w na negativnim tokama tako da je P-g.s.
zadovoljeno (I.2). Ovim postupkom nismo promijenili Eo[D] zbog Leme [I.8] Zaista,
neka je w’ promijenjeni w. Tada je po konstrukciji w(x) = w'(x) P-g.s. na svim x > 0.
Po Lemi [1.8| za svaki fiksni w imamo da je distribucija od D, jednaka po Py, i po Py,
atime je i Ey,[D] = Eo . [D%]. Dobili smo Ey ,[D%] = Ey . [DL] P-g.s., tj. Eo[D%L] se
nije promijenio pa promjena nije smanjila opéenitost. Dalje nastavljamo uz pretpostavku
da (1.2) vrijedi P-g.s.

Neka je 0 < k < K. Tada Py-g.s. vrijedi

K-1 K-1-k K-1-k
Dro2Dj =) D> ) Dp> ) Dp 2.9)
y=0 y=0 y=0

jerje Ty < Tk Po-g.s. zasvey < K — k. Primijetimo da je po Napomeni [2.4]i po Lemi
[1.5| Eo[Dr,] = E[Eo[Dr, 11 = E[K] = K. Zato uzimanjem ocekivanja Ey u (2.9) imamo
K-1-k

K = Eo[Dy ] > Z Eo[Dy, 1= (K = KEoD;, ], (2.10)
y=0

gdje smo zadnju jednakost dobili iz stacionarnosti niza (Dyka)yZO. Naime, za svaki k > 0
definiramo funkciju g; na ([1/2, 11" x ZMo s

#Hm<T((xn)n)|Xm=0}

G0, Bdzo) = > w0, = 1),

i=1
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gdje je Tx((x,),) = min{n > O|x, = k}. Sada Py-g.s. imamo

gi(&)) = g((w(x + ¥))xx0, (X, 01 = YImz0)
Hm<Ti(Xe, 0, ~Vme0lXe, ., ~3=0)
= >, Qw(y,i) - 1)
i=0
#{m<Ty+k|Xm:y}
= Z Qw(y,)-1)=D} .
i=0 '
Iz prethodnog po Lemi slijedi da je niz (D7, | )0 stacionaran za svaki k > 0 pa (2.10)
zaista vrijedi. "
Iz (2.10) slijedi Eo[D} 1 < K/(K - k) pa puStanjem K — oo dobijemo Eo[D} 1< 1 za
svaki k > 0. Budu¢ida Dy~ Dy kadak — oo, po Lebesgueovom teoremu monotone
konvergencije imamo Ey[DL] < 1. O

Sada ¢emo iskazati i dokazati glavni teorem ovog poglavlja. Drugi dio teorema donosi
nuzan i dovoljan uvjet za prolaznost Setnje.

Teorem 2.14. Pretpostavimo da je niz (w(x)).>o Stacionaran i ergodski po P. Tada je

Eo[D%] = min{1,E[6°]} Vx> 0. (2.11)
Nadalje, ako je
Plw(0) = (1,1/2,1/2,1/2,...)] < 1, (2.12)
onda je
(X,)ns0 povratan ako i samo ako je E[¢°] < 1. (2.13)

Dokaz. Neka je g funkcija na ([1/2, 1) x ZMo dana s

#{meNy|x,, =0}

8(W(x))x20, (Xm)m=0) = Z 2w(0,7) - 1).

i=1

Sli¢no kao u Lemi pokaie se da je g(&) = D, pa je niz (D)0 stacionaran po Lemi
[2.12] Zakljucujemo da je dovoljno pokazati tvrdnju teorema samo za x = 0. Nadalje,
1z, i DY su funkcije od (w(x)),s i (Xro,)m=1 (vidi pocetak Leme D pa mozemo, S
opravdanjem kao u prethodnoj lemi, pretpostaviti da vrijedi P-g.s.

Po Teoremu [2.93etnja je ili prolazna ili povratna. Ako je povratna, onda ce svi kolacici
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na mjestu 0 biti pojedeni Py-g.s. pa u tom sluéaju vrijedi D%, = 6° Py-g.s., tj. Eo[D%] =
Eo[6°]. Buduéi da je za fiksni w € Q. 6° konstanta Py ,-g.s., imamo

E[6°] = B[Eoo[8°]] = Eolo"] = Eo[D%] "2 1.

Zbog toga je Eo[D°] = min{1, E[6°]}. Dakle, ako je Setnja povratna, dokazali smo (2.11)) i
da je E[6°] < 1 nuZan uvjet za povratnost, tj. dokazali smo jedan smjer tvrdnje (2.13).

Pretpostavimo sada da je Setnja prolazna. Za svaki K € N zbog stacionarnosti niza
(D* )i=0 po Py imamo

1 K-1 N 1 K-1
071 _ k apj - k
EoDA] = = ) EolDh] "8 | Eo | Y DL
k=0 k=0 (2.14)
ZE [EO,(U[DTK]] ’
K

gdje zadnju nejednakost dobijemo iz ocite Cinjenice D < Z;f:_ol Dt Py-g.s.
Nadalje, zbog D7 < Dr, i zbog Leme (jer uvjet (I.2) po pretpostavci vrijedi P-g.s.)
imamo

Eo (D7, ] < Eoo[Dry]
K N K
Buduci da smo pretpostavili da je Setnja prolazna, imamo da je uvjet Leme [I.I§] P-g.s.
zadovoljen pa je

=1, P-gs. (2.15)

EoulD7,]
lim ——~ =1, P-gs.
K—+c0 K
Dakle, niz (Eo,[D7, 1/K)ks1 konvergira P-g.s. i po (2.15) je omeden odozgo s 1. Sada
mozemo u (2.14) pustiti K — oo i po Lebesgueovom teoremu dominirane konvergencije
dobiti Eo[D%] > 1. Buduéi da je po prethodnoj lemi Ey[D?] < 1, dobili smo

Eo[D%] =1. (2.16)

Primijetimo da je 6° > D% Py-g.s. pa je E[6°] = E[E,[6°]] = Eo[6°] > Eo[DY]. Dakle,
Eo[D° ] = min{1,E[6°]} pa smo tvrdnju (2.11) dokazali i za prolaznu Setnju.

Dokazimo sada dovoljnost uvjeta (2.13). Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi E[6°] < 1 i
da je Setnja prolazna. Po netom dokazanom je zbog prolaznosti Setnje 1 = Eo[D° ] = E[¢].
Promotrimo dogadaj

S = {Z(zw(o, iH—1)> 0}

i=2
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koji oznacuje da sav otklon nije pohranjen u prvom kolaci¢u. Tvrdimo da je P[S] > O.
U suprotnom je, zbog toga $to su ¢lanovi sume nenegativni, 2w(0,i) — 1) = 0 P-g.s, za
svaki i > 2, tj. w(0,i) = 1/2 P-g.s, za svaki i > 2. Buduci da pretpostavka P[w(0) =
(1,1/2,1/2,1/2,...)] < 1 sada isklju¢uje moguénost w(0, 1) = 1 P-g.s., imamo da je

E[6°] = E[2w(0,1) - 1] < 1

————
<1P-gs.
Naime, ako bi bilo E[2w(0, 1) — 1] = 1, tj. E[w(0, 1)] = 1, onda bi zbog 1 — w(0,1) > 0
P-g.s. 1 E[1 — w(0,1)] = O slijedilo da je w(0,1) = 1 P-g.s., a to je kontradikcija. Dakle,
E[6°] < 1, no zbog pretpostavke o prolaznosti §etnje imamo
1 = Eo[D%] = min{1, E[6°]} = E[¢°] < 1,

Sto je kontradikcija. Dakle, P[S] > 0.
Zbog prolaznosti Setnje je uvjet Leme [I.22|P-g.s. zadovoljen te je zato Py, (Vn > 0 : X,, >
0) > 0 ispunjen P-g.s. Nekaje A = {Vrn > 0 : X,, > 0}. Zbog P[S] > O slijedi
0 <E[Py,(Vn>0:X,>0);S] =E[Py,(A)]s]
= E[Eoo[14ll5] = E[Eoo[14ls]] = Po[ANS]

= Py [{D% = 2w(0, 1)~ 1} N S |

< Po[D°, < 6] (2.17)
Buduéi da je uvijek D%, < ¢°, iz (2.17) imamo 1 = Eo[D4] < Eo[6°] = E[6°], tj. E[6°] > 1.
Dobili smo kontradikciju s E[6°] < 1, §j. vrijedi i dovoljnost uvjeta (2.13). ]

Napomena 2.15. Primijetimo da ako uvjet (2.12) nije zadovoljen, onda je X, = n Py-g.s.
za svaki n € Ny i Setnja je prolazna iako je E[6°] = 1. Nadalje, ako je E[6°] # 1, onda
uvjet ne moZe biti ispunjen. Naime, da vrijedi 2.12), onda bi bilo 1 # E[¢°] =
> E[2w(0,7) — 1] = 1, $to je kontradikcija.

Primijetimo da smo u iskazu prethodnog teorema mogli zamijeniti E[6°] s Eo[6°] jer su te
dvije vrijednosti jednake kao Sto smo pokazali u dokazu.

Primjeri

Sada ¢emo na par primjera primijeniti Teorem [2.14] Prije nego krenemo s primjerima,
primijetimo da ako je (w(x)),>o jednako distribuiran i P-g.s. konstantan, tj. w(0) je P-g.s.
konstanta i vrijedi w(x) = w(y) P-g.s., za sve x,y > 0, onda je (w(x)).>o Stacionaran i
ergodski. Zato za jednako distribuirane i konstante nizove moZemo primjenjivati Teorem
Po Teoremu imamo: ako je w(0) # (1,1/2,1/2,--+), onda zbog E[§°] = &°
vrijedi

(X,)n=0 povratan ako i samo ako je 0 < 1. (2.18)
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Primjer 2.16. Vratimo se Primjerul0.1]s pocetka rada koji nas je motivirao za promatranje
Setnji s kolaci¢cima. Dakle, u Setnji imamo okolinu w(x) = (p,p,1/2,1/2,--+) za svaki
x € Z, gdje je p € [1/2,1]. Imamo da je (w(x))yso jednako distribuiran i konstantan niz.
Bududi da je w(x) = (p,p,1/2,1/2,--+), nemoguce je da bude w(x) = (1,1/2,1/2,--+)
pa je uvjet iz Teorema ispunjen. Iz slijedi da je Setnja iz Primjera

povratna ako i samo ako je

"= Qu0.) -1 <1 &= 22p-1)<1 = p<3/d
i=1

Ovime smo razrijesili pitanje o prolaznosti i povratnosti Setnje iz Primjera(0.1]

Primjer 2.17. Na pocetku smo se dotakli i Setnje excited random walk (ERW [2]), Setnje
kod koje je Setac pristran samo pri prvom posjetu nekom mjestu. Za tu Setnju imamo
okolinu w(x) = (p,1/2,1/2,--+) za svaki x € Z, gdje je p € [1/2,1]. Isto kao i ranije, zbog
Jjednako distribuiranog i konstantnog w, zakljucujemo da moZemo primijeniti Teorem[2.14)
Vidjeli smo po Napomeni[2.15|da je za p = 1 Setnja prolazna. Ako promatramo Setnju za
p < 1, zadovoljen je uvjet 2.12)) i vrijedi da je (X,), povratna ako i samo ako je p < 1.
Naime, zbog 6° = 2p — 1 imamo da je

P <DA(p<]) = Q2p-1<DA(p<]) = p<l.

Dakle, ERW je povratna za svaki p < 1.

Primjer 2.18. Ako nastavimo dalje u smislu prethodna dva primjera, moZemo promatrati
Setnju gdje imamo kolacice jacine p na prvih k > 3 posjeta mjestu. Tada je okolina dana s

wx)=(p,...,p,1/2,1/2,...), Vx€Z,
——

k puta

gdje je p € [1/2,1]. Imamo opet stacionaran i ergodski niz zbog jednake distribuiranosti
i konstantnosti te zbog k > 3 vrijedi i uvjet R.12)) za svaki p. Iz 8° = k2p — 1) i 2.13)

dobivamo da je ovakva Setnja povratna ako i samo ako je k(2p — 1) < 1, tj. ako i samo ako
< kil

jep < 5

Primjer 2.19. U Napomeni pokazali smo da je Setnja prolazna ako imamo okolinu
w(0) = (1,1/2,1/2,...) P-g.s. bez obzira sto je E[6°] = 1. Promatrajmo sada Setnju takvu
da je w(x) = (1/2,1,1/2,1/2,...) P-g.s., za svaki x > 0. To je Setnja u kojoj se netom
nakon drugog posjeta nekom mjestu sigurno krecemo udesno. Po Teoremu Setnja
je povratna jer je E[6°] < 1. Dakle, ukoliko obavezan korak nadesno maknemo s prvog
kolacic¢a na drugi, dobijemo povratnu Setnju.
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Neka je € € (0, 1/2) proizvoljan. Ako u Setnji na prozvoljno mjesto i € N stavimo w(x, i) =
1/2 + & (za svaki x € Z), po Teoremu imamo da je Setnja prolazna jer je E[6°] =
1 + & > 1. Dakle, koliko god pocetnu Setnju daleko i malo uzburkali, tj. koliko god veliki
bio i € N i koliko god mali bio € > 0, Setnja postaje prolazna.

Dolazak po repete

Pretpostavimo da je (w(x)),so stacionaran i ergodski. Po Teoremu [2.9]Setnja (X,),so je ili
povratna ili prolazna, a Teorem [2.14] nam kaZze kakva je.

Pretpostavimo da je Setnja (X,,),so prolazna. Setnja ée tada svako mjesto x € Z posjetiti
Py-g.s. samo kona¢no mnogo puta. Slijedi da je Py-g.s. dobro definirana okolina w, :=
Y(w, (X,)n=0) koju dobijemo prosirivanjem definicije (I.18) na beskonacne nizove, tj.

Y(w, (Xnz0)(x, 1) = w(x, i+ #n € NolX, = x}),

gdje primjecujemo da je za svaki x € Z zbog prolaznosti Setnje #{n € Ny|X,, = x} < oo Py-
g.s. Zbog definicije od w, moZemo promatrati novu Setnju (X?),0 koja se kreée po w,,
tj. druga Setnja jede kolacice koje prva Setnja nije pojela. Primijetimo da drugu Setnju ima
smisla promatrati samo kada je prva prolazna. Naime, u slucaju da je prva Setnja povratna,
Setnja svako mjesto x € Ny Py-g.s. posjeCuje beskonacno mnogo puta i zato ne bismo
mogli definirati novu okolinu w, na nenegativnim mjestima na gornji nac¢in. Da bismo
mogli nesto reci o drugoj Setnji, potrebno nam je da je (w,(x)),so stacionaran i ergodski.
Bududi da je (w(x)).»o stacionaran i ergodski, po Lemi 2.12] pomocu funkcije

Z(W(x))x20, (Xm)m=0) = W(0, i + #{m = Olx,, = 0}))i1

imamo da je (wy(x)),s0 Stacionaran i ergodski. Naime, za k > 0 imamo

g(&) = g((w(x + k))r0, (Xrp,s — Omz0)
= (w(k,i +#m 2 0|X;, ., —k =0})i
= w(k, i+ #{I/l S N()an = k})izl
= wy(k)

pa zbog toga §to je (g(&x)).>0 stacionaran i ergodski, imamo da je i (w,(k));=o stacionaran i
ergodski.

Sada mozemo zakljucivati isto kao na pocetku, tj. Setnja (X0 je ili povratna ili prolazna.
Stovise, na osnovu ukupnog otklona u 0 iz prve Setnje, moZemo reéi je li druga Setnja
prolazna ili povratna. Naime, ukupan otklon sadrZan u 0 za prvu $etnju je 6°, a ukupan

otklon sadrZan u 0 za drugu Setnju je 67, = 6° — DY,, tj. ukupan otklon u 0 za drugu Setnju
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je ukupan otklon sadrZan u 0 za prvu Setnju umanjen za otklon onih kolaci¢a koje je prva
Setnja pojela na mjestu 0. Bududi da je (X)), prolazna, iz Teorema [2.14]imamo

Eol6%] = Eol6° — D] = Eo[6°] - EolD%] = Eol6”] - 1,

tj. prva Setnja je ocekivani ukupni otklon u O smanjila za 1. Po Teoremu [2.14] (i Napomeni
2.15)) sada zaklju¢ujemo da ako je E, [6?1)] < 1, onda je (X\?),s0 povratna. Ako je E, [6?1)] >
1, druga Setnja je prolazna pa moZemo definirati novu stacionarnu i ergodsku okolinu w3 =
U(w,, (X,(f))nzo) na kojoj moZemo promatrati trecu Setnju (Xff))nzo.

Ovaj postupak moZemo ponavljati sve dok ne dobijemo povratnu Setnju. Posebno, ako
je E[¢°] konacno i nije cijeli broj (ovime izbjegavamo degenerirane $etnje s okolinama
poput w(0) = (1,1,...,1,1/2,1/2,...), gdje je broj jedinica na pocetku konacan), onda je
prvih |E[¢6°]] Setnji Py-g.s. prolazno, a sljedeca $etnja je Py-g.s. povratna te tada stajemo
s procesom. Naime, ako je E[6°] kona¢no i nije cijeli broj, onda svaka 3etnja smanjuje
ukupni ocekivani otklon u 0 za 1, a to moZemo napraviti | E[¢6°]] puta prije nego §to se
ukupni ocekivani otklon smanji na vrijednost strogo manju od 1. Tada zbog (2.13) sljedeca
Setnja postaje povratna jer uvjet (2.12)) ne moZe biti ispunjen.

2.3 Jaki zakon velikih brojeva za multi-ERW

U ovom poglavlju reéi ¢emo nesto o brzini Setnje, tj. o jakom zakonu velikih brojeva za
Setnju. Brzinu Setnje gledamo kao omjer pomaka i vremena, a ako krecemo iz 0, onda je
to omjer X, /n. Zanima nas grani¢no ponasanje brzine, tj. zanima nas lim,, %

S druge strane, sluajnu Setnju mozemo shvatiti kao sumu slucajnih varijabli, tj. proma-
tramo Setnju za koju je Xy 1 vrijedi X, = Y; + Y, +--- + Y, gdje su Y, varijable koje
poprimaju vrijednosti -1 1 1 (te nisu opCenito jednako distribuirane i nezavisne kao u slu-
¢aju jednostavne slucajne Setnje). Ako s ove strane promatramo Setnju, onda je

X, 1<
PPN

pa ako nas zanima grani¢na brzina Setnje, zapravo nas zanima vrijedi li neki oblik zakona
velikih brojeva za niz varijabli (¥ )is;.

Prije nego iskazemo i dokazemo tvrdnju koja odgovara na gornja pitanja, iskazat ¢emo
najavljenu vezu izmedu opée ergodi¢nosti i naSe ergodi¢nosti sa stacionarnosti. Treba nam
posljedica centralnog rezultata vezanog za ergodske nizove, tj. posljedica tzv. Birkhoff-
Hincinovog ergodskog teorema.

Teorem 2.20 (Ergodski teorem). Neka je (X,,),s0 niz u (, F,P) i neka je on stacionaran i
ergodski s obzirom na operator jednostranog pomaka. Neka je f : R — R izmjeriva takva
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da je E[|f(Xo)|] < oo. Tada vrijedi

lim ~ Ezfa%y_ [f(Xo)] P-gs.iulL.

n—oo

Dokaz. Vidi [5 Korolar 3.37]. O

Sada mozemo odgovoriti na pitanja koja smo postavili na pocetku poglavlja. Primije-
timo da sljedeci teorem posljedi¢no pokazuje i da je brzina multi-ERW Setnje na stacionar-
nim i ergodskim okolinama uvijek dobro definirana.

Teorem 2.21. Neka je (w(x)),o Stacionaran i ergodski po P. Tada je Py-g.s.

X, 1 . N :
lim — =v:= " gdje je u = ZPO[T.,-H -T;> jle[l,oo].

n—oo n -
J=1

Prije nego krenemo s dokazom, napomenimo jednu tehnicku stvar. Kada ¢emo u dokazu
govoriti 0 jednakostima i nejednakostima medu varijablama (npr. 7, > T), onda zapravo
mislimo na Py-g.s. jednakosti i nejednakosti (7, > T} Py-g.s.).

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da vrijedi

T
1mf_umgs (2.19)

k—o0

Bududi da je Ty = 0, teleskopskim sumiranjem imamo da je

k=1
Ti= ) (Tui = T). (2.20)

Neka je t € Ny proizvoljan. Primijetimo da zbog Ty — T; > O vrijedi Ty — T; = (Tiy —
T;) At > 0. Sada pomocu (2.20) imamo

lim 1nf — = liminf = T Z(Tl“ T)

k—o0 k—o0

> liminf Z((h T)) A t)

k-1

> liminf Z((m T) A D),



POGLAVLIJE 2. SLUCAJNE SETNJE U SLUCAJNIM OKOLINAMA 38

1 to vrijedi za svaki ¢ € Ny. Uzimanjem supremuma imamo

k-1
11m1nf — > sup hmmf Z((T,+1 —T)Nt). (2.21)

k—o0
>0 i=t

Za svaki t € Ny, koriste¢i Lemu [2.12]i funkcije

8((W(X))x20, (m)m=0) = (Tre1 = T ((Xm)m=0) A 1,

dobijemo da je niz ((T;1; — T;) A 1);s, ergodski i stacionaran. Naime, zat € Ny ii € N
imamo

8:(&) = &((w(x + 1)r20, Xz, — Dimz0)
= (Tt+1 - Tt)((X‘riymH - i)mZO) AL

Sada Zelimo pokazati da je (T — T)((Xr,,.,, — Dmz0) At = (Tryis1 — Try)) A 1. Ako se
Setnja (X;,,,, — Dm0 1zmedu vremena T,((Xx,,,, — Dmz0) 1 Ti11((Xx,,,,, — Dm=0) 0dvija na
strogo ve¢im mjestima od 0, onda se Setnja (X},),so izmedu vremena 7;,; i T,,;+; podudara
sa Setnjom (X, . Ims0 izmedu T,((X,,.,, — Dm=0) 1 Trs1((Xr,,,,, — Dmz0). Dakle, u tom slucaju
je (Tt = T)((Xepy = Do) = Trvint = Tywi pa onda i (Tt = TH(Xryyy = Do) A 1 =
(Tt+i+1 - Tt+i) At

Ako Setnja (X, —)n=0 ipak dostigne O u vremenu izmedu T,((X,,,, —Dm=0) 1 Tr1(Xz,,,.., —
Dmz0), onda je (Tyy1 — TH((Xs,,,., — Dms0) = t. Zaista, od mjesta t do O treba barem ¢
koraka, a povratak iz O do mjesta ¢ + 1 traje barem ¢ + 1 1 time je vrijeme putovanja izmedu
T((Xz,,,; = Dmz0) 1 Tr1((Xz,,,, — Dmzo) barem 2t + 1, a zbog ¢ € Ny vrijedi 2t + 1 > ¢.
Primijetimo da to znaci da i Setnja (X,,),>0 nakon vremena 7,; dode do i prije nego dode u
t+i+1c¢imejei Ty — Ty 2 1. Dakle, i u ovom slucaju je (T — T)((Xr,,,,, = Dmz0) AT =
(Ty1i+1 — Trsi) A t. Time smo dokazali da je g,(&;) = (Trais1 — Tivi) At iz Cega po Lemi [2.12]
imamo da je

((Tix1 — T;) A 1);s, stacionaran 1 ergodski za svaki t € Ny. (2.22)

Iz (2.22)) po ergodskom teoremu imamo Py-g.s. za svaki ¢

k=1
lim Z((M T) A = Eol(Tys = T) A ]

pa je desna strana od (2.21)) Py-g.s. jednaka

sup Eol[(Tia1 — Tt)/\l]—SUPZPo[(Tm T)A1> ], (2.23)

>0 >0
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gdje zadnju jednakost imamo jer je (7,+; — T;) A t diskretna varijabla pa joj se ocekivanje
moze izraziti preko sume na gornji nacin.

Sada ¢emo eliminirati 7 iz sumanada u (2.23). Prvo primijetimo da za j < ¢ vrijedi {(T}+; —
TOANt 2 jy={(Twmi —T)ANj= jipajeza j<t

Po[(Trii =T Nt = jl = Pol(Trs1 =T A j = ]
Nadalje, iz (2.22) slijedi da je niz (T4 — T;) A j)i»; stacionaran za svaki j > O paza j <t
vrijedi
Pol(Ty —=TONjZ jl1=Pol(Tjs1 —=T) AN j=jl=Po[Tj1 —T; 2 jl.
Dakle, (2.23) je jednako

SUPZPO =Tz 1= D PolTj =T, 2 jl=u,

J=1

gdje pretposljednju jednakost imamo jer su sumandi neneagtivni. Ovime smo dokazali
nejednakost lim 1nfk > u Py-g.s.
Za drugu potrebnu nejednakost primijetimo da su varijable T, — T; diskretne pa vrijedi

Tin—-T;= Z Lz, -1
=

Iz (2.20) sada imamo
k-1 oo
1
lim sup — = limsup 2 Z Lz, -12))
k— o0 k—o0 i=0 j=1
0 k-1
) 1
= lim sup Z % Z 1{Ti+1—Ti2j}
koo "1 * 0
00 1 k-1
< Z imsup — l{Ti+1—Ti2j}' (2.24)
k—o00 k i=0

Nadalje, primijetimo da je za svaki j € Ny
1< 1 S
hm Su T Zol Ti -T2} < hm Sup % 1 Ti—Ti2j} + hm Su % Z:J: Ti -T2}

k—o0 k k—o00 k—o0

\‘

=

._.OO

k—

= lim sup

1
m Sup o Lz, -1 (2.25)

l:j



POGLAVLIJE 2. SLUCAJNE SETNJE U SLUCAJNIM OKOLINAMA 40

Iz @28) i (25) slijedt
T 0 1 k—1
. k .
msup £ 2 1 g 2, L 220

Po Lemi [2.12] primijenjenoj na funkcije

&i((W(x))x20, (Xm)m=0) = LT 1T ))(Comome) )

dobivamo da su nizovi (1;7,,,-7,>j)i>j> za j > 1, stacionarni i ergodski. Zaista, za j € N i
i € Ny imamo

gi(&) = gi((w(x + 1) z0, (Xz,,.,, — Dmz0)

= Y1 -1)x,

et ~Dmz0)2 )+

Sada Zelimo pokazati da je {(Tj.1 — T))((Xr,,.., = Dm=0) = j} = {Tjsis1 — Tjsi = j}. Isto kao i
prije, ako se Setnja (X,,,,, — )u=0 izmedu vremena T ;(X-,, ., — Dp=0) 1 Tj11((Xz,,.,, — Dm=0)
odvija na strogo ve¢im mjestima od 0, onda je (Tj1 — T)((Xr,,..; = Dmz0) = Tjris1 — Tjsie
Ako pak Setnja (X, ,,, —i)m=0 dostigne O u vremenu izmedu T;((Xx, .., —Dm=0) 1 T j1 (Xr,,,.., —
Dms0), onda je (T — T))((Xr,,.., = Dms0) = j,alijei Ty — Ty > j. Dakle, imamo

im+1
8i(&) = Liryp-1y21>
tj. nizovi (Iir,,,-1,>j1)i=j» Za j > 1, jesu zaista stacionarni i ergodski.
Po ergodskom teoremu za j € N zbog upravo dokazane ergodi¢nosti imamo da je Py-g.s.
k=1

1 )
lim z ; Lz -12jy = EolLiry, -129] = PolT 1 = T; 2 J]

k—o0

pa je desna strana od (2.26) Py-g.s. jednaka
D PolTy =T > jl=u.
=1
Ovime smo dokazali lim sup, % < u Py-g.s., a onda zbog ve¢ dokazanog lim inf % > u

Py-g.s. imamo da je limy % = u Py-g.s., tj. 2.19).

Sada ¢emo tvrdnju teorema dokazati pomocu (2.19). Neka je slucajan niz (k,),>o dan
sljede¢om konstrukcijom. Za [ € Ny i za svaki m € N, takav da je 7; < m < T4 stavljamo
k, = 1. Za ovako zadan niz vrijedi

T, <n<Tier (2.27)
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Naime, zan > 0 takav daje 7; < n < T};; imamo
Ty, =T/ <n<Ty =Tin

jer je k, = L. Primijetimo da je niz neopadajuci i nenegativan. Takoder, zbog toga Sto je
Ty < oo Py-g.s., za svaki k € Ny, iz konstrukcije slijedi lim, k, = oo Py-g.s. Koristeci

relaciju (2.27) imamo

Ty, < Tie1  Tiper by + 1

k, k, k,+1 k,

pa zbog lim,k, = oo Py-g.s. iz i po teoremu o sendvicu imamo da je
lim, n/k, = u Py-g.s. Nadalje, iz definicije T} i (2.27) slijedi da je X,, < k, + 1, §j. X,, < k,.
S druge strane, zbog toga §to se Setnja odvija po susjednim mjestima, Seta od trenutka kad
je prvi put posjetio mjesto k, do trenutka n moZe najviSe za n — T}, mjesta otici ulijevo.
Dakle, vrijedi i k, — (n — Ty,) < X, tj. dobili smo da je

< (2.28)

Kanl I

ky—(n-T X,  ky
b2 Th) X K (2.29)
n n - n
Desna nejednakost nam odmah povlaci
Xo .. kn ..k, 1
limsup — <limsup — =lim — = - =v Py-gs. (2.30)

nosoo N nooeo Mmoo N U

Pretpostavimo sada da je u < oo. Lijeva nejednakost u (2.29) povlaci

Xn s kn - -T . kn . -T
liminf == > liminf ko = (0 = 1) = lim = — lim (n—Ty)
n—oo n n—oo n n—oo N n—oo n
1 T 1 Ty k,
=——1+ lim - :——1+1im(ﬁ—)
u n—oo 1 u n—oo kn n
1

:——1+u-l=v Py-g.s.
u u
Dakle, ako je u < oo, dobili smo lim,, % =v Py-g.s.

Pretpostavimo da je u = oco. Tada je v = 0 pa je zbog dovoljno pokazati da je
lim inf,, X7 > (. Sjetimo se Leme 1 jednostavne simetricne slucajne Setnje (V)0 takve
daje Y, < X,, za svaki n > 0. Sada imamo

v, .. . Xy
liminf — < liminf —. (2.31)

n—oo N n—oo n
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Medutim, (Y,),>0 je jednostavna simetri¢na slu€ajna Setnja i moZe se zapisati kao zbroj
nezavisnih Rademacherovih varijabli (poprimaju vrijednosti 1 i -1 s vjerojatnosti 1/2), tj.
Y() = 0 1

Y, = kZ:Rk,

gdje su R, nezavisne Rademacherove slucajne varijable. Po jakom zakonu velikih brojeva
sada slijedi da je

Y, . 1+
lim — = lim — Ry = Eo[R1] =0 Py-g.s. (2.32)
n—oco N n—oo N}

k=1

Iz 231) i (2:32) sada slijedi liminf, 22 > 0 Py-g.s., a time zbog (Z:30) i lim, % = 0 Py-g.s.
Time smo dokazali tvrdnju teorema i u slucaJu u = oo, O

2.4 Monotonost

Sljedecih nekoliko tvrdnji govori o monotonosti nekih zanimljivih dogadaja s obzirom na
pocetno mjesto Setnje i s obzirom na "monotonost" okoline koju éemo kasnije jasnije defi-
nirati.

Sljedeca tvrdnja ugrubo govori da na fiksnoj okolini Sto desnije kre¢emo, to je veca
vjerojatnost da prije dodemo do nekog desnog zacrtanog cilja, nego da dodemo do lijevog
zacrtanog cilja. Tvrdnja je intuitivno potpuno jasna jer se krecemo u okolini koja nas potice
na kretanje udesno, a po¢injemo se kretati sve bliZe i1 bliZze Zeljenom desnom cilju.

Lema 2.22 (Monotonost s obzirom na pocetno mjesto). Neka je w € Q. i neka suy,,y, € Z
i X, € ZU {—00,00} te neka je t € [0, 00]. Ako je x <y; <y, <z onda je

Pyl Tz < (T A1) < Py ol T2 < (T A1), (2.33)
gdje definiramo T_o, = To, =
Dokaz. Tvrdnju je dovoljno dokazati za z < oco. Naime, ukoliko tvrdnja vrijedi za sve

7 < oo, onda iz lim7, = T, po neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na padajuéi niz

7—00

dogadaja imamo
Py o(Teo < (Tx A D) = lim Py, (T < (T A 1))
< hm Py, (T, < (Ty A1)

= wa(Too < (T, A D).
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Takoder, bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je x < y; < y» < z. U slucaju
y1 = Yy, tvrdnja je trivijalna. Dakle, dokazujemo za y; < y,. U slucaju x = y; lijjeva
strana od (2.33) jednaka je O pa nejednakost ocito vrijedi. Sli¢nim argumentom moZemo
pretpostaviti da je y, < z jer je za y, = z desni izraz u (2.33) jednak 1 pa tvrdnja vrijedi.
Nadalje, dovoljno je pretpostaviti da je y, = y; + 1. Zaista, ukoliko tvrdnja vrijedi za
y» =y + 1, onda za opcenite y; 1 y, imamo

Pyl,w(TZ < (Tx A t)) < Py1+l,w(Tz < (Tx A t)) <. < Pyz,w(Tz < (Tx A t))

Dakle, tvrdnju dokazujemo za z < oo, x # y;, y, #z1y, =y, + L.

Oznacimo s IT; skup svih konacnih Setnji po susjednim mjestima koje krecu iz yi,
zavrSavaju u z i ne posjeCuju z negdje u sredini Setnje. Dakle, za r € IT5 vrijedi 7 = (x,)n<m
za neki m € N, gdje je (x,).<n» susjedni niz brojeva takvih da vrijedi xo = y, x,, = 2, 1
X, # 2, za 0 < n < m. Svaka takava Setnja m moZe se jedinstveno zapisati kao ulancanje
(konkatenacija)

T = (B],Al, Bz,Az, cees Bj(ﬂ)’Aj(ﬂ))’ za neki ](7'(') (S N,

gdje su A; 1 B; manji putevi po susjednim mjestima takvi da A; sadrZi samo mjesta strogo
veca od y;, a B; sadrZi samo mjesta koja su manja ili jednaka y,. Naime, B; je Setnja od y,
sve dok ne dodemo do y; + 1 (bez y; + 1). U y; + 1 poCinje A, i traje sve dok se ne vratimo
u y; (bez y;). Tada pocCinje B, i tako dalje. Taj proces traje sve dok ne dode Setnja A .,
za neki j(r) € N, koja se ne vrati u y;, nego dode u z i time je zavrSeno ulancavanje (za
graficki prikaz pogledati gornji dio Slike [2.T].

Definirajmo funkciju @ : IT; — H;l RE

(D(BI’AI’B27A29' . ,B]’Aj) = (AlvBl9AZaBZa' .. aAj—l’Bj—laAj)'

Zbog jednistvenosti prikaza od 7 € II5 u smislu ulanavanja funkcija, @ je dobro defini-
rana, a zbog definicija od A; 1 B; Setnja (A1, B1, A2, By, ..., Aj_1,Bj_1,A;) poCinje u y; + 1,
ide po susjednim mjestima, zavrSava u z i nigdje u sredini ne posjeti z, tj. slika joj je zaista
u It . Pogledajmo na Slici [2.1| kako djeluje ®.

yi+1°
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Slika 2.1: Slika prikazuje djelovanje funkcije @ (Izvor: [11])

Nadalje, svaki n’ € H;l ., takoder moZemo zapisati kao n’ = (A, By,...,Bj_1,Aj) pa za
svaki € IT; takav da je m = (B1,A1...,Bj1,Aj-1, B, A)), gdje je B proizvoljna Setnja
na mjestima manjim ili jednakim od y; koja pocinje i zavrSava u y;, vrijedi ®(r) = n’'.
Primijetimo da je zaista 7 € II jer B;-ovi pocinju i zavrSavaju u y;, A;-ovi pocinju 1
zavrSavaju u y; + 1, osim A; koji zavrSava u z. U sredini se ne dolazi do z jer je B Setnja
ispod y; < z, 1 oCuvano je svojstvo Setanja po susjednim mjestima. Dakle, 7 € IT; . Time
smo dobili da je @ surjekcija.

Primijetimo da funkcija @ prvo izbacuje posljednji dio Setnje 7 na mjestima manjim ili
jednakim od y,, tj. izbacuje Bj, a na ostalim dijelovima Setnje preostalim od 7 mijenja
poredak Setnji A; 1 B; zasve i < j.

Promatrajmo vjerojatnost Py, ,(Hr, = m) Sto je umnozak faktora w(x,7) i (1 — w(x,1)).
Posluzimo se Slikom [2.1] da bismo izracunali tu vjerojatnost. Tu vjerojatnost moZemo
izraCunati tako da redom mnozimo faktore iz Setnje B;, a zatim mnoZzimo s w(y;, by) jer
idemo iz y; u y; + 1, gdje b, oznacava koliko smo puta dosada bili u y;. Nakon toga
mnozimo faktorima iz Setnje A, 1 zatim s (1 — w(y, + 1, a;)) (a; oznacuje koliko smo puta
dosada bili u y; + 1) jer prelazimo iz y; + 1 u y;. Tako radimo analogno sve do Bj i
A jiry. Medutim, mozemo i drugacije, tj. moZemo pratiti put Setnje ®(rr). Prvo mnozimo s
faktorima iz Setnje A, pa onda s w(y; + 1, a;) (primijetimo da se a; nije promijenio), zatim
mnoZzimo s faktorima iz Setnje By, zatim s w(yy, b;) (b, je takoder isti), zatim faktore iz A,,
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1 tako sve dok ne pomnoZimo s faktorima iz Setnje A ;). Sada jo§ samo moramo mnoZiti s
odgovarajucim faktorima iz Setnje B, jer je ona izbrisana u ®(rr). Za ovaj na¢in mnoZenja
kljucno je da funkcija ®@ Cuva relativni poredak mjesta u izletima ispod y; (Sto su B;-ovi) i
Cuva relativni poredak mjesta u izletima strogo iznad y; (Sto su A;-ovi). Ovakvo tumacenje
vjerojatnosti Py, ,(Hr, = m) moze se formalno zapisati kao

Pyl,w(HTZ =n)= Py1+1,w(HTZ = O(n)) - Pyl,w’(HTylH = (Bj(rr)’yl + 1)), (2.34)

gdje je ' = Y(w, (B1, Ay, ..., Bjmy-1,Ajm-1,y1)) i to vrijedi za svaki 7 € IT; . U (2.34) smo
prvim izrazom s desne strane pokupili dijelove Setnje 7 uredoslijedu (A, By, ..., Bjm-1, A jmr)s
a drugi faktor nam oznacuje izbacCenu Setnju (B ) 1 njenu vjerojatnost iz originalnog niza.

Nadalje, primijetimo da je skup IT; prebrojiv. Naime, za svaki m € N definirajmo
I [m] := {r € IT; |duljina od 7 je m} i oni su ocito konacni jer se Setnja odvija po susjed-
nim mjestima. Imamo

15, = |18, m)

meN

paje IT; prebrojiv. Zbog toga moZemo prosumirati izraz (2.34) po svim mogucim etnjama

B koje pocCinju 1 zavrSavaju u y; (njih ima takoder prebrojivo jer su to dijelovi Setnji u

IT;, ) te dobiti
Py, o (Hr, € 7' (@) = Py,110(Hy, = ®(m), Vr €I,

Buduci da je @ surjektivna, za sve 7 € IT] ,, iz prethodne jedndZbe imamo

Py, (Hr, € 07\ () = Py 1, o(Hy, = 7). (2.35)

Oznacimo s IIf (x,7) sve Setnje 7 € II; koje ne posjeCuju x i traju najviSe 7 koraka. U
novim oznakama (2.33) mozZe biti zapisan kao

Py1,a1(HTZ € Hfl (x’ t)) < Py|+1,u)(I-ITZ € Hf,]_,.](x, t)) (236)

Zato desna strana od (2.33)) moze biti napisana kao
Py w(Hr, €TE | (x,0) = Py, , (Hr, € 7' (IT; (x, 1)), (2.37)
gdje jednakost dobijemo iz (2.33)) i prebrojivnosti skupa IT; (x,#). Buduci da djelovanje
funkcije @ ne Cini Setnju duZom niti Setnja postane takva da posjeti x u sredini Setnje

imamo

® (IT (x,1) CTE ,, (x,1). (2.38)
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Sada iz (2.38)) slijedi

IE, (x,1) € @7 (@ (IE, (x. 1)) € @7 (I, (x. 1)), (2.39)

y]+1

gdje smo prvu skupovnu nejednakost dobili iz ¢injenice da za svaku funkciju f 1 A podskup
domene od f vrijedi A C f71(f(A)).
Iz (2.39) sada slijedi

Py, o(Hy, € TE (x,0) < Py, (Hr, € @7 (I, (x. 1))
B0 p, 1 o(Hy, € TE (x,1),

a zbog (2.36) to je upravo ono §to smo trebali dokazati. o

Definicija 2.23. Neka su w,, w, € Q.. KaZemo da je w, manja ili jednaka od w, i pisemo
w1 < w, ako vrijedi wy(x, i) < wy(x,1) za svaki x € Z i svakii € N.

Sljedeca lema ugrubo govori da povecavanjem okoline u smislu prethodne definicije
Setnja ne usporava, tj. povecavanjem okoline s veCom vjerojatnosti prije dodemo do desnog
cilja, nego do lijjevog.

Lema 2.24 (Monotonost s obzirom na okolinu). Neka su w1, w, € €, takvi da je w, < w;.
Neka su x,z7 € ZU {—c0,00} iy € Z takvi da je x <y < zineka jet € [0,c0]. Tada vrijedi

Py (T, <(TyN1) <Py ,(T, < (T A1)). (2.40)

Tvrdnja ove leme intuitivno je jasna kao i tvrdnja prosle leme. Medutim, vidjet ¢emo
da nije lagana za dokazati. Klasi¢na tehnika sparivanja, slicna onoj iz Leme [I.4] ne daju
traZeni rezultat. Prije nego dokaZzemo lemu, uvjerimo se da tehnika sparivanja ne daje
ploda.

Primjer 2.25. Neka su w;, w, € Q, takve da je wi(x,1) = p;iw;(x,i) =1/2(j=1,2), za
svex € Zisvei>?2, stimedajel|/2 < py < py < 1. Dakle, vrijedi w, < w,. PokuSajmo
kao i prije upariti Setnje na w i w,.

Neka je (U,),>o niz nezavisnih uniformno distribuiranih slucajnih varijabli na [0, 1]. Slicno
kao i u Lemi definiramo Setnje (X,gl))nzo na wy i (X,(iz))nzo na w; na sljedeci nacin.
Stavimo X(()l) = on) = 0. Ako Setnja (X,Sj))nz() (j = 1,2) u trenutku n prvi put posjeti mjesto
na kojem se nalazi, onda se krece za jedno mjesto udesno ako i samo ako je U, < p; (u
suprotnom se krece za jedno mjesto ulijevo). Ako je Setnja ve¢ bila na mjestu na kojem se
nalazi, onda se krece za jedno mjesto udesno ako i samo ako je U, < 1/2 (u suprotnom
se krece za jedno mjesto ulijevo). Ovime smo ocito definirali dvije multi-ERW Setnje na
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okolinama w, i w,. Medutim, ne vrijedi XV < x@ gotovo sigurno. Naime, vrijedi da je
Xél) > Xg) na dogadaju

1 1 1 1
{(Un)f,:o € (p1, p2) X (P2, 1) X (5,171) x (0, §> x (0, 5) X <§,P1>} ,

koji ima pozitivnu vjerojatnost (i ona iznosi ;lt(pz —p) = p)(p1 — 1/2)(p; — 1/2)). Po-
gledajmo Sliku 2.2 da vidimo kako se Setnje krecu na gornjem dogadaju.

Slika 2.2: Na slici je prikazan put Setnji iz Primjera (X'"),, je prikazan iscrtkanim
linijama, a (X,(lz) ), punim linijama (Izvor: [[11]])

Dokaz Leme[2.24} Sli¢no kao i u prethodnoj lemi, kada je y = z ili y = x, tvrdnja ocito
vrijedi. Zato pretpostavljamo da je x < y < z. Nadalje, tvrdnju je dovoljno dokazati
kada je t < oo jer za t = oo tvrdnja slijedi iz neprekidnosti vjerojatnosti po konacnim ?.
Dakle, tvrdnju dokazujemo za konacni 7. Primijetimo da do vremena ¢ Seta¢ moZe do¢i do
mjesta koja su za najviSe |7] koraka udaljena od pocetnog y. Takoder, na mjestu koje je
udaljeno za manje od |¢] koraka od y Seta¢ mozZe pojesti najvise | 7] kolaci¢a. Dakle utjecaj
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na vjerojatnosti u (2.40) ima samo kona¢no mnogo kolaci¢a iz w; i w, 1 zato moZemo
pretpostaviti da se w; 1 w; razlikuju samo na kona¢no mnogo kolacica.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi kada se w; 1 w, razlikuju za jedan kolaci¢. Neka se w; 1 w,
razlikuju za m kolacica i neka je dan niz okolina w; = wy g S w1 S WL < S Wiy = W
tako da se wy; 1 w1 ;41 razlikuju u samo jednom kolaci¢u. Bududi da po pretpostavci tvrdnja
leme vrijedi za okoline koje se razlikuju u jednom kolaci¢u, imamo

Py (T < (T AD) < Py (T, < (T AD) < .
S Py’wl,mfl (TZ S (Tx /\ t))
S Py, (T, < (T AD)).

Dakle, tvrdnju je dovoljno dokazati kada se okoline w; i1 w; razlikuju na jednom kolacicu
Sto u nastavku i pretpostavljamo. Neka je (v, j) mjesto i broj kola¢i¢a na kojem se okoline
eventualno razlikuju. Taj kola¢i¢ nazivamo u nastavku kriticni kola¢i¢. Bududéi da nas
zanima vjerojatnost dogadaja {7, < (T, A 1)} (a ta je vjerojatnost suma vjerojatnosti svih
mogucih Setnji iz y koje posjete z prije vremena ¢ i prije posjeta mjestu x), bitni su kolaciéi
samo izmedu x i z pa moZemo pretpostaviti da vrijedi x < v < z.

Neka je S vrijeme j-tog dolaska na mjesto v. S je ocCito vrijeme zaustavljanja i oznacuje

vrijeme kada Setac dolazi do kriti¢nog kolaci¢a. Zai = 1,2 imamo

Py (T, < (T A1) = Pyy(T, < (Ty AD,S <T) + Py (T, < (T, AD,S >T)
=P (S <T, < (T AD)+ Py, (T, < (T, AtAS))

(2.41)

Primijetimo da P, (T, < (Ty At A S)) iz gornjeg izraza ne ovisi 0 w;(v, j) pa vrijedi
Py (T, < (TyANtANS)) = Py,,(T; < (Ty Nt AS)). Naime, slicno kao i prije Py, (T, <
(T, At AS))je suma vjerojatnosti svih Setnji iz y takvih da posjete mjesto z prije vremena
t, prije nego dodu do x, i prije nego dodu j-ti put u v. 1z toga slijedi da w;(v, j) nije ¢lan
vjerojatnosti takvih Setnji te zaista vrijedi Py, (T, < (TxAtAS)) = Py, (T, < (T AtAS)).
Zbog toga 1 zbog je dovoljno dokazati da je Py, (S < T, < (T, A t)) monotono po i.
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Koriste¢i Markovljevo svojstvo i Cinjenicudasu §, T, 1 T, vremena zaustavljanja racunamo

t—1
PylS <T S (T AD)= Y Pyu(S <T. < (T, AD),S =)

§=
—

- o

[

Ey,w;[Py,w,'(s < TZ < (Tx A l),S = SITS)]

T i
=

= > E, ,[Eyu[s<r.<ctnny Lis=s) [F5]]
——

N

1l
(=)

€7y
t—1

Ey,a),- [Ey,w,- [1{s<Tz§(TX/\t)} |?dv] I{S :s}]

Il
-~ v
Il
- o

Ey [Py (s <T, < (T ANDIHy); S = 5]

[

§=
1—

- o

= D Byl Poyny(T: < (T A (£ = 9));S = 5],
s=0

gdje zadnju jednakost imamo jer na {S = s} H zavrSava u v. Dakle, potrebno je dokazati
da je izraz

t—1

DByl Poyo iy (Te < (T A (£ = ) S = 5] (2.42)
s=0

monoton po i.
Primijetimo dana {S = s} zai € {1,2} Py, -g.s. vrijedi

Pusiontiy(Te < (T A (= ) =(1 = @40, ) Pyt piop(Te < (T A (1= 5= 1)

+ @00, ) Prst ot (T= < (T A2 = s = 1)),
gdje zbog definicije od ¥ mozemo pisati Y(w;, Hy,1) umjesto izraza Y (w;, (Hg,v — 1)) 1
Y(w;, (Hg, v + 1)) jer zadnji korak u Setnji nema utjecaja na promjenu okoline. Nadalje,
(2.43) se moze raspisati kao
Pyt (T < (T At —s—1)))
+ WiV, ) [Prstgp) (T < (T At = s = 1)) (2.44)
- Pv—l,z//(wi,HHl)(Tz < (Tx A (t i 1)))]

PoLemi[2.22]sy; =v—1iy, =v+1imamo P, -g.s. (zai=1,2)

Pv_l,w(wi,Hx«}»l)(Tz < (Tx A (f -5 — 1))) < Pv+l,l//(w,-,Hj+1)(Tz < (Tx A (t -5 — 1))) (245)

(2.43)
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pa w;(v, j) mnozi nesto pozitivno u izrazu (2.44).
Primijetimo da je na {S = s}

Y(wi, Hyy) = Y(wa, Hyvr) (2.40)
jer je u trenutku § = s SetaC j-ti put u v i nakon toga pojede kriti¢ni kolac¢i€ i time briSe
jedinu razliku izmedu w; i w,. Bududi da je w(v, j) < wa(v, j), na {S = s} zbog (2.44)
uvazavajudi (2.46) vrijedi Py, -g.s.

Pv,zp(wl,HS)(Tz < (Tx A (t - S))) < Pv,w(wz,HS)(Tz < (Tx A (t - S)))
Posljedi¢no, (2.42) za i = 1 je manje ili jednako od

1—1

Z Ey i [Pyywru)(T; < (Tx A (t = 5))); S = s]. (2.47)

s=0
Medutim, na {S = s} je distribucija od H po Py, jednaka distribuciji od H, po P, jer
kriti¢ni kolaci¢ nema utjecaja. Isto vrijedi i za funkciju 1i5-; pa time dobivamo da je izraz
Py (T < (Tx A (t = )5y

jednako distribuiran po Py, i po Py,,. Zato u (2.47) mozemo zamijeniti E,,, s E,,, bez
da promijenimo vrijednost samog izraza. Dakle, (2.42)) za i = 1 je manje ili jednako od
(2.42) za i = 2 i time smo pokazali tvrdnju leme. o

Napomena 2.26. Iz prethodne leme direktno slijedi sljedeca tvrdnja. Neka su kao i u
prethodnoj lemi wy, w, € Q, takvi da je w, < w,. Takoder, x,z € ZU {—o0, 00} iy € Z takvi
daje x <y < zinekajet € [0,oo]. Tada vrijedi

Py (T, > (T AND) 2Py o,(T, > (T, A1)

Tvrdnju smo dobili komplementiranjem tvrdnje iz prethodne leme i te dvije tvrdnje su ocito
ekvivalentne. Ova verzija ¢e nam takoder biti korisna u tvrdnjama koje ¢emo dokazati.

Sljedeéa dva teorema koja dokazujemo zapravo su korolari prethodnih lema. Prvi te-
orem govori da je vjerojatnost povratka u 0 monotona s obzirom na okolinu.

Teorem 2.27. Vjerojatnost Py,(¥n > 0 : X, > 0) monotono je rastuca s obzirom na
okolinu w.

Dokaz. Za svaki w € Q, imamo

PO,w(Vn >0:X, > O) = PO,w(Xl = 1)P0,w(\7’n >0:X,>0X, = 1)
= a)(O, 1)P1’¢,(w’(0’1))(vn >0: Xn > O)
= w0, )P, ,(Vn>0:X, >0), (2.48)
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gdje zadnju jednakost imamo po Lemi [[.§]jer je w(x) = Y(w, (0, 1))(x), za sve x > 1,1 jer
vrijedi

Xo=1}N{¥n>0:X,>0} ={Xo= 1} N{(Xs,,. Xs,,.,) # (1,1),Ym > 0} .

eo((Xr

1m?

)mzl)

1,m

Primijetimo da je Py ,(Vn > 0 : X, > 0) = P, (T < (T A ©0)), a to je po Lemi [2.24] za
x =0,y =1,z =1t = oo monotono po w Sto s monotonosti faktora w(0, 1) daje tvrdnju
teorema. O

Sljedeci teorem tvrdi da je brzina Setnje monotona s obzirom na okolinu.

Teorem 2.28. Neka je P vjerojatnost na ., x Q. takva da je
P({(wr, w) € Qy X Qlw; < wp)) = 1

i neka su (w;(x))yso Stacionarni i ergodski zai = 1,2. Ako s v; (i = 1,2) oznacimo Px Py ;-
g.s. limes lim, X, /n (iz Teorema[2.21)), onda je v\ < v,.

Dokaz. Prisjetimo se prvo pomoc¢ne tvrdnje. Ako je X nenegativna slucajna varijabla na

(Q, 7, P), tada vrijedi

E[X] = f ) P(X > fdt. (3)
0

Ako je X omedena s C, onda je P(X > 1) = 0 zat > C pa za omedene nenegativne varijable
vrijedi sli¢na relacija u kojoj gornju granicu integrala u (%)) mijenjamo s C.

Sada dokazujemo tvrdnju teorema. Primijetimo da je | X, /n| < 1 P x Py,-gs. (i=1,2)
pazai = 1,2 po Lebesgueovom teoremu dominirane konvergencije imamo

vi = E[Eg[lim X, /n]] = E[Eq,[lim X7, /T;]]

= lim E[Ey,[Xr,/T,]) = lim E[Eq, [k/T,]]

1
limE[f Po.o, (5 > t) a’t]
k—o0 0 Tk

1
= limE [ f Poo, (T < k/1) dt] (%)
0

k—o0
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PoLemi2.24{zay = 0,x = —co iz = k za svaki t € (0, 1) slijedi

PO,w, (Tk < k/l) = PO,w| (Tk < (T_oo A ];())

< Py, (Tk < (T_oo A ];))

= Py, (Ty < k/1).

Ako primijenimo prethodnu nejedakost u (), dobijemo v; < v,. O

2.5 Setnje bez uzbudenja nakon drugog kola¢i¢a

Na kraju ovog diplomskog rada vracamo se Primjeru 0.1} tj. Setnji u kojoj je okolina dana
swx) = (p,p,1/2,1/2,...), za svaki x € Z, gdje je p € [1/2,1]. Bududi da Setnja u
primjeru ima specifi¢nu okolinu, moZe se reci nesto vise o brzini Setnje i o vjerojatnosti da
se nikada ne vratimo u pocetno mjesto.

U Primjeru [2.16]izveli smo zakljucak da je Setnja iz Primjera [0.1] povratna ako i samo
ako je p < 3/4. Ocito, za p < 3/4 vjerojatnost da se nikada ne vratimo u pocetno mjesto
jednaka je 0. Takoder, ako je p = 1, onda znamo da je vjerojatnost da se nikada ne
vratimo u pocetno mjesto jednaka 1 jer je to degenerirana Setnja u kojoj se stalno kre¢emo
nadesno. Pitamo se $to vrijedi u slucaju p € (3/4, 1). Sljedeéi teorem, koji je u opcenitijoj
formulaciji, daje odgovor na to pitanje.

Teorem 2.29. Neka je niz (w(x)).0 niz nezavisan i jednako distribuiran po P. Ako je
w(0,i) = 1/2 P-g.s. za sve i > 3 i ako je P(w(0,2) = 1/2) < 1, onda vrijedi

_ _ E[w(0, DIE[S] = D.
Pol¥n >0 X, > 0] = o mrmss o oo (2.49)

gdje je (x), = max{x, 0}.

Prije nego krenemo s dokazom, treba primijetiti da je nezavisan i jednako distribuiran
niz (w(x)),>o stacionaran i ergodski. Naime, stacionarnost dobijemo odmah iz nezavisnosti
1 jednake distribuiranosti. Za ergodi¢nost primijetimo da za svaki invarijantan skup A, koji

je po (2.1)) oblika

A ={w(x)sx € B}, VK >0, zanekiizmjerivi B,
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vrijedi A € FX = o(w(K), w(K + 1),w(K +2),...), za svaki K > 0. To znaci da je
AeF:=(F~
K=0

F > zovemo repnom o-algebrom niza (w(x)),»o. Ukoliko je niz (w(x)),»o nezavisan, za
njega vrijedi tzv. Kolmogorovljev zakon 0-1 koji kaZe da je svaki A € F* vrijedi P(A) €
{0, 1} (vidi [8, Teorem 12.5.]). Posebno, svaki invarijantan skup je vjerojatnostiili O ili 1, a
to znaci da je niz (w(x)).so ergodski.

Dakle, nezavisan i jednako distribuiran niz (w(x)).>o je stacionaran i ergodski pa mozemo
primjenjivati rezultate koje smo prije dokazali.

Dokaz Teorema[2.29 Promatrajmo izraz 6° — DY, koji oznaluje otklon spremljen u svim
kola¢i¢ima na mjestu O koji nisu pojedeni u Setnji. S jedne strane, iz (2.11)) imamo da je
Eo[D°] = min{E[¢°], 1} pa slijedi

Eo[6° — D° ] = E[6°] — min{E[6°], 1} = (E[6°] - 1),. (2.50)

S druge strane, zbog toga §to je prvi kola¢i¢ na mjestu O pojeden Pj-g.s. odmah na pocetku
i zbog toga $to samo prva dva kola¢iéa na mjestu 0 imaju utjecaja na §°, imamo Py-g.s.

6" = DY = 2w(0,2) — D1jyus0.x,50)-
Ako djelujemo ocekivanjem E na proslu relaciju, dobijemo
Eo[6" - D] = Eo[(20(0,2) = D1yasoix,>01]
= E[2w(0,2) — DEou[1ivns0.x,501] (2.51)
= E[Q2w(0,2) = 1)Py,(¥n > 0: X, > 0)].
Kombinirajudi relacije (2.50) i (2.5T)), imamo
(E[6°] - 1), = E[Qw(0,2) — 1)Py,(Vn > 0 : X, > 0)]. (2.52)
Prisjetimo se relacije (2.48)) koja kaze
Py, ,(¥n>0:X,>0)=w0,1)P,¥Yn>0:X,>0). (2.53)

Primijetimo da je P, ,(Vn > 0 : X, > 0) funkcija od (w(x)),>;. Naime, dogadaj {Vn >
0 : X, > 0} je iz o-algebre generirane s (X; )1, fj. bitno je samo Sto se dogada na
mjestima iznad 1. Zato je P, ,(Vn > 0 : X,, > 0) izmjerivo preslikan (w(x)),>;. Zbog ove
¢injenice i zbog pretpostavke nezavisnosti niza (w(x)).»o sada zakljuCujemo da su w(0) i
Py ,(¥Vn>0: X, > 0)nezavisne po P.
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Imamo dvije posljedice ove nezavisnosti. Prva posljedica je da se desna strana od (2.52))
moZe napisati pomocu (2.53)) kao

E[2w(0,2) — Dw(0,1)P; ,(VYn>0: X, > 0)]
= E[2w(0,2) — Dw(0, )] Pi[Vn>0: X, > 0]

iz ¢ega imamo

(E[6"] - 1),
Pi[Vn>0:X,>0]= . 2.54
=055 > 0 B260.2) - Do, D) 229
Druga posljedica nezavisnosti je da ako uzmemo ocekivanje E u (2.53)), dobijemo
Py[Vrn > 0: X, > 0] = E[w(0, 1)]P{[Vn > 0: X, > 0]. (2.55)
Sada kombiniranjem (2.54) i (2.53)) dobivamo
E[w(0, D] (E[&°] = 1),
PolV 0:X,>0]= .
obfn =05 > 01 B0, DEw0.2 - D)
O

Primjer 2.30. Pomocu prethodnog teorema sada moZemo izracunati vjerojatnost da se
nikada ne vratimo u pocetno mjestu u Setnji opisanoj u Primjeru[0.1] Dakle, imamo da je
wx) = (p,p,1/2,1/2,...) P-g.s., za svaki x > 0 i neki p € [1/2,1]. Za p = 1/2 Setnja
Jje jednostavna simetricna sluc¢ajna Setnja pa je vjerojatnost da se nikada ne vratimo na
pocetno mjesto jednaka 0. Iz (2.49) za p > 1/2 sada slijedi

- _ Elw(0, DIE[] -1, pdp-3).  @4p-3),
Poln >0+ X, > 01 = Elw(0, D2w(0,2)- 1] p2p-1)  2p-1"

Primijetimo da zbog p > 1/2 vrijedi 2p — 1 > 0, zato se prethodno moZe napisati kao

4p -3 1
PolV X - —(2-
ol >0 X, > 0] (219—1) ( 2p—1)+

N
§to je izraz kojeg smo izrekli u Primjeru[0.1] Pogledajmo na Slici 2.3 kako u ovoj Setnji
izgleda odnos parametra p i vjerojatnosti Py[¥n > 0 : X, > 0].
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0.8 |

1 X, > 0]

0.6 |

04+

Po[¥n >0

0.2+

0 : : 1 1 :
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p

Slika 2.3: Slika prikazuje ovisnost parametra p i vjerojatnosti da se nikada ne vratimo na
pocetno mjesto u Setnji iz Primjera0.1]

Sljedeci teorem daje nam odgovor na pitanje koja je brzina Setnje u Primjeru [0.1] ali
tvrdnja vrijedi 1 za neSto opcenitije okoline.

Teorem 2.31. Neka je (w(x)),>o Stacionaran i ergodski po P. Neka je w(0,i) = 1/2 P-g.s.
za svaki i > 3 i neka je P(w(0,1) < 1, w(1,1) < 1) > 0. Tada vrijedi
Xy
lim — =0 Py-g.s.
n—oo n

Dokaz. Prema pretpostavei P(w(0,1) < 1, w(1,1) < 1) > 0 slijedi da postoji € > 0 takav
daje P(w(0,1) <1 —-¢&, w(l,1) < 1-¢)> 0. Naime, iz

w0, <1, w(,1) <1} = U{w(O,l) <1 —1, w(l,1) <1 —l}
n n

n=0

gdje je unija rastuda, slijedi da je
1 1
0<PwO,1)<1,w(l,1)<1)= limP(a)(O, D<l-—- w,1)<1- —).
n—oo n n

Iz toga slijedi da postoji ny € N takav da je P(w(O, D<l-a o, ) <1~ %) > 0. Sada
mozemo uzeti € = 1/ny.

Neka je ¢ takav da vrijedi P(w(0,1) < 1 — &, w(1,1) < 1 -¢) > 0. Zasvaki j € N
definirajmo skup s

Aj={w(-1,1)<1-g w(1) <1-g}



POGLAVLIJE 2. SLUCAJNE SETNJE U SLUCAJNIM OKOLINAMA 56

Zbog stacionarnosti niza (w(x)),0, imamo da je P(A;) =: @ > 0, za sve j € N.

Da bismo dokazali tvrdnju teorema, po Teoremu [2.21] dovoljno je dokazati da je u =
21 PolTj1 = T; > j] = co. Ovo ¢emo dokazati analizom najgoreg slu¢aja na sljedeci
nacin. Za svaki j € Z definirajmo w; s

(1, 172, 1/2,1/2,...), x<j—1

2, 1/2, 12,172, x=j—1

O = e 1L 12.1/2..), x=j
a1, 1, 1/2,1/2,...), x> ]

Neka je sada j > 1. Koriste¢i jako Markovljevo svojstvo imamo

Po[Tj —T; > j]
> E[Poo(Tjs1 = T; = pla,]
> E[Pou(Tjs1 = T; 2 J, X101 = J — 2)14)]
= ElEow[Pou(Tjs1 = Tj 2 ji X7 1 = = 2|F7) 4]

—_—

eFr.
7_Tj

= ElEowlPow(Tjs1 — T; = jiFr); Xrpv1 = J— 2114;]
= E[Eo,w[Pj,w(w,HTj)(TjH > ) Xr, 41 = J— 2]14]
= ElEowlPjywnr)(Tjn1 2 J); X141 = J = 2, A4 (2.56)

Primijetimo da je
Piwtir)(Tiwr 2 J) = Py (T 2 ), (2.57)

gdje je w;(x) = Y(w, Hr)(x) zax > 0, a w;(x) ‘= wj(x) za x < 0. Zaista, Pj,w(w,Hrj)(TjH <
J) ovisi samo o okolini na mjestima vecim 0. Naime, ako smo posjetili mjesto j + 1 strogo
prije vremena j, onda krecuci iz j nismo nikako mogli do¢i do O i vratitiseu j+ 1,adato
traje kraCe od j koraka. Buduci da se okoline y(w, Hr,) i a)'j podudaraju na mjestima ve¢im
od 0, imamo Pj,l//(w,HTj)(Tj+l < j) = Pj,w;(TjH < Jj), a onda iz komplementa dobijemo i

(2.57).

Nadalje, primijetimo da je
w’j < w; Py-g.s. nadogadaju{w(j,1) <1—-& X7, 41 =j—2} (2.58)

Zaista, odmabh iz definicije od w;. slijedi da je a)'j(x) = w;(x) za x < 0 pa (2.58) vrijedi
zax < 0. Budu¢i daje j > 11da vrijedi wj(x) = (1,1,1/2,1/2,...) za x > j, iz
definicije od a)'j slijedi a)'j(x) = Y(w, Hr)(x) < @;(x), za sve x > j pa (238) vrijedi
izax > j. Zax = j, koriste¢i da smo na dogadaju gdje je w(j,1) < 1 — &, imamo
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w/j(j) = yY(w, Hr))(j) = w(j) < w;(j). Za0 < x < j—1 primijetimo da SetaC prilikom Setnje
od 0 do j pojede sve prve kolacice na mjestima izmedu 0 i j — 1 (ukljucujuéi i mjesta O i
Jj — 1) i time ostavlja najvise po jedan kola¢i¢ na svakom mjestu koji je jaci od 1/2 (a to je
onda, ako postoji, sljedeci kolaci¢). Zbog w;(x) = (1,1/2,1/2,...),za0 < x < j—1, sada
imamo a)'j(j) = Y(w, Hr)(j) < w;(j), za0 < x < j— 1. Konacno, za x = j — 1, zbog toga
Sto smo na dogadaju {Xr, .1 = j—2}, mjesto j— 1 bude posjeceno barem dvaput prije nego
Setnja dode do j (prvi put u vremenu T -1, nakon kojeg se kreCemo ulijevo, a posljednji put
netom prije 7). Time smo dobili da je i w'j(j — 1) = w;(j — 1) pa tvrdnja (2.58) vrijedi za
sve x € Z.

Iz 2.57), (2.58) i Napomene[2.26|za x = —co,y = j,z = j+ 1 it = j— 1 slijedi da je
(2.56)) vece ili jednako od

EBlEowlP;z;(Tjv1 = )iXr 41 = J—2,A51]
= E[EoolPja;(Tjs1 = J); Xrie1 = J — 2L Al

Budu¢i da w; ne ovisi 0 Py, nio P, P;5.(T;1 = j) je konstanta i prethodni izraz jednak je
Pis,(Tjw1 2 J) E[Po (X141 = J — 2); A5l

Po pretpostavcei o okolini w znamo da je Po (X7, 41 = j—2) = 1 —w(j,1) 2 enaA;. Iz
definicije skupa A; znamo da je P(A;) = @, a po Napomeni @ imamo da je P;g5,(T 1 =
J) = Pog, (T, > j). Dakle,

Pi5(Tjv1 = ))BlPow(Xr; 141 = j—2);A,]1 2 Pog(T1 2 j €.

Ovim racunom dobili smo da je Py[T .1 —T; > jl > Po5,(T1 > j) €a. Buduci da Zelimo
dokazati da je u = oo, dovoljno je dokazati da je

D" Pogy(T1 2 j) = Egzy[T1] = oo,

J=1

Promotrimo jedan od mogu¢ih nacina zapisivanja varijable 7':

T, = Z(T—k—] ATy =T_ ) <1y (2.59)

k=0

Dokazimo gornju jednakost. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da kre¢emo
iz 0, a ne da kreCcemo Py-g.s. iz 0. Neka je w € Q. Budu¢i da kre¢emo iz 0, postoji
jedinstveni k € Ny takav da je T_;(w) < Ti(w) < T__1(w). T1(w), tj. vrijeme koje Setnja
provede izmedu pocetka u 0 sve do prvog dolaska u 1, moZemo izracunati tako da zbro-
jimo vrijeme koje Setnja provede izmedu prvih dolazaka na mjesta 0 i —1, zatim zbrojimo
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vrijeme izmedu prvih dolazaka u —1 1 -2, zatim -2 1 -3, sve do —k + 1 1 —k. Posljedenje
vrijeme koje zbrojimo treba biti vrijeme koje provedemo izmedu prvih dolazaka na mjesta
—k i 1. Znaci da vrijedi

Ti(w) = (T-1(w) = ToW)) + -+ - + (TW) = T W) + (T1 (W) = T (W)).

Budu¢idaje Ty(w) > T_(w) zal < kiTy(w) < T_)(w) zal > k, slijedi da je

(T_mi(w) = T_ (W) = (T_i-1 (W) ATy (W) = T_(W) i1, 0w)<11 (w) zal <k-1,
(T (w) = T_ (W) = (T_-y(W) A T1(w) = T (W) 7 00)<7, 09} zal =k,
0 =T_.\(w) ATi(W) = T (W) Li7_00)<T(w)) zal > k.

Time smo dobili

(9]

Ti(w) = Z(T—l—l(w) ATy = T_(W)ir_ o)<, w)}s
=0

tj. (2.59) zaista vrijedi.
Sada zbog nenegativnosti sumanada u (2.59) imamo

Eoa[Ti] = ) Eom[(Ts ATy = T3 T4 < T1]
k=0
= > EoalEom[(Tict ATy = T-0IF7 ;i < 1] (2.60)
k=0

Za k > 2, uvjetno ocekivanje Eyg [(T—x-1 A T — T_)|Fr_ ] na {T_; < T,} je po jakom
Markovljevom svojstvu jednako

E—k,l//(E)o,Hrik)[T—k—l AT ]=1+ E—k+l,w(o?0,HLk+1)[T—k—l ATi] (2.61)
2 E ki1 y@otir o) T-k-1 ATH]
=2(k - 1). (2.62)

(2.61) vrijedi jer je po definiciji wo(—k,1) = 1. Da bismo opravdali (2.62)), primijetimo
da Setnja od vremena 0 do vremena 7_; + 1 pojede sve prve kolacice izmedu 0 i —k, a
to su jedini kolaci¢i izmedu O i —k koji su ja¢i od 1/2. Zato je okolina y(wo, Hr ,+1)
na mjestima izmedu 0 1 —k zapravo okolina jednostavne simetriCne sluCajne Setnje, a izraz
E_;., l,w(@o,Hr_kn)[T _«-1AT1] oznacuje ocekivano vrijeme dolaska u 1 ili —k—1 za jednostavnu
simetri¢nu slucajnu Setnju koja krece iz —k + 1 1 ono iznosi 2(k — 1) (vidi [4, Chapter 14.3
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(3.5)D.
Ukoliko (2.62)) uvrstimo u (2.60), dobijemo
Eozo[Ti] 2 ) 20k = DPogy(T- < T1). (2.63)
=2

Primijetimo da za svaki k > 2 vrijedi

Pogy (T« <Ty) = Pog,(T—i <T|X; = =1) (1 — wy(0, 1))
~
+ Pogo (T < T1|X1 = 1) w(0, 1).

=0

(2.64)

1daje
Poo(T_ < T1|X1 = =1) = P_j y@o0-1) T < T1)

(2.65)
=P_i5,(T_ <Tp),

gdje zadnju jednakost imamo jer je w((0,2) = 1. Naime, okoline w, i ¥(wy, (0,—1)) se
podudaraju na negativnim mjestima. Ako krecuci iz —1 na okolini ¥(wy, (0, —1)) dodemo
u 0, onda zbog wy(0,2) = 1 idemo sigurno desno u 1. To je jednako vjerojatno tome da
kre¢emo iz —1 na okolini wy 1 dodemo u O.

Uvrstavajuéi (2.64) i (2.63) u (2.63) imamo

EozlT1] 2 28 ) (k= )Py 5(T < Ty).
k=2

Buduéi da harmonijski red }; % divergira, da bismo dobili Eyg,[7;] = oo, dovoljno je
n=1

pokazati da za svaki k > 2 vrijedi

B 1
(k- Dk’
Dokazujemo indukcijom po k. Zbog P_; 5,(T-> < Tp) = 1 —w(-1,1) = 1 = 75 pa (2:66)
vrijedi za k = 2. Pretpostavimo da vrijedi za neki k. Bududi da je {T_, < Ty} C
{T_x-1 > Ty}, koristeéi jako Markovljevo svojstvo imamo

P_I’E)O(T_k < To) (266)

P_y5,(T_x1 < To) = Py 5y(T—x—1 < To, T < Tp)
=E_ 1 5)[P-15y(T—k-1 <To, T < To|Fr.)]
~———
€Fr_,
=E_ 1 5[P-15,(T-k=1 < TolFr.); T-r < To]
= E_1 o[ Pty@oir_)(T-k-1 < T0); T-x < Tol. (2.67)
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Bududi da je wy(—k, 1) = 1, imamo

-1
k+1°
gdje za zadnju jednakost argumentiramo isto kao i prije. Naime, Setnja od vremena 0 do
vremena 7_;+ 1 pojede sve prve kolaci¢e izmedu 0 1 —k, a time 1 sve kolaCice koji su jaci od
1/2. Dakle, imamo Setnju na okolini koja je izmedu mjesta —k 1 0 jednaka kao okolina za
jednostavnu simetri¢nu sluc¢ajnu Setnju. Zato je po (I.1) P—k+1,w(c7)o,Hr_k+1(T—k—1 < Ty = ’sz}
Uvrstavajudi (2.68) u i koristeci pretpostavku indukcije dobivamo

P_jy@otir ) (T-k-1 <T0) = P_psry@o.tr_)(T-k-1 < Tp) = (2.68)

k-1
P_15,(Toko1 <Ty) = E_i 3, [—; T, < To]

k+1
= up—r (T« < To)
k+1
k-1 1
T k+1 (k- Dk
1
T k(k+ 1)

Po principu matematicke indukcije sada imamo da (2.66)) vrijedi za svaki k > 2. Time smo
dokazali da je Eg,[71] = o0, aondaiu = oo pa slijedi

X
lim — =0 Py-gs.

n—co 1N

O

Napomena 2.32. Prosli teorem povlaci da je brzina Setnje iz Primjera Ozap < 1.
Ocito, za p = 1 je X,, = n Py-g.s. za sve n € Ny pa je brzina setnje u tom slucaju 1.
MoZemo ici i korak dalje, tj. pitati se sto moZemo reci o brzini Setnje za Setnju iz Primjera
[2.18 Okolina u toj Setnji dana je s

wx)=(p,...,p,1/2,1/2,...), Vxe€Z,
[ —

k puta

gdje je k > 3 i p € [1/2,1]. Primijetimo da je za ovakvu Setnju 5° = k(2p — 1). Ukoliko
izbacimo degenerirani slucaj kada je p = 1, pitamo se moZemo li nacik € Nyi p € [1/2,1)
tako da je brzina Setnje strogo pozitivna. Prvo su Mountford, Pimentel i Valle u [6] pokazali
da za svaki p € [1/2, 1) postoji ky takav da je za svaki k > ko brzina setnje strogo pozitivna.
Takoder, pokazali su i da je brzina Setnje 0 ako je k(2p — 1) < 2. Nakon toga Basdevant i
Singh su u [|1|] (u nesto opcenitijoj formulaciji) pokazali da je brzina Setnje strogo veca od
0 ako i samo ako je k(2p — 1) > 2.
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Sazetak

U diplomskom radu bavili smo se vrstom slucajne Setnje na Z u neslucajnim i sluc¢ajnim
okolinama. Setnja se u engleskoj literaturi naziva multi-excited random walk on integers
ili popularnije cookie random walk. To je Setnja s pomacima za jedno mjesto udesno ili
ulijevo u kojoj vjerojatnost smjera kretanja ovisi o tome koliko puta smo se do tog trenutka
nasli u trenutnom mjestu. Takoder, zahtijevamo da je vjerojatnost pomaka nadesno veca
nego vjerojatnost pomaka nalijevo. U radu je glavni cilj bio pokazati nuZzne i dovoljne
uvjete za povratnost Setnje, dati izraz za brzinu Setnje i pokusSati te rezultate primijeniti na
Setnji iz Primjera U prvom poglavlju uveli smo glavne oznake u radu 1 bavili smo se
svojstvima Setnje na fiksoj okolini. Ovo poglavlje je zapravo priprava za glavne rezultate u
slu¢ajnim okolinama. U drugom poglavlju bavili smo se Setnjama u slu¢ajnim okolinama,
tj. okolinama u kojima su i vjerojatnosti smjera kretanja slucajne. Ipak, ogranicili smo se
na stacionarne i ergodske okoline. U Teoremu [2.14]dokazujemo glavnu tvrdnju rada, nuzne
i dovoljne uvjete za povratnost i prolaznost Setnje te zatim koristimo teorem na specificnim
Setnjama. Takoder, bavimo se i brzinom slucajne Setnje koju definiramo kao limes omjera
pomaka i vremena (tj. 31_{{)10 %) te pokazujemo da je brzina gotovo sigurno dobro definirana

za svaku Setnju. Na samom kraju rada vrac¢amo se Setnji iz Primjera [0.1] te racunamo
to¢nu formulu za vjerojatnost da se nikada ne vratimo u pocetno mjesto (Teorem [2.29)) i
dokazujemo da je brzina Setnje za p < 1 jednaka O (Teorem [2.3T).



Summary

This master’s thesis deals with a special class of random walks on Z in random and non-
random media called multi-excited random walks on integers, more popularly known as
cookie random walks. In this walk a nearest neighbor random walk on Z is launched in
such a way that at each site the random walker has a drift to the right, the strength of
which depends on the environment at that site and how many times the walker has visited
the site before. The main goal of the thesis is to give necessary and sufficient conditions
for recurrence of the walk, to give expression for the speed of the walk, and to apply
those results to the walk described in Example In Chapter 1 the basic notations are
introduced and the properties of the walk in fixed environment are analyzed. This chapter is
a preparation for the main results in random environments. The second chapter deals with
walks in random environments, i.e. the probability of moving to the right also has some
distribution. It is assumed that the environments are stationary and ergodic. Theorem [2.14]
contains the proof of the main result of the thesis, a criterion for recurrence and transience,
and this result is applied to some specific random walks. The next topic of this thesis is
the existence of speed of random walks, which is defined as a limit of the ratio of the
displacement from the starting position and current running time of a walk, i.e. lim % if

n—oo

we start from 0. It is proven that such speed exists almost surely for every walk (Theorem
[2.21). The last part of the thesis returns to the walk from Example [0.1] The exact formula
for the probability that the walker will never return to O (Theorem [2.29) is computed and it
is proven that the walk in Example has zero speed when p < 1, even when the walk is
transient (Theorem [2.31)).
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