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Uvod

Tockovni je proces stohasticki proces Cija se realizacija sastoji od odredenog broja tocaka u
prostoru. Prostor moZe biti vrlo opéenit, no u praksi je dovoljno uzeti R?. Tockovni proces
predstavlja model za nasumi¢no rasporedene toCke u d-dimenzionalnom prostoru. Tocke
mogu predstavljati lokacije promatranih objekata ili dogadaja u odredenom podrucju. Po-
kazuje se kao koristan model u astronomiji, seizmologiji, racunalnoj neuroznanosti, aktu-
arskoj matematici itd. 1z svega navedenog prirodno se namece Zelja za uvodenjem mate-
matickih alata kojima bi definirali to¢kovni proces.

Tockovni se proces matematicki mozZe shvatiti na dva razli¢ita nacina, kao slu¢ajna brojeca
mjera ili kao slucajan skup te kao takav ima vaznu ulogu i u stohasti¢koj geometriji. Cil]
ovog diplomskog rada je definirati pojam to¢kovnog procesa koristeéi brojece mjere, pri-
kazati matematicke alate koji se koriste za karakterizaciju razdioba tockovnih procesa te
prouciti njihove mjere momenata.

Rad se sastoji od tri poglavlja. Prvo poglavlje sastoji se od pregleda osnovnih definicija i
rezultata teorije mjere i integrala, vjerojatnosti i statistike te slu¢ajnih procesa bududi da je
njihovo poznavanje potrebno za razumijevanje ostatka rada.

U drugom ¢emo poglavlju nakon intiutivnog pristupa dati preciznu matematicku definiciju
tockovnog procesa . Definirat ¢emo matematicke koncepte poput kona¢no dimenzionalnih
distribucija i Laplaceovih funkcionala koje karakteriziraju distribuciju to¢kovnog procesa.
Posebno, definirat éemo i funkcional kapaciteta stacionarnog to¢kovnog procesa. Upoznat
¢emo dva jednostavna, ali izrazito vazna primjera to¢kovnih procesa — binomni te Poisso-
nov tockovni proces. Dodatno, definirat éemo slucajnu varijablu kontaktne udaljenosti
tockovnog procesa od fiksne toCke te pokazati vezu izmedu funkcije razdiobe spomenute
varijable i1 funkcionala kapaciteta.

U tre¢em poglavlju upoznajemo mjere momenata tockovnih procesa. Definiramo mjeru in-
tenziteta te funkciju intenziteta. Nadalje, dokazujemo Campbellovu formulu koja sluzi za
racunanje ocCekivanja i varijance slu¢ajne sume. Nastavljamo s definicijom mjere drugog
momenta te funkcije gustoe drugog momenta. Koristeci prethodno, definiramo funkciju
korelacije koja je analogon korelaciji slu€ajnih varijabli. U nastavku se pobliZze upozna-
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jemo s drugim momentima stacionarnih procesa te K-funkcijom kojom moZemo opisati
interakciju izmedu tocaka procesa. Posebno, opisujemo metode statisticke procjene K-
funkcije te ilustriramo njihovu primjenu na stvarnim podacima koriste¢i statisticki softwer
R. Rad zavrSavamo upoznavajuéi se s Janossyjevim mjerama tockovnih procesa te ih do-
vodimo u vezu s prethodno definiranim mjerama momenata.

Posebno se zahvaljujem mentoru prof. dr. sc. Bojanu Basraku na korisnim savjetima,
strpljenju 1 pomo¢i prilikom izrade i pisanja ovog rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i koncepti

U ovom uvodnom poglavlju definirat ¢emo 1 iskazati osnovne pojmove 1 rezultate oda-
branih grana matematike potrebnih za razumijevanje ostatka rada. Posebno, iskazat ¢emo
grani¢ne teoreme teorije mjere i integrala, definirati Laplaceovu transformaciju slucajne
varijable te definirati Poissonov slucajni proces koji je fundamentalni primjer slucajnog
procesa 1 ujedno specijalni slucaj jednodimenzionalnog to¢kovnog procesa.

1.1 Mjerai integral

U ovom dijelu dajemo pregled osnovnih pojmova i rezultata iz teorije mjere 1 integrala.
Prisjetit ¢emo se definicije elementarnih pojmova poput o-algebre, mjere, izmjerive funk-
cije te integrala. Iskazat ¢emo grani¢ne teoreme te Radon— Nikodymov teorem.

Neka je X skup. Kazemo da je ¥ o-algebra na X ukoliko vrijedi
1 0eF
(i) AeF > A€eF

(1) A, e F,ie N> UwA, €F.

Neka je C familija podskupova od X. Definiramo o-algebru generiranu s C, u oznaci
o (C), kao presjek svih o-algebri na X koje sadrze C. Lako se pokazuje da je o(C) zaista
o-algebra te kazemo da je 0(C) najmanja o-algebra koja sadrzi C (u smislu relacije C).
Ukoliko je C kolekcija svih otvorenih skupova u R¢ tada se o-(C) naziva Borelova o-algebra
na R? i oznatava B(R?). Lako se moZe pokazati da vrijedi

BRY) = o((ar, by) X - X (ag, by) : ai, b; € R) = 0:((—00,by) X - - - X (=00, by) : b; € R).

3
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Jo§ jedna vazna o-algebra jest praslika neke o-algebre po funkciji f. Naime, ukoliko je
f : X — Y funkcija te G o-algebra na Y, tada je (@) := {f'(G) : G € G} o-algebra.

Neka je F familija podskupova od X # @ takvada @ € ¥ te u : C — [0, +o0]. Kazemo
da je u o-aditivna ukoliko je u(0) = O te ako za E,E,...E, € ¥ takve da U,nE, € C
vrijedi u(U,enE,) = X,an M(E,). Ukoliko je F o-algebra te u : ¥ — [0, +o0] o-aditivna
funkcija onda u zovemo mjerom. Ureden par (X, ) nazivamo izmjeriv prostor, a uredenu
trojku (X, ¥, u) prostor s mjerom. Reci ¢emo da je mjera u konac¢na ukoliko je u(X) < 1,
vjerojatnosna ukoliko je u(X) = 1, te o-konacna ukoliko postoje A; € ¥,i € N takvi da
vrijedi U;enA; = X 1 u(A;) < +o00 za svakii € N.

Primjer 1.1.1. (i) Neka je X # 0 i xo € X. Tada je funkcija 6,, : P(X) — [0, +o0]
definirana formulom
I, xp€A

On(d) 1= {0 XA

mjera koju nazivamo Diracova mjera u tocki x.

(ii) Neka je X # 0. Tada je funkcija u : P(X) — [0, +o0] definirana formulom

card(A), A C X konacan
u(A) = {+

00, A C X nije konacan

mjera na (X, P(X)) koju nazivamo brojeca mjera na skupu X.

Nadalje, moze se pokazati da postoji jedinstvena mjera na (R, B(R)) takva da za sve a,b €
R, a < b vrijedi

Al(a,b]) = b —a.

Tu mjeru nazivamo Lebesgueova mjera. Lako se pokazuje da je Lebesgueova mjera o-
kona¢na mjera te da za proizvoljan prebrojiv skup A vrijedi A(A) = 0. Slijjedi jedan vaZan
rezultat koji nam daje nacin za pokazivanje jednakosti dviju mjera. Neka je (X, ) izmje-
riv prostor te C m-sustav na X, tj. neprazna familija zatvorena na konacne presjeke, takav
da je o(C) = ¥. Ukoliko su 4, u kona¢ne mjere koje se podudaraju na (X, ) te na svim
elementima n-sustava C, onda se te dvije mjere podudaraju u potpunosti.

Neka su (X, F) i (¥, G) izmjerivi prostori. KaZzemo da je f : X — Y izmjeriva (u paru
o-algebri F i G) ako vrijedi f1(G) € F, tj. f1(G) € F za svaki G € G. Lako se po-
kazuje da je kompozicija izmjerivih funkcija izmjeriva te da je svaka linearna kombinacija
izmjerivih funkcija takoder izmjeriva. Neka je (X, 7, u) prostor s mjerom te f : X — R
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izmjeriva. Ukoliko je f jednostavna nenegativna izmjeriva, f = >, a;1,,, tada defini-
ramo f fdu = 37", aiu(A;). Nadalje, ukoliko je f nenegativna izmjeriva, tada definiramo
f fdu = sup { f gdu : g nenegativna jednostavna izmjeriva, g < f}. Konac¢no, ukoliko je
f 1zmjeriva onda definiramo ffd,u = ff*d,u - ff‘d,u, pri Cemu su f* := max{f,0} te
f~ = max{-f,0} tako da je f = f© — f~. Kazemo da je izmjeriva funkcija f integrabilna
ukoliko je zadovoljeno ff*du < 400i ff‘du < 400,

Granic¢ni teoremi daju nam uvjete uz koje je opravdana zamjena limesa i integrala
flim Sfudp = lim ff,,d,u.

Teorem 1.1.2. (Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji — LTMK) Neka je (X, F , p)
prostor s mjerom, te (f,),en niz F -izmjerivih funkcija. Ako vrijedi:

(i) f(x):=1lim, o fu(x) za u-g.s. x € X,
(ii) 0 < filx) < o(x) < ... zau-g.s. x € X,

| rau=tim [ gdu.

Korolar 1.1.3. (Beppo Levijev teorem) Neka je (X, F , i) prostor s mjerom i neka su f, :
X — [0, +00] F-izmjerive funkcije, n € N. Tada vrijedi

fgﬁldu=gffndu-

Teorem 1.1.4. (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji — LTDK) Neka je (X, F, i)
prostor s mjerom, (f;)nen niz F -izmjerivih funkcija, te g : X — [0, +o0]. Ako vrijedi:

tada vrijedi

(i) f(x) = 1m0 fo(x) 2a p-g.s. x € X,
(ii) |fu(0)| < g(x) za p-g.s. x € X,

(iii) [ gdu < +oo,

tada vrijedi

| rdu= tim [ g

Za mjeru A na (X, ¥) kazemo da je apsolutno neprekidna u odnosu na mjeru u na (X, )
ukoliko za proizvoljan B € ¥ vrijedi u(A) = 0 = A(A) = 01 pisSemo A4 < u. U nastavku
slijedi teorem koji ima vaZnu primjenu u teoriji vjerojatnosti.
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Teorem 1.1.5. (Radon — Nikodymov teorem) Neka su A i v o-konacne mjere na (X, F)
takve da je A < u. Tada postoji nenegativna izmjeriva funkcija f : X — [0, +o0) takva da
vrijedi

um=fﬂm
B

za svaki B € . Funkcija je jedinstvena u-g.s. i naziva se Radon—Nikodymova derivacija
te pisemo f = j—ﬁ ilida = fdu.

Dokazi gornjih rezultata mogu se naci u [6].

1.2 Vjerojatnost i statistika

U nastavku dajemo pregled odabranih pojmova i rezultata iz teorije vjerojatnosti i sta-
tistike. Fundamentalni pojam svake statistiCke rasprave je sluCajna varijabla. Definirat
¢emo slucajnu varijablu te pojmove vezane uz opisivanje slucajnih varijabli koristeci te-
oriju mjere i integrala. Posebno, definirat ¢emo i Laplaceovu transformaciju slucajne vari-
jable budu¢i da se pokazuje vaznom u teoriju tockovnih procesa.

Neka je (Q,F) proizvoljan izmjeriv prostor te neka je za k > 1 dan i izmjeriv prostor
(R, B(R¥). Slucajna varijabla (k = 1) ili slu¢ajni vektor (k > 1), u oznaci s.v., je izmjerivo
preslikavanje X : (Q, ) — (R, B(R¥)), odnosno preslikavanje za koje vrijedi

X '((~c0, x]) € F, za svaki x € R,

pri Cemu za x = (xy,X2,...,Xx), kK > 2 imamo (—oo, x| := (=00, x;] X -+ X (—00, x;].
Neka je P vjerojatnost na (Q, ). Tada vjerojatnost Py : B(R*) — [0, 1] definiranu s
Px(B) := P(X € B) = P(X"!(B)) zovemo zakonom razdiobe od X. Funkciju Fy : R* —
[0, 1] definiranu s Fx(x) := Px((-o0, x]) za x € R* nazivamo funkcija distribucije od X.
Nadalje, za s.v. X kaZemo da je neprekidna ukoliko postoji funkcija f : R¥ — [0, +o0)
takva da vrijedi Fx(x) = f_ xoo fdA(y). Zapravo, ukoliko je Py < A, prema Radon—
Nikodymovom teoremu postoji funkcija f takva da vrijedi Px(B) = fB fdAyza B = (—o0, x].
Dakle, funkcija gustoce f je Radon—Nikodymova derivacija vjerojatnosti Py u odnosu na
Lebesgueovu mjeru A;. KaZzemo da je s.v. X diskretna ukoliko postoji prebrojiv podskup
D € B(RF) takav da vrijedi Px(D) = 1. Neka je D = {a;,a,,...}1iPx(D) = 1. Tada je s
up(B) := >; 1i,,(B) definirana brojeCa mjera mjera na (R¥, B(RY)) koja je o-kona¢na. Py
je apsolutno neprekidna u odnosu na yp te zbog fA 8dup = X4ea 8(a;) vrijedi

dP dP
ﬁw0=—1w0=j\—ﬁwm=PAMD=HX=m)
dup () AHD
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KaZemo da slucajna varijabla X ima ocCekivanje ukoliko je X, kao izmjeriva funkcija na
vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P), integrabilna u odnosu na mjeru P te definiramo E[X] :=
fQ XdP. Ocekivanje diskretne sluCajne varijable X sa zakonom razdiobe P(X = a;) = p; za
i € N dano je s ) ;ava;pi, dok je oCekivanje neprekidne slucajne varijable Y s funkcijom
gustoée f dano s fR vfy(y)dy. Dodatno, r-ti moment slu€ajne varijable X definira se kao
E[X"]. Ukoliko je oCekivanje slucajne varijable X kona¢no, moZe se definirati varijanca od
X sa Var(X) = E[(X — E[X])?]. U nastavku dajemo primjere razdiobi slu¢ajnih varijabli.

Primjer 1.2.1. (a) KaZemo da slucajna varijabla X ima binomnu razdiobu s parametrima
ne€Ntep e (0,1) ukoliko za k € {0, 1,...,n} vrijedi P(X = k) = (’;)pk(l — p)"*. Tada
je E[X] = np te Var(X) = np(1 — p).

(b) KaZemo da slucajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu s parametrom A > 0 ukoliko
za k € Ny vrijedi P(X = k) = e, Tada je E[X] = Var(X) = A,

(c) KaZemo da slucajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom 1 > (0
ukoliko je funkcija gustoce dana sa f(x) = /le‘ﬂxﬂ(o,Jroo)(x). Tada je E[X] = % te
Var(X) = +.

Laplaceova transformacija integralna je transformacija s brojnim mogu¢nostima primjene u
matematici, fizici, elektrotehnici, teoriji vjerojatnosti i drugdje. Nas ¢e konkretno zanimati
Laplaceova transformacija slu¢ajnog vektora.

Definicija 1.2.2. Neka je u mjera na [0, +o00). Laplaceova transformacija Lu od u defini-
rana je s

Lu(d) = f e Ydu(x) za A> oy, (1.1)
[0,+00)
gdje je oy = inf{l e R : f[o’m) e Y du(x) < +oo}.

Ukoliko je X nenegativna sluCajna varijabla te 4 = Py zakon razdiobe od X, slijedi Lu(1) =
E[e~*X]. Nadalje, ukoliko je du(x) = f(x)dx za neku nenegativnu funkciju f, onda je
Lu) = Lf(A) = f[O’M) e~ f(x)dx. Dakle, ako je X neprekidna slu¢ajna varijabla s funk-
cijom gustoée fx onda je Lfx(1) = E[e~**]. MoZe se pokazati da Laplaceova transforma-
cija konacne mjere u jedinstveno odreduje tu mjeru (vidi Mimica [4]). Dakle, Laplaceova
transformacija jedinstveno odreduje razdiobu slu€ajne varijable.

Definicija 1.2.3. Neka je X : Q — R nenegativan slucajan vektor. Laplaceova tran-
sformacija slucajnog vektora (X, Xa, ..., X,) je funkcija Lx, x,. .x, : R} — R, definirana

,,,,,
N
n

L oo xp 01 Y25 o) = EI [ e, (1.2)

i=1
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Laplaceova transformacija jednistveno odreduje razdiobu slu¢ajnog vektora.

1.3 Slucajni procesi

Neka je (QQ, 7, P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces X = {X,, ¢ € T} je familija slucajnih
varijabli na (Q, ¥, P), gdje je T C R skup indeksa ili parametarski skup. Ukoliko je skup T
prebrojiv kazemo da je X proces s diskretnim vremenom. Skup stanja S sluCajnog procesa
X je skup svih vrijednosti koje moZe poprimiti svaka slu€ajna varijabla X;. Slucajni proces
X moZzemo shvatiti kao funkciju dviju varijabli

X:TxQ—S.

Dakle, ukoliko fiksiramo ¢t € T promatramo slucajnu varijablu koja opisuje realizaciju
slucajnog procesa u trenutku 7. S druge strane, ukoliko fiksiramo w € €2 promatramo
trajektoriju slu¢ajnog procesa X, tj. funkciju koja svakom trenutku ¢ pridruzuje realiza-
ciju X;(w). Elementarni primjer slucajnog procesa s diskretnim vremenom je homogeni
Poissonov proces.

Definicija 1.3.1. Slucajni proces N = {N,,t € Ny} s vrijednostima u skupu {0,1,2,...}
nazivamo homogeni Poissonov proces s intenzitetom A > 0 ukoliko vrijedi

(1) No=0
(2) N ima nezavisne priraste, tj. za0 < t; < t, < --- < t, su slucajne varijable
N;,N, —N,...,N, =N, _,
nezavisne.

(3) Za 0 < s < t slucajna varijabla N, — N, ima Poissonovu distribuciju s oc¢ekivanjem
A(t = s).

Vrijednost sluCajne varijable N, interpretira se kao broj realizacija odredenog dogadaja

u vremenskom intervalu duljine r. Uoc¢imo da vrijedi N, — Nj 4 Ni_sza0 < s < t,
kaZzemo da Poissonov proces ima stacionarne priraste. Dodatno, za n € N definiraju
se vremena dolaska sa 7, = inf{t > 0 : N, > n} te za n € N vremena medudolaska
saW, =T,—-T,,. MoZe se pokazati da su Wy, W,,--- ~ Exp(A1) nezavisne pa slijedi
T,=Wi+Wy+...W, ~T'(n, %). Spomenimo jos i superpoziciju te stanjivanje Poissonovih
procesa. Ukoliko su X i Y nezavisni Poissonovi procesi s intenzitetom 4 > 0 i u > 0.
Tada je sa N, = X, + Y, definiran Poissonov proces s intenzitetom A + u. Takva je pojava
poznata kao superpozicija Poissonovih procesa. Nadalje, neka je dan Poissonov proces
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Slika 1.1: Prikaz jedne trajektorije homogenog Poissonovog procesa za A = 2.

X s intenzitetom A > 0 te vjerojatnost registriranja svakog dogadaja koji se dogodio p €
(0,1). Tada je proces N koji predstavlja broj registriranih dogadaja Poissonov proces s
intenzitetom pA. Takvu pojavu nazivamo stanjivanje Poissonovog procesa. Dokazi ovih
tvrdnji mogu se naéi u [7], str. 129-131. Dodajmo da je homogeni Poissonov proces
specijalni slu¢aj nehomogenog Poissonovog procesa N ¢iji se intenzitet zadaje izmjerivom
funkcijom A(?) tako da za O < s < ¢ sluCajna varijabla N, — N; ima Poissonovu distribuciju
s o¢ekivanjem fs ' A(u)du, dok se preostala dva uvjeta podudaraju s onima iz defincije|1.3.1




Poglavlje 2

Tockovni procesi

U ovom ¢emo poglavlju prvo prikazati intuitivnu generalizaciju jednodimenzionalnog sluaja
tockovnog procesa koja ¢e nas motivirati za strogu definiciju. KoriStenjem koncepata te-
orije vjerojatnosti definirat éemo tockovni proces i njegovu distribuciju te zatim prikazati
razli¢ite nacine karakterizacije distribucije uvode¢i pojmove Laplaceovog funkcionala i
funkcionala kapaciteta. Konstruirat éemo primjere, a posebno ¢emo se usredotociti na Po-
issonov tockovni proces. Poglavlje ¢emo zavrSiti uvodeéi pojam kontaktne udaljenosti u
tockovnom procesu koja se pokazuje korisnom u procjeni podataka.

2.1 Intuitivni pristup

Tockovni procesi koriste se za modeliranje slu¢ajnog rasporeda to¢aka u d-dimenzionalnom
prostoru. U slucaju jednodimenzionalnog prostora tocke mogu predstavljati trenutke udara
munje tijekom oluje, a u dvodimenzionalnom prostoru oznake za mjesta udara munje unu-
tar odredenog podrucja. Za jednodimenzionalni tockovni proces u kojem su sve tocke
medusobno razli¢ite, namece se prirodni poredak tocaka — po vremenu dolaska. Vremena
dolaska su slucajne varijable 7) < T, < ... gdje T; predstavlja trenutak u kojem se pojavila
i-ta tocka. Kako su zbog Cinjenice 7; < T;,; vremena dolaska zavisna, korisno je razmatrati
1 vremena medudolaska §; := T,; — T; koja su za odredene modele nezavisna. U kontekstu
teorije sluCajnih procesa jednodimenzionalni tockovni proces moZemo precizirati tako da
uvedemo brojeci proces N, := >0, Ljoq(T;) zat > 0 gdje N, predstavlja broj pristiglih
toCaka do trenutka t. Zbog zavisnosti N, za razlicite ¢, uvodi se takozvani intervalni brojac

N(a’b] ::Nb_Ncb Oéagb7

koji predstavlja broj pristiglih to¢aka unutar intervala (a, b].

10



POGLAVLIJE 2. TOCKOVNI PROCESI 11

U viSedimenzionalnom slucaju izostaje prirodni poredak stoga nije moguce generalizi-
rati vremena dolaska S; ni brojeci proces N,. Pokazuje se da generalizacija takozvanog
intervalnog brojaca N(a, b] moze opisati opéeniti tockovni proces. Dakle, promatra se

N(B) := broj to¢aka unutar B, B c R
Dodatno, pokazuje se korisnim proucavati indikator praznina

I, NMB)=0

B c R
0, 1inace ’

V(B) := {
Brojece varijable N(B) su prirodne za promatranje aditivnih, a indikatori praznina V(B) za
promatranje geometrijskih 1 multiplikativnih svojstava tockovnog procesa. Neka su dana
dva tockovna procesa na istom podrucju, npr. promatramo rast ljubicica i tratinCica na
jednoj livadi gdje tocke predstavljaju mjesto na kojem je niknuo cvijet. Ako su N;;(B) i
N;(B) pripadne brojece varijable za ljubiCice, odnosno tratin€ice, onda je brojeca varijabla
za zbrojeni proces (proces kojim modeliramo rast 1 tratin€ica i ljubicica na polju) N(B) =
Nij(B) + N,(B). Analogno, indikator praznina za takav proces je V(B) = V;(B)V/(B).

(]
‘_'— L ]
L ]
@ . * N(B)=13
L ] . s
[ ]
©w |
[an]
L ]
= _]
[an] L ]
e *
L ]
L ] L ]
o~ ¢ e
g
L ]
* 9
I I I I I I
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Slika 2.1: Realizacija gore navedenog toc¢kovnog procesa i brojece varijable N(B).

Vrijednosti brojecih varijabli N(B) za sve podskupove B pruzaju moguénost rekonstrukcije
pozicija svih toCaka procesa. Naime, x je toCka procesa ukoliko je zadovoljeno N({x}) > 0.
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Dakle, slucajne varijable N(B) sadrZe potpunu informaciju o tockovnom procesu. S druge
strane, ukoliko je poznata vrijednost V(B) za sve B € B(R?%) moguce je odrediti poziciju
svake tocke procesa. Neka je G unija svih otvorenih skupova B za koje vrijedi V(B) = 1,
tada komplement skupa G ¢ine upravo tocke procesa. Nakon ovih razmatranja mozemo
dati strogu definiciju tockovnog procesa.

2.2 Definicija

Tockovni proces moZe se opisati statistiCkim terminima definirajuéi prostor mogucih is-
hoda 1 odredivanjem vjerojatnosti razliitih dogadaja. Cilj nam je odrediti distribuciju
tockovnog procesa.

Neka je E podskup euklidskog prostora RY i & o-algebra Borelovih skupova na E. Za
niz (x,)en C E definiramo brojecu mjeru m : & — [0, +oo] sa

m(B) := Y 6,(B),  Be€E, 2.1)
n=1

pri ¢emu je d,, tzv. Diracova mjera u tocki x,. Ukoliko je m(B) konacan broj za svaki
ograniceni skup B € & onda m zovemo tockovnom mjerom. Dakle, m(B) predstavlja broj
toCaka x, koje se nalaze unutar skupa B.

Oznacimo sa M, = M,(E) skup svih toCkovnih mjera na E. Promatramo skupove oblika
Epy:={me€ M, : m(B) = k}, k>0, Beé&. (2.2)
Sa M, = M, (E) oznatimo o-algebru generiranu skupovima E. Primjetimo da se u M,
nuzno nalaze skupovi oblika
Epjy NEpg N NEg ={meM,: mB))=k,mBy) =ky...,m(B,) =k},

koji opisuju dogadaj da se toCno k; toCaka nalazi unutar podrucja B;, i € {1,2,...,s}.
Takoder, M,, sadrzi i dogadaj koji opisuje da ne postoji niti jedna to¢ka unutar bilo kojeg
skupa B:

{m = 0} = {m € Mp : m(B) =0, VB} = mneNEK(o,n),O.

Sada imamo sve potrebno za definiciju to¢kovnog procesa.

Definicija 2.2.1. Neka je (Q, T, P) vjerojatnosni prostor. Tockovni proces sa skupom sta-
nja u E je izmjerivo preslikavanje

N:(Q F)— (M,, M,). (2.3)
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Dakle, za svaki E € M, vrijedi
(NeE}={weQ:Nw)eE}eF,

pa je dobro definirana vjerojatnost dogadaja {N € E}.

Kazemo da je to¢kovni proces lokalno konacan ukoliko vrijedi
P{N(B) < +o00}) = 1, za sve omedene B € &. (2.4)

U daljnjem razmatranju pretpostavljat ¢emo lokalnu konacnost tockovnih procesa. Tada
je N(w) to¢kovna mjera za dano w € Q. Nadalje, primjetimo da je matematicki ispravno
pisati N kao funkciju dva argumenta N(w, B). Mi ¢emo sa N(w) = N(w,-) oznacavati
tockovnu mjeru za fiksni w € Q , a sa N(B) = N(-, B) slu€ajnu varijablu za fiksni B € &.

Posebno se promatraju oni tockovni procesi koji ne dopustaju ponavljanje iste tocke. Takav
tockovni proces zovemo jednostavnim.

Definicija 2.2.2. Za tockovni proces reci cemo da je jednostavan ukoliko vrijedi
PAN({x}) < 1,¥Vxe E}) = 1. (2.5)

Jednostavni to¢kovni proces moZe se poistovjetiti sa slucajnim skupom tocaka. Stovise,
teorija slucajnih skupova koristi se za alternativnu definiciju tockovnih procesa. Za neza-
visne jednako distribuirane slucajne varijable X;, X, ..., X, , n € N, tockovni proces je
slucajni skup X = {X;, X, ..., X,}. Nedostatak takvog pristupa je nemoguénost mo-
deliranja ponavljanja iste tocke. U nastavku ¢emo odredeni toCkovni proces oznacavati sa
X (zamiSljajuci ga kao slucajni skup toCaka), a pripadajucu toCkovnu mjeru sa Nx. Na
primjer, u skladu s tom notacijom vrijedi {X = 0} & {Nx = 0}.

Nakon $to smo precizno definirali tockovni proces moZemo definirati i njegovu distribu-
ciju.

Definicija 2.2.3. Distribucija tockovnog procesa X na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, IP)
Jje vjerojatnosna mjera Px na izmjerivom prostoru (M,, M,) koja zadovoljava

Px(A) =P(Nx € A), AeM,. (2.6)

Dakle, ukoliko je poznata distribucija tockovnog procesa moguce je odrediti vjerojatnost
bilo kojeg dogadaja koji ovisi o N. Za dva tockovna procesa X 1Y kazemo da su jednako
distribuirana ukoliko vrijedi Px = Py te piSemo X £y Nakon definicije distribucija
toCkovnog procesa prirodno se namece pitanje kako ih mozemo karakterizirati.
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2.3 Karakterizacije distribucije tockovnog procesa

Poznavanje tockovnog procesa povezujemo s poznavanjem njegove distribucije koja ga u
potpunosti opisuje. Pronalazenje karakterizacije omogucéava elegantniji nain opisivanja
tockovnog procesa.

Definicija 2.3.1. Konacno dimenzionalne distribucije tockovnog procesa su distribucije

slucajnih vektora
(N(B1), N(By), ..., N(By)),

pricemu suk € Nte By, B,,..., By iz & proizvoljni.
Uocimo da su time odredene vjerojatnosti svih dogadaja oblika
{N(By) = ny, N(By) = na,..., N(By) = nl,

za bilo koje nenegativne cijele brojeve ny, ns,...,n; te proizvoljni k € N. S druge strane,
vjerojatnost dogadaja { X = 0} nije odredena buduci da se ne moze prikazati kao konacan
presjek gore opisanih dogadaja. Ipak, pokazuje se da je distribucija tockovnog procesa
jedinstveno odredena kona¢no dimenzionalnim distribucijama. Naime, zbog Cinjenice da
je familija svih konac¢nih presjeka skupova oblika

{meM,:mB)=k}, k>0, Bedg,

IT — sustav koji generira M,, slijedi da je svaka mjera iz M, jedinstveno odredena vje-
rojatnostima dogadaja iz opisane familije. Kako je distribucija tockovnog procesa mjera
definirana na M,,, a njene vrijednosti na gore opisanoj familiji su upravo kona¢no dimen-
zionalne distribucije zakljucujemo da vrijedi sljedeci rezultat.

Propozicija 2.3.2. Konacno dimenzionalne distribucije tockovnog procesa jedinstveno
odreduju njegovu distribuciju.

Zbog toga Ce dva toCkovna procesa biti jednako distribuirana ukoliko im se podudaraju
konac¢no dimenzionalne distribucije.

Temeljne definicije i svojstva koncepta Laplaceove transformacije prikazali smo u prvom
poglavlju. Napomenuli smo da Laplaceova transformacija slucajnog vektora jedinstveno
odreduje njegovu razdiobu. U nastavku pokazujemo da slican koncept opisuje distribuciju
tockovnog procesa. Neka je 8, = {f : E —» R : f nenegativna , ograniena i izmjeriva}.
Zame M,1 f € B, definiramo

n(f)i= [ fodnt) =Y g
E

neN

pri cemu su (x,),en tocke iz definicije tockovne mjere.
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Definicija 2.3.3. Laplaceov funkcional tockovnog procesa X je preslikavanje
Yy, 1 By — Rdefinirano sa
Py (f) = E[e "], (2.7)

Propozicija 2.3.4. Laplaceov funkcional tockovnog procesa X jedinstveno odreduje nje-
govu distribuciju Py .

Dokaz. Za proizvoljni k € N definiramo jednostavnu funkciju f € B, sa

k
f=) 4l
i=1

pri ¢emu su A; > 0, B; € & proizvoljni za svaki i € {1,2,...,k}. Tada je

¥y, (f) = E| exp (—ffdzvx)]

' k
=E| exp {—L( Z/li]lg,]de ”
[ i=1
i k
=E exp(—ZﬂifllBidNX)]
L i= E
— kl
=E exp( -, ﬂiNX<Bl~>] ] :
L i=1

a to je upravo Laplaceova transformacija slucajnog vektora (N(B;), N(B3), ..., N(By))
koja jedinstveno odreduje njegovu distribuciju. Specijalno, time su jedinstveno odredene
konac¢no dimenzionalne distribucije tockovnog procesa. Sada tvrdnja slijedi iz prethodne
propozicije. O

Jednostavni tockovni procesi mogu se promatrati kao slu€ajan skup tocaka. Prisjetimo se,
za jednostavni to¢kovni proces X vrijedi

P(Nx({x}) <1, Vxe€E)=1.

Za takve procese definirat cemo poseban objekt za koji se pokazuje da u potpunosti odreduje
distribuciju tockovnog procesa.

Definicija 2.3.5. Funkcional kapaciteta jednostavnog tockovnog procesa X jest preslika-
vanje Tx : & — R definirano sa

Tx(K):=P(Nx(K)>0), Keé& (2.8)
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Uocimo, Tx(K) = 1 = P(Nx(K) =0) Sto je relativno mali podskup informacija koje
odreduju konacno dimenzionalne distribucije. Unato¢ tome, moZe se pokazati da funkci-
onal kapaciteta jednostavnog tockovnog procesa jedinstveno odreduje njegovu distribu-
ciju.

U proucavanju toc¢kovnih procesa vazan je 1 koncept stacionarnosti.

Definicija 2.3.6. Reci éemo da je tockovni proces X na prostoru R? stacionaran ukoliko
vrijedi
XLX+v, YveR’ (2.9)

Moze se pokazati da vrijedi sljedeci rezultat.

Propozicija 2.3.7. Jednostavni tockovni proces X je stacionaran ako i samo ako je funk-
cional kapaciteta T x invarijantan obzirom na translacije, to jest ukoliko je zadovoljeno

Tx(K)=Tx(K+v), YKe& VYveR%

Dokaze gornjih rezultata mogu se naci u [3]. Sli¢no, za tockovni proces kazemo da je izo-
tropan ukoliko je distribucija invarijantna obzirom na rotacije u R¢.

Sve vazne rezultate ovog dijela moZemo saZeti u sljedeci teorem.

Teorem 2.3.8. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor, (M,,, M,)) ranije definiran izmjerivi
prostor te neka su X i'Y dva tockovna procesa. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
()X 2Y,

. d
(ii) (Nx(By), Nx(B2),..., Nx(By) = (Ny(B1), Ny (B2), ..., Ny(By)), zasve By, B, ..., By
iz &, zasvakik € N,

Ukoliko su X i'Y jednostavni, onda je svaka od gore navedenih tvrdnji ekvivalentna sa

(iv) Tx(B) =Ty(B) zasve B € &.

2.4 Primjeri

Binomni to¢kovni proces

Razmotrimo prvo jedan vrlo jednostavan i intuitivan primjer. Zelimo razmjestiti n to¢aka
na slu¢ajne pozicije unutar omedenog podru¢ja W C R?. Neka su X, X», . . ., X, nezavisne
slucajne varijable uniformno distribuirane na W. Pojedina varijabla predstavlja slucajnu
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tocku unutar W. Kako je funkcija gustoce slucajne varijable X; dana sa

1
f<x>={W’ et

0, inace,

gdje je A,(W) povrsina od W, slijedi da za proizvoljni ograni¢eni skup B C R? vrijedi

P(X; € B) = ff(x)dx
B

_LBNW)
W)

Za tako definirani tockovni proces slucajna varijabla N(B) eksplicitno je dana izrazom

, zasvei€e{l,2,...,n}

N(B) = > lyes .
i=1

Za cjelobrojno k > 0 vrijedi

P(N(B) = k) = P() Iyes = k)
i=1
= P(k varijabli unutar podrucja B, n — k izvan)

_ ™),k (k)
[l

gdje je p = %, q = 1 — p. Dakle, N(B) ima binomnu distribuciju s parametrima » i

_ A(BNW) . . ~ v . . . .
o~ baje zbog tog razloga jasno zaSto se ovakav tockovni proces naziva binomni.

Primjetimo jo$ da za funkcional kapaciteta 7'(K) vrijedi

T(K)=P(N(K)>0)=1-P(N(K)=0)
=1- qn
_ 1 (1 HL(BN W))”
(W)
Slika[2.1dobivena je simuliranjem realizacija 60 nezavisnih slu¢ajnih varijabli uniformno
distribuiranih na [0, 1]> ¢ R? (od kojih 35 predstavljaju tratin¢ice, a 25 ljubicice). Dakle,
na navedenoj slici prikazana je realizacija binomnog tockovnog procesa. Gore opisani
primjer specijalni je slu¢aj sljedece definicije.

(2.10)

Definicija 2.4.1. Neka je f funkcija gustoce na W c R i n € N. Tockovni proces X koji se
sastoji od n nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih tocaka (varijabli) ¢ija je funkcija
gustoce f nazivamo binomni tockovni proces i pisemo X ~ Bin(W,n, f).
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Poissonov to¢kovni proces

Poissonov tockovni proces igra fundamentalnu ulogu u teoriji tockovnih procesa. Posje-
duje svojstvo ne-interakcije izmedu toCaka te sluzi kao referentni proces pri proucavanju
tockovnih procesa. U prvom poglavlju upoznali smo se s Poissonovim slu¢ajnim proce-
som, a sada ¢emo uvesti generalizaciju.

Definicija 2.4.2. Neka je u mjera na izmjerivom prostoru (E, E) koja je konacna na svakom
kompaktnom podskupu B C E. Poissonov proces na E s mjerom inteziteta u, u oznaci
PRM(u), je tockovni proces koji zadovoljava:

(1) Za svaki B € & takav da u(B) < +co, N(B) ima Poissonovu distribuciju s ocekivanjem
u(B),

(2) za proizvoljne m € N te medusobno disjunktne skupove By, B, ..., B, iz &, slucajne
varijable N(B:), N(By), ..., N(B,) su nezavisne.

Dakle, X je Poissonov tockovni proces ukoliko sluc¢ajan broj to¢aka unutar kompakta B
ima Poissonovu distribuciju s ocekivanjem u(B) te ako su brojevi toCaka na disjunktnim
kompaktima nezavisne slucajne varijable. Uocimo da u odreduje ocekivani broj tocaka
unutar B,

E[N(B)] = u(B).
Od ranije znamo da distribuciju tockovnog procesa karakterizira i Laplaceov funkcional, a

za Poissonov tockovni proces taj rezultat dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 2.4.3. Distribucija Poissonovnog tockovnog procesa PRM(u) jedinstveno je odredena
tvrdnjama (1) i (2) iz prethodne definicije. Nadalje, tockovni proces X je PRM(u) ako i
samo ako je Laplaceov funkcional tog procesa oblika

qmmzm@fWmemyfdx
E

Dokaz se moZe pogledati u Resnick [3], str. 337.
Nadalje, mjera y iz definicije [2.4.2naziva se srednja mjera te se Cesto zadaje sa

mm=fﬂmm
B

za neku nenegativnu i1 ogranicenu funkciju f. Funkcija f naziva se funkcija intenziteta.
Za Poissonov to¢kovni proces kazemo da je homogen ukoliko je funkcija intenziteta kons-
tantna, tj. ukoliko je

u(B) = BA4(B),
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pri ¢emu A,(B) oznacava Lebesgueovu mjeru ograni¢enog skupa B € B(R?), inace kazemo
da je nehomogen. Promatrajmo homogeni Poissonov proces s intenzitetom S. Tada je

k
P(N(B) = k) = %&e—ﬁﬁd(&,

za svaki cjelobrojni k > 0. Posebno,
P(N(B) = 0) = ¢ PP,
pa slijedi da je funkcional kapaciteta Poissonovog procesa s intenzitetom 3
T(K) =1 — Pk (2.11)

1z gornjeg zakljucujemo da je homogeni Poissonov proces stacionaran i izotropan. Nadalje,
neka je W C R? ogranicen i neka je N(W) = n dano. Za B C W moZemo promatrati uvjetnu
distribuciju od N(B). Za 0 < k < n imamo

P(N(B) = k [ NW) = n) = VB =k NOWAB) = n — b)

P(NWW)=n
_ P(N(B) = k) P(N(W\B) = n — k)
- P(N(W) = n)
o BL(B) BB o~ PLW\B) (BA,(W\B))"™*
B k! (n—h)!
B B BN (2.12)

e—ﬁuz(B)mz(W\B))B“"‘kﬂz(B)"ﬂz(W\B)""‘
K=k

B (W) B AWy
n!

ol ( A:(B) )" (/lz(W\B) )”"‘
Ckn =)\ (W) (W) ’

gdje druga jednakost slijedi iz uvjeta (2) definicije Poissonovog tockovnog procesa. Dakle,
uvjetna distribucija od N(B) uz dano N(W) = n je binomna distribucija s parametrima n
1p= %. ZakljuCujemo da su uvjetne distribucije od N(B;), N(B,),...,N(B,,) za pro-
izvoljne By, By, ..., B, iz W jednake kao distribucije takvih varijabli binomnog procesa.
Posebno, ako je dan broj toCaka n homogenog Poissonovog procesa u W, slijedi da su te
tocke uvjetno nezavisne i uniformno distribuirane u W. Prethodni zakljucak daje nam iz-
ravan nacin za simuliranje Poissonovog procesa. Za generiranje realizacije Poissonovog
procesa intenziteta S u W prvo generiramo slucajnu varijablu M iz Poissonove razdiobe
s ocekivanjem BA,(W) 1 zatim uz M = m generiramo m nezavisnih uniformni sluc¢ajnih
tocaka unutar W. Na taj se nacin Slika 2.1} uz nerazlikovanje boja, moze shvatiti kao reali-
zacija Poissonovog procesa u W = [0, 1]? u kojoj se dogodilo da je to¢no 60 to¢aka unutar
W. Razlika u odnosu na binomni tockovni proces je ta da se u razliCitim realizacijama
Poissonovog procesa moZe pojaviti razli¢it broj toCaka.
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2.5 Udaljenost

Dani tockovni proces moze se promatrati i pomocu koncepta udaljenosti izmedu tocaka.

Definicija 2.5.1. Neka je X tockovni proces te a € RY. Kontaktna udaljenost (engl. contact
distance) tockovnog procesa X od a, u oznaci dist(a, X), jest najkraca udaljenost tocke
procesa X od tocke a, tj.

dist(a, X) := inf{r > 0 : Nx(K(a,r)) > 0}. (2.13)

Dakle, dist(a, X) < r ako i samo ako je Nx(K(a,r)) > 0. Kako je Nx(K(a, r)) sluajna va-
rijabla za fiksne a i r, slijedi da je {Nx (K(a, r)) > 0} izmjeriv. Posebno, skup {dist(a, X) <
r} je izmjeriv pa je kontaktna udaljenost dobro definirana slucajna varijabla.

Nadalje, ukoliko je X Poissonov proces u R? s intenzitetom 3 sljede¢i ra¢un daje dis-
tribuciju od dist(a, X)

P(dist(a, X) < r) = P(Nx( K(a,r)) > 0)
= 1 —exp(=fa(K(a, 1))
= 1 - exp(—Bkar),

gdje je k; = A4(K(0, 1)) volumen jedini¢ne kugle u R¢. Iz upravo provedenog racuna slijedi
da za sludajnu varijablu V = k,dist(a, X)? vrijedi

P(V <v)=1-exp(-Bv), VYv=>0,

pa moZemo zakljuciti da V dolazi iz eksponencijalne distribucije s intenzitetom 8. Uo¢imo
da V predstavlja volumen kugle sluc¢ajnog polumjera dist(a, X ) odnosno kugle sa srediStem
u a takva da ne sadrZi niti jednu to¢ku procesa X.

Naposljetku, pokazimo vezu izmedu kontaktne udaljenosti i funkcionala kapaciteta sta-
cionarnog procesa X.

Definicija 2.5.2. Neka je X stacionarni tockovni proces u R%. Funkcija razdiobe praznog
prostora (engl. empty space distribution function) F : R — [0, 1] je funkcija distribucije
slucajne varijable kontaktne udaljenosti dist(a, X), tj.

F(r) .= P(dist(a, X) <r), VYr=0. (2.14)
Zbog stacionarnosti F' ne ovisi o a. Naime,

F(r) =P(N(K(a, X)) > 0) =T(K(a,r)) = T(K(,r)),
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gdje je T funkcional kapaciteta stacionarnog procesa X . Uofimo da nam funkcija praznog
prostora daje vrijednosti funkcionala kapaciteta na svim kuglama. Kako funkcional kapa-
citeta u potpunosti opisuje jednostavni tockovni proces, funkcija praznog prostora zapravo
daje mnogo informacija o procesu. Zbog svega navedenog, funkcija praznog prostora po-
kazuje se vrlo korisnom u analizi i1 procjeni podataka. Detaljnije o procjeni funkcije F
moze se vidjeti u Baddeley [[1], str. 23-24.



Poglavlje 3

Momenti tockovnih procesa

U ovom ¢emo poglavlju opisati analogone momenata slucajnih varijabli za tockovne pro-
cese. Znamo da su momenti izrazito znacajni za teorijsko proucavanje 1 statisticku analizu
slu¢ajnih varijabli pa o¢ekujemo da njihovi analogoni za tockovne procese budu podjed-
nako korisni. Uvest ¢emo intenzitet tockovnog procesa kao analogon ocekivanju slucajne
varijable. Dokazat cemo Campbellovu formulu koja se pokazuje znaCajna za intenzitet te
mjere drugog momenta. Mjere drugog momenta intuitivno odgovaraju pojmovima vari-
jance i kovarijance slucajne varijable. Definirat ¢emo faktorijelnu mjeru drugog momenta
te pokazati njenu dekompoziciju u slucaju stacionarnih procesa. Upoznat ¢emo K-funkcije,
metode njihove procjene te na primjeru ilustrirati njihovu primjenu na stvarnim podacima.
Poglavlje zavr§avamo uvodeci pojam Janossyjevih mjera konacnih tockovnih procesa te ih
povezujemo s njihovom distribucijom 1 faktorijelnim mjerama k-tog momenta.

3.1 Intenzitet

Intenzitet ili prvi moment to¢kovnog procesa je analogon ocekivanju slucajne varijable.

Definicija 3.1.1. Neka je X tockovni proces na E C RY. Mjera intenziteta od X je presli-
kavanje v : & — [0, +00] definirano izrazom

v(B) := E[Nx(B)], Be&. (3.1)
Primijetimo da vrijedi
v(0) = B[Nx(0)] = E[0] = 0, (3.2)
V(U By) = BINx (U5 B)] = B| > Nx(B,)| = D EINx(B,)], (3.3)
n=1 n=1

za svaki niz medusobno disjunktnih skupova (B,),ey iz &. Druga jednakost u (3.3)) vrijedi
zbog Cinjenice da su skupovi B, medusobno disjunktni, a tre¢a zbog Beppo Levijevog

22
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teorema. Dakle, opravdano je v zvati mjerom. Stovise, zbog pretpostavke o lokalnoj
konacnosti to¢kovnog procesa slijedi da je v lokalno kona¢na mjera. Razmotrimo mjeru
intenziteta binomnog te Poissonovog to¢kovnog procesa.

Primjer 3.1.2. Neka je X ~ Bin(W,n, f) pri demu su W C R% n € N te f funk-

cija gustoce slucajne varijable uniformno distribuirane na W. Pokazali smo da je tada

Nx(B) ~ Bin(n, p) gdje je p = ﬂ"ﬂ(ﬁcvv)v) za svaki B € &, sto povlaci

L(BNW)

v(B) = E[Nx(B)] = np = L)

Dakle, mjera intenziteta binomnog tockovnog procesa v(B) proporcionalna je Lebesgu-
eovoj mjeri skupa BN W.

Primjer 3.1.3. Neka je X PRM(u), tada je v = u. Posebno, u sluc¢aju homogenog Poisso-
novog procesa s intenzitetom 3 slijedi da za svaki skup B € & vrijedi

V(B) = BA4(B).

Zakljucujemo da je mjera intenziteta homogenog Poissonovog procesa v(B) proporcionalna
Lebesgueovoj mjeri skupa B.

U sludaju stacionarnog tofkovnog procesa X na R? vrijedi
V(B +v) = E[Nx(B +v)] = E[Nx(B)] = v(B)

za svaki v € R?. Dakle, mjera intenziteta stacionarnog tockovnog procesa invarijantna je
obzirom na translacije. Za svaku mjeru u na (R¢, B(R%)) invarijantnu obzirom na translacije
koja zadovoljava u([0, 1]9) < +oo postoji ¢ > 0 tako da vrijedi 4 = cAy (vidi Schilling
[6]], str. 34-35). Posebno, za mjeru intenziteta v stacionarnog to¢kovnog procesa X na
R¢ postoji konstanta ¢ > 0 tako da vrijedi v = cA;. Konstantu ¢ nazivamo intenzitetom

stacionarnog tockovnog procesa X.

Definicija 3.1.4. Neka je X tockovni proces na R? i v pripadna mjera intenziteta. Ukoliko
postoji funkcija B : RY — [0, +00] koja zadovoljava

v(B) = f Bu)du, (3.4)
B

tada se funkcija 8 naziva funkcija intenziteta od X.

Intuitivno, ocekivani broj to¢aka unutar male okoline volumena dx toc¢ke x dan je sa S(x)dx.
U nastavku dokazujemo tvrdnju ¢ija ¢e posljedica dati jednu od upotreba funkcije intenzi-
teta.
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Teorem 3.1.5. (Campbellova formula) Neka je X tockovni proces s vrijednostima u E te
v pripadna mjera intenziteta. Neka je f : E — [—oo,+00] izmjeriva. Tada je Nx(f) =
f f(x)dNx (x) slucajna varijabla te vrijedi

E [ f f(x)de(x)] - f Fdv(), (3.5)

pri cemu je f nenegativna ili zadovoljava f | f(x)ldv(x) < +o0.
Dokaz. Teorem dokazujemo takozvanom Lebesgueovom indukcijom.

1. Nekaje f = 1p zaneki B € . Tada je
fdeX = deX = Nx(B).
B
Dakle, Nx(f) = Nx(B) pa je Nx(f) sluCajna varijabla i vrijedi

E[Nx(f)] = E[Nx(B)] = v(B) = fde

2. Neka je f nenegativna jednostavna izmjeriva funkcija, tj.

f= i bilg,
i=1

zan € Nineke by,b,,..., b, e R, te By, B,,...,B, € & Tada je

Nx(f) = f faNx = )" b; f 15dNx = ) biNx(By),
i=1 i=1

gdje druga jednakost slijedi iz linearnosti integrala, a trea iz prvog koraka indukcije.
Slijedi da je Nx (f) sluajna varijabla kao linearna kombinacija slu¢ajnih varijabli te
je zadovoljeno

E[Nx(f)]—ZbE NX<B>]—va(B>— fﬂgdv—ffdv

3. Neka je f nenegativna izmjeriva funkcija. Tada postoji rastuci niz nenegativnih jed-
nostavnih izmjerivih funkcija (f,)!2] tako da vrijedi f, < f zasvaki n € N te
lim,_, o f, = f (vidi Schilling [6], str. 61-62). Sada imamo

NX(f):f lim f,dNx = lim ffndNX = lim Nx(f,),
n—+o0o n—+o0o n—+o0o
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pa zakljuCujemo da je Nx(f) izmjeriva kao limes niza izmjerivih funkcija pri cemu
druga jednakost slijedi iz Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji. Poka-
zali smo da vrijedi Nx(f) = lim,_ . Nx(f,), a zbog monotonosti integrala vrijedi
0 < ffldNX < -e < ffndNX < fdeX. Dakle, ispunjene su pretpostavke
LTMK-a. Koristeci prethodni korak indukcije 1 LTMK dobivamo

EINx(P)] = lim E[Nx(f)] = lim f Fdy = f fdv.

4. Zaizmjerivu f koja zadovoljava f | f(x)|dv(x) < +0o0 postoje nenegativne v-integrabilne
izmjerive funkcije f*i f~ td. f = f* — f~. Iz prethodnog koraka indukcije sli-
jedi da su Nx(f*) i Nx(f~) slucajne varijable. Koristeéi linearnost integrala slijedi
Nx(f) = Nx(f") — Nx(f7) pa je Nx(f) sluCajna varijabla kao razlika slucajnih
varijabli. Konacno, zbog linearnosti integrala i prethodnog koraka indukcije slijedi

E[Nx(f)] = [ fdv.
O

Zbog Cinjenice da je Nx toCkovna mjera moZemo pisati Nx(f) = D, .cx f(x). Neka je X
to¢kovni proces na R? s funkcijom intenziteta 8. Iz Campbellove formule slijedi

E

Zf(x)} = f FEB(Ox. (3.6)
R4

xeX

Jednakost dobivena je pomocu sljedece leme koja se takoder dokazuje Lebesgueovom
indukcijom.

Lema 3.1.6. Neka su u i v mjere na izmjerivom prostoru (X, F) tako da vrijedi v(A) =
fA Bdu, za svaki A € F i neku izmjerivu funkciju 8 : X — [0, +o0]. Tada vrijedi

[ rav= [ spa.

za svaku izmjerivu funkciju f : X — [—oo, +00] koja je nenegativna ili koja zadovoljava

[1fldy < +o0.

Za ilustraciju pretpostavimo da se X sastoji od fiksnog, kona¢nog broja slucajnih tocaka
uR tj. X = {Xy,...,X,}, pri ¢emu sluajna varijabla X; ima vjerojatnosnu gustoéu f; za
svakii € {1,2,...,n}). Tada za B € B(R?) vrijedi

Nx(B) = > 15(X,).

i=1
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Lako se pokazuje da je Nx zaista tockovni proces. Racunamo pripadajucu mjeru intenzi-
teta

v(B) = E[Nx(B)] = Z E[1p(X)]
i=1

(3.7)

Zakljucujemo da je 8 = )\, f: funkcija intenziteta takvog tockovnog procesa X .

3.2 Mjere drugog momenta

Neka je X tockovni proces na E. Za B € & Zelimo proucavati varijancu od Nx (B)
Var(Nx(B)) = E[Nx(B)’] - E[Nx(B)]’
= E[Nx(B)’] - »(B)’,
te kovarijancu od Nx (B1) 1 Nx(B;)
Cov(Nx(B1), Nx(B>)) = E[Nx(B1)Nx(B>)] — E[Nx(B1)]E[Nx(B>)]
= E[Nx(B1)Nx(B>)] — v(B1)v(B>),

gdje je v mjera intenziteta od X . Preostaje precizirati Sto predstavlja izraz Nx (B1)N x (B>).
Prisjetimo se, ukoliko su (X, ¥, u;) i (¥, G, uo) prostori s mjerom, tada 7 = ¢ ® u, oznacava
produktnumjeruna ¥ xXG = 0c({A X B: A € ¥, B € G}), pri Cemu je T(AXB) = u;(A)ux(B)
zaA € F,BeG. Dakle, Nx( - )Nx( ) definira mjeru na & X &. Pregled teorije produktne
mjere moZe se naci u [7]], dodatak.

Za By, B, € & vrijedi

Nx(B)Nx(B2) = > 6,,(B1) D 8,,(B)

neN meN
= Z 6xn(Bl)6xm(BZ) (3.8)
n,meN

Z O(x,x)(B1 X By),

n,meN
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pa je time definirana toCkovna mjera procesa X X X . Sada moZemo definirati mjeru drugog
momenta tockovnog procesa X.

Definicija 3.2.1. Neka je X tockovni proces na E. Mjera drugog momenta od X je pres-
likavanje v, : & X & — [0, +00] definirano izrazom

v2(B1 X By) := E[Nx(B;)Nx(By)], By,B, € &. (3.9

Dakle, mjera drugog momenta tockovnog procesa X jest mjera intenziteta tockovnog pro-
cesa X X X. Mjera drugog momenta sadrZi sve potrebne informacije o varijanci i kovari-
janci. Primijenimo li Campbellovu formulu na proces X x X dobivamo

E

D f, y)] = | fydva(xy),
EXE

x,yeX

za izmjerivu funkciju f : EX E — R.

Promotrimo homogeni Poissonov proces s intenzitetom S > 0 i tockovnom mjerom N
te nadimo pripadnu mjeru drugog momenta v,. Za ogranicene A, B € & vrijedi

v2(A X B) = E[N(A)N(B)]
= E[N(A\B)N(B) + N(A N B)N(B)]
= E[N(A\B)N(B) + NAN B)N(B\A) + N(A N B)Z]
= E[N(A\B)]E[N(B)] + E[N(A N B)]JE[N(B\A)] + E[N(A N B)z] (3.10)
= B2 L(A\B)2(B) + B2 A:(A N B)A2(B\A) + BA(A N B) + B A:(A N BY
= B (A\B)A>(B) + B> A:(A N B)A(B) + BA(A U B)
= B2 (A (B) + B(A N B),

pri ¢emu smo u racunu koristili svojstva iz definicije Poissonovog tockovnog procesa te
poznate Cinjenice o ocekivanju i varijanci Poissonove slucajne varijable. Uocimo da se
mjera v, sastoji od dva sumanda. Prvi se sumand sastoji od konstante 5 koja mnoZi mjeru
skupa A X B 1 predstavlja umnozak ocekivanog broja to¢aka u skupu A 1 B dok drugi su-
mand predstavlja oCekivani broj tocaka koje se nalaze u presjeku skupova A 1 B. Ukoliko
se toCka x nalazi u A N B onda se 1 uredeni par (x, x) nalazi u A X B te moZemo reci da
se takva tocka nalazi na dijagonali. Uklanjajuéi dijagonalu dobivamo jednostavniji oblik
mjere drugog momenta.

Promotrimo sada op¢i tockovni proces X. Sa X % X oznacimo proces svih uredenih
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parova toCaka procesa X izuzev parove oblika (x, x) (tj. X X X bez dijagonale). Tada je
pripadna to¢kovna mjera dana sa

Nx.x(AX B) = Z Z 8%ns Xm)(A X B)

neN meN x,,#x,

=Y 6,(4) Y 6,8

neN meN m#n
= D0, (A) )5, (B) = > 6,(A)5,,(B) (3.11)
nen meN neN
= ,64,(A) > 6,(B)= > 6,(ANB)
neN meN neN

= Nx(A)Nx(B) - Nx(A N B).
Pokazuje se korisnim promatrati mjeru intenziteta tockovnog procesa X * X.

Definicija 3.2.2. Neka je X tockovni proces na E. Faktorijelna mjera drugog momenta od
X je preslikavanje vy : &EX E — [0, +00] definirano izrazom

Vi2)(A X B) := E[Nx(A)Nx(B)] - E[Nx(A N B)], A,Beé&. (3.12)
Naziv faktorijelne mjere dosao je zbog

via)(A X A) = E[Nx (A)’] - E[Nx(A)]
= E[Nx(A)(Nx(A) - D].

Nadalje, primijenimo li Campbellovu formulu na proces X * X i izmjerivu funkciju f :
E x E — R dobivamo

E

N f(x,y)} - [ reyve.
EXE

xeX yeX y#x

Dodajmo jos da je faktorijelna mjera drugog momenta homogenog Poissonovog tockovnog
procesa s intenzitetom 8 > 0 na R? dana sa

V2 = ﬁz/ld ® /ld.

Definicija 3.2.3. Neka je X tockovni proces na E i g» : E X E — [0,400] izmjeriva
funkcija. Funkcija g, naziva se gustoc¢a drugog momenta procesa X ukoliko vrijedi

v[z1(C)=fgz(x,y)dxdy, (3.13)
c

za svaki kompaktni skup C = AX B C E X E.
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Neformalno, g,(x,y) daje vjerojatnost postojanja toCaka procesa X na dva odredena po-
drucja malog volumena, tj. P(Nx(dx) > 0, Nx(dy) > 0) =~ g»(x, y)dxdy. Nadalje, uocimo
da je funkcija gustoce drugog momenta Poissonovog homogenog procesa s intenzitetom
B> 0naR?danasa g, = >

Dosad smo uveli funkciju intenziteta koju povezujemo s mjerom prvog momenta te funk-
ciju gustoée koju povezujemo s mjerom drugog momenta. Navedene ¢emo funkcije pove-
zati te njihov odnos opisati takozvanom funkcijom korelacije.

Definicija 3.2.4. Neka je X tockovni proces na E s funkcijom intenziteta 5 : E — [0, +00]
i funkcijom gustoce drugog momenta g, : EXE — [0, +o0]. Definiramo funkciju korelacije
02 EXE — [0, +00] tockovnog procesa X sa

— gZ(x’ Y)
B)B(G)

Uocimo da je funkcija korelacije nenegativna te je svojevrsni necentrirani analogon ko-
relacije slucajnih varijabli. Vrijednost p, = 1 odgovara nekoreliranosti u obicajenim sta-
tistickim terminima. Naime, za disjunktne skupove A i B iz & vrijedi sljedece

p2(x,y) (3.14)

pr=1

= g2(~x’ )’) = ﬁ(x)ﬂ@), vx’y

= f g2(x, y)dxdy = Bx)B(y)dxdy
AXB AXB

= V(A X B) = ( fA ﬁ(x)dx) ( f ﬁ(y)dy)
B

= E[Nx(A)Nx(B)] - E[Nx(A N B)] = v(A)»(B)
= E[Nx(A)Nx (B)] - E[Nx(0)] = E[Nx(A)]E[Nx(B)]
= Cov(Nx(A), Nx(B)) = 0.

Iz primjera [3.1.3] znamo da je funkcija intenziteta Poissonovog homogenog procesa s in-
tenzitetom B > 0 dana sa S(x) = 3, a pokazali smo da je funkcija gustoce drugog momenta
g» = % pa slijedi da je pripadna funkcija korelacije p, = 1.

Primjer 3.2.5. Neka je X binomni tockovni proces na W C R%. Podsjetimo se, za fiksni
n € N dane su nezavisne slucajne varijable X, X,, . .., X,, uniformno distribuirane na W.

Funkcija gustoce pojedine varijable X; dana je sa f(x) = Ad(lw) za x € W dok je inace 0.
Za proizvoljni B € BRY) vrijedi P(X; € B) = fB f(x)dx = %, a tockovna je mjera tog
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procesa dana sa Nx(B) = ).\, Lx.cp. Sada racunamo

V[z](A XB)=E Z Z :H-(X,'EA,XJ'EB)

i=1 j=1
J#EL
Z P(X; € A, X; € B)
i=1 j=1
J#i
= Z P(X; € AYP(X; € B)

i=1 j=1
j#i

_ Z Z AANW) (BN W)

e W) (W)

JEi

AN W)A(BOW)
_ A /ld(Wd)2 [221—21]

i=1 j=1 i=
B n(n -1
= Lap AN WBOW),

pa zakljucujemo da je funkcija gustoce drugog momenta g,(x,y) = 3;2";,1)3 zax,y e W, a
0 inace. Kako je v(B) = nl‘jl(lia,‘;/) slijedi da je funkcija intenziteta B(x) = —7= (W) zax e W.
Prethodni zakljucci impliciraju da je funkcija korelacije binomnog toékovnog procesa koji

se sastoji od n tocaka u podrucju W dana sa p,(x,y) =1 — %
Neka je tockovni proces dan sa X = {Xj,...,X,}, pri Cemu slucajna varijabla X; ima

vjerojatnosnu gustoCu f;, a slucajni vektor (X;, X;) gustoCu f;; za svaki i, j € {1,2,...,n}.
Sli¢no kao u prethodnom primjeru imamo

Vp)(AX B)=E Z Z Lxiea x;eB)
i=1 j=

J#

ZP(Xi €A, X; € B)

:iz [ fenay
i=1 j= AXB
J*
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pa zakljucujemo da je gx(x,y) = X, X, fi; funkcija gustoce drugog momenta pro-

J#I
cesa X . Zajedno sa zaklju¢kom dobivenim racunom (3.7) slijedi da je funkcija korelacije
tockovnog procesa X dana sa

Z Z fii(xy)

i=1l j=1
J#L
pZ(X’ )’) = n n

DUE® D £6)
i=1 j=1

(3.15)

3.3 Drugi momenti stacionarnih procesa i K-funkcija

Za stacionaran tokovni proces X na R? vrijedi
E[Nx(A +v)Nx(B +v)] = E[Nx(A)Nx(B)],

za sve v € RY pa slijedi da su mjera drugog momenta v te faktorijelna mjera drugog mo-
menta vpp; invarijantne obzirom na simultane pomake

(x,y) = (x+v,y+v).

Nadalje, primijenimo transformaciju 7'(x,y) = (x,y — x) na RY x R?. Time smo R? x R?
preslikali na samog sebe. Simultani pomaci postaju pomake prve koordinate, t;.

(s,0) > (s+v,1),

za sve v € R?. Slika od vjy; uz transformaciju T je mjera u koja je invarijantna na tran-
slacije u prvom argumentu. Kako su mjere koje su invarijantne na translacije skalirane
Lebesgueove mjere u moZemo zapisati u obliku

1=pl oK, (3.16)

gdje je B intenzitet stacionarnog totkovnog procesa, a K mjera na B(RY) koju nazivamo
reducirana mjera drugog momenta procesa X . Dakle, faktorijelnu mjeru drugog momenta
rastavili smo na produkt Lebesgueove mjere te reducirane mjere duz u = y — x. Campbel-
lova formula za funkciju f koja zadovoljava uvjete teorema [3.1.5| daje

Z Z f(x,y)]= f f SO y)dvi(x, y)
xeX ye X x#y
) f f F X+ () G-17)

= Igfff(x, x + w)dxdK(u).

E
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AT T s >

Slika 3.1: Pretpostavimo da je jedna realizacija procesa dana sa S = {1,2,3}. S lijeve je
strane prikazan S * S te istovremeni pomak tih toaka za v = % S desne je strane prikazan
isti proces, ali transformiran sa 7.

Time smo dokazali sljedeéi rezultat.

Teorem 3.3.1. Neka je X stacionarni tockovni proces na R? s intenzitetom 5. Tada postoji
mjera K na BRY) da za proizvoljnu izmjerivu funkciju f vrijedi

Z Z f(x,y)]: B f f F(x, x + w)dxdK (). (3.18)

xeX yeX x#y

E

Mjera K naziva se reducirana mjera drugog momenta procesa X.

Primijenimo prethodni teorem na funkciju f(x,y) = 14(x)15(y — x) za neke A, B € B(RY),

> D] ILA(x)ﬂB(y—x)}: f f LA Lp(y = vz (x, y)

xeX yeX x#y
_ f f Ly()Lp(r)dus. )

= u(A X B)
= BAa(A)K(B).

E
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Kako je 1,(A) = E[Nx(A)] slijedi

E[Xiexna Nx({B + x}\{x})]
E[Nx(A)]

K(B) = (3.19)
Desna se strana gornje formule moZze shvatiti kao prosjek, po svim to¢kama x, broja to¢aka

y koje zadovoljavaju y — x € B. Dodajmo da za Poissonov homogeni proces s intezitetom
B > 0 vrijedi

Via) = 524 ® A4,
p=p® A,
7( = ﬁ/ld

Neka je X stacionaran te g, pripadna gustoca drugog momenta. Tada usporedujuéi (3.13))
sa (3.18) moZzemo zakljuciti da g,(x,y) ovisi samo o y — x, tj. postoji funkcija g : R - R
tako da vrijedi

82(x,y) = 82(0,y — x) = g(y = x), zasvakix,yeR.
Sli¢nim rac¢unom kao ranije dobivamo

pruark® = [ [ 1oLt - dve)
_ f f 140150y — Do, Y)dxdy
_ f f 1)1 p(u)g()dxdue
:/ld(A)jl;g(u)du,

pa slijedi
K(B) = % fg(u)du. (3.20)
B

Za prakti¢nu analizu to¢kovnog procesa potrebno je pojednostaviti mjeru K.

Definicija 3.3.2. Neka je X stacionaran tockovni proces na R? te K pripadna mjera re-
duciranog drugog momenta. Funkcija K : [0, +oc0] — [0, +00] definirana sa

K(r) = é?((b(o, r), r>0, (3.21)

naziva se K-funkcija.
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Dakle, BK(r) predstavlja prosjecan broj to¢aka y procesa X, uz danu tocku x, koje zadovo-
ljavaju y € b(0, r)+x, odnosno y € b(x, r). Nadalje, uo¢imo da za homogeni Poissonov pro-
ces s intenzitetom S vrijedi K(r) = éﬁ/ld(b(o, r)) = 1400, 1)r?. U ovom sluaju faktor é ¢ini
K-funkciju neovisnom o intenzitetu 5. Spomenimo da za opCeniti stacionarni proces X za
koji ima gustou drugog momenta g, vrijedi K(r) = % fb(O,r) 2200, u)du = fb(O,r) 0200, u)du
zbog Cega se K-funkcija povezuje s funkcijom korelacije p,.

U nastavku Zelimo procijeniti K-funkciju. U primjeni, promatrani uzorak u prostoru dolazi
u obliku kona¢nog skupa tofaka X = {x;, X,..., X,} unutar podru¢ja (okvira) W c R2,
pri ¢emu je x; € W te n = n(x) > 0 varijabilan. Takvi se podaci tretiraju kao realizacija
stacionarnog to¢kovnog procesa X unutar W. Iz definicije K-funkcije te izraza (3.19) za
A = Wte B = b(0,t) dobivamo

B| > Nx(b(x,r)\lx})

xeXnNW

BE[Nx(W)] ’
Primjenom gornje jednakosti javlja se tzv. problem s rubom (engl. edge effect problem)
zbog toga $to u brojniku promatramo samo X N W. Naime, ukoliko je toc¢ka x u blizini W,

K(r) =

za svaki r > 0. (3.22)

. '] o ) U’ - T = -\'D
':_) ‘:,:; Dr # . . . » . f_-.:l
Ty e . 3
e T O vy o
o9 % %l o0
/ L e '
C o * ‘
LY
o o ‘. e »o,
':-}D o |- L4 ':' o
'S O (
d O 2
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Slika 3.2: Problem s rubom pri procijeni K-funkcije. Kako promatramo toc¢ke unutar okvira
W (pravokutnika na slici), broj to€aka unutar kugle radijusa r nije poznat ukoliko kugla
prelazi granice pravokutnika.
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kugla b(x, r) moZze izlaziti izvan granica okvira W. Kako se proces X ne promatra izvan
W, tako se ni broj to¢aka od X unutar kugle b(x, r) u tom slu¢aju ne moZe promatrati.
Jedno jednostavno rjeSenje tog problema je tzv. metoda granice (engl. border method). Pri
procijeni K(r), u jednakosti (3.22)) zamijenimo W sa skupom

W_, = {x e W:dist(x,0W) > r}, (3.23)

koji se sastoji od onih tocaka unutar W koje su od ruba W udaljene barem r. Tada je
u € W_, ako i samo ako je b(u,r) ¢ W. Zbog toga se K(r) procjenjuje sa

E

D Nx(bx, r)\{x})]

xeW_,
Bn(xnW_,)

Z Z Lji—sjli<r

=1 j#i

Bn(xnWw.,)

K@) =

(3.24)

gdje se za 3 obi¢no uzima A’ZE’;[),). Vise o K-funkciji 1 metodama uklanjanja problema s ru-

bom moze se vidjeti u [2], poglavlje 7.

U sljedecem ¢emo primjeru koristeéi statisticki softver R prikazati procjenu K-funkcije
na konkretnim podacima.

Primjer 3.3.3. Koristit cemo paket spatstat unutar kojeg su pohranjeni brojni uzorci. Raz-
motrit ¢emo podatke dva uzorka: swedishpines i redwood. Podaci uzorka swedishpines
ine lokacije stabala bora u jednoj Sumi u Svedskoj, a podaci uzorka redwood ¢ine loka-
cije gigantskih stabala iz porodice sekvoja u Kaliforniji. Funkcijom Kest izracunavamo
procjene K-funkcije za pojedini uzorak. Procjenjenu vrijednost K-funkcije usporedujemo s
teorijskom vrijednosti K-funkcije dvodimenzionalnog homogenog Poissonovog tockovnog
procesa, K(r) = r*n. Na slici koja slijedi moZemo uociti da je u slucaju podataka swedi-
shpines, gdje su tocke poprilicno slucajno i ravnomjerno rasporedene u okviru, vrijednost
procjenje K-funkcije uglavnom manja od teorijske dok je u slucaju podataka redwood,
gdje se tocke izrazito grupiraju, vrijednost procjenjene K-funkcije veca od teorijske.
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Slika 3.3: Prikaz podataka swedishpines (lijevo) i procjene K-funkcije (desno).
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Slika 3.4: Prikaz podataka redwood (lijevo) i procjene K-funkcije (desno).
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3.4 Janossyjeve mjere

U ovom ¢emo se dijelu usredotociti na konacne tockovne procese, tj. pretpostavit cemo da
su zadovoljeni sljedeci uvjeti

1. Tocke su smjeStene u potpunom metrickom prostoru E koji je separabilan (postoji
prebrojiv podskup S C E tako da vrijedi S = E). Dovoljno je uzeti E = R? kaoiu
dosadasnjem razmatranju.

2. Dana je vjerojatnosna distribucija (p,).en, kojom je zadan ukupan broj tocaka.

povima od E" = E X --- X E koja odreduje zajednicku distribuciju pozicija toCaka
procesa tako da je ukupan broj toc¢aka n.

3. Za proizvoljan n > 1 zadana je vjerojatnosna distribucija I1,(-) na Borelovim sku-

Prethodni uvjeti daju naCin simuliranja procesa: generiramo slucajan broj N > 0 te uzi-
majuci N = n u slu€aju n # 0 generiramo slucajni vektor (xy, x,, ..., x,). Uo¢imo da tocke
zapravo Cine skup koji je neureden, odnosno tocke medusobno ne razlikujemo pa se pri-
rodno namece da distribucije I1,(-) daju istu teZinu svim n! permutacija n-torke (x, xa, . . . , X).
Drugim rijeCima, namece se simetri¢nost distribucije I1,. Simetri¢nost se moZe postici re-
definiranjem distribucije I1,(-). Za bilo koju particiju (A, A,,...,A,) od E definiramo

: 1
ILY™MA; X Ay -- X A,) = = Z IT,(A;, X Ai, -+ X A;), (3.25)
n: perm
gdje X perm Oznacava sumiranje po svim n! permutacija n-torke (iy, . . . , i,) prirodnih brojeva
(1,2,...,n), a faktor ni, ima svrhu normiranja. Alternativno, uvode se sljedeée (nevjerojat-

nosne) mjere

T X Ay X Ay) = py Y TL(A X Ay -+ X Ay)
perm (3.26)
= nip, ™A X Ay - X A,),

koje se nazivaju Janossyjeve mjere. Ukoliko je E = RY te j,(xi,X2,...,X,) gustoéa od
J,.(-) obzirom na Lebesgueovu mjernu na (R%)" onda j,(x;, X2, ..., X,)dx;dx, .. . dx, intu-
itivno predstavlja vjerojatnost da se proces sastoji od tocno n to¢aka pri cemu se po jedna
toCka nalazi u svakom od n disjunktnih infinitezimalnih podrudja (x;, x; + dx;). Ovakva
interpretacija daje Janossyjevim gusto¢ama j, fundamentalnu ulogu u opisivanju kona¢nih
tockovnih procesa.

U nastavku slijede temeljni rezultati koji isticu vaznost Janossyjevih mjera. Kako je J,(E") =



POGLAVLIJE 3. MOMENTI TOCKOVNIH PROCESA 38

Pn Ziperm LL(E™) = p,n! za svaki n > 1 te kako moZemo pisati Jo(E®) = py, iz Yo Pn =1
slijedi

Z J (En) (3.27)

n=0

Zakljucujemo da iz proizvoljne familije simetri¢nih mjera J, koja zadovoljava (3.27/) moZemo
konstruirati vjerojatnosnu distribuciju (p, ).y, i simetri¢ne vjerojatnosne mjere IT;, " (+) tako
da su zadovoljeni uvjeti s poCetka ovog dijela, 1 obratno. Sada Zelimo povezati distribu-

ciju slucajne varijable broja tocaka N(A;) s Janossyjevim mjerama. Neka je (Ay,...,A;)
particija od E, tada je vjerojatnost dogadaja da se to¢no n; toCaka nalazi u skupu A; za
i=1,2,....,kuzn; +n,+---+n, = ndanasa

Ju(AT X AT x .. A)

nylny! .. ong!

n
_ pn( )n:,ym< " X A,
niny...ng

gdje se multinomni koeficijent interpretira kao broj nac¢ina na kojih se n to¢aka mogu gru-
pirati tako da n; toCaka pripada skupu A;.

P(N(A) =nii=1,2,...k) =
(3.28)

Dosad smo se susreli s faktorijelnom mjerom drugog momenta. Definicija se moze poopciti
na faktorijelnu mjeru k-tog momenta. Prisjetimo se, r-ta faktorijel padajuca potencija
broja n definirase san =n(n—1)...(n —r+1)¢imjer =0, 1,...n, dok je inace 0. Za
proizvoljan pravokutnik oblika A'{‘ X A’;z XX A¥ prigemuje k; + ky + -+ k, = k te su
A; disjunktni skupovi iz &, faktorijelna mjera k-tog momenta definira se sa

Hg (A x AR x - x AR = BIN(ADIN(A) L L N(A,) ). (3.29)

Ukoliko je (A, As, ..., A,) particija od E te je E[N(E)"] < +co moZe se pokazati da vrijedi

> 1
pig (A X AR x - x AR = Z Jk+n((Ak' AR X X AR EM), (3.30)

n=0

a za opCeniti skup B ¢ &"

N Jian(B X E™)
H(B) = ) = (3.31)
n=0 ’
Sli¢no, moze se pokazati
Tn(AY X AR X X AR = ) (A X AR X X AR X E?), (3.32)

k=0
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tezaBc &"
o (-1
k!

Ju(B) =
k=0

Upesm (B X EX). (3.33)

Vise o Janossyjevim mjerma te detaljni raspis gornjih jednakosti moze se vidjeti u [3] str.
123-137.
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Sazetak

Cilj ovog diplomskog rada bio je upoznati tockovne procese i mjere njihovih momenata.
Nakon prvog poglavlja upoznati smo s osnovnim konceptima potrebnim za razumijevanje
ostatka rada. Nakon definicije to¢kovne mjere slijedi precizna definicija tockovnog pro-
cesa. Prikazani su matematicki alati koji se koriste za karakterizaciju distribucije to¢kovnih
procesa. Dani su najvaZzniji primjeri toc¢kovnih procesa koji se koriste za ilustraciju vaznih
pojmova. Dodatno, upoznajemo se sa stacionarnim tockovnim procesima. Navodimo defi-
niciju kontaktne udaljenosti procesa od tocke te njenu distribuciju dovodimo u vezu s funk-
cionalom kapaciteta. Nastavljamo s definicijom mjere intenziteta kao ocekivanja slucajne
varijable koja predstavlja broj toCaka u odredenom podrucju. Lebesgueovom indukcijom
dokazana je Campbellova formula koja se koristi za racunanje ocekivanja slucajne vari-
jable > x f(x). Zatim su definirane mjere drugog momenta te funkcija gustoce drugog
momenta. U nastavku se upoznajemo s mjerama drugog momenta stacionarnih to¢kovnih
procesa te s K-funkcijom koja sluZi za opisivanje interakcije izmedu tocaka. Ilustriramo
primjenu K-funkcije na stvarnim podacima. Na kraju je dan prikaz Janossyjevih mjera koje
dovodimo u vezu s distribucijom to¢kovnih procesa te njthovim mjerama momenta.



Summary

The aim of this thesis was to get acquainted with point processes and their moment measu-
res. In the first chapter, we introduce the basic concepts needed to understand the rest of the
work. After the definition of point measure, a precise definition of point process is given.
We have presented the mathematical tools which are used for characterization of the point
processes distribution. The most important examples of point processes that illustrate the
main concepts are given. In addition, we introduce with stationary point processes. There
is the definition of contact distance of the process from the given point and its distribution
is brought into connection with the capacity functional. We continue with the definition of
the intensity measure as the expectation of a random variable that represents the number of
points in a given area. Campbell’s formula is used to calculate expected value of random
variable ). x f(x), which is proved by Lebesgue induction. Second moment measures
and second moment density are defined as well. We present the second moment measu-
res of stationary point processes and the K-function that describes the interaction between
points. We illustrate the application of K -function on real data. Finally, we define Jano-
ssy measures that we connect with the distribution of point processes and their moment
measures.
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