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Uvod

Brza realizacija osnovnih aritmetickih operacija za velike prirodne brojeve (neprika-
zive u raCunalu) ima velike primjene u raCunarskoj algebri i kriptografiji. Veliki brojevi se
obi¢no prikazuju nizom znamenki u nekoj izabranoj bazi, tako da se osnovne operacije na
znamenkama mogu egzaktno 1 brzo izvesti u aritmetici raCunala. Algoritmi za zbrajanje
1 oduzimanje velikih brojeva su jednostavni i oponasaju algoritme za “ru¢no” racunanje.
Njihova sloZenost je linearna u duljini brojeva i optimalna. Za razliku od toga, sli¢ni al-
goritmi za mnoZenje i cjelobrojno dijeljenje s ostatkom imaju kvadratnu sloZenost i nisu
optimalni, jer postoje i mnogo brzi algoritmi (poput Karatsubinog algoritma za mnoZenje).

U radu najprije detaljno opisujemo klasi¢ni algoritam za mnoZenje i njegovu sloZenost.
Potom se detaljno opisuju i analiziraju algoritmi za brzo mnoZenje velikih brojeva — stra-
tegijom “podijeli-pa-vladaj” na 2 i viSe dijelova, uz koriStenje polinomne interpolacije i
evaluacije. Takoder, opisan je i analiziran danas najbrzi poznati Strassen—Schonhageov
algoritam, koji koristi brzu Fourierovu transformaciju za mnozenje polinoma. Na kraju,
opisan je i opéi algoritam za brzo dijeljenje, preko brzog mnozenja, baziran na Newtono-
voj metodi s progresivnim povecanjem tocnosti.






Poglavlje 1

Pozicijski zapis prirodnih brojeva

U pozicijskom zapisu broja, broj opisujemo nizom njegovih znamenki u odabranoj
bazi b. Dekadski zapis brojeva, koji koristimo u svakodnevnici, je upravo takav nacin
prikaza brojeva, u bazi b = 10. Sljede¢i jednostavan teorem nam daje osnovu za takav
prikaz. Dokaz mozete naci u [4].

Teorem 1.0.1. Neka je b € N, b > 2 bilo koji prirodni broj. Za svaki prirodni broj u € N,
postoje broj n € Ny = N U {0}, i brojevi uy, ..., u, takvi da je

W= ub'. (1.0.1)
i=0
Brojevi uy, . . . ,u, mogu biti i kompleksni. Uz dodatno ogranicenje

u; €Ny, i=0,...,n—-1,

i takozvanu normalizaciju

O0<wu;<b, i=0,...,n—-1, 0<u, <b, (1.0.2)
prikaz (1.0.1) je jedinstven.

Definicija 1.0.2. Broj b zovemo baza, a n je najvisa potencija baze ili stupanj broja u u
bazi b, u oznaci
deg,(u) = n.

Brojevi u, . . ., u, su znamenke broja u u bazi b, a znamenku u, zovemo vodeca ili naj-
znacajnija znamenka broja u.

Ako su znamenke normalizirane, tj. vrijedi (1.0.2)), onda relaciju (1.0.1)) zovemo pozi-
cijski zapis broja u u bazi b, u oznaci

u=Uy,...upp, (1.0.3)
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4 POGLAVLIJE 1. POZICIJSKI ZAPIS PRIRODNIH BROJEVA

ili
U=u,...up, (1.0.4)

ako je iz konteksta jasno u kojoj bazi b se vrsi prikaz.

Primijetite da je zapis (1.0.4) uobicajeni zapis koji svakodnevno koristimo za prikaz
broja s bazom b = 10.

Definicija 1.0.3. Duljina broja u u bazi b, u oznaci €,(u), je broj znamenki u pozicijskom
zapisu broja u u bazi b
Cp(u) = deg,(u) + 1 = |log, u + 1]. (1.0.5)

Reprezentaciju brojeva u € N, nizom znamenki u nekoj bazi b, lako je programski
realizirati, uz uvjet da su sve znamenke u; uvijek prikazive u raCunalu. Od osnovnih tipova
podataka prikazivih u racunalu, najzgodnije je znamenke prikazati cijelim brojevima, jer
to omogucava da cjelobrojnu aritmetiku racunala iskoristimo za izvodenje aritmetickih
operacija na znamenkama.

Za aritmetiCke algoritme, duljina ulaznih brojeva je mjera veliine zadace. Zbog toga se
sloZenost aritmetickih algoritama izraZava kao funkcija duljine ulaznih brojeva. 1z
slijedi da duljina broja ovisi o bazi, pa prema tome i sloZenost ovisi o bazi. Da bi se
analizirala ovisnost, potrebno je pronaci vezu izmedu duljina brojeva u razli¢itim bazama.
To isti¢emo sljede¢im teoremom, za kojeg dokaz mozete naci u [4].

Teorem 1.0.4. Duljine prirodnih brojeva u bilo koje dvije baze su kodominantne. Stovise,
ako su by, by > 2, bilo koje dvije baze, onda je

y, (1) ~ log, by - &y, (w), (1.0.6)
tj. duljine brojeva su asimptotski proporcionalne za velike brojeve.

Vazna posljedica ovog teorema je da sloZenost aritmetickih algoritama ne ovisi bitno
o bazi pozicijskog prikaza.



Poglavlje 2

Klasi¢Cno mnozenje

2.1 KlasicCni algoritam mnoZenja

U ovom potpoglavlju se bavimo analizom klasi¢nog algoritma mnoZenja. Prvo ¢emo
analizirati algoritam [2.1.1| mnoZenja broja u pozicijskom zapisu (u odabranoj bazi) jed-
nom znamenkom. Ovaj algoritam je sam za sebe koristan, a posluzit ¢e i za razvoj opceg
algoritma za mnoZenje prirodnih brojeva.

Propozicija 2.1.1. Ako je u € N broj dan pozicijskim zapisom u bazi b,
u=U,...uyp

i ako je vo € Ny i 0 < vy < b, onda algoritam NMULD daje niz znamenki pozicijskog
zapisa broja u - vy u bazi b,
U-vg=w=Wg...Wo)p,

gdje je k = deg,(w) € {n,n+ 1} zavy>0ik =-1,zavy=0.

Dokaz. Pretpostavimo da je vy > 0. Ako je vo = 0, algoritam Ce postaviti vrijednost
deg(w) = —1, Sto odgovara w = 0.

Rad algoritma opisan je rekurzivnim relacijama za svakii = 0, ..., n:
carry_; =0,
w; = (u; - vo + carry;,_;) mod b, 2.1.1)

carry; = | (u; - vo + carry,_;)/b].

Zbog
carry;-b+w; =u;-vo +carry,_;, i=0,...,n, (2.1.2)
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6 POGLAVLIJE 2. KLASICNO MNOZENJE

Algoritam 2.1.1: NMULD - mnoZenje prirodnog broja znamenkom

Podaci: niz znamenki (u,, . .., uy) broja u i znamenka v, u odabranoj bazi b.
Rezultat: niz znamenki (wy, ..., wp) brojaw = u - vy u bazi b.

1 pocetak

2 ako vy > 0 onda

3 carry « 0;

4 za i « 0 do deg(u) ¢ini

5 temp <« u; - vy + carry;

6 w; < temp mod b;

7 carry « temp div b;

8 kraj

9 ako carry > 0 onda

10 deg(w) « deg(u) + 1;

11 Weg(w) €= CArry;

12 inace

13 ‘ deg(w) « deg(u);

14 kraj

15 inace

16 ‘ deg(w) « —1;

17 kraj

18 kraj

indukcijom dobivamo:

i

carry, - b+ Y wibl =vo - ) ugb/, (2.1.3)
Jj=0 =0
zai = 0,...,n. To znaci da algoritam u svakom koraku nalazi korektan produkt donjeg

dijela broja u 1 znamenke v,. To mozemo pisati u obliku
carry, - b + w mod b™"' = vy(u mod b'*1),
zai=0,...,n. Zai =nizlazi
carry, - b + w mod b"*' = v - u. (2.1.4)
Tvrdimo da za svakii = 0, ..., n vrijedi

0 <u-vy+carry, <b*—b—1, 0 <carry; <b-2. (2.1.5)
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Tvrdnju (2.1.5)) dokazujemo indukcijom, koriste¢i 0 < #; < b—-110 < vy < b — 1. Tada,
zbog carry_; = 0, imamo

0<uj-vo<(b-17=b"-2b+1,
pazai = 1 vrijedi prva relacija iz (2.1.5]).
Iz (2.1.1) dobivamo
b— 1) 1
e N

b b

0 < carry, <

Zbog b € N, b > 2, vrijedi

1
b-2+—|=b-2,
p-23

¢ime je dokazano (2.1.5) zai = 0.
Iz pretpostavke 0 < carry, < b — 2, dobivamo

O<u-vo+carry, < (b-1Y+b-2=b"-b-1,

a @TT) daje
1
OScarryiS{b—l—Elzb—Z,

Sto dokazuje (2.1.5).
Ako je carry, = 0, algoritam postavlja deg(w) = deg(u), pa (2.1.4) daje

W=V U
Zbog vy > 01iu, > 0, iz (2.1.2) proizlazi
Wy = Uy, - Vo +carry,_; > u, >0,

pajew = (w,...wy), normalizirani prikaz brojaw = vy - u.
Ako je carry, > 0, algoritam postavlja deg(w) = deg(u) + 1 1 w4y = carry,, pa iz

(2.1.4) slijedi da je

W= Wyi1...Wo)p

normalizirani prikaz broja w = vg - u. O

Ako s maxint oznaimo najveci prikaziv broj u racunalu, u nekom izabranom tipu cije-
lih brojeva kojeg podrzava arhitektura racunala, tada zahtjev prikazivosti broja u znaci

u; <maxint, i=0,...,n.
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Iz (1.0.2) izlazi prvi uvjet na dopustenu veli¢inu baze
b < maxint + 1.

Prva relacija u (2.1.5) daje zahtjev
b*> — b — 1 < maxint, (2.1.6)

potreban da algoritam radi korektno i u aritmetici raCunala, a ne samo u teoriji.
Razmotrimo sloZenost ovog algoritma. Prostorna sloZenost je

Compl (NMULD) = 2¢(u) + c,

s ¢ < 6, $to se moZe i smanjiti, ako u algoritmu broj w spremamo na mjesto broja u, a ne
posebno.

Operacije div 1 mod brojimo svaku posebno, buduéi da se u viSim programskim jezi-
cima te operacije vrSe odvojeno i1 podjednako traju, a arhitektura raunala odmah daje kvo-
cijent i ostatak. Najbolja, najgora i prosjecna aritmeti¢ka sloZenost ovog algoritma su jed-
nake, buduci da algoritam uvijek obavlja isti broj operacija. Dakle, aritmeticka sloZenost
algoritma NMULD je

(u) zbrajanja,
Compl,(NMULD) = 4£(u) = { (u) mnoZzenja,
20(u)  dijeljenja.
Vremenska sloZenost, takoder, linearno ovisi o duljini broja u, pa vrijedi
Compl, (NMULD) ~ £(u) ~ €(w).

Sljede¢i specijalan slu¢aj mnoZenja je mnoZenje potencijom baze, opisano u algo-
ritmu
Tvrdimo da je algoritam korektan, jer se mnoZenje svodi na pomak znamenki. Njegova
prostorna sloZenost je
Complg (NMULB) = 2{(u) + p + c,

gdje je ¢ < 4. Faktor 2 se moZe eliminirati u slucaju da broj w spremamo na mjesto broja
u. Aritmeticka sloZenost je konstantna zbog zbrajanja stupnjeva

Compl,(NMULB) = 1.

Vremenska slozenost ovisna je o izboru strukture podataka za prikazivanje brojeva u racu-
nalu. Ako bi broj bio prikazan vezanom listom znamenki, izbjegli bismo pomicanje (prva
petlja u algoritmu). U najgorem slucaju, vremenska sloZenost je

Compl, (NMULB) ~ £(w) = €(u) + p.
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Algoritam 2.1.2: NMULB — mnoZenje potencijom baze

Podaci: niz znamenki (u,, ..., ug) broja u i potencija p € Ny u odabranoj bazi b.
Rezultat: niz znamenki (wy, ..., wp) brojaw = u - b” u bazi b.

1 pocetak

2 ako deg(u) > 0 onda
3 deg(w) « deg(u) + p;
4 za i « deg(u) do O ¢ini
5 | Wiy — s
6 kraj

7 zai — Odo p— 1 ¢ini
8 ‘ w; « 0;

9 kraj

10 inace

1 | deg(w) « —1;

12 kraj

13 kraj

Algoritam NMULRB se, inace, rijetko koristi kao zaseban algoritam. Najcesce je taj
algoritam dio nekog drugog algoritma.

Algoritmi NMULD 1 NMULB, zajedno sa zbrajanjem, omogucavaju direktnu realiza-
ciju klasi¢nog algoritma za mnozenje prirodnih brojeva (algoritam [2.1.3)). Naime,

3
3

mozemo zapisati kao

W= (v b 2.1.7)

1 primijeniti algoritam sli¢an Hornerovoj shemi, $to odgovara “ru¢nom” mnoZenju.

Ovdje se svaka operacija obavlja na nizovima znamenki odgovarajucih brojeva, stoga
je potrebno svaku operaciju zamijeniti pozivom odgovarajuéeg algoritma. Umnozak w - b
treba zamijeniti pozivom algoritma NMULB(w, 1, #;), pri ¢emu #; oznacava izlaz algoritma
NMULB. Umnozak u-v; treba zamijeniti pozivom NMULD(u, v, ,), pri ¢emu je 1, rezultat
izvrSenja algoritma NMULD. Na kraju, treba pozvati joS algoritam operacije zbrajanja
(algoritam NADD, moZe se naéi u [4]) na #; 1 t,.

Algoritam NMULO ima svoje mane. Pomocni brojevi #; i #, su dodatan troSak memo-
rije. Takoder, ne koristimo neka svojstva koja bi omogucila smanjenje broja aritmeti¢kih
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Algoritam 2.1.3: NMULO — mnoZenje prirodnih brojeva

Podaci: nizovi znamenki (u,, . .., uy), (V, ..., Vo) brojeva u i v u odabranoj bazi b.
Rezultat: niz znamenki (wy, ..., wp) brojaw = u - v u bazi b, pri Cemu je
k = deg,(w).

1
2
3 za i « deg(v) do O ¢ini
4 wWew-b+u-vj

5 kraj
6 kraj

operacija. Tako je moguce, u pozivu algoritma za zbrajanje, iskoristiti ¢injenicu da je
najniZa znamenka broja ¢, jednaka nuli.

Uzimajuci u obzir mane algoritma NMULO, izlaZemo efikasniji algoritam NMUL (al-
goritam [2.1.4)).

Propozicija 2.1.2. Ako su brojevi u,v € Ny dani pozicijskim zapisima u bazi b,
u=Wy...u))p, V==0n...0)b
onda algoritam NMUL daje niz znamenki pozicijskog zapisa broja u - v,
u-v=w=Wg...wop

pri Cemu je
k =deg,(w) e {n+m,n+m+1}.

Dokaz. Ako je u = 0 ili v = 0, algoritam postavlja deg(w) = —1, odnosno w = 0, pa
zakljuCujemo da u tim slucajevima algoritam radi korektno. Pretpostavimo da su u,v > 0.
Oznacimo s w(_;, polazno stanje broja (niza) w u algoritmu, a s wg,, j = 0,...,m, stanje
broja w nakon izvrSenja vanjske petlje algoritma s brojacem j.

Znamenke broja w;, oznaCavamo s

W(/) = (Wn+j+1,j, D) WO,j),

odnosno
n+j+1

W) = Z wib',  j=-1,0,...,m, (2.1.8)
i=0
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Algoritam 2.1.4: NMUL — mnoZenje prirodnih brojeva

Podaci: nizovi znamenki (u,, . .., uy), (Vp, ..., Vo) brojeva u i v u odabranoj bazi b
Rezultat: niz znamenki (wy, ..., wp) brojaw = u - v u bazi b, pri Cemu k = deg,(w)

1 pocetak

2 ako deg(u) > 0 & deg(w) > 0 onda

3 deg(w) « deg(u) + deg(v);

4 za i < 0 do deg(u) ¢ini

5 \ w; « 0;

6 kraj

7 za j « 0 do deg(v) ¢ini

8 carry < 0;

9 za i < 0 do deg(u) ¢ini

10 temp «— wi; +u; - v; + carry;

11 Wiy j < temp mod b;

12 carry « temp div b;

13 kraj

14 Wdeg(u)+j+1 € €arry;

15 kraj

16 ako carry > 0 onda

17 ‘ deg(w) « deg(u) + deg(v) + 1;

18 inace

19 \ deg(w) « deg(u) + deg(v);

20 kraj

21 inace

22 ‘ deg(w) « —1;

23 kraj

24 kraj

pri ¢emu ovaj zapis ne mora biti normaliziran. Algoritam na pocetku postavlja
wi-1 =0, i=0,...,n, (2.1.9)
odnosno,
Wen = 0.

Oznacimo vrijednosti varijable carry tijekom prolaza kroz vanjsku petlju s indeksom j,
na sljedeci nacin: pocetna vrijednost je carry;_, ; = 0, a vrijednost nakon prolaza kroz
unutarnju petlju s indeksom i je carry,, ;;, za svakii = 0,...,n. Za j = 0, rad algoritma
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mozemo opisati rekurzivnim relacijama zai =0,...,n

carry_14=0
wio = (Wi - vo + carry, ;) mod b
carry;o = L(u; - vo + carry;_; 1)/ D]

Whnt1,0 = CATTY, 05

(2.1.10)

s tim da smo iskoristili relaciju (2.1.9). Usporedbom s (2.1.1)), prema propoziciji [2.1.1]
slijedi
W) = U - Vvy. (2111)

Za j > 1, rad algoritma je opisan rekurzivnim relacijama
Wi,j:Wi,j—l’ i:O,...,j—l, (2112)
jer algoritam ne mijenja ta mjesta, te

carry;_; ;=0
Wiyjj = (Wi+j,j—1 tu-v;+ C(erij_],j) mod b (2.1.13)

Carryiyjj = LWigjjo1 +ui-vi+ Ca””yi+j—1,j)/bJ’ zai=0,...,n,
1 prvi put se postavlja znamenka
Watjrl,j = CAITYpy ;- (2.1.14)

Iz 2.1.13),zai=0,...,n, vrijedi
carry i+ b+ Wi =wisjj + Ui vi+carry, ;. (2.1.15)

Odavde indukcijom slijedi

i

i i
i+1 1 _ ) ! f
carry,-+j’j'b +Zwl+j’jb —ZWHj,j—lb +vj~Zulb, zai=0,...,n.

=0 1=0 =0
MnoZenjem ove relacije s 5/ dobivamo

i+j i+j i
carry, ;- AR Z wy b = Z wi b + (v, - Z wbHb!, zai=0,...,n. (2.1.16)

= I=j =
Iz relacije (2.1.12)) slijedi

Jj—1 Jj—1
b = 174
Wb = Wi j-10,
1=0 =0



2.1. KLASICNI ALGORITAM MNOZENIJA 13

odnosno, w(; mod b’ = w(;_;, mod b’. Zbrajanjem ove relacije i relacije (2.1.16)) izlazi
i+ i+ i
carry,, ;- b™ + Z wy b = Z wi b+ ) Z wbb’,  zai=0,...,n.
=0 =0

=0

Odavde, za i = n, koriStenjem relacije (2.1.8) dobivamo
carry, . .- b 4w mod B = wiipy + (v; - u)b’
ryn+],] ()] (=D J :
Iz @.1.14) i 2.1.8) izlazi

Wi = wi-n + (v -wb’,  j=1,...,m. (2.1.17)

Ako za bazu indukcije uzmemo relaciju (2.1.T1)), a za korak indukcije uzmemo relaciju

(2.1.17)), tada dobivamo
Wim) = Z(Vj u)b,
=0

ili

Wiy = Uu-Vv.
Ocito, iz 2.1.11)) i (2.1.13), za sve znamenke w; ; vrijedi

OSW,',j<b, (2118)
zaj=0,....mizai=0,...,n+ j+ 1. Na samom kraju, algoritam provjerava zadnju

vrijednost varijable carry, odnosno, vrijednost
Whamtlm = CAYYYy i m-
Ako je ta vrijednost pozitivna, algoritam postavlja
degw)=n+m+1

1 daje
W = Wi,

Sto je korektni normalizirani rezultat. Ako je w,ym+1.m = 0, algoritam daje
deg(w) = n + m,

tj. postavlja
bl’H—ﬂ‘l

W = Wy mod = Wim)-
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Potrebno je joS dokazati da je tada

Wdeg(w) = Wntmm > 0.
Koristeci relacije (2.1.5) za bazu indukcije (j = 0) i normaliziranost brojeva u, v, indukci-
jom prvo po i, zatim po j, izlazi u (2.1.13))

0 < Wiwjj+ui-vj+carry,,  ;<b> =1, 0<carry,;; <b-1, (2.1.19)

J
zasve j=0,...,mii=0,...,n. Zai =n, j = m, ako je carry,,,,,, = 0, onda iz (2.1.15)
slijedi

Wismm = Wnemm—1 + Un * Vg + CATTY, 1 e
Iz relacija (2.1.18) i (2.1.19)), koriste¢i u,, > 0, v,, > 0 (zbog pretpostavke da su u,v > 0),
dobivamo

Witmm > Up " Vi > 0’

¢ime je tvrdnja u potpunosti dokazana. m|

Sada ¢emo dati najjaci zahtjev na veliCinu baze. Taj zahtjev e biti 1 konacan, buduci
da ¢emo kasnije pokazati da je i dijeljenje korektno u aritmetici racunala.

Propozicija 2.1.3. Algoritam NMUL radi korektno u aritmetici racunala ako i samo ako

baza b zadovoljava uvjet
b* — 1 < maxint. (2.1.20)

Dokaz. Relacija (2.1.19) pokazuje da je wy, j + u; - v; + carry najveca vrijednost koju algo-
ritam racuna. Algoritam radi korektno u aritmetici racunala ako i samo ako je ta vrijednost
uvijek egzaktno prikaziva, odnosno, broj b*> — 1 mora biti egzaktno prikaziv. O

Za prostornu sloZenost je ocito
Complg (NMUL) = 2(£(u) + £(v)) + c,
s ¢ < 7, ako racunamo i moguénost da je £(w) = €(u) + £(v), te prostor za duljine brojeva i
pomocne varijable. Aritmeticka sloZenost algoritma je
26(u) - €(v) + 2 zbrajanja,
Compl,(NMUL) = 50(u) - £(v) + 2 = 1 l(u) - £(v) mnozenja, (2.1.21)
2€0(u) - £(v) dijeljenja.
Vremenska slozenost algoritma je
Compl, (NMUL) ~ £(u) - £(v). (2.1.22)
U aritmetickoj sloZenosti moZemo ustedjeti €(u) zbrajanja ako, umjesto pocetne inicijali-
zacije na nulu, stavimo
(Wit ... W) = u - vy,
koristeéi algoritam NMULD.
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2.2 Aritmeticka sloZenost klasicnog algoritma

Zanima nas broj aritmeti¢kih operacija potrebnih za mnoZenje 2 prirodna broja u pozi-
cijskom zapisu u bazi b. U sljedecoj definiciji ¢emo uvesti oznaku za taj broj kao funkciju
duljine (broja znamenki) brojeva koje mnoZimo.

Definicija 2.2.1. Neka je MUL bilo koji opci algoritam za mnoZenje prirodnih brojeva
u, v € N u pozicijskom zapisu u nekoj (moZe i fiksnoj) bazi b. Aritmeticku sloZenost
algoritma, u ovisnosti o duljini brojeva u i v, oznacavamo s

Mul(n, m) = Compl,,(MUL),
ako je l(u) = nil(v) = m. Ako je n = m, onda skraceno oznacavamo
Mul(n) = Mul(n, n).

U gornjoj definiciji (a i opéenito) smatramo da je algoritam opéi, ako radi korektno
za sve brojeve u,v € N, odnosno, za sve proizvoljne duljine brojeva. Zahtjev da je MUL
op¢i algoritam za mnoZenje prirodnih brojeva je bitan, jer bi u slucaju fiksne duljine bro-
jeva, problem bio trivijalan. Naime, tada se moZe konstruirati “tablica mnoZenja” za danu
duljinu, pa se mnozZenje tada svodi na jednostavno Citanje rezultata iz tablice. U defini-
ciji smo dozvolili fiksiranje baze, jer u slu€aju da konstruiramo tablicu mnoZenja u bazi b,
duljina brojeva je 1 dalje proizvoljna. Stoga je trajanje mnozenja ovisno o duljini brojeva,
bar kao broj traZenja u tablici. Uoc¢imo jo$ da je Mul(n, m) (odnosno, Mul(n)) dobra mjera
potrebnog vremena na sekvencijalnim arhitekturama.

Uz oznake u gornjoj definiciji, relacije (2.1.21)) i (2.1.22) za algoritam NMUL, moZemo
zapisati u obliku

Mul(n, m) = Snm +2, Mul(n) = 5n* + 2, 2.2.1)

tj. broj operacija za mnoZenje n-znamenkastih prirodnih brojeva je proporcionalan s kva-
dratom duljine brojeva.
Ocita je Cinjenica da za bilo koji op¢i algoritam za mnoZenje n-znamenkastih prirodnih
brojeva vrijedi
Mul(n) = Q(n), (2.2.2)

jer ulaz sadrZi 2n, opéenito, nezavisnih znamenki, na osnovu kojih treba postaviti 2n zna-
menki rezultata.

Prethodna dva rezultata pokazuju da je Mul(n) uvijek “izmedu” n i n?, barem asimptot-
ski. Dakle, vidimo da ima prostora za bitno ubrzanje klasi¢nog algoritma.






Poglavlje 3

“Podijeli pa vladaj” pristup
mnozenju brojeva

3.1 Karatsubin algoritam

U proslom poglavlju smo zakljucili da klasi¢ni algoritam ima prostora za ubrzavanje.
Klasi¢ni algoritam ¢emo ubrzati rekurzivnom metodom “podijeli pa vladaj”, kojom ¢emo
zadacu veli€ine n svesti na neki niz istovrsnih zadac¢a manjih veli¢ina. Postupak primjenju-
jemo rekurzivno sve dok problem ne postane lako rjesiv, odnosno, dok veli¢ina zadace ne
bude “dovoljno” mala.

Pretpostavimo da je £(u) = £{(v) = n. Neka je n paran broj, odnosno

n="2k.

Ove pretpostavke nam omogucuju da brojeve

n

u:ZH]uibi, v = Zvibi, (3.1.1)
i=0

i=0
moZemo zapisati u bazi b* = b2, u obliku
u= Ulbk + Uy, Vv= Vlbk + V, (312)

pri cemu U, V; predstavljaju znacajnije (gornje) polovice brojeva u, v, dok Uy, V, pred-
stavljaju donje polovice tih brojeva. Ti brojevi su definirani s

k-1 k
Uj = (ugp—1 - i)y = Z ui+kbl’ Uo = (Ug—y ... up)p = Z ub',

i=0 i=0

k-1 k
Vi=Wu-1...Vvidp = Z Viub', Vo= Wk=1...v0)p = Z vib'.

i=0 i=0

17
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Brojevi Uy, Uy, Vi, V su, olito, znamenke brojeva u i v u bazi b*. Ako je relacija (3.1.1))
normalizirana u bazi b, tada je i relacija (3.1.2) normalizirana u bazi b*.
Uz gornje oznake, produkt w = u - v, promatran u bazi b¥, ima oblik

w= (U, - V)b* + Uy -V, + U, - V)b* + Uy - V. (3.1.3)

Ovom relacijom problem produkta n-znameknastih brojeva u i v sveden je na problem
nalaZenja 4 produkta n/2-znamenkastih brojeva (U, - Vy, Uy - Vy, Uy - Vo, Uy - Vo), uz
zbrajanja i mnozenja potencijom baze (pomake). Dodajmo joS$ da ovaj zapis ne mora nuzno
biti normaliziran u bazi b*. Navedene operacije i normalizaciju treba provesti na nizovima
znamenki u bazi b.

Slijedi jedan pomoc¢ni rezultat koji ¢e nam trebati u daljnjim razmatranjima. Dokaz
mozete naci u [4].

Lema 3.1.1. Neka je t € R neka konstatna. Za bilo koji algoritam mnoZenja prirodnih
brojeva u pozicijskom zapisu, postoji konstanta C € N, takva da za svaki n € N vrijedi

Mul(n + ¢t) < Mul(n) + Cn, 3.1.4)

pri cemu C ovisi o t, ali ne i o n.

Koriste¢i prethodnu lemu, moze se pokazati da relacija (3.1.3)) ne poboljsava klasi¢ni
algoritam, budu¢i da je
Mul(n) = 4Mul(n/2) + cin + c»,

Sto daje
Mul(n) = O(1?).

Relaciju (3.1.3)) mozemo modificirati ako primijetimo da vrijedi sljedece
Uy Vi+ U - Vo=U+Uy)- (Vi+Vy)-Uy-Vy—U,; - V. 3.1.5)

Primijetimo da je dovoljno naci tri produkta, za razliku od prijasnja 4 produkta.

Pomocu relacija (3.1.3) i (3.1.5)) dobivamo algoritam [3.1.1] kojega je otkrio Anatoly
Karatsuba 1960. godine 1 objavio ga 1962. godine.

Uz pretpostavku da potrebna 3 mnoZenja obavljamo rekurzivno istim algoritmom, za
aritmeticku sloZenost dobivamo

Mul(n) < 2Mul(n/2) + Mul(n/2 + 1) + ¢;n. (3.1.6)

U ovoj sumi, srednji ¢lan predstavlja sloZenost mnozenja (U; + Up) - (V; + Vp), buduci
da ta dva broja mogu imati n/2 + 1 znamenki. Ako se inzistira na parnoj duljini brojeva,
lema garantira da se relacija (3.1.6) ne mijenja bitno ako bismo dodali vodecu nulu i
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Algoritam 3.1.1: NMULKO - Karatsuba

1 pocetak

2 t1 < (Ui + Up) - (V1 + Vo),

3 ty « Up - Vo,

4 13 < U] . Vl;

5 wety - b*+(t—t,—t3) - b+ 15;
6 kraj

zamijenili Mul(n/2 + 1) s Mul(n/2 + 2). Primjenom iste leme s ¢ = 1 na relaciju (3.1.6),
dobivamo slozenost Karatsubinovog algoritma

Mul(n) < 3Mul(n/2) + con, (3.1.7)

pri ¢emu je ¢, neka konstanta koja ne ovisi o n. Ako algoritam upotrebljavamo rekurzivno,
onda relacija (3.1.7) vrijedi za svaki n > 1, a rekurzija zavSava kad dobijemo pojedinacne
znamenke. Kada dodemo do pojedinac¢nih znamenki, tada koristimo aritmetiku racunala u
algoritmu NMULKO, pa imamo

Mul(1) < cj,. (3.1.8)

Uzmimo ¢ = max{cy, ¢;}. Kona¢no, dobivamo rekurzivne relacije
Mul(1) < ¢, Mul(n) < 3Mul(n/2) + cn.
Ove rekurzivne relacije ¢emo rijesiti pomocu sljedece leme.

Lema 3.1.2. Nekaje T : N — R monotono rastuca funkcija i neka su a,d, ¢ € R* konstante
takve da je a > d. Ako funkcija T zadovoljava rekurzivne jednadZbe

T(1) <c, Tm)<a-Tm/d)+cn, n=d*, k>0, (3.1.9)

onda je
T(n) = —

y [a-nlogd“ —d-n] (3.1.10)

a —
zan = d* k>0, i postoji konstanta C > 0 takva da je

T(n) <c-n°%% VYneN. (3.1.11)

Dokaz. 1z (3.1.9) se indukcijom dokaze da vrijedi

c

T(d") = d[a-ak—d-dk].

a —
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Relaciju (3:1.10) dobijemo za n = d* uz sljedece jednakosti
ak — dk-logda — (dk)logda.

Iz monotonosti funkcije i pretpostavke a > d, slijedi (3.1.1T)). o

Funkcija Mul zadovoljava uvjete funkcije T iz leme bududi da brojeve duljine
manje od n mozemo nadopuniti vode¢im nulama do duljine n. Sada iz relacije (3.1.7)
slijedi da za Karatsubin algoritam vrijedi

Mul(n) < C - n'°%23, neN. (3.1.12)

Ovo predstavlja znatno ubrzanje klasi¢nog algoritma, buduci da je log, 3 priblizno 1.585.
Ovdje smo proveli samo analizu reda veli¢ine funkcije Mul(n), buduci da je preciznija ana-
liza aritmetiCke sloZenosti rekurzivnih algoritama, kao $to je Karatsubin algoritam, ovisna
o detaljima realizacije, posebno o realizaciji rekurzije.

3.2 Generalizirani Karatsubin algoritam

U Karatsubinom algoritmu smo brojeve u i v rastavljali na dva dijela. U ovom odjeljku
¢emo brojeve u i v rastavljati na r + 1 dijelova, za neki fiksni r € N.

Radi jednostavnosti, neka je n = (r+ 1)k, za neki fiksni r € N. Brojeve u 1 v zapisujemo
u bazi b* u obliku

u= Z Ubt, v= Z Vb, (3.2.1)
i=0 i=0
pri ¢emu su U;, V; k-znamenkasti brojevi u bazi b,zai=0,...,r.

Definiramo polinome U(x) 1 V(x) s
UG =) Ui, V(x)= ) Vi,
i=0 i=0
te W(x) koji je produkt gornjih polinoma
2r
W(x) = Ux) - Vix) = ) Wix',
i=0

Primijetimo da je u = U(b*) i v = V(b¥), pa iz toga slijedi da je

w=u-v=Womh. (3.2.2)
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Da bismo izracunali )
w = Z Wb*, (3.2.3)
i=0

vidimo da je dovoljno naéi koeficijente W;, za svaki i = 0,...,2r. Uz te vrijednosti,
raCunanje (3.2.3)) se svodi na operacije zbrajanja i mnoZenja potencijom baze. Ova faza
zahtijeva broj operacija proporcionalan s n = (r + 1)k.

Polinom W(x) je odreden, bilo koeficijentima, bilo vrijednostima u 2r + 1 toaka. Ako
odaberemo tocke 0, 1, ...,2r, tada je

W@i)=UG)-V(G), i=0,...,2r

Buduci da su tocke ekvidistantne, koeficijente W; moZemo izracunati Hornerovom shemom
i polinomnom aritmetikom, koriste¢i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

2r i—1
W)= %A‘W(O) ] Jee-i. (3.2.4)
i=0 =0
Iz (3:2.4) je lako izraCunati onda w = W(bF).
Procijenimo broj aritmetickih operacija Mul(n) u algoritmu 3.2.1] za n = (r + Dk.
Pretpostavimo da za sva mnoZenja W (i) = U(@) - V(i) koristimo rekurzivno isti algoritam.
Najprije odredujemo duljinu brojeva U(i) 1 V(7). PoSto je

UG = Y Ui, i=0,...,2r,
=0

pri ¢emu su U; k-znamenkasti brojevi, vrijedi da je U; < b¥, j = 0,...,r. OCito je onda
UG <b*- )il

J=0

Brojevi U(i) rastu po i, budu¢i da su znamenke U; u bazi b* nenegativne. Zbog toga, za
i=0,...,2r vrijedi
Q2 -1

2r—1
Zbog pretpostavke da je r proizvoljan prirodan broj, neovisan o n, postoji konstanta t € N
takva da je

U@i) < UQ2r) < b*-

UG <b, i=0,...,2r (3.2.5)
Analogno, ista nejednakost vrijedi 1 za V(i), i = 0,...,2r. Ako brojeve U(i) i V(i),
i =0,...,2r, nalazimo Hornerovom shemom, koristit ¢e se operacije s najvise (k + t)-

znamenkastim brojevima u bazi b.
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Algoritam 3.2.1: NMULRO - “podijeli pa vladaj”

1 pocetak

2 | {UD,V(Dh

3 zai < 0 do 2r ¢ini

4 UGi) « Uy

5 za j «— r— 1 do O ¢ini

6 | UG« UG- i+U;

7 kraj

8 V(@) « V,;

9 za j < r— 1do O ¢ini

10 | Vi) < V@) i+ V;

11 kraj

12 kraj

B | {(WO=U®G- VO

14 zai < O do 2r ¢ini

15 | W)« UG- V)

16 kraj

17 { tablica kona¢nih razlika A'W(0) };
18 zai < 1 do 2r ¢ini

19 za j < 2r — 1 do i ¢ini

20 | W) « (W) = W@ - 1)
21 kraj

2 kraj

23 | {w=W0oh):

24 zai < 2r — 1 do O ¢ini

25 | we—w b —we )G+ 1)+ W)
26 kraj

27 Kkraj

Brojevii = 0,...2r su konstantne duljine (< ) i moZemo pretpostaviti da su duljine 1.
Zbog toga svaka operacija za nalazenje U(i) 1 V(i) zahtijeva najviSe cy(k + 1) aritmetickih
operacija na znamenkama u bazi b. Takvih je 2r - (2r + 1) operacija, pa slijedi

Compl, (U(@),V(i), i=0,...,2r)<co-(k+1)-2r-2r+1). (3.2.6)

ZaraCunanje 2r + 1 produkata W(i), potrebno je (2r + 1) Mul(k + 7) operacija. 1z propozi-

cije slijedi
Compl,(W(i), i =0,...,2r) < 2r+ 1) - [Mul(k) + c; - k]. (3.2.7)
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Nalazenje konacnih razlika zahtijeva - (2r + 1) oduzimanja. PoSto brojevi W(i) mogu imati
najvise 2(k + t) + 1 znamenku, slijedi da je

Compl,(A'W(0), i =0,...,2r) <cy-r-Qr+1)- 2k +1) + 1). (3.2.8)
Aritmeticka sloZenost ratunanja broja w je
Compl,(w) <c3-2r- 2k +1)+1), (3.2.9)

buduci da se koriste samo zbrajanja, pomaci, mnoZenje i dijeljenje znamenkama.
Zbrajanjem (3.2.6)—(3.2.9) slijedi da za neku konstantu ¢ vrijedi

Mul((r + Dk) < 2r+ 1) Mul(k) + c(r + 1)k,

odnosno, vratanjem n = (r + 1)k,

Mul(n) < (2r + 1)Mu1(i) teen.

r+1

Kako bismo iskoristili lemu [3.1.2] konstantu ¢ biramo tako da vrijedi Mul(1) < ¢, pa onda
slijedi

Mul(n) < C - n%+2*D < €. plHlogn 2 (3.2.10)
gdje konstanta C ovisi samo o r i bazi b. Zbog Cinjenice da, kada r teZi u beskonacnost,
izraz log,,, 2 tezi u nulu, relacija (3.2.10) dokazuje sljedeci rezultat.

Teorem 3.2.1. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji algoritam mnoZenja takav da je
broj aritmetickih operacija potrebnih za mnoZenje dva n-znamenkasta broja u bazi b dan s

Mul(n) < C(e,b) - n'**, VneN, (3.2.11)
gdje je C(€, b) konstanta koja ovisi o € i b, ali ne ovisi o n.

Primijetimo joS da konstanta proporcionalnosti C, kad povecavamo r, vrlo brzo raste.
Iz toga izlazi da je ovaj algoritam koristan samo za ogromne duljine n. Kada je duljina n
prikaziva u racunalu, pokazalo se da je algoritam efikasan kada vrijedi r < 5, ali i u tom
slu¢aju n mora biti jako velik.

Klasi¢ni algoritmi mnoZenja i Karatsubin algoritam su dovoljno dobri u prakti¢noj pri-
mjeni mnoZenja brojeva. Strategija “podijeli pa vladaj” koriStenjem polinomne reprezen-
tacije 1 interpolacije se u teoriji mozZe joS viSe poboljSati.

Ideja je uzimati veci r Sto je duljina n ve€a. Tu ideju je iznio A. L. Toom [Complexity of
a scheme made up of functional elements and realizing multiplication of integers, Doklady
Akad. Nauk SSSR, 150 (1963), 496—498], koji ju je koristio da pokaze kako se mogu kons-
truirati raCunalni strujni krugovi za mnoZenje n-bitnih brojeva, ukljucujuci sasvim mali broj
komponenti, kako broj n raste. S. A. Cook [On the minimum Computation time of functi-
ons, Thesis, Harvard University, 1966, 51-77] je kasnije pokazao da se ova metoda moze
prilagoditi brzim racunalnim programima. Detaljnije o0 ovom algoritmu moZete pronaci u
(2] str. 281-283].
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3.3 Usporedba Karatsubinog algoritma i
klasicnog mnozZenja

U ovom kratkom odjeljku donosimo implementacije algoritma za klasicno mnoZenje 1
Karatsubinog algoritma u programskom jeziku Java.

Najprije slijedi implementacija algoritma klasi¢nog mnoZenja.

public class ClassicMultiplication {

public static int[] ClassicMultiply(int[] u, int[] v, int b) {

int degU = u.length;
int degV = v.length;
int[] w;

if (degU >= 0 && degV >= 0) {

w = new int[degU + degV + 1];
int carry;
int degW = w.length;
for (int i = degV - 1; i >=0; i--) {
carry = 0;
for (int j = degU-1; j >= 0; j--) {
int temp = w[i + j + 2] + v[i]*u[j] + carry;
wli+j+2] = temp % b;
carry = temp / b;
3
w[i+1l] = carry;

}

} else {
w = new int[1];
wl0] = -1;

}

return w;
}
}

Ova implementacija je skroz identi¢na algoritmu NMUL. Brojeve prikazujemo kao
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nizove cjelobrojnih vrijednosti i onda vr§imo operacije na elementima nizova. Jedina je
razlika Sto je, u ovoj implementaciji, najznacajniji broj u pozicijskom zapisu predstavljen
kao element niza s indeksom 0, sljedeé¢i najznacajniji element je na indeksu 1, itd. Zadnji
element niza je najmanje znaCajna znamenka broja, ali je u nizu postavljena na najveéem
indeksu. Stoga, kako bi implementacija odgovarala algoritmu NMUL, onda svaku petlju
provodimo tako da krenemo od zadnjeg elementa niza prema prvom elementu niza.

Slijedi implementacija Karatsubinog algoritma.

import java.math.BigInteger;
public class Karatsuba {
private static BigInteger ZERO = new BigInteger("0");
public static BigInteger karatsuba(BigInteger x, BigInteger y) {
int N = Math.max(x.bitLength(), y.bitLength());
if(N <= 3) {
return x.multiply(y);

}

N = (N/2) + (N%2);

BigInteger b = x.shiftRight(N);
BigInteger a = x.subtract(b.shiftLeft(N));
BigInteger d = y.shiftRight(N);
BigInteger c = y.subtract(d.shiftLeft(N));

BigInteger ac = karatsuba(a, c);
BigInteger bd = karatsuba(b, d);
BigInteger abcd = karatsuba(a.add(b), c.add(d));

return
ac.add(abcd. subtract(ac) .subtract(bd) .shiftLeft(N)).add(bd.shiftLeft(2*N));
3
}

Ocito je da je implementacija napravljena rekurzivno. Brojevi ¢iji produkt Zelimo
izraCunati, prikazani su klasom Biglnteger. Implementacija je napravljena po uzoru na
algoritam NMULKO.

Tablica [3.1] prikazuje razlike u vremenu izvodenja klasi¢nog mnoZenja i Karatsubinog
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algoritma za mnoZenje, na primjeru umnoska dva 80000-bitna broja. Vidimo da je Ka-
ratsubin algoritam za takve primjere brojeva brzi od klasiénog mnoZenja, bez obzira na
arhitekturu racunala. Ipak, kako smo ve¢ konstatirali, za manje brojeve je razlika zanema-
riva.

Tablica 3.1: Usporedba klasicnog mnoZenja 1 Karatsubinog algoritma — N = 80 000

Performanse racunala Klasi¢no mnoZenje | Karatsubin algoritam
Intel Core 17-6700HQ 2.6GHz
Turbo Boost up to 3.5GHz 5103 3-300s
Intel Core 13-5005U 2160 s 6.48 s

CPU @ 2.0 GHz
AMD E-350 APU 1.5GHz 21.700 s 15.260 s




Poglavlje 4

Fourierove transformacije u
mnozenju brojeva

U ovom odjeljku opisat ¢emo algoritam koji koristi Fourierove transformacije u mno-
Zenju cijelih brojeva. Najprije ¢emo prouciti §to je to Fourierova transformacija i inverzna
transformacija, a potom ¢emo vidjeti kako su to Strassen i Schonhage iskoristili u svom
algoritmu za mnozenje cijelih brojeva, koji je dosad najbrzi algoritam za mnozenje velikih
cijelih brojeva

4.1 Diskretna Fourierova transformacija i
inverzna transformacija

Fourierova transformacija je obi¢no definirana nad poljem kompleksnih brojeva. Ov-
dje ¢emo definirati Fourierovu transformaciju nad proizvoljnim komutativnim prstenom
(R, +, ).

Kazemo da je element w € R glavni n-ti korijen iz jedinice ako vrijedi

1. w#1,
2. W' =1,
3. Y wP=0,zal<p<n.
Elementi °, ..., w"! zovu se n-ti korijeni iz jedinice.
Neka je a = [ao, . ..,a,-1]" vektor stupac duljine n s elementima iz R. Pretpostavljamo

da n ima multiplikativni inverz u R i da R ima glavni n-ti korijen iz jedinice w. Neka je A
n X n matrica takva da je

Ali,jl=w”, 0<ij<n.

27
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Vektor F(a) = Aa, &ija je i-ta komponenta jednaka Yj-) axw™, zove se diskretna Fouri-

erova transformacija od a. Matrica A je regularna, pa postoji inverz A~!. Ako je w”
element matrice A u i-tom retku i j-tom stupcu, tada je na istoj poziciji u matrici A~! ele-
ment (1/n)w™ (vidi lemu 7.1 u [1]). Vektor F~'(a) = A™'a, &ija je i-ta komponenta (za

svakii=0,...,n—1)
n—1
S
— agw ,
s

zovemo inverzna diskretna Fourierova transformacija od a. Ocito je inverz inverza od
a opet a.

Postoji bliska veza izmedu Fourierove transformacije i polinomne evaluacije 1 interpo-
lacije. Neka je

n-1
px)= ) ax
i=0

polinom stupnja n — 1. Polinom se moZe na jedinstven nacin prikazati u jednom od dva
oblika. Prvi oblik je kao lista koeficijenata ay,...,a,-;, a drugi oblik je lista njegovih
vrijednosti u n razliitih tocaka xo, ..., x,—;. Racunanje Fourierove transformacije vek-
tora [a, ...,a,—1]" je ekvivalentno konvertiranju prikaza polinoma pomoéu koeficijenata
ao, ..., a,1, u njegove vrijednosti u tockama wy, ..., w,_;. Obratno, inverzna Fourierova
transformacija je ekvivalentna interpolaciji polinomom za dane vrijednosti u n-tim korije-
nima iz jedinice.

Jedna od primjena Fourierovih transformacija je u racunanju konvolucijskog produkta

dva vektora. Neka su a = [aq,...,a,-1]" i b = [by,...,b,_1]" dva vektora stupca. Konvo-
lucijski produkt vektora a i b je vektor ¢ = [co,...,c2,-1]7, pri ¢emu je ¢; = ;’;(1) ab;_;.
Ako je k < 01ili kK > n, uzimamo da je a; = b, = 0. Dodatno, vrijedi ¢;,-; = 0.

Motivacija za uvodenje konvolucijskog produkta je mnoZenje polinoma. Ako imamo 2
polinoma

—_—

n—

n—1
P =D ax i qx)=) b,
i=0

i

Il
[«

tada je umnozak ova dva polinoma jednak

2n=21[ i
EYOEDY [Z ajb,-_j] X,

i=0 | j=0

Primijetimo da je unutarnja suma upravo konvolucijski produkt vektora koeficijenata poli-
noma a 1 b, ako zanemarimo jos c¢;,-1, koji je O.

Ako su dva polinoma stupnja n — 1 reprezentirana koeficijentima, onda je za raCunanje
reprezentacije koeficijenata njihovog produkta potrebno konvoluirati 2 vektora koeficije-
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nata. S druge strane, ako su polinomi reprezentirani vrijednostima u tockama n-tih kori-
jena iz jedinice, da bi se izraCunala reprezentacija vrijednosti njihovog produkta, moZemo
jednostavno mnoZiti parove vrijednosti u odgovaraju¢im tockama. Ovo sugerira da je kon-
volucijski produkt vektora a i b, zapravo, inverzna transformacija od produkta po kompo-
nentama od transformacije tih vektora. Oznacit ¢emo to ovako

a*b=FYF(a)- Fb)). 4.1.1)

Zakljucak je da se konvolucijski produkt moZe izracunati tako da se napravi Fourierova
transformacija, izraCuna produkt po parovima, i na kraju se provede inverzna transforma-
cija.

Teorem konvolucije, ¢iji dokaz moZete naci u [1, str. 255-256], rjeSava problem repre-
zentiranja produkta 2 polinoma stupnja n — 1, za koji trebamo 2n — 2 to¢aka za reprezenta-
ciju.

Teorem 4.1.1 (Teorem konvolucije). Neka su
a=lag,...,a,-1,0,0...,01", b =1[bg,...,b,-1,0,0...,0]"
dva vektora stupca duljine 2n. Neka su
F(a) = [a,,...,d,, 1", F(b)=1[b,...,b5 1"
njihove Fourierove transformacije. Tada je
axb=F'(F()-F)).

Konvolucijski produkt dva vektora duljine n je vektor duljine 2n. To zahtijeva punjenje
vektora a 1 b s n nula u teoremu konvolucije. Kako bismo izbjegli punjenje, moZemo
koristiti “omotane” konvolucije.

Definicija 4.1.1. Neka su vektori
a=1lao,...,an11%, b=1bo,...,bp1]"
dva vektora duljine n. Pozitivna omotana konvolucija vektora a i b je vektor
¢ =lco,....conl,

pri Cemu je

i n—1
Ci = Zajbi_j + Z ajbn+,~_j.
J=0

j=i+l
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Takoder, definiramo negativau omotanu konvoluciju vektora a i b kao vektor

d= [d()a o 7dn—1]7
pri Cemu je
i n—1
d,‘ = Cljbi_j - Z ajbn+i_j.
=0 j=itl

Omotane konvolucije koristit ¢emo u Schonhage—Strassenovom algoritmu za mnoZenje
brojeva. Zasad primijetimo da moZemo izraCunati 2 polinoma stupnja n — 1 u n-tim ko-
rijenima iz jedinice i pomnoZiti dobivene parove vrijednosti u odgovaraju¢im korijenima.
To nam daje n vrijednosti pomocu kojih moZemo interpolirati jedinstveni polinom stupnja
n — 1. Vektor koeficijenata ovog jedinstvenog polinoma je, zapravo, pozitivno omotana
konvolucija dva vektora koeficijenata originalna dva polinoma.

Teorem 4.1.2. Neka su vektori
a = [ao""’an—l]T9 b: [b()""’bn—l]T

dva vektora duljine n. Neka je w glavni n-ti korijen iz jedinice i neka je y* = w. Pretpos-
tavimo da n ima multiplikativni inverz. Vrijede sljedece dvije tvrdnje:

1. Pozitivno omotana konvolucija vektora a i b je dana s F~'(F(a) - F(b))

2. Nekajed = [dy,...,d,_11" negativno omotana konvolucija vektora a i b. Neka je

lao. yai, ... .¥" ' a,1]",
[b()’ l//bl, ceey wﬂ—lbn_l]T l
C’l\ = [d09 wdl’ RN wn_ldn—l]T'

D>

S
Il

Tada vrijedi
d = FY(F@)- F(b)).

Dokaz. Dokaz ovog teorema je analogan dokazu teoremal.1.1] uz primjenu " = 1. O

Jasno je da se Fourierova transformacija i inverzna transformacija vektora a u prostoru
R" moZe izra¢unati u viemenu O, (n?), ako pretpostavimo da svaka aritmeti¢ka operacija na
proizvoljnim elementima iz prstena R zahtijeva jedan korak. Medutim, kada je n potencija
od 2, postoji algoritam koji u vremenu O, (n log n) moze izraCunati Fourierovu transforma-
ciju 1 inverznu transformaciju, i taj algoritam se smatra optimalnim. U [1} str. 257-265]
moZete naci psudokod takozvanog FFT (Fast Fourier Transformation) algoritma, kao i de-
talje i primjere oko samog algoritma.
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4.2 Schonhage-Strassenov algoritam

Razmatranja iz proSlog odjeljka primijenit éemo na mnoZenje dva n-bitna cijela broja
u i v. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je n potencija broja 2 (ako nije, dodamo nule
na vodeca mjesta dok ne postane potencija od 2). Nadalje, izraCunat ¢emo produkt dva
n-bitna cijela broja modulo (2" + 1). Da bismo dobili egzaktan produkt dva n-bitna cijela
broja, moramo uvesti vodeée nule i pomnoZiti 2n-bitne cijele brojeve modulo (2" + 1),
povecavajudi na taj naCin vrijeme izracunavanja za konstantan faktor.

Neka su u i v binarni cijeli brojevi izmedu 0 i 2" koje mnoZimo modulo (2" + 1).
Primijetite da broj 2" zahtijeva n + 1 bitova za binarnu reprezentaciju. Ako je jedan od
brojeva u 1 v jednak 2", tada ¢emo ga reprezentirati nekim specijalnim simbolom (recimo,
simbolom —1) i mnoZenje Ce biti jednostavno rijeSeno kao jedan specijalan slucaj. Za
ilustraciju, ako je v = 2", tada je uv mod (2" + 1) jednak (2" + 1 — u) mod (2" + 1).

Pretpostavimo da je n = 2% i neka je b = 2¥/2, ako je k paran, inace je b = 2*~D/2, Neka
je I = n/b. Primijetite da je [ > b i da b dijeli /. Prvi korak je podijeliti # i v na b [-bitnih
blokova. Imamo

u=u, 20V 4 w2+ uo, v=v, 20V 4 4y 2+ V.

Produkt uv dan je s

uy = y2h—22(2b_2)l +...+y - 2+ Yo, (421)

pri Cemu je

b-1

Vi = uvi_j, 0<i<2b.

=0

Zaj<0ij>b—1uzimamo u; = v; = 0. Izraz y,,_; je 0 1 ukljuCen je samo radi simetrije.
Produkt uv moZemo izraCunati koriste¢i teorem konvolucije. MnoZenje Fourierovih

transformacija zahtijeva 2b mnoZenja. Koriste¢i omotanu konvoluciju, moZemo smanjiti

broj mnozenja na b. Ovo je razlog zaSto racunamo produkt #v modulo 2" + 1. Posto je

bl = n, imamo 2" = —1 mod (2" + 1). Prema [}, str. 266], pokazuje se da vrijedi
w = w1 207 4 L owy -2+ we) mod (27 + 1),

gdjejew; =y — ypsi» z2a0 < i < b.

Posto je produkt 2 [-bitna broja nuZno manji od 2%, i y; i y,.; su zbrojevi od i + 1 i
b—(i+1) takvih produkata, a vrijednosti w; moraju biti izmedu (b—1-1)2% 1 (i+1)2%. Slijedi
da postoji najvise b - 2% vrijednosti koje w; moZe poprimiti. Kada bismo izra¢unali w;-ove
modulo b-2%, mogli bismo izracunati produkt #v modulo (2"+1) u dodatnih O(b log(b-2*))
koraka, dodavajuci b vrijednostima w;, zajedno s pomacima.

Za izratunavanje w; modulo (b - 2%), potrebno je dva puta racunati w;: jednom modulo
b (oznaCavamo w’), jednom modulo (2% + 1) (oznadavamo w?). Buduci da je b potencija
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broja 2 i da je 2% + 1 neparan broj, b i 2% + 1 su relativno prosti. Slijedi da w; moZzemo
izraCunati kao

w; = 2% + 1)((W] —w}") mod b) + w7, (4.2.2)

iw; je izmedu (b — 1 —1)2% 1 (i + 1)2?%. Slozenost ovakvog izracunavanja w; je O(I + log b),
zasvakii=0,...,b— 1, §to sveukupno iznosi O(bl + b log b), odnosno, O(n).
Brojevi w; se izraCunavaju modulo b, uzimajuci u; = u; mod b iv; = v; mod b, i formi-
rajuci brojeve i 1 ¥ na sljedeci nacin
L:t = u/;_lOO . Ou,;,_200 . .Ou,'b_300. o Obfz), 423)
v=v,_,00...0v,.,00...0v, 500...0v,.

Ukupno je 2 log b nula u svakom bloku nula. SloZenost izraCunavanja produkta &V koristeci
metodu “podijeli pa vladaj” je O((3b log b)"%), dakle, manje od O(n) koraka. Vidimo da je

2b-1
o = Z y: . 2(3 logb)i’
i=0
pri Cemu je y; = 377" /. Bududi da je y, < 2*'°¢’, slijedi da do y;-ova moZemo lako
doci iz produkta #v. Vrijednosti w; modulo b moZemo izraCunati raCunanjem (y; — y; )
modulo b.

Kada moramo izracunati svaki w; modulo b, onda raCunamo svaku vrijednost w; mo-
dulo (2% + 1) pomoéu omotane konvolucije. To ukljuéuje primjenu Fourierove transforma-
cije, mnoZenje odgovarajucih parova i inverznu transformaciju. Neka je w = 2*/* i neka
jem = 2% + 1. Vrijedi da w i b imaju multiplikativni inverz modulo m i w je glavni b-ti
korijen iz jedinice. Slijedi da je negativna omotana konvolucija od [ug, Yu,, . .., up_y] i
Vo, Y1, ..., 1y, 1], pri ¢emu je ¢ = 2%/°(y je 2b-ti korijen iz jedinice), jednaka

[0 = Y6)s Wt = Y1), - - - b — 1(yp_1 — y2p—1)] mod 2% + 1,

gdje je
1

yi= Y upi;, i=0,...,2b—1,

b—
Jj=0
Vrijednosti w; se mogu dobiti odgovarajuéim pomacima.
OpiSimo sada korake Schonhage—Strassenovog algoritma. Ulazni podaci su n-bitni
brojevi u i v, pri ¢emu je n = 2%, 1zlaz je (n + 1)-bitni produkt brojeva u i v modulo 2" + 1.
Ako je n malen, tada je produkt bolje izracunati pomocu nekih od prije spomenutih al-
goritama, buduci da za male n, Schonhage—Strassenov algoritam ne daje bitno poboljsanje.
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Ako je n velik, za parni k postavimo b = 2%/2, a inade postavimo b = 2*~D/2_ Neka je
| = n/b. 1zrazimo brojeve u obliku

b-1 b1
U= Z u2. v = Z v 2l
i=0 i=0

pri ¢emu su u; i v;, cijeli brojevi izmedu O i 2l —1,zai=0,...,b—1 (odnosno, u;-ovi su
[-bitni blokovi od u, a v;-ovi su [-bitni blokovi od v).

1. Uz ¢ = 22>, koriste¢i da je y? glavni b-ti korijen iz jedinice, izra¢unati Fourierove
transformacije modulo 2% + 1 vektora

b-1 T : b-1 T
[l/l(), lpul,-.-,lﬁ ub—l] 1 [V(), wvl’---"vb vb—l] .

2. IzraCunati produkt po parovima od Fourierovih transformacija (izracunatih u ko-
raku 1), modulo 2% + 1, koristeéi rekurzivno ovaj isti algoritam.

3. Izracunati inverznu Fourierovu transformaciju modulo 2% + 1 vektora produkata po
parovima iz koraka 2. Rezultat raCunanja je

[wo, ywi, ... " 'wp]” mod (2% + 1),
gdje je w; i-ta komponenta negativne omotane konvolucije vektora [uo, ..., up_1]" i
[vo, ..., vp-1]". Izraunati /" = w; mod (2% + 1), mnoZeéi Y'w; s =" mod 2% + 1).

4. IzraCunati w; = w; mod b na sljedeci nacin:
a) Neka je u; = u; mod binekaje v, =v; mod b,za0 < i <b.
b) Konstruirati brojeve i i ¥ kao u (4.2.3).
¢) IzraCunati produkt #d pomocu Karatsubinog algoritma.
d) Produkt ad je 3,775 y/2G12Pi pri gemu je y! = 337! u'v,_;. Sada izraunamo
wi =, —y,,)modb,za0 <i<b.

5. IzraCunati egzaktno w;-ove, koristeci
w; = (2% + 1)((W] —w/) mod b) + w/

ivrijedi (b—1—19)2% <w; < (i +1)2°%.

6. IzraCunati

b—1
Z w2 mod (2" + 1).
Jj=0

Ovo je i konac¢ni rezultat.
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Ostaje jos vidjeti aritmetiCku sloZenost ovog algoritma. 1z [1, str. 268, korolar teorema
7.6], slijedi da je slozenost prva tri koraka algoritma jednaka O(bllogb + b Mul(2])), pri
¢emu je Mul(m) vrijeme potrebno za mnoZenje 2 m-bitna cijela broja rekurzivnom primje-
nom algoritma. U koraku 4, gradimo # i ¥ duljine 36 log b i mnozimo ih u O((3b log b)'->°
koraka. Za dovoljno velike b, to je manje od b*, pa se sloZenost koraka 4 moZe zane-
mariti, zbog sloZenosti prva 3 koraka. Koraci 5 i 6 su slozenosti O(n), pa i njih moZemo
zanemariti.

Posto je n = bl i b je najvise /n, dobivamo nejednakost

Mul(n) < cnlogn + b Mul(2]), 4.2.4)
za neku konstantu ¢ i dovoljno veliki n. Neka je Mul’'(n) = Mul(n)/n. Tada prethodna

relacija postaje
Mul’(n) < clogn + 2 Mul’(21). (4.2.5)

Posto je I < 2 +/n, vrijedi
Mul'(n) < clogn +2Mul’ (4 Vn). (4.2.6)
Zamjenom Mul’(4 \/n) s ¢’ log(4 v/n) log log 4 \/n dobivamo
’ ’ 1 ’ 1
Mul'(n) < clogn + 4c"log |2 + Elogn + c’lognlog|2 + Elogn .
Za velike n, takoder, vrijedi 2 + % logn < % log n. 1z toga slijedi
’ ’ ’ 2 ’ ’ 2 ’

Mul'(n) < ¢’ logn + 4c¢” log 3 + 4c¢’"loglogn + ¢" log 3 logn + ¢’ lognloglogn. (4.2.7)
Iz posljednje relacije vidimo da su prva Cetiri izraza u sumi dominirana zadnjim izra-
zom, koji je negativan. ZakljuCujemo da vrijedi Mul’(n) < ¢’lognloglogn, odnosno,

Mul(n) < ¢'nlognloglogn. Dakle, aritmeticka sloZzenost Schonhage—Strassenovog algo-
ritma je O(nlognloglogn).
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Dijeljenje velikih brojeva

5.1 TraZenje aproksimacije reciprocne vrijednosti

Dijeljenje brojeva u i v, zapravo, predstavlja mnoZenje broja u recipro¢nom vrijednoséu
broja v. Stoga je razumno pretpostavljati da se dijeljenje prirodnih brojeva moZe obaviti
podjednako brzo kao i mnoZenje prirodnih brojeva. Problem nastaje Sto reciprocna vri-
jednost nekog broja vise nije cijeli broj 1 moZe imati beskonacni prikaz u bazi b. Cilj je
pronaci neku dovoljno to¢nu aproksimaciju za 1/v.

Posto nas zanima cjelobrojni kvocijent

(2]

aproksimacija za 1/v mora biti toliko to¢na da nam omoguci nalazenje broja ¢ ili njegove
dobre procjene g.
Neka je €(u) = ni{(v) = m. Kada bismo nasli aproksimaciju w za 1/v s to¢nos¢u €

1/v=w+e,
gdje je
le] < 67",
onda je
z—u-w‘zu-lelﬁl. (5.1.1)
"
Uzmemo li
q=1|u-wl,
onda je
lg— gl < 1. (5.1.2)

35
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Za nalazenje w ¢emo koristiti Newtonovu metodu za rjeSavanje jednadzbe

1
-—-v=0.
x

Pretpostavimo da moZemo naci dovoljno dobru startnu aproksimaciju w, za 1/v. Sva-
ku sljedecu aproksimaciju dobivamo koristeci rekurzivnu relaciju

Wi+1) = W) - (2 -V W(k)), k> 0. (513)

Oznacimo s e, pogreSku k-te aproksimacije

1
€ = ; - W), k> 0.

Iz (5-13) slijedi

ey = V- €gy, k0. (5.1.4)
Ako osiguramo da vrijedi leg| < b9, onda iz (5.1.4), zbog v < b™, slijedi
lesn| < b0, (5.1.5)
Zbog b™! < v < b™, za 1/v vrijedi
1
b < = <b Y, (5.1.6)
v

pa slijedi da svaki sljedeéi korak udvostrucuje broj to¢nih znamenki, pod pretpostavkom
da se u (5.1.3) operacije izvode egzaktno.

Za prakti¢nu realizaciju moramo brojeve w, nekako prikazati nekim kona¢nim nizom
znamenki u bazi b. Takoder, bilo bi dobro da se Citav proces realizira koriStenjem aritmetike
prirodnih brojeva.

Zbog relacije (5.1.6)), broj 1/v ima sljedeéi prikaz u bazi b

1 — ,
—=p . Z vib™,
v P

gdje je
0<vi<b, ieNy,
1 vrijedi
-m 1 —(m-1) ’ sy
b <—-<b = v,=01v;>0
v

1
—=p ") — vp=11ivi=0, VielN
%
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Pretpostavimo da imamo zadanu preciznost p i da Zelimo izraCunati aproksimaciju w’
za 1/w, takvu da vrijedi

prn-1+p 14 ) P .
B = { | = Db = Y wib, (5.1.7)
1%
i=0

i=0

pri cemu je w; = v_,. Uocimo da je {(w') = p, osim u slucaju v = b"~!, kada je duljina od
w’ jednaka p — 1.

Iz ovoga vidimo da u relaciji lako moZemo prijeci na cijele brojeve. Ako tu
relaciju pomnoZimo s b~ !*? i definiramo

Wzk) = bm_1+p * W(k), k 2 O,

dobivamo rekurzivnu relaciju

v
bm—1+p

Wiet) = 2Wj — (W) k=0, (5.1.8)
u kojoj se svaka operacija moze obaviti koristeci cjelobrojnu aritmetiku.

Ipak, se ne isplati cijelo vrijeme provoditi u zadanoj tocnosti, jer u ranoj fazi
algoritma sve znamenke broja w(,, sudjeluju u operacijama, iako ih vecina nije to¢na.

Jo$ jedna moguénost je da p poveéavamo tokom iteriranja, dupliranjem p u svakoj
sljedecoj iteraciji. U tom slucaju, treba i od broja v koristiti samo dio vode¢ih znamenki u
(5.1.8), pazeci da se ne gubi na tonosti.

Radi jednostavnosti, pretpostavimo b = 2 i da je broj m potencija broja 2, tj.
m =2

1 da je traZena toCnost p = m. Ova ogranicenja se mogu izbjeéi, Sto ¢emo opisati kasnije.
Osnovna ideja algoritma (NREC) je da u k-tom koraku koristimo to&nost p; = 2% i da
koristimo samo p; vodeéih znamenki broja v.

Teorem 5.1.1. Algoritam NREC nalazi broj w € N takav da vrijedi
w=2""v), (5.1.9)

odnosno, vrijedi
veow=2""1—p  0<r<w (5.1.10)

Dokaz. Zelimo dokazati da algoritam nalazi niz brojeva

22p—1 |

W(k)Z{W k=0,....,1, (5.1.11)
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Algoritam 5.1.1: NREC - reciprocni prirodni broj

Podaci: Niz znamenki (v,,_1, ..., Vo) prirodnog broja v u bazi 2, uz pretpostavku da
zam = £(v) vrijedi m = 2/, zaneki [ € N,
Rezultat: Niz znamenki (w,_p, ..., wp) broja w = 22"~ /v], gdje je

r=£f{w)e{mm+1}

1 pocetak
2 m « deg(v) + 1;
3 (w1, wo) < (1,0);
4 p <« 1;
5 ako m > 1 onda
6 ponavljaj
7 p<—2-p;
8 (S2p—17 ceey S()) — (Wp/z, ey W()) . 23p/2 - (Wp/z, ey W())2 . (Vm—l, ey Vm_p);
9 (Wp,...,W()) — (Szp_l,...,Sp_l);
10 zai < 2 do 0 ¢ini
1 ako (Wp, ..., wo) +2) - (Vets - vy Wyop) < 2277 onda
12 | Wy s W) & (W, W) + 275
13 inace
14 kraj
15 kraj
16 dok p = m;
17 inace
18 kraj
19 ako w,, = O onda
20 ‘ deg(w) « deg(v);
21 inace
2 | deg(w) « deg(v) + 1;
23 kraj
24 kraj

pri emu je w = w(, na poCetku algoritma i w = w, na kraju petlje, u kojoj je p = 2, za
k=1,...,L

Relacija (5.1.9) izlazi iz (5.1.11)), zbog m = 2!, posto algoritam vraa w = w. Da
bismo dokazali (5.1.TT])), provest ¢emo indukciju po .

Zak=0jep=1,iz Cega, zbog v, > 01b =2, vrijedi

/2" =v, = 1.
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Posto, na pocetku, algoritam postavlja w na (0, 1) = 2, ocito vrijedi (5.1.11)).
Za korak indukcije, pretpostavimo prvo da (5.1.11)) vrijedi za svaki k < [ i ozna¢imo
p = 2¥1. Za jednostavniji zapis, oznacimo

-p/2
iy = Lv/2" PP ] = Wt coos Vinepp2)
Vk+1) = LV/Zm—pJ = (vm_l, cees Vm_p).
Slijedi
2
Vik+1) = V) - 2P 4 VEk)’

uz ka) = (Vm—p/Z—l ey Vm—p)-
Sada, po pretpostavci indukcije, na podetku koraka petlje s p = 28!, vrijedi

20!
Wiy = | —— = Wpp2, ..., o).
Vi
To znadi da vrijedi
—1
Vik) " W) = 27 — T(k)s 0< Ty < Vik)- (5112)

U algoritmu, u prvoj naredbi petlje, racuna se broj
s =22 Wiy — Vs -w(zk). (5.1.13)
Posto je v, = 1, vrijedi da je vy > 2771, pa je wyy < 2P/, To pokazuje da je
§ <2312 0p2 _ Vit * w(zk) < 2%,

Dakle, algoritam egzaktno raCuna broj s = (s2,-1,. .., o).
Sada promatramo produkt s - V. 1z (5.1.13) izlazi

S Weany = 8- Oy - 2777 4 () = vigwa 2 + Vi ww 2 = w2 + viywe)’.
Primjenom relacije (5.1.12)) dobivamo
SVr1) = 2372 _ (2p/2r(k) - vgk)w(k))z.
Dijeljenjem s 277!, dobivamo

SV(k+1)

2p—-1 _
2 iy +1,

(5.1.14)
gdje je
~(p-1 2 2

t=27"0 2"y = vigww).

Iz relacije (5.1.12) slijedi rgy < 2P/, jer je i vy < 2P/%. Takoder, vrijedi i wyy < 27/% i
, /2 i x . .

Vi < 217 1z Cega izlazi X

2P/ ry = Vigwaol < 27,
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Sto daje
0<t<2r, (5.1.15)

Algoritam postavlja
w=[s/2"""].

Zbog t > 0, iz (5.1.14) slijedi

s
2r —1

SV(k+1)

22p—1 >
2r-1

-1 2p-1
> Vieny - Ls/2P7 ] >V(k+1)'( - 1):2p — V) — 1,

$to, Uz vy < 27 it < 2Pt daje
221771 > Vik+1) * W > 221771 - 2p+1 - 27,

To znaci da je
V(k+1)'W:22p71—1"/, OSI’/<2p+1+2p.

Posto je vy < 277!, slijedi
0<r < 6V(k+1).

Korekcijom w1y = w + ¢ (algoritam na kraju upravo vrsi ovakvu korekciju), s ¢ < 6,
mozemo postici

2p-1
Vi) * W) = 2777 =Ty, 0 < Faany < Vs,

¢ime smo dokazali relaciju (5.1.TT). ]

Primijetimo da je algoritam rekurzivan i da, zbog korekcija, vrijednosti w, ne izlaze
direktno Newtonovom metodom.

5.2 SloZenost algoritma NREC

Oznacimo s Rec(m) aritmeticku sloZenost algoritma NREC. Ona ovisi o sloZenosti al-
goritma za mnoZenje kojeg koristimo u algoritmu.
Za nalazenje w = w(,, potrebno je pronaci w_jy 1 obaviti zadnji prolaz kroz petlju u
algoritmu, s p = m = 2/,
Za nalaZenje broja s, potrebno je kvadrirati broj w_;) 1 pomnoZiti s v, §to uz zbrajanja
1 pomak, 1znosi
Compl,(s) < Mul(m/2 + 1) + Mul(m + 2) + ¢;m.

Faza korekcije zahtijeva najviSe 3 mnoZenja, uz nekoliko zbrajanja 1 usporedivanja. Mo-
gule je korekciju napraviti i sa samo jednim mnoZenjem, uz dodatno zbrajanje i usporedi-
vanje. NalaZenje broja w iz s zahtijeva samo pomak.
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Iz propozicije 3.1.1} slijedi
5
Rec(m) < Rec(m/2) + > Mul(m) + cm.
Ako odaberemo konstantu ¢ tako da je
5
Rec(l) < c+ 3 Mul(1),
onda je
!
5
Rec(m) < ) = Mul(2") + 2"

Pretpostavimo da Mul(n) raste barem linearno, odnosno, pretpostavljamo da vrijedi

1 1
Mul (En) < 3 Mul(n), Vn > 2.

Tada je
Rec(m) < 5Mul(m) + cm, Vm € N.

Lako se vidi da postoji konstanta ¢’ takva da je
Rec(m) < ¢’ Mul(m), VYm e N.

Moze se 1 pokazati da vrijedi
Rec(m) = @(Mul(m)).

41

Istaknimo joS da se algoritam NREC moZe generalizirati na baze b > 2, ali je tada ko-
rekcija znatno kompliciranija. Takoder, u algoritmu NREC pretpostavili smo da je duljina
m potencija broja 2 i da je traZena preciznost p = m. U [4, str. 117, Napomena 1.6.4]

moZete naci kratak opis postupka kada m ne mora biti potencija broja 2.

Za cjelobrojno dijeljenje, relacija || < b™ pokazuje da je potrebno 1/v naci s pre-

ciznoSéu p=n—-m+ 1.
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Sazetak

Efikasna realizacija osnovnih aritmetickih operacija na velikim brojevima se, obic¢no,
izvodi tako da brojeve prikazemo kao niz znamenki u nekoj odabranoj bazi, tako da se
osnovne operacije na znamenkama egzaktno i brzo izvode u aritmetici racunala. Algoritmi
za zbrajanje 1 oduzimanje brojeva koji oponaSaju algoritme za “ru¢no” raCunanje, linearno
ovise o duljini brojeva i optimalni su. S druge strane, algoritmi koji oponaSaju “ru¢no”
mnoZenje i dijeljenje su kvadratne sloZenosti.

U ovom radu smo pokazali da postoje bolji algoritmi za mnoZenje i dijeljenje velikih
brojeva. Najprije smo detaljno opisali algoritam klasi¢nog ("ru¢nog”) mnozenja, za ko-
jeg smo dokazali da ima kvadratnu sloZzenost. Prvo poboljSanje tog algoritma smo dobili
metodom “podijeli pa vladaj” — podijelili smo brojeve na 2 i viSe dijelova. Uz koriStenje
polinomne interpolacije i evaluacije, dobili smo algoritam cija sloZenost ne ovisi vise kva-
dratno o duljini brojeva. Taj algoritam se zove Karatsubin algoritam, u Cast A. Karatsube,
koji je prvi doSao do tog algoritma. Takoder, napravili smo i implementaciju klasi¢nog
i Karatsubinog algoritma u programskom jeziku Java te smo na primjeru pokazali da je
Karasubin algoritam efikasniji od klasi¢nog algoritma.

Jos bolji algoritam je Schonhage—Strassenov algoritam, koji koristi brzu Fourierovu
transformaciju za mnoZenje polinoma. Jedno poglavlje smo posvetili opisu tog algoritma
te pokazali da je njegova sloZenost O(nlognloglogn). To je, trenutno, najbrzi poznati
algoritam za mnoZenje brojeva.

Na kraju smo opisali 1 op¢i algoritam za brzo dijeljenje, preko brzog mnozenja, koji
je baziran na Newtonovoj metodi s progresivnim povecanjem tocnosti. Dokazali smo da
sloZenost algoritma za brzo dijeljenje linearno ovisi o izabranom algoritmu za mnoZenje.






Summary

Efficient realization of basic arithmetic operations on big natural numbers is usually
performed by representing big numbers as arrays of digits in a chosen base, so that arith-
metic operations on digits are performed exactly and quickly in computer arithmetics. Ad-
dition and subtraction algorithms, which simulate “manual” addition and subtraction, have
linear complexity, depending on number length. Also, these algorithms are optimal. On
the other hand, “manual” multiplication and division algorithms have quadratic complexity,
and they are not optimal.

At the beginning of this thesis, we described the classic multiplication algorithm and
prooved that the complexity of this algorithm is quadratic. We got the first improvement in
complexity by designing an algorithm with the “’divide and conquer” strategy. By splitting
numbers in 2 or more pieces, and with usage of polynomial interpolation and evaluation,
we got an algorithm whose complexity is less than quadratic. This algorithm is called
Karatsuba’s algorithm, in honor of A. Karatsuba, who invented this algorithm. We have
also implemented the classic and Karatsuba’s algorithm in Java programming language,
and showed an example of improvement in speed by using Karatsuba’s algorithm, instead
of the classic algorithm.

An even better multiplication algorithm is the Schonhage—Strassen algorithm, which
uses the Fast Fourier Transform for polynomial multiplication. We have one chapter de-
dicated to describing this algorithm which has the complexity O(nlognloglogn). This is
the fastest multiplication algorithm, so far.

At the end, we have described a general division algorithm, based on fast multiplication,
which uses Newton’s method with progressive accuracy improvement. We have proved
that the complexity of this algorithm depends linearly on the complexity of the chosen
multiplication algorithm.
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