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Uvod

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo pojam izraunljivog broja.

U prvom poglavlju definiramo pojam izracunljive funkcije N¥* — N te prou¢avamo
neka svojstva takvih funkcija.

U drugom poglavlju, kao korak prema definiranju izraCunljivih brojeva, uvodimo poj-
move izracunljive funkcije N* — Z, izracunljive funkcije N* — Q i izracunljive funkcije
N* — R te prou¢avamo svojstva tih funkcija. Zatim definiramo pojam izra¢unljivog broja
te izmedu ostalog dokazujemo da je zbroj i umnoZak dvaju izraCunljivih brojeva izraunljiv
broj.

U tre€em poglavlju prouc¢avamo konacnost i prebrojivost skupova. Nadalje dokazujemo
da je skup svih izracunljivih funkcija N* — R, za fiksni k, prebrojiv te takoder dobivamo da
je skup svih izraCunljivih brojeva prebrojiv. Na kraju dokazujemo da postoje realni brojevi
koji nisu izracunljivi.

Svi pojmovi koriSteni u radu su precizno definirani, a sve tvrdnje su detaljno dokazane.






Poglavlje 1
RAM-stroj

1.1 RAM-stroj

RAM-stroj je idealizirano racunalo s beskonac¢no velikom memorijom koje nikad ne pravi
greske. Osnovni dijelovi RAM-stroja su:

e registri;
e spremnik za program.

Za svaki prirodan broj k stroj ima registar koji oznacavamo s R;. U svakom trenutku rada
stroja svaki registar R, sadrZi neki prirodan broj ili nulu.

U spremniku za program je smjesten program. Program je konacan niz instrukcija. Ako je
n + 1 broj instrukcija u programu tada su 0., 1., ..., n. oznake tih instrukcija.

Postoje tri tipa instrukcija:

e INC Rk
Kada stroj izvodi tu instrukciju tada povecava broj u registru R; za jedan te prelazi
na izvrSavanje sljedece instrukcije u programu.

e DECR;, m
Broj m je obvezno redni broj neke instrukcije u programu. Ako je broj u registru Ry
razli¢it od nule tada se prilikom izvrSenja navedene instrukcije broj u R, smanji za
jedan. Ukoliko je R, jednak nuli onda se sadrzaj registra R; ne mijenja, a program
prelazi na izvrSavanje instrukcije s oznakom m.

e GOTOm
Broj m je obvezno redni broj neke instrukcije u programu. Kada stroj izvodi tu ins-

3



4 POGLAVLIJE 1. RAM-STROJ

trukciju program prelazi na izvrSavanje instrukcije s oznakom m.

Sljede¢om slikom dajemo skicu RAM-stroja:
|Ro|Ri | Ry | Rs [ ... — REGISTRI
0.

1.
2.
3 — SPREMNIK ZA PROGRAM

Navedimo neke jednostavne primjere RAM-programa.

Primjer 1.1.1. Program koji broj u registru R, poveca za 3:
0. INC R,
1. INCR,
2. INCR,

Primjer 1.1.2. Program koji broj u registru R, zamjeni s jedinicom:
0. DECR;, 2
1. GOTO O
2. INCR,

Primjer 1.1.3. Program koji broj iz registra R, kopira u registar R,:
. DECR,, 2
.GOTOO
.DECR;, 4
GOTO?2
DECRy, 8
INC R,
INC R;
GOTO4

. DECR;, 11
INC R,

VN UA WD~
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10. GOTO 8
11. INC R;

Primjer 1.1.4. Program koji nikad ne staje:
0. INCR,
1. GOTO 0

1.2 Izracunljive funkcije

Definicija 1.2.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — N. Za funkciju f kaZemo da je
izrac¢unljiva ako postoji program P koji ima sljedece svojstvo:
ako su xy,...,x; €N, onda program P staje za ulazne podatke

0% [ [x%]0[0].

i daje rezultat

foe,ox) [ 2] 2]

Za ovakav program P kaZemo da racuna funkciju f.

Primjer 1.2.2. Neka je f: N — N funkcija definirana s f(x) = x. Tada je f izracunljiva
funkcija. Program koji je racuna je sljedeci:

0. DECR,, 3
1. INCR,

2. GOTO 0
3. INCR,

Primjer 1.2.3. Neka je f: N — N funkcija definirana s f(x) = x+1. Tada je f izracunljiva
funkcija. Program koji je racuna je sljedeci:

0. DECR,, 3
1. INC R,
2.GOTOO
3. INCR,

Primjer 1.2.4. Neka je f: N> — N funkcija definirana s f(x,y) = x +y. Tada je f
izracunljiva funkcija. Program koji je racuna je sljedeci:
0. DECRy, 3

1. INC Ry
2.GO0T00

3. DECR,, 6



4.
5.

6.

INC Ry
GOTO3

INCR,

POGLAVLIJE 1. RAM-STROJ

Primjer 1.2.5. Neka je f: N> — N funkcija definirana s f(x,y) = x-y. Tada je f

izracunljiva funkcija. Program koji je racuna je sljedeci:
. DECR,, 9
.DECRy, 5

S

© S N L A LN~

INC R,
INCR;
GO TO 1
DECR;, 8
INC R,
GOTOS

GOTOO0
INC R4

Primjer 1.2.6. Neka su i, j,k,1 € N medusobno razliciti brojevi. Zelimo program koji
zbraja sadriaje registara R; i R; te zapisuje u Ry. Pri tome sadrZaji svih ostalih registara

osim R, ostaju nepromijenjeni.
. DEC Ry, 2
.GOTOO

.DECR, 4

O NDUA LN~

9.

10
11
12
13
14

15
16,

GO TO 2
DECR, 8
INCR,
INCR,
GO TO 4

.DECR,, 11

INC R,
. GOTOS8

.DECR;, 15
. INCR,

. INCR,
.GOTO 11

.DECR, 18
. INCR,
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17. GOTO 15
18. INCR,

Definicija 1.2.7. Za x,y € N definiramo

x—y akojex>y
xX=y =
Y 0 inace

Za funkciju N> — N, (x,y) > x=y kaZemo da je modificirano oduzimanje.

Primjer 1.2.8. Modificirano oduzimanje je izracunljiva funkcija.

0.
1.
2.
3.
4.
5.
6.

DECR,, 3
DECR,, 3
GOTOO0
DECR,, 6
INC R,
GOT0 3
INC R;

Primjer 1.2.9. Neka je f: N> — N funkcija definirana na sljedeci nacin: za x,y € N,
y > 1, neka je f(x,y) = BJ te neka je f(x,0) = 0. Tada je f izracunljiva funkcija.

9.

PONS AR =0

. DEC R,, 14

INCR,

.DECR,, 6

INC R;
INC Ry
GOTO?2

DEC R4, 9
INCR,
GOTOG6

DECR;, 12

10. DECR,, 14
11. GOTO9

12. INC R,
13. GOTO 2
14. INC R;

Propozicija 1.2.10. Neka je k € N\{0} i f: N* — N izracunljiva funkcija. Neka su

0, -

,ix € N medusobno razliciti brOJew te N € N. Tada postoji program P sa sljedec¢im
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svojstvom:
P staje za sve ulazne podatke te ako su u registrima R;,, ..., R, brojevi xi, ..., x, onda ce
nakon izvrSavanja programa P u R;, biti broj f(x, ..., xy), a stanje u svim ostalim regis-

trima R za j < N ostaje nepromijenjeno.

Dokaz. Budu¢i da je f izracunljiva funkcija postoji program P koji racuna f. Tvrdimo da
postoji M € N takav da je
M>k+1

te da program P za ulazne podatke (x;), takve da je xo=01 x;=0 zasvakii € {k+1,...,M—1}
daje rezultat (y;) pri cemu je

yo = Sf(x1, 005 x)
te

Yi = Xi

za svaki i > M. Naime neka su py, ..., p, instrukcije programa P. Tada moZemo odabrati
broj M € N takav da je M > i za svaki i € N za kojeg postoji j € {0, ...,n} takav da je P;
=INCR;ilije P;=DECR;, [ zaneki/ € N.
Takoder moZemo pretpostaviti da je

M>k+1.

Tada je M trazeni broj jer sadrZaj registara Ry, Ry.1, . . . ne utjece na izvrSavanje programa
P. Nadalje, moZemo pretpostaviti da je M > N te M > iy, ..., M > i;. Trazeni program je
sljedeci program:

0. DEC Ry, 2
.GOTOO

.DECR,, 5
.INC Ry,
.GOTO?2
.DECR,.8
.INC Ry,
.GOTOS5

NN kR W =

[. DEC Ry, 143
[+1. INC Ryp—
[+2. GOTO

[+3. DEC Rypyi, I+7
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[+4. INC R,

[+5. INC Ry

[+6. GO TO I+3
[+7. DEC Ry, [+10
[+8. INC RM+i1
[+9. GO TO 1+7

I'. DEC Ry, I'+4
I'+1. INC R,

I'+2. INCR,

I'+3. GOTOV
I'+4. DEC Ry, I' +7
I'+5. INC RM+ik
I'+6. GOTO I'+4
U'+17. Po

I'+7+n. p,

I”. DECR;,, I"+2
I"+1. GOTO "
I”+2. DEC Ry, I +5
I"+3. INCR;,

I"+4. GOTO I"+2
I"+5. DEC Ry, I"+8
I"+6. INC Ry

I"+7. GOTOI"+5
I”+8. DEC Ry, I”+10
I”"4+9. GOTO I"+8
I”+10. DEC Ry, I"+13
I"+11. INC R,
I"+12. GO TO I”+10

I'". DEC Ry—y, I""+2
I'"+1. GOTO I'”
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I""+2. DEC Ryp—1, ' +5
I""+3. INC Ry
I"+4. GOTO "' +2

I"+5. INC Ry
Pri tome u nizu instrukcije od [”+8 do ["”+4 preskaCemo kopiranje Ry, u R;,. Takoder,
ako je iy = 0, onda ne stavljamo instrukcije od I” do I +7. O

1.3 Makro-program

Neka je k € N\{0} i f: N* — N izracunljiva funkcija. Neka su iy, ..., i, € N medusobno
razliciti brojevi te N € N. Prema prethodnoj propoziciji postoji program P koji staje za
sve ulazne podatke te ako su u registrima R, ,...,R; brojevi xi,...,x;, onda ¢e nakon
izvrSavanja programa P u R;, biti broj f(x;,...,x;), a stanje u svim ostalim registrima
Rj za j < N ostaje nepromijenjeno. Taj program uzmemo kao jednu novu “instrukciju”
(tzv. makro-instrukciju) koju moZemo koristiti u pisanju nekog novog programa. Taj novi
program, u kojem koristimo i makro-instrukcije, nazivamo makro-program.

Oznaka za navedenu makro-instrukciju je

N
f(Rl‘l, e aRiN) g Rio

KaZemo da je to makro-instrukcija programa P. Pojam “makro-program Q racuna funk-
ciju f” definiramo analogno kao pojam “’program P racuna funkciju f”.

Primjer 1.3.1. Postoji makro-program koji racuna funkciju f: N> - N, f(x,y) = x - y.
Znamo da je funkcija f: N> - N, f(x,y) = x + y izracunljiva. Umjesto

N
f(Ri;,R;)) = R,
pisemo
N
Ril + Riz - Ri3
Funkcija f: N — N, f(x) = x je izracunljiva. Umjesto
N
fR:) = R;,
pisemo
N
Ri1 g Rio

Sljedeci makro-program racuna funkciju f:
0. DECR,, 4
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1. Ry + R, i) R;
2. Ry SR,
3.GOTOO0

4. INCR;

Primjer 1.3.2. Neka je i € N. Promotrimo sljedeci program:

0. DECR;, 2

1.GOTOO

2. INCR;

3. DECR;, 3
Nakon izvrsavanja ovog programa u registru R; se nalazi 0, a sadrZaji ostalih registara
ostaju nepromjenjeni. Makro instrukciju za ovaj program oznacavamo sa ZERO R,.

Propozicija 1.3.3. Neka je f: N* — N funkcija za koju postoji makro-program koji je
racuna. Tada je f izracunljiva funkcija.
Dokaz. Nekaje Q = (qo, - - . , g,) makro-program koji racuna funkciju f. Pretpostavimo da

jei € {0,...,n} takav da je g; makro-instrukcija. Neka je P = (po, ..., pm) program takav
da je g; makro-instrukcija programa P. Promotrimo makro-program

Q, = (q:)a'-'7q:'_1’p(,)a-"’p;n’qll'+1a--'aq;,fl)

’

priemu su q,,...,q._jsPys--+» P> dipy» - - - » 4, definirani na sljedeci naCin:
e zaje{0,...,n}, j#ije:

DEC R,k +m, akojeq; = DEC R,k gdje je k > i;
q;=1GOTOk+m, akojeq;=GOTO kgdjejek> i
q; inace
e zaje{0,...,m}je:

DEC R,k +1i, akojep;=DECR,k;
p;=1GOTOk+i, akojep;=GOTOKk;
INC R, akoje p; = INCR,

Uocimo da makro-program Q’ takoder racuna funkciju f (zapravo Q" “djeluje” isto kao i
Q). Uocimo da je broj makro-instrukcija u Q' za jedan manji od broja makro-instrukcija
u Q. Dakle, ako postoji makro-program koji rauna f i u kojem ukupno ima k makro-
instrukcija, onda postoji i makro-program koji raCuna f u kojem ukupno ima k£ — 1 makro-
instrukcija. Iz ovoga zaklju€ujemo da postoji makro-program koji raCuna f u kojem nema
ni jedne makro-instrukcije, dakle postoji program koji racuna f, a to znaci da je f izraun-
ljiva. m|



12 POGLAVLIJE 1. RAM-STROJ

Primjer 1.3.4. Nekaje f: N> - N, f(x,y) = x* pri emu uzimamo da je 0° = 1. Tada je
f izracunljiva funkcija.
Da bismo to dokazali, dovoljno je prema propoziciji [I.3.3] dokazati da postoji makro-
program koji racuna f. Lako je provjeriti da sljedeci makro-program racuna f:

0. INC R,

1. DECRy, 5

2. Ry-R, > R
3. Ry > Ry
4.GOTO I
5.INC R;

1.4 Kompozicija, primitivna rekurzija, i operator

Definicija 1.4.1. Neka su k,n € N\{0}, g1,...,8,: N - Nte f: N* — N. Neka je
h: N¥ — N funkcija definirana na sljedeci nacin:

h(x) = f(g1(x), ..., gn()),
za svaki x € N*. Tada za funkciju h kaZemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g, . . ., gn.
Uoc¢imo:

1. Ako je n = 1 onda je
h(x) = f(g:1(x))

za svaki x € N¥ pa je
h=fog,
tj. h je kompozicija funkcija f i g; u klasicnom smislu kompozicije funkcija.

2. Neka je G: N¥ — N” funkcija definirana na sljedeéi nacin:

G(x) = (g1(x), ..., gn(x))

za svaki x € N¥. Tada je

h(x) = f(G(x)) = (f ° G)(x)

za svaki x € N, j.
h=fogG.

Propozicija 1.4.2. Neka su k,n € N\{0}, g1,...,8,: N¥ = N i f: N" — N izracunljive
Jfunkcije. Neka je h kompozicija funkcija f, g1, ..., g, Tada je h izracunljiva funkcija.



1.4. KOMPOZICIJA, PRIMITIVNA REKURZIJA, i1 OPERATOR 13

Dokaz. Sljede¢i makro-program racuna funkciju 4.
k+n

0. g1(Ry,...,Rr) = Ry

' k+n
n_l' gl’l(Rla e 7Rk) - Rk+n

k+n

n. f(Ris1s. .. Riwn) = Ro
|

Definicija 1.4.3. Neka je n € N\{0} te neka su f: N* — N i g: N**2 — N funkcije. Neka
je h: N"*' — N funkcija definirana induktivno po prvoj varijabli na sljedeci nacin:

h(o,yb*'-’yn) :f(yl,---,Yn)

h(-x+ 1,)’1’- --,)’n) = g(h(X,YI’---,Yn)’X,)’l,---,Yn)

Tada za funkciju h kazemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
Primjer 1.4.4. Neka je h: N?* — N funkcija definirana s
h(x,y) = x+y.

Pokazimo da je funkcija h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g gdje su
f: N >N, g: N> > N funkcije definirane s

fla) =a,
gla,b,c) =a+1.
Za sve x,y € N vrijedi
hO,y) =y = f(),

hx+Ly)=x+1l+y=x+y+1=h(xy+1=ghkxy),xy).

Dakle, h(0,y) = f(y), h(x + 1,y) = g(h(x,y), x,y). Prema tome h je dobivena primitivnom
rekurzijom od f i g.

Primjer 1.4.5. Neka je h: N> — N funkcija definirana s h(x,y) = x-y. Neka su f: N — N,
g: N3 — N funkcije definirane s
fl@=0

gla,b,c) =a+c.
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Za sve x,y € N vrijedi
h(0,y) =0 = f(y)
hx+1,y)=(x+1)-y=x-y+y=h(xy +y=ghx,y),xy).
Dakle, h(0,y) = f(y), h(x + 1,y) = g(h(x,y), x,y). Prema tome h je dobivena primitivnom
rekurzijom od f i g.

Propozicija 1.4.6. Neka je n € N\{0} te neka su f: N* — Ni g: N"*2 — N izracunljive
funkcije. Neka je h funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od f i g. Tada je h izracunljiva
funkcija.

Dokaz. Sljedeci makro-program racuna funkciju A:
n+l

0. f(Ra,...,Ryi1) = Ry
1. ZERO R,..,
.DECR,,7
n+3
. g(RO’Rn+29R23 e aRn+1) - Rn+3

n+3
.Ry3 = Ro

.INC R,.,
.GOTO?2
_INC R,.5 O

~N Nk W

Definicija 1.4.7. Neka je n € N\{0} te neka je g: N**' — N funkcija. Pretpostavimo
da su xi,...,x, € N takvi da postoji y € N takav da je g(x,...,x,,y) = 0. Tada broj
min{y € N | g(xq,...,x,) = 0} oznacimo s uy(g(xy, ..., x,,y) = 0).

Definicija 1.4.8. Neka je n € N\{0} te neka je g: N**! — N funkcija koja ima sljedece
svojstvo: za sve Xy, ..., X, € N postoji y € N takav da je g(x,,...,x,,y) = 0.
Neka je f: N" — N funkcija definirana s

FCo, oo, x) = puy(g(xn, ..o, Xy, y) = 0).
KaZemo da je funkcija f dobivena primjenom u operatora na funkciju g.

Propozicija 1.4.9. Neka je n € N\{0} te neka je g: N"*' — N izracunljiva funkcija. Pret-
postavimo da je f: N'" — N funkcija dobivena primjenom u operatora na funkciju g. Tada
je f izracunljiva funkcija.

Dokaz. Sljedeci makro-program racuna funkciju f:
n+1

0. g(Ro,Rl, “e ,Rn) — R,H.]

1. DECR,1, 4

2. INCR,

3.GOTOO

4. INCR,, O
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Propozicija 1.4.10. Neka je k € N\{0} te neka su f, g: N* — N izracunljive funkcije. Tada
su izracunljive i funkcije f + g, f - g: N¥ - N.

Dokaz. Neka je h: N> — N funkcija definirana s
h(x,y) = x +y.
Prema primjeru funkcija h je izracunljiva. Za svaki x € N¥ vrijedi
(f + 8)(x) = h(f(x),8(x)).

Iz ovoga zakljucujemo da je funkcija f + g dobivena kompozicijom funkcija A, f i g. Prema
propoziciji funkcija f + g je izraCunljiva. Analogno, koristeci Cinjenicu da je funkcija
N? — N, (x,y) — x - y izraunljiva dobivamo da je f - g izracunljiva funkcija. O

Korolar 1.4.11. Neka su k,n € N\{0} te neka su fi, ..., f,: N* — N izracunljive funkcije.
Tada su i funkcije fy + fo + ...+ fo, fi - o+ ...+ fu: NK = N izracunljive.

Dokaz. Dokazimo da je f; + ...+ f, izraCunljiva funkcija indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Neka su fi,..., fus1: N¥ — Nizracunljive funkcije. Vrijedi

i+ o+ =1+. )+ fun
pa iz pretpostavke indukcije i propozicije [I.4.10]slijedi da je

fit. o+ fun
izraCunljiva funkcija. Time smo dokazali da za svaki n € N\{0} i sve izraCunljive funkcije
fir-.s fu: N¥ = Nvrijedi da je fi + ...+ f, izraunljiva funkcija.
Analogno dokazujemo tvrdnju za produkt funkcija. O

Definicija 1.4.12. Neka su n € N\{0} i j € {1,...,n}. Neka je I;’: N" — N funkcija
definirana s
I;(xl, ces X)) = X

Funkciju I nazivamo projekcija od N" na j-tu koordinatu.
Propozicija 1.4.13. Neka sun € N\{0}i j € {1,...,n}. Funkcija I;?: N" — N je izracunljiva.

Dokaz. SljedeCi program racuna funkciju /7 :
0. DECR;, 3
1. INCR,
2.GOTOO
3. INC R, m]
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1.5 Izracunljivi skupovi

Definicija 1.5.1. Neka je k € N\{0} te neka je S € NF. Neka je ys: N* — N funkcija

definirana s
(x) = 1, xeS8
XS = 0, x¢S

Za x5 kazemo da je karakteristi¢na funkcija skupa S u N*.

Definicija 1.5.2. Neka je k € N\{0} te neka je S € N¥. KaZemo da je S izraéunljiv skup u
N¥ ako je njegova karakteristicna funkcija ys : N* — N izracunljiva.

Primjer 1.5.3. Neka je k € N\{0}. Tada su N¥, 0 izracunljivi skupovi u N¥.
Naime, za svaki x € Nk vrijedi

Xe(x) =1
tj. xae: N* — N je konstantna funkcija s vrijednoscéu 1. Ta funkcija je o¢ito izracunljiva

pa je N izracunljiv skup u N¥. Analogno vidimo da je prazan skup izracunljiv u N¥.

Primjer 1.5.4. Neka je f: N> — N izracunljiva funkcija. Tada je funkcija g: N> —
N, g(x,y) = f(y, x) izracunljiva.
Naime, za sve x,y € N vrijedi

g(x,y) = (5 (x,y), I} (x,y)).

Iz ovoga zakljucujemo da je g kompozicija funkcija f, 12, 112. Iz propozicije slijedi da
Jje g izracunljiva funkcija.

Primjer 1.5.5. Neka je A: N> — N funkcija definirana s

A(x,y) =[x =yl
Za sve x,y € N vrijedi
Ix =yl = (x=y) + (y=x). (1.1)
To vidimo na sljedeci nacin:
ako je x <y onda je
lx=yl=y-x,

x=»)+OG=x)=0+y—x=y—nx

Ako je x > y onda je
x=yl=x-y,
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x=+@=x)=x—-y+0=x—-y.
Neka je f: N?* — N modificirano oduzimanje. Neka je g: N> — N,
g(x,y) = f(y, x).

Prema primjeru(l.2.8|funkcija f je izracunljiva. Prema primjerull.5.4|funkcija g je izracunljiva.
Prema (1.1)) vrijedi

A=f+g
pa iz propozicije|l.4.10,slijedi da je A izracunljiva funkcija.

Definicija 1.5.6. Neka je sg: N — N funkcija definirana sa

1, x>0
S“”:{o x=0

Propozicija 1.5.7. Funkcija sg: N — N je izracunljiva.

Dokaz. Sljedeci program racuna funkciju sg:
0. DECRy,2
1. INCR,
2. INCR, O

Definicija 1.5.8. Neka je sg: N — N funkcija definirana sa

_ 0, >0

Propozicija 1.5.9. Funkcija'sg: N — N je izracunljiva.

Dokaz. Sljedeci program racuna funkciju sg:
0. DECRy, 2
1.GOTO3
2. INCR,
3. INCR, ]

Primjer 1.5.10. Neka je o: N?> — N funkcija definirana s

sy ={ Lz
X, y=0

Neka su x,y € N,y > 1. Znamo da tada postoje jedinstveni k,l € N takvi da je

x=ky+1
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i 0 <1< ypricemu je l ostatak pri dijeljenju x s y. Slijedi
Tk o
y y

Buduci da je 0 < f < 1 imamo da je

Stoga je
X
x= {— y+1
Y]
pa je
l=x- )—C|y,
Ly
4.
= o(x,y).

Dakle, za x,y € N,y > 1,0(x,y) je ostatak pri dijeljenju broja x s y.
Propozicija 1.5.11. Funkcija o je izracunljiva.
Dokaz. Nekaje f: N> — N funkcija iz primjera. Tada za sve x,y € N vrijedi
o(x,y) = x=f(x,y)y. (1.2)
Neka je m: N? — N modificirano oduzimanje. Prema (T.2)) za sve x,y € N vrijedi
o(x,y) = m(x, f(x,y) - y) = m(I{(x,y), h(x,))

gdje je
h: N* > N, h(x,y) = f(x,y) ).
Uocimo da je o kompozicija funkcija m, I?, h. 1z
h=f-1
i propozicije[I.4.10|slijedi da je & izracunljiva funkcija.

Funkcije m, I? i h su izratunljive pa iz propozicije slijedi da je o izracunljiva funkcija.
O
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Primjer 1.5.12. Skup 2N, tj. skup svih parnih brojeva, je izracunljiv.
Dokazimo to.
Za svaki x € N vrijedi

Xani(x) = 58(0(x,2)) = sg(f(x)) (1.3)

pricemu je f: N — N, f(x) = o(x,2)
Neka je g: N — N, g(x) = 2. Imamo

f(x) = o(x,2) = oI} (x), g(x)),

za svaki x € N. Funkcije o,1!, g su izracunljive, a f je kompozicija tih funkcija. Prema

propoziciji funkcija f je izracunljiva. Prema (1.3) xon je kompozicija funkcijasg i f.
Stoga je yon izracunljiva funkcija. Dakle, skup 2N je izracunljiv.

Primjer 1.5.13. Neka je D = {(x,y) € N? | x | y}. Tvrdimo da je skup D izracunljiv.
Uocimo prije svega sljedece: za sve x,y € N vrijedi

xlyeoy,x)=0 (1.4)

Naime, ako je x > 1, onda x | y ako i samo ako je ostatak pri dijeljenju broja y s x jednak
0, a to je ako i samo ako je o(x,y) = 0.
Ako je x = 0, onda imamo 0 | y ako i samo ako je y = 0, a prema definiciji funkcije o vrijedi

0(y,0) =y
pa kada ovo uvrstimo u prethodnu ekvivalenciju dobivamo
0]y & o(y,0) =0,
a to je upravo (1.4) za x = 0. Iz (L.4) slijedi da je
Xp(x,y) = 58(0(y, x))

za sve x,y € N. Iz primjera i propozicije [.4.2] zakljucujemo da je xp izracunljiva
funkcija. Dakle, skup D je izracunljiv.

Propozicija 1.5.14. Neka je k € N\{0} te neka su S i T izracunljivi skupovi u N*. Tada su
SUT,S NTiSizracunljivi skupovi.

Dokaz. Za svaki x € N* vrijedi

Xsnr(x) = xs(x) - xr(x)
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pa iz propozicije slijedi da je ysnr 1zraCunljiva funkcija. Prema tome S N T je
izraCunljiv skup.
Za svaki x € N¥ vrijedi

Xsur(x) = sg(xs (x) + xr(x))
paje ysur kompozicija funkcija sg 1 ys + yr 1z Cega slijedi da je ysur izracunljiva funkcija.
Prema tome S U T je izraCunljiv skup.
Za svaki x € N¥ vrijedi

Xse(x) = 580s (1))

pa zakljuujemo da je S ¢ izracunljiv skup. O

Propozicija 1.5.15. Neka su k,n € N\{0}. Neka su f, ..., f,: N* — N izracunljive funk-
cije te neka su Si,...,S, C Nt izracunljivi skupovi takvi da za svaki x € N¥ postoji
jedinstven i € {1,...,n} takav da je x € S;. Neka je f: N* — N funkcija definirana na
sljedeci nacin:

Silx), x€e8

F(x) =

M), xes§,

Tada je F izracunljiva funkcija.
Dokaz. Za svaki x € NF vrijedi
F(x) = fi(x0) - xs,(x) + ...+ ful®) - x5,(x)

pa iz propozicije [I.4.10]i korolara [I.4.11|slijedi da je F izraCunljiva funkcija. ]



Poglavlje 2

Realne izracunljive funkcije

2.1 Cjelobrojne izracunljive funkcije

Definicija 2.1.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Z. KaZemo da je f izracunljiva
funkcija ako postoje izracunljive funkcije u,v: N* — N takve da je f(x) = (=1)'™ - u(x) za
svaki x € N¥,

Lema 2.1.2. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Z. Tada je f izracunljiva funkcija ako
i samo ako postoje izracunljive funkcije a,b: N* — N takve da je f(x) = a(x) — b(x) za
svaki x € NF,

Dokaz. Pretpostavimo da je f izracunljiva funkcija. Tada postoje izracunljive funkcije
u,v: N¥ — N takve da je f(x) = (=1)"™ - u(x) za svaki x € N¥,
Za svaki x € N vrijedi:
u(x), v(x) € 2N
fx) =
—u(x), v(x)¢2N

odnosno:

Flx) = {u(x) -0, v(x)€e?2N o1

0—-u(x), vix)¢2N

Definirajmo funkcije a, b: N — N na sljede¢i nacin:

{u(x), w(x) € 2N
a(x) =
0, v(x) ¢ 2N

) = {0, w(x) € 2N
u(x), v(x)¢2N
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Tada prema (2.1)) za svaki x € N vrijedi f(x) = a(x) — b(x). DokaZimo jos da su funkcije
a i b izracunljive. 1z definicija ovih funkcija slijedi da je

a(x) = u(x) - xn(v(x))

b(x) = u(x) - Y41 (V(x))

za svaki x € N¥ pa iz propozicije |1.4.10|slijedi da su a i b izracunljive funkcije.
Pretpostavimo sada da je f(x) = a(x) — b(x) za svaki x € N¥, gdje su a,b: N¥ - N
izraunljive funkcije. Dokazimo da je f izracunljiva funkcija. Definirajmo u: N* — N s

u(x) = la(x) — b(x)|.

Vrijedi
u(x) = Aa(x), b(x)),
gdje je A funkcija iz primjera . Stoga je u, kao kompozicija izracunljivih funkcija,
izracunljiva funkcija.
Za svaki x € N vrijedi:

_Ju(x),  a(x) = b(x)
fuy'{wux a(x) < b(x)

Definirajmo funkciju v: N¥ — N's

{Q a(x) > b(x)
v(x) =
1, a(x) < b(x)

Ocito je tada

) = =D - u(x)
za svaki x € N, Preostaje jo§ dokazati da je v izracunljiva funkcija. No to slijedi iz
¢injenice da je

v(x) = sg(b(x)=a(x))

za svaki x € Nk, O

Propozicija 2.1.3. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Z izracunljive funkcije. Tada
su i funkcije —f, f + g, f - g: N* = Z izracunljive.

Dokaz. Buduéi da su f i g izralunljive postoje izratunljive funkcije u,v,u’,v': N¥ — N
takve da je
f) = (D" - ulx)
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g(x) = (=1)"Y - u'(x)
za svaki x € N¥, Tada je

(=) = (D" u(x)

(f - ©)(x) = (=)@ y(x) - i (x)

za svaki x € N, iz Cega je jasno da su funkcije —f, f - g: N¥ — Z izracunljive.
Prema postoje izracunljive funkcije a, b, a’, b’ : N¥ — N takve da je

J(x) = a(x) - b(x)

g(x) = d'(x) = b'(x)
za svaki x € N¥. Tada je
(f + &)%) = a(x) + d'(x) = (b(x) + b'(x))

za svaki x € N¥ pa iz Cinjenice da su funkcije a + a’,b + b": N¥ — N izraCunljive i leme
slijedi da je f + g: N¥ — Z izradunljiva funkcija. O

Napomena 2.1.4. Ako je k € N\{0} te f: N* — N izracunljiva funkcija, onda je f
izracunljiva i kao funkcija N* — Z. Naime vrijedi

[ = D8 f(x)

za svaki x € N¥ pri emu je g: N* — N konstantna funkcija s vrijednoséu 0.

2.2 Racionalne izracunljive funkcije

Definicija 2.2.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Q. KaZemo da je f izracunljiva
funkcija ako postoje izracunljive funkcije u: N* — Z i v: N¥ — N takve da je v(x) # 0 i
f(x) = % za svaki x € N,

Napomena 2.2.2. Neka je k € N\{0} te f: N* — Q. Tada je f izracunljiva funkcija ako i
samo ako postoje izracunljive funkcije u,v,w: N* — N takve da je v(x) # 0 i

J) =D )

za svaki x € N,
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Propozicija 2.2.3. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Q izracunljive funkcije. Tada
su i funkcije f - g, f + g, —f,1f]: N* = Q izracunljive. Ako je f(x) # 0 za svaki x € NF
onda je i funkcija %: N¥ — Q izracunljiva.

Dokaz. Nekasuu,u’: N¥ — Ziv,v': N¥ — N izraCunljive funkcije takve da je

v(x) # 0,V (x) # 0, f(x) = % P80 = Z’EB

za svaki x € N,

Za svaki x € N¥ vrijedi

—u(x) _ (—u)(x)

vx) v

Prema propoziciji[2.1.3|funkcija —u: N¥ — Z je izra¢unljiva pa je stoga funkcija —f : N —
Q izracunljiva.

Nadalje, za svaki x € N* vrijedi

(=Hx) =

u(x) u'(x) _ (u - u')(x)
v(x) v(x)  (v-v)(x)

Prema propoziciji i propoziciji [1.4.10 funkcije u - u’: N* — Ziv-v: Nf — Nsu
izracunljive pa je stoga funkcija f - g: N¥ — Q izracunljiva.
Za svaki x € N¥ vrijedi

(f -9 = f(x) - gx) =

) W) u@) - vix) +uw'x) - vx)

(x) V() v(x) - v'(x) ’

(f +g)(x) = ~
\%

dakle
(v + u'v)(x)

(vv)(x)

pri ¢emu na v i V' u brojniku razlomka gledamo kao funkcije s N* — Z. Iz propozicije

i propozicije (1.4.10|slijedi da je funkcija f + g: N¥ — Q izraCunljiva.
Imamo

(f +8)x) =

u(x) = (=1)* - b(x),

za svaki x € N¥, gdje su a, b: N¥ — N izracunljive funkcije. Za svaki x € N¥ vrijedi

f = 1y 2
v(x)
paje
lf(0)l = ) = (=1 e
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Stoga je |f] izracunljiva funkcija.
Pretpostavimo da je f(x) # 0 za svaki x € N¥. Slijedi da je b(x) # 0 i

Lo aw V&) (=19 - y(x)
O T T

Stoga je 7: N* — Q izracunljiva funkcija. O

Propozicija 2.2.4. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Q izracunljiva funkcija. Neka je
Si={xeN|f(x) =0}, So ={x e NF| f(x) >0}iS; ={xeN| f(x)>0}. Tada su S|,
S, i 83 izracunljivi skupovi.

Dokaz. Bududi da je f izratunljiva funkcija postoje izracunljive funkcije u, v, w: N¥ — N
takve da je
u(x)

v(x)

za svaki x € N¥. Neka je x € N*, Tada je x € S ako i samo ako je u(x) = 0. Stoga je

v(x) 20 f(x) = (="

Xs,(x) = sg(u(x))

paje xs, izraCunljiva funkcija kao kompozicija izraCunljivih funkcija. Dakle, S, je izraCunljiv
skup.
Nadalje, za x € N¥ vrijedi x € S, ako i samo ako je w(x) paran i u(x) # 0 pa je stoga

Xs,(X) = Xow(W(x)) - sg(u(x)).

Dakle, ys, je umnoZzak funkcija y,ny o w 1 sg o u koje su ocito izracunljive pa je ys,
izraCunljiva funkcija. Dakle, S, je izracunljiv skup. Uocimo: S3 = S, U §,. Stoga je
S5 1zraCunljiv skup. O

Korolar 2.2.5. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Q izracunljive funkcije. Neka je

Si={xeN| f(x) = g0}, $2 = {x e N¥| f(x) < g(x)} i85 ={x e NI f(x) < g()}.
Tada su S 1, S, i S5 izracunljivi skupovi.

Dokaz. Nekaje h: N¥ — Q, h = g— f. Tadaje S; = {x € N | h(x) = 0}, S, = {x €

NF | h(x) > 0}i S35 = {x € N¥ | h(x) > 0}. Iz propozicije i propozicije slijedi
tvrdnja korolara. |

Napomena 2.2.6. Ako je k € N\{0} te f: N* — Z izracunljiva funkcija, onda je f
u(x)

izracunljiva i kao funkcija N* — Q. Naime vrijedi f(x) = ) gdjejeu= fiv: Nt > N,
v(x) = 1 za svaki x € N*,
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2.3 Izracunljivi brojevi i realne izracunljive funkcije

Definicija 2.3.1. Neka je x € R. Za x kaZemo da je izracunljiv broj ako postoji izracunljiva
funkcija f: N — Q takva da je |x — f(k)| < 27% za svaki k € N.

Primjer 2.3.2. Svaki racionalan broj je izracunljiv.

Neka je g € Q. Funkcija f: N — Q definirana s

k) =gq
za svaki k € N je izracunljiva. Naime imamo
a
= (=1)-=
q=D"

gdje sua,b,c €N, b # 0 pa za funkcije u,v,w: N — N,
u(k) = a,vk) = b,wk) =c

ocito vrijedi da su izracunljive te da je

_ <1y M0
flk) =(-1) 0

za svaki k € N. Vrijedi
lg— f)I =0 <2+

za svaki k € N. Prema tome q je izracunljiv broj.

Definicija 2.3.3. Neka je (x;) niz realnih brojeva. KaZemo da je (x;) izra¢unljiv niz u R
ako postoji izracunljiva funkcija F: N*> — Q takva da je |x; — F(i,k)| < 27 za sve i,k € N.

Definicija 2.3.4. Neka je n € N\{0} te neka je f: N* — R funkcija. KaZemo da je f
izracunljiva funkcija ako postoji izracunljiva funkcija F : N"' — Q takva da je

|f(x) — F(x,k)| < 27 za svaki x € N" i svaki k € N. Za F kaZemo da je izracunljiva
aproksimacija od f.

Uocimo sljedece:
Ako je (x;) niz realnih brojeva, onda je (x;) izraCunljiv niz u R (u smislu definicije [2.3.3))
ako 1 samo ako je (x;) izracunljiv kao funkcija N — R (u smislu definicije [2.3.4).

Definicija 2.3.5. Neka je S skup, n € N\{0} te f: § — N". Tada postoje jedinstvene
funkcije fi,...,f,: S — N takve da je f(x) = (fi(x),..., (X)) za svaki x € S. Za
fis- -+, fn kaZemo da su komponentne funkcije od f.
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Definicija 2.3.6. Neka su k,n € N\{0}. Za funkciju f: N* — N" kaZemo da je izracunljiva
ako su komponentne funkcije od f izracunljive (kao funkcije N* — N),

Propozicija 2.3.7. Neka su k,n,l € N\{0} te neka su f: N¥ — N"i g: N* — N izracunljive
funkcije. Tada je g o f: N* — N izracunljiva funkcija.

Dokaz. Dokazimo prvo tvrdnju uz pretpostavku da je /=1.
Nekasu fi, ..., f,: N¥ — N komponentne funkcije od f. Funkcije fi, ..., f, suizracunljive
te za svaki x € N¥ vrijedi

(g o Hx) = g(f(x) = g(fi(X), ..., fu(x))

iz ¢ega zakljuCujemo da je g o f kompozicija funkcija g, fi,. .., f,. Iz propozicije [[.4.2]
slijedi da je g o f izraCunljiva funkcija.

Promotrimo sada slucaj kada je [ > 2.

Neka su gy,...,g: N — N komponentne funkcije od g.

Neka je x € N¥, Vrijedi

(g o NHx) = g(f(®) = (€1(f(X),....&(f (X)) = (g1 © /)X, ..., (g ° X))

Iz ovoga zaklju¢ujemo dasu g; o f,...,g; o f: N¥ — N komponentne funkcije od g o f.
Prema prvom slucaju (kada je /=1) funkcije g, o f, ..., g o f suizraCunljive. Stogaje go f
izraCunljiva funkcija. O

Propozicija 2.3.8. Neka su k,n € N\{0}, neka je f: N* — N" izracunljiva funkcija te neka
je g: N* — Q izrac¢unljiva funkcija. Tada je g o f: N¥ — Q izracunljiva funkcija.

Dokaz. Bududi da je f izracunljiva funkcija, postoje izraCunljive funkcije u, v, w: N" —» N
takve da je
ue)

; — (—1)"O .
v(y) #0ig(y) = (=1) )

za svaki y € N, Stoga za svaki x € N* vrijedi

(g0 /)0 = g0 = (10 BLOD _gpoepen 101D

v(f(x) (vo fHx)
Prema propoziciji funkcije w o f,u o f,v o f: N* — N su izracunljive. Stoga je
g o f: N¥ — Q izracunljiva funkcija. i

Propozicija 2.3.9. Neka su k,n € N\{0}, neka je f: N* — N" izracunljiva funkcija te neka
je g: N — R izracunljiva funkcija. Tada je g o f: N¥ — R izracunljiva funkcija.
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Dokaz. Buduéi da je g izraCunljiva funkcija, postoji izrafunljiva funkcija G: N**! — Q
takva da je .
18 =Gy, )l <27

zasvei € Niye N" Stogaza svakii € N isvaki x € N* vrijedi

8(f(x) = G(f(x), ) < 27".

Definirajmo
H:N"' > Q, H(x,i) = G(f(x), 1)

za sve x € N¥, i € N. Tada je

(g o f)(x) = H(x, i) <2
zasve x € NF, j e N.
Preostaje joS pokazati da je H izraCunljiva funkcija.
Definirajmo
F:N®" S N F(x, i) = (f(x),0)
za sve x € N* i svaki i € N. Tada za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi
H(x,1) = G(f(x),1) = G(F(x,1))

pa je

H=GoF.
Stoga je prema propoziciji [2.3.8] dovoljno pokazati da je F izraCunljiva funkcija. Neka su
fir..., fr: N¥ — N komponentne funkcije od f te F,..., F,.;: N¥*! — N komponentne
funkcije od F. Za sve xy, ..., X, i € N vrijedi

F(xy,ooo X000 = (i(X1, ooy X))y o ovs fru(X1y ooy Xp), D).
Ocito je
Fp = In+1

n+1
paje F,;; izraCunljiva funkcija.
Nekaje je{l,...,n}. Zasve xy,...,x;, 1 € N vrijedi

Fi(xi,...,x,0) = fi(xi,...,x) = fi(m(xy, ..., Xk, 1)),
gdje je
o NEU S NF ey vy X ) = (X - X0
Stoga je
Fj=fjonm.

Komponentne funkcije od 7 su projekcije pa su izracunljive. Stoga je m izraunljiva funk-
cija pa iz propozicije slijedi da je F'; izraCunljiva funkcija. Time smo dokazali da su
komponentne funkcije od F izracunljive pa je F izraCunljiva funkcija. m|
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Lema 2.3.10. Neka je n € N\{0} te f: N" — R funkcija. Pretpostavimo da postoje
izracunljive funkcije F: N"™"' — Qi M: N" — N takve da je |f(x) — F(x,k)| < M(x) - 27*
za svaki x € N" i svaki k € N. Tada je f izracunljiva funkcija.

Dokaz. Uo&imo prije svega da za svaki [ € N vrijedi / < 2!. Naime, ovo je o¢ito za [ = 0 i
[ =1, ako pretpostavimo da je

1<2,

zaneki/ > 1, onda je

21 < 21,
a

[+1<2l
paje

[+1 <2,

Definirajmo

H: N"!' - Q, H(x,k) = F(x,k + M(x)),
x € N", k € N. Dokazimo da je H izraCunljiva funkcija. Vrijedi
H(x,k) = F(G(x, k)),
gdje je
G: N N G(x, k) = (x,k + M(x)).

Dakle, H = F o G pa je dovoljno pokazati da je G izracunljiva funkcija.
Neka su Gy,...,G: N**!' — N komponentne funkcije od G. Za sve xi,..., X,k € N
vrijedi

Gx1,..., %0, k) = (x1, ..., X0 k+ M(xq1,...,x,)).

Iz ovoga je ocito da su funkcije Gy, ..., G, projekcije, dakle te su funkcije izraCunljive.
Zasve xi,...,X,, k € N vrijedi

Gn+1(X1,. .. 9xn9k) =k+ M(XI, .. -axn) = IZIll(xb‘ .. ,Xn,k) + (Moﬂ)(-xla . .,Xn,k),

gdje je
o NS N (g, ooy X k) = (X0, e X))

Ocito je m izraCunljiva funkcija pa iz

1
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slijedi da je G, 1zraCunljiva funkcija. ZakljuCujemo da je G izraCunljiva funkcija stoga je
H izracunljiva funkcija.
Neka su x € N" 1 k € N. Imamo

M(x) < 2"

pa iz definicije funkcije H 1

|f(x) = F(x, k)| < M(x)-27*

slijedi
M
£ = HO Rl = 1) = Fx b+ MOo) < M- 27600 = S8 9k g = ok
Dakle,
f(x) = HOx, k)l < 27
za svaki x € N", k € N. Dakle, f je izracunljiva funkcija. O

Lema 2.3.11. Neka je n € N\{0}, neka je f: N* — R izracunljiva funkcija te neka
je F: N"™*!' — Q izracunljiva aproksimacija od f. Tada postoji izracunljiva funkcija
M: N" — N takva da je |f(x)| < M(x) i |F(x,k)| < M(x) za svaki x € N" i svaki k € N.

Dokaz. Uo€imo prije svega sljedece:
ako je [ € N\{0}, g: N — Q izraCunljiva funkcija onda postoji izraunljiva funkcija
M: N" — N takva da je |g(x)| < M(x) za svaki x € N'. Naime imamo

)

— (=1 & .
g(x) = (=1 )

za svaki x € N/, pri ¢emu su u, v, w: N/ — N izradunljive funkcije takve da je v(x) # 0 za
svaki x € N pa za svaki x € N/ vrijedi

lg(x)] = —= < u(x) < u(x) + 1.

w(

u(x)
x)
Za svaki x € N" vrijedi
lf(x) = F(x,0) < 1
paiz
LFCOl = 1F(Cx, 0)] < 1f(x) = F(x, 0)]
slijedi
lf (ol = [F(x,0)] < 1.
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Stoga je
[fo)l < 1+ [F(x,0). (2.2)

Funkcija
H:N'"— Q, H(x) =1+ |F(x,0)|

je izracunljiva. Naime funkcija
G:N'" - Q,G(x) = F(x,0)
je izraCunljiva jer je G = F o ¢ gdje je
("2 Nn - Nn+la Qo(xl’ X3 xn) = (xl’ cees X 0)
Funkcija ¢ je izracunljiva jer su joj komponentne funkcije izracunljive. Stoga je G izracunljiva
funkcija. Funkcija H je zbroj funkcije |G| i konstantne funkcije N*¥ — Q s vrijedno3cu 1.
Stoga je H izraCunljiva. Prema dokazanom postoji funkcija M : N — N takva da je

|H(x)| < M(x)

za svaki x € N". Iz (2.2) slijedi
lfCOl < M(x)

za svaki x € N”. Neka su x € N" 1 k € N. Imamo

|FCx, )l = 1f (0l < 1f(x) = F(x, k).

Dakle,
|[F(x, k)l = [f(x)] < 1
paje
[F(x, k)| <1+ |f(x)] <1+ M(x).
Prema tome

|F(x, k)| <1+ M(x)
za svaki x € N" i svaki k € N. Definirajmo
M:N'—> N, M'(x) =1+ M(x)
za svaki x € N, OCito je da je M’ izraCunljiva funkcija te da za svaki x € N" i svaki k € N

vrijedi
IF(x, bl < M'(x) i |[f(x)] < M'(x).
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Teorem 2.3.12. Neka je n € N\{0} te neka su f,g: N* — R izracunljive funkcije. Tada su
i funkcije —f,|f], f + g, f - g: N* — R izracunljive.

Dokaz. Neka su F,G: N"*! — Q izracunljive aproksimacije od f i g. Za sve x € N" i
k € N vrijedi

(=) @) = (=F)(x, k)| = |f(x) = F(x, k)] < 27",
Iz ovoga slijedi da je —F izracunljiva aproksimacija od —f.
Nadalje za sve x € N" i k € N vrijedi

£ QI = 1F (e, DIl < 1f(x) = F(x, k)l < 27

pa je |F| izracunljiva aproksimacija od |f].
Neka su x € N" i k € N. Vrijedi

|(f+)()—(F+G)(x, k)| = | f(x)+8(x)=F(x, k)=G(x, k)| = |(f(x)=F(x, ))+(g(x)=G(x, k)| <

f(0) = F(x, k)l + 1g(x) = G(x, k)l < 2-27%.

Dakle,
(f + &)(x) — (F + G)(x, k)| < 2- 27",

Prema lemi [2.3.10| funkcija f + g je izracunljiva. Prema lemi [2.3.T1] postoje izraCunljive
funkcije M, N: N" — N takve da je

If(0l < M(x) i |G(x, k)| < N(x)
za svaki x € N" i svaki k € N. Neka su x € N" i k € N. Imamo
(f - )(x) = (F - G)(x, k)| = |f(x) - g(x) = F(x, k) - G(x, k)| =
If(x) - g(x) = f(x) - G(x, k) + f(x) - G(x, k) = F(x, k) - G(x, k)| =
| (0)-(€(0)=G(x, N)+G(x, k)-(f(xX)=F (x, k)| < |fO)I-g(x) =G (x, DI+HG(x, DI f(x0)—F (x, k)| <

M(x)- 275+ N(x) - 27% = (M(x) + N(x)) - 27%.

Dakle,
I(f - )(x) = (F - G)(x, k)| < (M(x) + N(x)) - 27%.

Prema lemi[2.3.10] f - g je izracunljiva funkcija. ]
Lema 2.3.13. Neka je n € N\{0} te neka je S € N'""!' izracunljiv skup takav da za sve

X1, ..., X, € N postoji y € N takav da je (xi, ..., X,,y) € S. Tada postoji izracunljiva funkcija
f: N" —= N takva da je (xi, ..., X, f(X1, ..., X)) € S za svaki xi, ..., x, € N.
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Dokaz. Neka su xy, ..., x,,y € N. Tada je (x, ..., x,,y) € S ako i samo ako je

Xs(X1y e X, y) =1,

a ovo vrijedi ako i samo ako je

@(Xs(xl’ cees Xpps y)) = 0.

Definirajmo funkciju f: N* — N tako da je

Sx1, s X)) = uy(sglys (X1, -0 X, ¥)) = 0).

Funkcija f je izraCunljiva jer je dobivena primjenom u operatora na funkciju sg o ys. Za
sve xi, ..., X, € N ocito vrijedi

@(XS (-xla vees X f(-xb ooy -xn))) = 0,

tj.
(X715 eeer Xy f(X15 e X)) € S.
O

Teorem 2.3.14. Neka je n € N\{0} te neka je f: N" — R izracunljiva funkcija takva da je
f(x) # 0 za svaki x € N". Tada je )%: N" — R izrac¢unljiva funkcija.

Dokaz. Neka je F: N**! — Q izracunljiva aproksimacija od f. Za svaki & > 0 postoji
k € N takav da je
27F<e.

Naime, postoji k € N takav da je 1 < k, ak < 2* paje 1 < 2*to povlati 27% < .
Neka je x € N". Tada je

|f (0l
0
1 >
pa postoji kg € N takav da je
_ [f (ol
27k o 22
<73
Slijedi
4.27% < |f(x). (2.3)
Imamo
Ol = IF(x, ko)l < [ f(x) = F(x, ko) < 2
paje

FO0) =275 < |F(x, ko).
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Iz (2.3) slijedi
327 < |f(x)) — 27"

paje
32750 < |F(x, ko).

ZakljuCujemo da za svaki x € N” postoji ky € N takav da je

3-27% < |F(x, ko).
Pretpostavimo da je ky € N takav da je

3-27% < |F(x, ko). (2.4)
Imamo

|F(x, ko)l = | f ()] < 1f(x) = F(x, ko)l < 27
pa je
|F(x, ko)l = 27% < [ f(x).
Iz ovoga i (2.4)) slijedi
2270 < |f ()l (2.5)

Neka je k > ky. Imamo
|f(x) — F(x, k)| < 27F < 27%

pa je
fO0)l =275 < |F(x, k).

Iz ovoga i (2.5) slijedi
274 < |F(x, k)| (2.6)

Rezimirajmo. Za svaki x € N" postoji ko € N takav da vrijedi (2.4). S druge strane ako za
neki x € N" i neki k) € N vrijedi (2.4), onda vrijedi te za svaki k > ko vrijedi (2.6).
Neka je

S = {(X1s e Xp, k) € N1 327K < |F(xy, ..., X, K}

Neka je g: N"*! — Q funkcija definirana s
g(X], cees Xy k) = 3 . Z_k.

Funkcija y: N> — N, y(a,b) = a’ je izraunljiva prema primjeru pa je funkcija
w: N = N, w(x) = 2% izracunljiva jer je w(x) = y(2, x) za svaki x € N.
Za sve xi, ..., X,, k € N vrijedi

3

((,U o I:ll:]l) : (.XI, cees Xppy k)

3
g(xl""’-xmk) = (_1)0 : ? = (_1)0 .
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pa je g izracunljiva funkcija po definiciji.
Vrijedi
S = {01, s Xy k) € N g (1, oy Xy k) < FI(X1, s X, K))-
Iz korolara[2.2.5]slijedi da je S izracunljiv skup.
Neka je x € N". Dokazali smo da tada postoji k € N takav da je

3.27F < |F(x, k).

35

Dakle, za svaki x € N” postoji k € N takav da je (x,k) € . Prema lemi [2.3.13| postoji
izraCunljiva funkcija ¢: N” — N takva da je (x, ¢(x)) € § za svaki x € N". Prema tome

32779 < |F(x, p(x))|

za svaki x € N".
Prema dokazanom vrijedi

2279 < |f(0)l, 27 < |F(x, k)l

za svaki x € N" i svaki k > ¢(x).
Definirajmo funkciju

H: N"' - Q, H(x,k) = F(x,k + ¢(x))
za svaki x € N" i za svaki k € N. Ocito je
279 < |H(x, k)|

za svaki x € N" 1 svaki k € N.
Neka je
o NS N (X, e X, k) = (X1 ey X, b+ @(X1, ey X)),

(2.7)

(2.8)

Neka su oy, ..., 0,41 : N™*!' — N komponentne funkcije od o~. Funkcije o, ..., o, su ocito

izraCunljive. Vrijedi
Tu =T +pon
gdje je
7o NS N (X ey Xy k) = (X1, ey X))

Stoga je 0,41 izraCunljiva funkcija. Dakle, o je izraCunljiva funkcija.

Ocito je H = F o o iz Cega slijedi da je H izraCunljiva funkcija. Iz (2.8) slijedi da je
H(x, k) # 0 za svaki x € N" 1 svaki k € N. Prema propoziciji funkcija %: Nl - Q

je izraCunljiva. Iz (2.7) i 2.8) slijedi

2<p(x) . 1 < 290()6)

Lf ()l |H(x, k)|
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za svaki x € N" i svaki k € N.
Neka su x € N" 1 k € N. Imamo

' 1 B 1 | _ H(x, k) — f(x)

f(x)  H(x,k) S(x) - H(x, k)
1 1

. <

SOl [H(x, k)|

Em—%md:

= f(x) = F(x, k + ¢(x))| -
Dakle

—(k+p(x)) | 2¢>(X) . 2«p(x) — 2¢>(x) . 2—k.

<2000 . 27k

1 1
0 = g0
za svaki x € N" i svaki k € N. Prema lemi [2.3.10|funkcija )lc: N"*! — R jeizracunljiva. O

Propozicija 2.3.15. Neka je n € N\{0}.
1. Neka je f: N" — R izracunljiva funkcija. Tada je f(x) izracunljiv broj za svaki x € N".
2. Neka je a € R izracunljiv broj. Definirajmo funkciju f: N* — R, f(x) = a za svaki
x € N". Tada je f izracunljiva funkcija.

Dokaz. Bududi da je funkcija f izraunljiva postoji funkcija F: N"*! — Q takva da je
f(0) = F(x, k)l < 27 2.9)
za svaki x € N" i svaki k € N. Neka je x € N” fiksiran. Definirajmo funkciju
8: N —Q, glk) = F(x, k)

za svaki k € N. Imamo

X = (X1, 000y X)), X1, eeny X € N
Neka je ¢: N — N1 (k) = (x1, ..., X,, k) za svaki k € N. Neka su ¢y, ..., 0,1 : N — N"
komponentne funkcije od ¢. Funkcije ¢y, ..., ¢, su konstantne, a funkcija ¢, je identiteta

na N. Prema tome ¢ je izracunljiva funkcija.
Uocimo da je g = F o ¢. Stoga je G izraCunljiva funkcija. 1z (2.9)) i definicije funkcije g
slijedi da je
f(x) = gl < 27*
za svaki k € N. Prema tome f(x) je izraCunljiv broj.
2. Bududi da je « izracunljiv broj, postoji izraunljiva funkcija g: N — Q takva da je

la — g(k)| < 27

za svaki k € N,
Neka je F: N**! - Q, F = g o I"!!. OCito je F izralunljiva funkcija. Neka su x € N” i
k € N. Tada je

f(0) = F(x, )l = la = gy (x, )l = | = g(k)] < 275,
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Dakle
|f(x) = F(x, k)| <27

za svaki x € N" 1 za svaki k € N. Zaklju€ujemo da je f izraCunljiva funkcija. O

Korolar 2.3.16. Neka su « i 3 izracunljivi brojevi. Tada su —a, ||, @ + B, a - B izracunljivi
brojevi. Ako je a # 0 onda je i broj i izracunljiv.

Dokaz. Nekasu f, g: N — R funkcije definirane s

f) =a,¢(x)=p

za svaki x € N. Prema propoziciji [2.3.15] funkcije f i g su izraCunljive. Prema teoremu

[2.3.12 funkcije — f,|f], f + &, f - g: N — R su izracunljive.
Odaberimo bilo koji x € N. Prema propoziciji [2.3.15] brojevi

=f(0), If1(0), (f + &)%), (f - &)%)

su izraCunljivi. Dakle, —a, ||, @ + B, @ - B su izracunljivi brojevi.
Ako je @ # 0 onda je funkcija ]i, izraCunljiva (prema teoremu[2.3.14)) pa je (]l,) (x) izracunljiv

broj, dakle < je izra¢unljiv broj. O
Propozicija 2.3.17. Neka je p prost broj te neka je f: N — N funkcija definirana s:

Fx) {eksponent kojim broj p ulazi u rastav od x na proste faktore, x > 2
X) =
0, x=0,1

Tada je f izracunljiva funkcija.

Dokaz. Neka je x € N, x > 1. Ozna¢imo

k= f(x).

Tada vrijedi
2| x,

ali

2k+1 'fx.
Stoga je

k = min{y € N | 2¢1 ¥ x}.

Bududi da je

x=x+ sg(x)
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1mamo
f(x) = min{y € N | 2" f (x + 5g(x))}. (2.10)

Uo¢imo da (2.10) vrijedi i za x = 0. Neka je D skup iz primjera [I.5.13] Tada za sve
a,b € N vrijedi
atb s (a,b)¢ D s ypla,b)=0.

Iz ovog i (2.10) zakljucujemo da je
f(x) = min{y € N | yp(2*", x + 5g(x)) = 0}. (2.11)

Definirajmo
H:N? 5 N, H(x,y) = xp(2*, x + 58(x)).

Funkcija H je kompozicija funkcija yp, fi i f> gdje su fi, f»: N> — N funkcije definirane s
fitey) =2 fi(x,y) = x +5g(x).
Neka je h: N*> = N, h(x,y) = x’. Tada je
fiGey) =h2,y+1)

iz Cega slijedi da je f; izraCunljiva funkcija (kao kompozicija izracunljivih funkcija). Funk-
cija f, je izracunljiva funkcija (kao zbroj izracunljivih funkcija). Stoga je H izracunljiva
funkcija. Iz (2.T7)) i definicije funkcije H slijedi da je

f(x) = uy(H(x,y) = 0)

Prema tome funkcija f je dobivena primjenom u operatora na funkciju H pa iz propozicije
[1.4.9slijedi da je f izracunljiva funkcija. m|

Za prost broj p definiramo funkciju e, : N — N na sljedeci nacin:

. eksponent kojim broj p ulazi u rastav od x na proste faktore, x > 2
e,(x) =

g 0, x=0,1
Prema propoziciji|2.3.17|funkcija e, je izraCunljiva za svaki prost broj p.

Primjer 2.3.18. Neka je n € N\{0}. Tada postoji izracunljiva surjekcija N — N".
Naime, neka su py, ..., p, medusobno razliciti prosti brojevi. Definirajmo

N =N, f(x) = (e (x),...,ep,(x)).
Ocito su komponentne funkcije od f izracunljive, dakle f je izracunljiva funkcija.
Ako je y € N", onda je
y = ()’1’ ’yn)
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gdje su yy,...,y, € N pa za
x=p'-..opy
vrijedi
F(x) = (e, (%), ..., €, (X)) = (15 e ya), 1) f(X) = y.

Time smo pokazali da je f surjekcija.
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Poglavlje 3

Prebrojivost i izracunljivost

3.1 Konacnost i prebrojivost

Zan e NnekajeN, ={0,1,...,n}.

Definicija 3.1.1. Za skup S kaZemo da je konacan ako je S prazan ili postoje n € N i
surjekcija f: N, — S.

Lema 3.1.2. Neka je n € N\{0} te neka je i € N,.. Tada postoji bijekcija N,_; — N,\{i}.
Dokaz. Funkcija f: N,_; — N, \{i},
X, X#*I
fx) = { :
n, Xx=Ii
je traZena bijekcija. O

Propozicija 3.1.3. Neka je S neprazan konacan skup. Tada postoje n € N i bijekcija
N, —» §S.

Dokaz. Nekaje T = {k € N |3 surjekcija N, — S}. Iz ¢injenice da je S neprazan konacan
skup slijedi da je T neprazan skup. Svaki neprazan podskup od N ima minimum pa postoji
ko € T takav da je

ko <k

zasvaki k € T. 1z ko € T slijedi da postoji surjekcija
[N, — S.
Tvrdimo da je f injekcija. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje i, j € Ny, takvi da je
i # jte f() = f()).
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Uoc¢imo da je ky # 0. Promotrimo funkciju

Tl N \{i} — 8.

Ova funkcija je surjekcija. Naime ako je y € § tada postoji x € Ny, takav da je f(x) = y.
Ako je x # i onda je x € Ny \{i} pa je

Sl i) = f(x) = y.

Akojex=iondajey = f(i) pajey = f(j), a j € Ng,y. Dakle

Pl o) = y-

Time smo dokazali da je fly, \ surjekcija.
Prema lemi [3.1.2] postoji surjekcija

8t Nig-1 = Ny \{i}
iz Cega slijedi da je
Shogviy © 8t Nig-1 = S

surjekcija pa zakljucujemo da je ko — 1 € 7. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je
ko minimum skupa 7. Prema tome f je injekcija pa je stoga i bijekcija 1 time je tvrdnja
propozicije dokazana. O

Definicija 3.1.4. Za skup koji nije konacan kazemo da je beskonacan.

Definicija 3.1.5. Za skup S kaZemo da je prebrojiv ako je S prazan ili postoji surjekcija
N—-S.

Propozicija 3.1.6. Neka su S i T skupovitakvidajeT C S i T # 0. Tada postoji surjekcija
S—->T.

Dokaz. Odaberimo t, iz T. Definirajmo funkciju f: S — T na sljede¢i nacin:
x, xeT
f(x) =
ty, x¢T
Ocito je f surjekcija. O

Uocimo da je svaki konacan skup prebrojiv.
Naime neka je S konacan skup. Ako je S = 0 onda je S ocito prebrojiv. Akoje S # 0
onda postoji n € N i surjekcija f: N, — S. Prema propoziciji [3.1.6] postoji surjekcija
g: N - N,. Tadaje f o g: N — § surjekcija. Dakle, S je prebrojiv.
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Propozicija 3.1.7. 1) Svaki podskup konacnog skupa je konacan.
2)Ako je f: S — T funkcija i A konacan podskup od S, onda je f(A) konacan skup.

Dokaz. 1) Neka je S konaCan skup te nekaje 7 C S.
Ako je T = 0 onda je ocCito T konacan, a ako je T # () tada postoje surjekcije

fiN, >S5, ¢g:5->T.

Tada je
gof:N,»T

surjekcija. Dakle, T je konacan skup.

2) Ako je A = 0, onda je f(A) = 0 pa je f(A) ocito konacan. Ako je A # () onda postoje
n € Nisurjekcija h: N, — A.

Neka je g: A — f(A) funkcija definirana s

g(x) = f(x).
Ocito je g surjekcija. Slijedi da je
goh:N, - f(A)
surjekcija, pa je dakle f(A) konacan skup. O

Teorem 3.1.8. Neka je S prebrojiv skup. Tada je S konacan skup ili postoji bijekcija
fiN—>S.

Dokaz. Pretpostavimo da S nije konacan skup. Tada je S # 0 pa postoji surjekcija
a:N—8§.

Dakle
S = {a()’ alaa27~'~}'

Definirajmo funkciju ¢ : N — N induktivno na sljedeci nacin. Neka je
¢(0) = 0.
Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali ¢(n). Tvrdimo da postoji k € N takav da
ag € {a; | i € Ny}
U suprotnom bi za svaki k € N vrijedilo a; € {a; | i € N}, Sto bi znacilo da je

S Cia;lie th(n)}, tj. S ={a;|ic€ Nga(n)}-
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No ovo bi znacilo da je funkcija aly,,, : Nyu — S surjekcija pa bismo imali da je S
konacan §to je u kontradikciji s pretpostavkom. Prema tome skup
{k € Nlax ¢ {a;|i €Nyl
je neprazan stoga ima minimum. Definiramo
@(mn+ 1) =min{k € N [{a; | i € Ny}

Iz definicije funkcije ¢ je oCito da za svaki n € N vrijedi

Apne1y & {ai |1 € Ny} 3.1
te da za svaki k € N takav da je k < ¢(n + 1) vrijedi

ar €{a; | i € Ny} (3.2)

Iz (3.1) slijedi da je
p(n) <gpn+1) (3.3)

za svaki n € N. Stoga za sve m,n € N takve da je n < m vrijedi

p(n) < @(m).

Definirajmo funkciju
f: N — S, f(l’l) = a¢(n)

za svaki n € N. Tvrdimo da je f bijekcija.
Dokazimo da je f injekcija.
Neka su i, j € N takvida je i < j. Tada je

j=n+1
za neki n € N. Dakle
i<n+1
paje
(@) < p(n+1).
Iz (3.2) slijedi

Ay € {a,- | i € N¢(n)}.
Iz ovoga i (3.1)) slijedi da je

Ay(iy F Agmr)s 1) () # f()).
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Dakle, za sve i, j € N takve da je i < j vrijedi f(i) # f(j). Prema tome f je injekcija.
Dokazimo da je f surjekcija. Dokazimo indukcijom da za svaki n € N vrijedi
{ai|i € Ny} € f(N) (3.4)
Zan =0 imamo
{ai|i € Nyw} =1{a;|i € No} = {ap} = f(0) € f(N).

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi (3.4)).
Neka je k € Ny,11). Ako je

k=¢n+1),
onda je
ap = Aye1y = f(n+1) € f(N),
a ako je
k<e@n+1)
onda prema (3.2) vrijedi

ax €{a; | i € Ny},

Sto zajedno s induktivhom pretpostavkom daje a; € f(N). Prema tome

{ak | k € Ny} € fN).

Time smo pokazali da (3.4) vrijedi za svaki n € N.
Za svaki n € N vrijedi

n < ¢(n). 3.5)
Dokazimo to indukcijom. Za n = 0O tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

n < ¢(n).
Tada je
n+1<en)+1,

a prema (3.3)) vrijedi
pn)+1<pn+1).

Dakle,n+ 1 < ¢p(n + 1).
Neka je x € §. Tada je x = g; za neki i € N. Odaberimo n € N takav da je i € N,, (moZemo
na primjer uzeti n = i). Tada iz (3.5) slijedi

i < QD(H), tj.i € Nga(n)-
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Prema tome
x€la;lie Nam}

paiz (3.4) slijedi x € f(N). Time smo pokazali daje S C f(N). Prema tome f je surjekcija
pa imamo da je f bijekcija. m|
Teorem 3.1.9. Neka je (A,),en niz prebrojivih skupova. Tada je U A, prebrojiv skup.

neN

Dokaz. Ako je A, = 0 za svakin € N onda je
A, =0.

Pretpostavimo da postoji 1y € N takav da je A,, # 0. Definirajmo niz skupova (A, ), na
sljedeci nacin:
. JA,, akojeA,#0

B A,, akojeA,=0

Tvrdimo da je

a7 =,

neN neN

Ako je x € UA” ondaje x € A, zanekin € N, paje x € A, ili x € A,,. U svakom slu¢aju

neN
x€A,.
Obratno, ako je x € UA” ondaje x € A, zanekin € N. OCito je A, # Opaje A, = A,, {j.
neN
x € A). Dakle x € U A, Time smo pokazali da vrijedi U A = U A,.
neN neN neN

Uocimo da je A, # 0 za svaki n € N. Nadalje, za svaki n € N skup A, je prebrojiv pa
postoji surjekcija a”: N — A’ .
Definirajmo funkciju

F:NxN - UA;, F(n,i) = d"(i),

neN

zasve n,i € N. Funkcija F je surjekcija. Naime ako je x € U A; onda postoji n € N takav
neN
da je x € A, pa bududi da je a”" surjekcija postoji i € N takav da je

a'(i) = x.

Dakle,
F(n,i) = x,
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pa je F surjekcija. Prema primjeru [2.3.18|postoji surjekcija G: N — N2, Funkcija

FoG:N—| A,

neN

je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. Stoga je U A;, tj. U A, prebrojiv skup. O
neN neN

Korolar 3.1.10. Neka su S i T prebrojivi skupovi. Tada je S U T prebrojiv skup.

Dokaz. Definirajmo niz skupova (A,),ey na sljedeéi nacin:

S, n=1
A, =T, n=2
0, n>2

Ocito je UA,, = S UT. Prema teoremu |3.1.9| skup UA,, je prebrojiv. Dakle, S U T je

B neN neN
prebrojiv skup. O

Definicija 3.1.11. Za skup koji nije prebrojiv kaZemo da je neprebrojiv.

Primjer 3.1.12. Neka je S skup svih funkcija N — {0, 1}. Tada je S neprebrojiv skup.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji surjekcija f: N — §. Dakle, S = {fi, f>,...}. Defi-
nirajmo funkciju g: N — {0, 1}

() = 0, akoje f,(n) =1
SN, akoje futn) = 0

Tada je g € S pa postoji n € N takav da je g = f,. Slijedi g; = [,(i) za svaki i € N
pa posebno g(n) = f,(n) no to je nemoguce zbog definicije funkcije g. Prema tome S je
neprebrojiv skup.

Propozicija 3.1.13. Neka su S i T skupovite f: S — T surjekcija. Pretpostavimo da je S
prebrojiv skup. Tada je T prebrojiv skup.

Dokaz. Buducidaje S prebrojiv skup postoji surjekcijag: N — S. Funkcija fog: N —» T
je surjekcija, dakle T je prebrojiv skup. |

Korolar 3.1.14. Neka je S prebrojiv skup te neka je T C S. Tada je T prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je T = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je T # (. Prema propoziciji [3.1.6]
postoji surjekcija S — T pa iz propozicije[3.1.13]slijedi da je T prebrojiv skup. ]
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Definicija 3.1.15. Neka je S skup te neka je n € N. Za svaku funkciju x: {0, ...,n} — S
kaZemo da je konacan niz duljine n + 1 u S. Naravno, za i € {0, ..., n} umjesto x(i) pisemo
X;, a umjesto x pisemo (Xg, ..., X,) ili X, ..., X,.

Definicija 3.1.16. Za n € N i skup S neka F"(S) oznacava skup svih konacnih nizova u S
duljine n + 1. Dakle, F"(S) = {(xo, ..., X») | X05 ..., X, € S}

Propozicija 3.1.17. Neka je S prebrojiv skup te neka je n € N. Tada je F"(S) prebrojiv
skup.

Dokaz. Akoje S =0 ondaje F'(S) = 0 pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo da je S # 0. Tada postoji surjekcija f: N — §. Definirajmo funkciju
F: Nl F(S) sa

F(x1, 00y X011) = (f(X1)5 ooes f(Xn11))-

Funkcija F je surjekcija. Naime, ako je
(ag, ...,a,) € F"(S)
onda, zbog surjektivnosti od f, za svaki i € {0, ..., n} postoji x;;; € N takav da je
f(xip1) = a;.

Tada je
F(.X1, ~-"xn+1) = (a09 ey an)'

Prema tome F je surjekcija. Prema primjeru [2.3.18| skup N"*! je prebrojiv. 1z propozicije
[3.1.13|slijedi da je F"(S) prebrojiv skup. m|

Definicija 3.1.18. Za skup S neka F(S) oznacava skup svih konacnih nizova u S .

3.2 Prebrojivost skupa izracunljivih funkcija

Propozicija 3.2.1. Neka je S prebrojiv skup. Tada je F(S) prebrojiv skup.

Dokaz. Vrijedi F(S) = U F"(S) paiz propozicije(3.1.17|i teorema|3.1.9slijedi da je F(S)
neN
prebrojiv skup. O

Definicija 3.2.2. Instrukcije (programa za RAM-stroj) precizno moZemo definirati na sljedeci
nacin. Instrukciju INC R; definiramo kao uredeni par (0, 7).

Instrukciju DEC R;, k definiramo kao uredenu trojku (1, i, k).

Instrukciju GO TO k definiramo kao uredeni par (2, k).
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Neka je Ny = {(0,i) | i € N}
Neka je N, = {(1,i,k)|i € N}
Neka je N3 = {(2,k) | i € N}
Neka je N = Ny UN, U N;

Propozicija 3.2.3. Skupovi Ny, N,, N3, N su prebrojivi.

Dokaz. Funkcija
N — Nh i (Oal)

je bijekcija, dakle N, je prebrojiv skup. Analogno dobivamo da je N3 prebrojiv skup.
Funkcija
NZ - NZ’ (l’ k) — (laia k)

je bijekcija, dakle N, je prebrojiv skup. 1z
N =N UN,UN;
i korolara[3.1.10]slijedi da je N prebrojiv skup. |

Neka P oznacava skup svih programa.
Ocito je P € F(N) pa iz propozicije [3.2.3| propozicije i korolara [3.1.14]slijedi da je
P prebrojiv skup.

Definicija 3.2.4. Za k € N\{0} neka I (N¥,N) oznacava skup svih izracunljivih funkcija s
N* u N, neka IT(N*, Q) oznacava skup svih izracunljivih funkcija s N* u Q, te neka I(N¥,R)
oznacava skup svih izracunljivih funkcija s N* u R.

Propozicija 3.2.5. Neka su S i T skupovite f: S — T. Pretpostavimo da je f injekcija te
da je T prebrojiv skup. Tada je S prebrojiv skup.

Dokaz. Funkcija
S = f(S), x> f(x)
je bijekcija, neka je
g: f(§) =S

njena inverzna funkcija. 1z
f@S)cr

1 propozicije|3.1.13|slijedi da je f(S) prebrojiv skup. Iz €injenice da je g surjekcija slijedi
da je S prebrojiv skup. O

Propozicija 3.2.6. Neka su S i T prebrojivi skupovi. Tada je S X T prebrojiv skup.
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Dokaz. AkojeS =0iliT =0,ondaje S X T = 0 pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo daje S # 01T # (. Tada postoje surjekcije

fiIN->SigiN->T.
Definirajmo funkciju h: N XN — § X T sa

h(x,y) = (f(x),8()).

Tvrdimo da je & surjekcija.
Nekajea € S 1b € T. Buduc¢i da su f 1 g surjekcije postoje x,y € N takvi da

f(&x)=aig(y) =b.

Imamo

h(x,y) = (f(x),8() = (a,b).
Prema tome 4 je surjekcija. 1z propozicije [3.1.13]slijedi da je S x T prebrojiv skup. m]

Propozicija 3.2.7. Neka je k € N\{0}. Tada je skup I(N*,N) prebrojiv.

Dokaz. Neka je f € T(N*,N). Tada postoji program P koji ra¢una f. Neka je
®: I(N ,N) - P, O(f) = P;.

Tvrdimo da je @ injekcija. Neka su f, g € 7(N¥, N) takvi da je

O(f) = D(g).

Dakle
Pf = Pg.

Prema tome isti program racuna i funkciju f i funkciju g pa je ocito f = g. Dakle ® je
injekcija pa iz propozicije slijedi da je 7(N*, N) prebrojiv skup. O

Propozicija 3.2.8. Neka je k € N\{0}. Tada je skup I(N*, Q) prebrojiv.
Dokaz. Nekaje f € IT(N*, Q). Tada postoje izracunljive funkcije
up,ve,wp: NE - N

takve da je
uy(x)

00 £01 £ = (<) s
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za svaki x € N¥, Definirajmo
O: TN, Q) > (N, N) x TN, N)) x T(N,N), ©(f) = ((uy, vy), wy)
za svaki f € T(N*, Q). Pretpostavimo da su f, g € 7(N¥, Q) takvi da je
O(f) = O(g).

Tada je
Up = Ug, Vi = Vg I Wy = W,.

Za svaki x € N¥ vrijedi

£ = 1y D gyt B _
() v, ()
dakle
f(0) = g

51

Prema tome f = g pa zakljuCujemo da @ injekcija. Iz propozicije 1 propozicije

slijedi da je (Z(N*, N) x T(N*, N)) x 7(N¥, N) prebrojiv skup. Iz ¢injenice da je ® injekcija

1 propozicije m slijedi da je 7(N*, Q) prebrojiv skup.

O

Definicija 3.2.9. Ako je S skup onda svaku funkciju s N u S nazivamo niz u S. Ako je x

nizu S onda za n € N umjesto x(n) pisemo x,. Niz x oznacavamo (x,),en ili (x,).

Definicija 3.2.10. Neka je (x,) niz realnih brojeva (tj. niz u R) te neka je a € R. KaZemo
da niz (x,) teZi ili konvergira prema a i pisemo x, — a ako za svaki € > 0 postoji ny € N
takav da je |x, — a| < € za svaki n > ny. U tom slucaju za a kazemo da je limes niza (x,).

Propozicija 3.2.11. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su a,b € R takvida x, — a i

x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Neka je € = @ Ocito je € > 0. Iz x,, — a slijedi da postoji ny € N takav da je

|x, —a| <&
za svaki n > ny. 1z x,, — b slijedi da postoji m, € N takav da je

|x, —b| < &

za svaki n > my. Odaberimo n € N takav da je n > nyin > my (na primjer n

max{ngy, my}). Tada je
la — bl

la-bl=la-x,+x,—b|<|la—x,|+|x,—-bl<e+e=2e=2

dakle
la —b| <|a-b|.

Kontradikcija. Prema tome a = b.

= la - bl,
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Lema 3.2.12. Neka je (x,) niz relnih brojeva te neka je a € R takav da je
|x, —al < 27" (3.6)
za svakin € N. Tada x,, — a.

Dokaz. Neka je & > 0. Kao u dokazu teorema 2.3.14] dobivamo da postoji ny € N takav da
je

27 < g,
Neka je n > ny. Tada je
27 <
paje
2" < ¢
Iz slijedi
|x, —a| < &.
Dakle,
|x, —a| < &
za svaki n > ng. Prema tome x,, — a. |

Propozicija 3.2.13. Neka je k € N\{0}. Tada je skup I(N¥,R) prebrojiv.

Dokaz. Neka je f € T(N*,R). Tada postoji izraunljiva funkcija F,: N*! — Q takva da
je
|f(x) = Fy(x,m)| < 27" (3.7)

za svaki x € N¥ i svaki n € N. Definirajmo
(D: I(NkaR) - I(Nk+1’ Q)7 (I)(f) = Ff

Neka je f € T(NK,R) te neka je x € NX. Iz (377) i leme [3.2.12[slijedi da niz (F ;(x, n))en
tezi u f(x). Koristeéi ovu Cinjenicu dokazimo da je @ injekcija.
Neka su f, g € T(N¥, R) takvi da je

O(f) = ©(g).

Dakle
Fy=F,.

Neka je x € N*¥, Imamo
(F ¢(x,n))pery — f(x)
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(Fg(x, n)perr — g(x).
No
(Fr(x, m))nent = (Fg(x, 1)) pen

pa iz propozicije [3.2.T1]slijedi da je
f(x) = g().

Prema tome f = g. Time smo dokazali da je @ injekcija. Iz propozicije[3.2.8]i propozicije
slijedi da je skup 7 (IN¥, R) prebrojiv. O

Korolar 3.2.14. Skup svih izracunljivih brojeva je prebrojiv.

Dokaz. OznaCimo skup svih izraCunljivih brojevasa S. Za @ € S nekaje f,: N — R
konstantna funkcija s vrijednoscu a, tj.

fo(X) = @
za svaki x € N. Prema propoziciji|2.3.15|za svaki @ € § vrijedi f, € 7(IN,R). Definirajmo
Y: S = IQ,R), y(a) = f,

za svaki a € S. Pokazimo da je y injekcija.
Uzmimo a4, a, € S takve da je a; # @,. Za svaki x € N ocito je

Jo, (X) # for, (X).
Prema tome
Jor # fa,
odnosno
Ylay) # Y(a2).
Dakle ¢ je injekcija. Prema propoziciji skup 7(N, R) je prebrojiv pa iz propozicije
3.2.5]slijedi da je S prebrojiv skup. O

Definicija 3.2.15. Ako su S i T skupovi takvi da postoji bijekcija S — T, onda kazemo da
su S i T ekvipotentni skupovi i piSemo S = T.

Uocimo sljedece:
Akosu S i T skupovitakvidajeS = T,ondajeT = S.
Nadalje, ako je S = T 1S prebrojiv skup onda je T prebrojiv skup.
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Propozicija 3.2.16. Neka su S i T skupovi te neka je f: S — T injekcija. Pretpostavimo
da je S neprebrojiv skup. Tada je i T neprebrojiv skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je T prebrojiv skup. Imamo f(S) C T, paje f(S) prebrojiv skup.
Ocito je S = f(S) (funkcija g: § — f(S5), g(x) = f(x) je oCito bijekcija) pa slijedi da je S
prebrojiv skup Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije. Dakle T je neprebrojiv
skup. O

Primjer 3.2.17. Neka je S skup svih funkcija s N u {0,1} te neka je T skup svih funkcija s
NuN. Za f € S neka je

fiN>N
funkcija definirana
Jx) = f(x)
za svaki x € N. Ocito je
h#h

za fi.f» € S takve da je fi # f>». Stoga je funkcija S — T, f — f injekcija pa iz
Cinjenice da je skup S neprebrojiv (prema primjeru[3.1.12)) i propozicije [3.2.16| slijedi da
je T neprebrojiv.

S druge strane skup 1 (N,N) je prebrojiv prema propoziciji Stoga je

T # I(N,N)

pa zbog
IINNN)CT

zakljucujemo da postoji f € T takav da f ¢ I(N,N). Dakle, postoji funkcija s N u N koja
nije izracunljiva.

3.3 Neizracunljivi brojevi

Definicija 3.3.1. Za niz relanih brojeva (x,,) kaZemo da je konvergentan ako postoji a € R
takav da x, — a.

Definicija 3.3.2. Neka je (x,) niz u R. Za n € N definiramo s, = Zx,-. Ureden par
i=0
((x,), (s,)) oznacavamo sa Z X, [ nazivamo red.
neN
Ako jen € N, za s, kaZemo da je n-ta parcijalna suma reda Z Xp.
neN
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Definicija 3.3.3. KaZemo da je Z x,, konvergentan red ako je (s,) konvergentan niz. U
neN

(o)

tom slucaju limes niza (s,) nazivamo suma reda Z X, 1 oznacavamo sa Z Xy
neN n=0

Definicija 3.3.4. Neka je S C R te neka je ¢ € R. Za c kaZemo da je gornja meda skupa S
ako za svaki s € S vrijedi ¢ > s.

Definicija 3.3.5. Za S C R kaZemo da je odozgo omeden ako postoji barem jedna gornja
meda skupa S .

Definicija 3.3.6. Neka je S C R te neka je M € S takav da je M gornja meda od S. Tada
za M kaZemo da je maksimum skupa S .

Definicija 3.3.7. Neka je S C R te neka je u € R. KaZemo da je u supremum skupa S ako
Jje u najmanja gornja meda od S, tj. ako vrijedi:

(1) u je gornja meda skupa S

(2) za svaku gornju medu v skupa S vrijedi u < v.

Ako su u; 1 u; supremumi skupa S onda je u; = uj.

Naime, u; i u, su gornje mede od S pa iz definicije [3.3.7}(2) slijedi u; < up i up < u; paje
u; = up. Supremum skupa §, ako postoji oznacavamo sup S .

Pretpostavimo da je M maksimum skupa S. OCito je tada M gornja meda od S, a za
svaku gornju medu v od § vrijedi M < v (jer je M € §). Prema tome M je supremum od
S.

Ako su M, i M, maksimumi skupa §, onda je M; = M,. Naime to slijedi iz Cinjenice
da su M, i M; ujedno i supremumi skupa S'.

Primjer 3.3.8. Neka je a € R te neka je S = (—o0,a). Tvrdimo da je a supremum skupa S .
Ocito je a gornja meda od S. Neka je v gornja meda od S. Tvrdimo da je a < v.
Pretpostavimo suprotno. Tada je v < a. Odaberimo x € R takav da je v < x < a. Slijedi
x € S paje x < v jer jev gornja meda od S. No to je u kontradikciji s ¢injenicom da je
v < x. Prema tome je a < v. Time smo dokazali da je a supermum skupa S .

Skup S nema maksimuma. Naime, kad bi M bio maksimum od S onda bi M bio supremum
od S pa bivrijedilo M = a, a to je nemoguce jera ¢ S.

AKSIOM POTPUNOSTI. Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da za svaki
x € S isvakiy € T vrijedi x < y. Tada postoji z € R takav da za svaki x € S i svakiy € T
vrijedi x < 7 < y.

Propozicija 3.3.9. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada postoji supre-
mum skupa S .
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Dokaz. Definirajmo T kao skup svih gornjih meda od S. Za svaki x € S isvakiy € T
ocito vrijedi x < y. Vrijedi T # 0 jer je S odozgo omeden. Prema aksiomu potpunosti
postoji z € R takav da za svaki x € S i svakiy € T vrijedi x < z < y. [z ovoga je jasno da
je z supremum skupa S. m|

Definicija 3.3.10. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je rastuci ako je x, < x,. za
svaki n € N.

Propozicija 3.3.11. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je
a = supf{x, | n € N}. Tada x, — a.

Dokaz. Neka je n € N. Tvrdimo da za svaki m > n vrijedi x, < x,. Dokazimo to
indukcijom.

Za m = n + 1 navedena nejednakost ocCito vrijedi.

Pretpostavimo da za neki m vrijedi

Xn < Xy
Iz ovoga i

Xm < Xpe
slijedi

Xp < Xpt1-

Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji ny € N takav da je a — & < x,,,.
Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki ny € N vrijedi a — & > x,,. Slijedi da je a — & gornja
meda skupa {x, | n € N}. Budu¢i da je a najmanja meda ovog skupa slijedi daje a < a — &,
odnosno & < 0, Sto je u kontradikciji s tim da je £ > 0. Prema tome postoji ny € N takav da
jea—& < xy,.
Za svaki n > ng vrijedi

Xny < Xp

te takoder
x, <a
(jer je a = sup{x, | n € N}) pa imamo
a—&e<X, <Xx,<a+te,

dakle
a-e<x,<a-+e.

Prema tome za svaki n > ng vrijedi
x, €E{a—¢g,a+¢&).

Time smo dokazali x,, — a. O
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Definicija 3.3.12. Neka je S C R te neka je ¢ € R. Za ¢ kaZemo da je donja meda skupa
S ako za svaki s € S vrijedi c < s.

Definicija 3.3.13. Za S C R kaZemo da je textbfodozdo omeden ako postoji barem jedna
donja meda skupa S .

Definicija 3.3.14. Za S C R kaZemo da je omeden ako je S omeden odozgo i odozdo.

Definicija 3.3.15. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je omeden ako je {x, | n € N}
omeden skup.

Korolar 3.3.16. Svaki rastuci omeden niz u R je konvergentan.

Dokaz. Neka je (x,) rastu¢i omeden niz u R. Tada je skup {x, | n € N} omeden, ocito
neprazan, pa prema propoziciji[3.3.9| postoji supremum a skupa {x, | n € N}. Iz propozicije
[3.3.11]slijedi da x, — a. Prema tome (x,) je konvergentan niz. ]

Lema 3.3.17. Neka je € > 0. Tada za svaki n € N vrijedi (1 + &)" > 1 + ne.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Pokazimo da tvrdnja vrijediizan + 1.
Imamo

I+ =(+&)" - (1+e)>(1+ne)-(1+&)=1+e+ns+ne =
=1+m+1)-e+ne?>1+m+1)- ¢
Dakle, (1 + &)"*' > 1 + (n + 1)e. Time je tvrdnja leme dokazana. O
Propozicija 3.3.18. Neka je a € R, a > 1. Tada skup {a" | n € N} nije odozgo omeden.

Dokaz. Definirajmo € := a — 1. OCito vrijedie >0ia=1+e&.
Pretpostavimo da je skup {a" | n € N} odozgo omeden. Tada postoji gornja meda M tog
skupa.
Odaberimo k € N takav da je
M

k> —.
g
Slijedi

ke > M
pa koriste¢i lemu |3.3.17|dobivamo

d=0+ef>1+ke>1+M>M.

Dakle a* > M. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je M gornja meda skupa {a" | n € N}.
Prema tome skup {a" | n € N} nije odozgo omeden. m|
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Korolar 3.3.19. Neka je g € (0, 1). Tada niz (q"),en konvergira prema nuli.

Dokaz. Neka je € > 0.
Prema prethodnoj propoziciji skup {(é)n | n € N} nije odozgo omeden pa é nije gornja
meda tog skupa, Sto povlaci da postoji ny € N takav da je

i) >
-1 >-.
q e

q° <e

Slijedi

Uzmimo n > ny. Bududi da je ¢ < 1 vrijedi

q' <q"
pa je
q" <&,
g.
lg" = 0] < &.
Dakle za svaki n > ng vrijedi
lg" — 0] < &.
Prema tome niz (g,),en konvergira prema nuli. O

Propozicija 3.3.20. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, = a, y, = b. Neka je c € R. Tada vrijedi:

(1) —x, — —a

(2) x,+y, = a+b

(3)c-x,>c-a

Dokaz. (1) Neka je € > 0.
Buduc¢i da x,, — a postoji ny € N takav da je

|x, —a|l < &

za svaki n > ny.
Stoga je
I(=x,) — (o)l < &

za svaki n > ny. Time smo dokazali tvrdnju 1.
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(2) Neka je € > 0.

Buduc¢i da x, — a postoji ng € N takav da je |x, — al <  za svaki n > ny.
Buduci da y, — a postoji my € N takav da je |y, — al| < £ za svaki n > my.
Neka je ko = max{ng, my}.

Uzmimo n > ky. Tada je

g ¢
(X0 +y0) =@+ D) = (xy —a) + (yu = DI < Ixy —al + |y, — bl < St =&
Dakle
(X, +ya) —(a+ D) <&
za svaki n > ky. Time smo dokazali tvrdnju 2.
(3) Neka je € > 0.
Tada postoji ny € N takav da je
a—al <
A <
za svaki n > ny.
Tada za svaki n > ny vrijedi
et cal=lel o —al <ld- —— = 4 o<,
lel+1  Je]+1
tj.
c-Xx,—c-al <e.
Time smo dokazali tvrdnju 3. O
Propozicija 3.3.21. Neka je q € (0, 1). Tada red Z q""" konvergira i vrijedi
neN
N q
q +1 _ )
Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda Z g
neN
Za svakin € N vrijedi
1-— n+2 1
=g rgt = — =L (3.8)
l-¢q l-q 1-g¢

Koriste¢i korolar 3.3.19|lako zakljuujemo da niz (g"*?),cy konvergira prema nuli.
Neka su (x,) i1 (y,) nizovi definirani s
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Iz propozicije (3.3.20L(3) slijedi y, — 0. S druge strane ocito vrijedi x,, — %q.
Za svaki n € N vrijedi

Sp = Xy + Y.

Iz propozcije|3.3.20{(2) slijedi da s, — %q. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Napomena 3.3.22. Neka je q € {0, 1) te neka je n € N. Tada je prema (3.8)

n
i+1
2.4
i=0

Propozicija 3.3.23. Neka je (a,) niz u {0,...,9}). Tada je red Z
neN

o konvergentan i

[

n=0

Dokaz. Zan € N neka je s, n-ta parcijalna suma ovog reda.
Neka je n € N. Imamo

n+l1

Sl = Z 10i+1 Z 10i+1 a(;lr:}Z = Z 10i+1 = Su-

Dakle,
Sp < Sp+l-

Prema tome niz (s,) je rastudi.
Neka je n € N. Koriste¢i napomenu [3.3.22| dobivamo

1\ 1
_o0. 10 _
_Zlozﬂ 10z+l - Z(lo) <9 1L = 1.

i=0

Dakle s, < 1. Prema tome 1 je gornja meda skupa {s, | n € N}.
Neka je
a = sup{s, | n € N}.

Tada je a < 1, a prema propoziciji [3.3.11] vrijedi s, — a.
Za svaki n € N je o€ito

pa slijedi
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= a. Prema tome

Zakljucak: Red Z

neN

je konvergentan i Z

107+1 10+

O

Napomena 3.3.24. Neka je (a,) niz u {0, 1, ...,9}. Pretpostavimo da postoji N € N takav

daje ay # 9. Tada je Z l(c)l’:’H <1
=0

n=
Naime, uz oznake iz propozicije [3.3.23| za svaki n > N vrijedi

a; 1
- Z 10i+1 = Z 10z+l 10N+1 - Z 101+1 10N+1 10z+1 10N+1 <l- 10N+1 :
i=0, i i=0, i#
Dakle,
1
Sy, < 1- W
za svaki n > N. Iz Cinjenice da je (s,) rastuci niz slijedi
1
Sp < 1- 10N+
za svaki n € N. Stoga je
1
as 1 1ON+1 1
pa je
n+1
10

Definicija 3.3.25. Neka je (a,) nizu {0, 1, ..., 9} te neka je b € N.

Neka je
x=b+ Z TomT"

(Uocimo da je prema propoziciji[3.3.23| definicija broja x smislena.)
Broj x oznac¢avamo b.apa,a,...

Definicija 3.3.26. Za x € R sa | x] oznacavamo najveci cijeli broj manji ili jednak od x. Za
Lx] kazemo da je najvece cijelo od x.
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Lema 3.3.27. Neka je (x,) niz u R te neka je a € R takav da je x, — a. Neka je N € N.
Definirajmo niz (y,)nen, Yo = Xnin 2a svaki n € N. Tada y, — a.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je
|x, —a|l < &
za svakin > ny. Neka je n > ny. Tada je n + N > ng pa je
[Xpen —al < &,
tj.
v, —al < e.

Prema tome y, — a. m|

Propozicija 3.3.28. Neka je (x;)ien niz realnih brojeva takav da je red Z x; konvergentan.
ieN
Neka je c € R. Tada je red Z ¢ - x; konvergentan i vrijedi
ieN

(9 [
E C-X;=¢C-" E Xi
i=0 i=0

Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda Z x; te neka je (#,) niz parcijalnih suma
ieN

reda Z ¢ - x;. Neka je n € N. Tada je

ieN
t, = Zc~x,- :C'in:C'Sn.
i=0 i=0
Dakle
th=c-$,
za svaki n € N. Tvrdnja propozicije sada slijedi iz propozicije [3.3.20/(3). ]

Propozicija 3.3.29. Neka je (x;) niz realnih brojeva, neka je N € N te neka je (y;) niz
realnih brojeva definiran s y; = xin+1 za svaki i € N. Pretpostavimo da je red X;
ieN
konvergentan. Tada je konvergentan i red Z y; te vrijedi
iEN
N

(o)
Xi = X,"FZy,'.

=)
i=0 i=0 i=0
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Dokaz. Neka je (s,) niz parcijalnih suma reda Z x; te neka je (z,) niz parcijalnih suma
ieN

reda Z vi. Neka je n € N. Imamo

ieN
n n
I, = Zyi = Z XitN+1 = XN+1 + Xn2 + oo+ XN =
i=0 i=0
n+N+1 n+N+1 N
= Xi = Xi — Z Xi = Sp+N+1 — SN-
i=0 i=0 i=0
Dakle
Iy = Sp+N+1 — SN (3.9)

[Se]

za svaki n € N. Niz (s,) je konvergentan i teZi prema Z x;. Iz leme [3.3.27| slijedi da
i=0

niz (8,.n4+1) teZi prema Z x;. 1z (3.9) i propozicije [3.3.20,(2) slijedi da niz (#,) teZi prema
i=0

(o)

Z X; — Sy. Prema tome red Z y; je kovergentan i
i=0 ieN

Z Yi= Z X; — SN.
i=0 i=0
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.3.30. Neka je (a,) niz u {0, ..., 9} takav da ne postoji p € N sa svojstvom da
jea, =9 za svakin > p. Neka je x = 0.apa,a;.... Neka je N € N. Tada je

o(|10"" - x|, 10) = ay,
pri cemu je o funkcija iz primjera|l.5.10

Dokaz. Imamo

x=2, 1gii+1'

i=0

pa iz propozicije [3.3.28|slijedi

N+l _ o 10V _ N N—i
10 -x—Zlom-ai—ZlO - a;.
i=0 i=0




64 POGLAVLIJE 3. PREBROJIVOST I IZRACUNLJIVOST

Definirajmo niz (y;) na sljedeci nacin:

Yi = 1OV (HNHD i N+1-

1z propozicije 3.3.29|slijedi da je red Z y; konvergentan te da je
ieN

i 10V . q; = i 10V - a; + iy,..
i=0 i=0 i=0

Dakle
N 0
10M! . x = Z 1077 . a; + Zy,-. (3.10)
i=0 i=0
Za svaki i € N vrijedi
_ QisN+1
Vi = 10+
Za i € N oznacimo
b; = ajin+1.
Tada je
Vi = 10i+1

za svaki i € N. Uocimo da (prema pretpostavci propozicije) postoji i € N takav da je
b; # 9. 1z propozicije [3.3.23i napomene [3.3.24]slijedi da je

Osiy,-<1.

i=0

N
Uoc¢imo da je Z 107"+ @; € N. Sada iz (3.10) slijedi da je

i=0
[10N+1 -xJ = i 107 . q,. (3.11)
i=0

1

Imamo

N N-1 N-1
Z ION_i ca; = Z 1ON_i a; +ay = 10 - (Z ION_(H—U . Cli] + ay.
i=0

i=0 i=0
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N-1
Vrijedi 1070 . q; € N. Stoga je
i=0

N
0 [Z 10 . 10) = ay,
i=0

tj. prema (3.11)
o(|10"" - x|, 10) = ay.

O

Teorem 3.3.31. Neka je x € [0, 1). Tada postoji jedinstven niz (a,) u {0, ..., 9} takav da je
x = 0.apa;a,... te takav da ne postoji p € N sa svojstvom da je a, =9 za svaki n > p.

Dokaz. UocCimo prije svega sljedece:
ako je y € [0, 10), onda postoje a € {0, ...,9} i a €[0,1) takvi daje

y=a+d

Definirajmo sada niz (a,) u {0, ..., 9} 1 niz (a;l) u [0, 1) induktivno na sljedeci nacin.
Iz x € [0, 1) slijedi 10 - x € [0, 10) pa postoje a € {0, ...,9} 1 a;) € [0, 1) takvi da je

10 - x = ag + a,. (3.12)

Pretpostavimo da je n € N tada smo konstruirali a, € {0, ...,9} i a, [0, 1). Slijedi 10 - a, €
[0, 10) pa postoje a1 € {0,...,9}ia,,, € [0, 1) takvi da je

10-a, = a1 +a,,,. (3.13)
Tvrdimo da za svaki n € N vrijedi
- a; Cl;l
X = o + o (3.14)

_a G
SRETIET

prema tome (3.14) vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da (3.14)) vrijedi za neki n € N. 1z
@B.13) slijedi

Ap+1 Apiy
a. =

"0 10
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’
D1 n /

a; a, a; 0t 0 di . Gnii Qi1 _
10i+1 10n+1 1()i+1 10n+1 10i+1 10n+2 10n+2 -
i=0

n ’ n An+1

+ = + =
i=0

n+l ’
= Z Gy Gwel
10i+1 107+2
i=0
Prema tome (3.14) vrijedi za n + 1. Time smo dokazali da (3.14) vrijedi za svaki n € N.

Iz 3-14) slijedi

- a; Cl;l 1
X Z 10i+1 < 107+ < 107+1° (3.15)
i=0
.
n a; 1 n
x- ZO: | < (E) (3.16)
zasvakin € N.
Dokazimo sada koriste¢i daje
(o) an
X = Z 107+1 (317)
n=0

Neka je € > 0. Niz ((i)n) tezi nuli pa postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

10
1 n
—] -0
[5)

<e¢,

t.

Iz (3.16) slijedi da je

x—Z 13;1 <e

i=0

an tesi
-7 lez1 prema X,

10

za svaki n > ny. Time smo dokazali da niz parcijalnih suma reda Z
neN

dakle (3.17) vrijedi. Stoga je

x = 0.apa;as...
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Pretpostavimo da postoji p € N takav da je a, = 9 za svaki n > p.
Neka je n € N. Iz (3.14) slijedi
P pn+l @ a,+ » pn+l ne]
_ i i p+n _ p n
X = ; 10i+1 + i:’ZH 10i+! + 10p+n+2 - 101+1 10:+1 10p+n+2
pa je
p
_ a; p+n+1
X = Zo 101+1 0p+1 Z 10z+1 10p+n+2°
tj.
p n ’
a; _ 9 1 ap+n+l
X ; 107+~ 10r+! - 107+! + 1Qp+n+2 (3.18)
Za svakin € N vrijedi
a a 1\
p+n+l _ p+n+l L
10pn+2 Ol T 10ptn+2 < (10) :
1z ovog slijedi da niz (f&fjﬁjz) teZi u nulu.
neN
(o 1 L . . ...
Niz Z o —r = % (prema propoziciji [3.3.21)) pa iz propozicije [3.3.20{(3)
10
i=0 neN

101+1

i=0

<l
slijedi da niz [10% Z , ] teziu 10v+1 Iz propozicije (3.3.20L(2) slijedi da niz
neN

p+n+l
(10p+1 Z 101+1 10p+n+2]
neN

P
S druge strane zadnji niz je prema (3.18) konstantan i teZi u x — Z

teziu 1 0p+1

Iz propozicije slijedi da je

p
a; _
X Z 10i+1 - 10p+1’

i=0

Sto je u kontradikciji sa (3.15)) (kada je n = p).
Jedinstvenost niza (a,) direktno slijedi iz propozicije [3.3.30]

10;+1'
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Korolar 3.3.32. Neka je x € R, x > 0. Tada postoje b € N i niz (a,) u {0, ..., 9} takvi da je
x = b.apa;as...

Dokaz. O¢ito je x—|x] € [0, 1) pa prema teoremu [3.3.31] postoji niz a, u {0, ..., 9} takav da
je x — Lx] = 0.apa;a;....

Dakle .
ap
x—lx]= —
o 107+
paje
x=|x]+ Z(; o1

Ocito je | x] € N, pa je
x = |x]|.apaa;...

Teorem 3.3.33. Skup R je neprebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da je R prebrojiv. Stoga je [0, 1), kao podskup od R,
takoder prebrojiv. Slijedi da postoji surjekcija f: N — [0, 1).
Neka je k € N. Imamo f(k) € [0, 1) pa postoji niz (a*) u {0, ..., 9} takav da je

flk) = 0.akatas...

i pri tome ne postoji p € N takav da je a* = 9 za svakin > p.
Definirajmo niz (b,) u {0, ..., 9} na sljedeci nacin:

b= 0, akoje a,#0
" I, akoje a,=0

Ocito za svaki n € N vrijedi
b, # a, (3.19)

n

ib, #9. Neka je
X = O.boblbz...

Prema propoziciji[3.3.23|1 napomeni [3.3.24| vrijedi x € [0, 1).
Bududi da je f surjekcija postoji k € N takav da je
fk) = x.

Slijedi
x = 0.akatas...
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Iz teorema |3.3.31|slijedi da je

Sto je u kontradikciji s (3.19).
Zakljucak: R je neprebrojiv.

Korolar 3.3.34. Postoji realan broj koji nije izracunljiv.

Dokaz. Neka je S skup svih izracunljivih brojeva. Prema korolaru [3.2.14] S je prebrojiv
skup.

S druge strane R je neprebrojiv skup prema teoremu |3.3.33| Stoga je S # R. No ocito je
S € R. Prema tome R € S. Time je tvrdnja korolara dokazana. O
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Sazetak

Ovaj diplomski rad je podijeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju se, koriste¢i RAM-
stroj definira pojam izracunljive funkcije N* — N te se proucavaju neka svojstva tih funk-
cija. U drugom poglavlju definiramo izracunljive funkcije N¥ — Z, N¥ —» Qi Nf¥ — R.
Proucavamo razna svojstva tih funkcija te prou¢avamo izracunljive brojeve. U treCem po-
glavlju se bavimo kona¢nosScu i prebrojivoscu skupova, dokazujemo da racionalnih 1 real-
nih izracunljivih funkcija ima prebrojivo mnogo te da izracunljivih brojeva ima prebrojivo
mnogo. Na kraju pokazujemo da postoje neizracunljivi realni brojevi.






Summary

This diploma thesis is divided into three chapters. In the first chapter, using the notion of
a random-access machine, we define the notion of a computable function N¥ — N and
we study some properties of these functions. In the second chapter we define computable
functions N* — Z, N¥ — Q and N¥ — R. We examine various properties of these functi-
ons and we examine computable numbers. In the third chapter we deal with finiteness and
countability of sets, we prove that there are only countably many rational and real compu-
table functions and we prove that the set of all computable numbers is countable. At the
end we show that there exist incomputable real numbers.
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