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Uvod

U ovom radu bit ée predstavljena Allen-Cahnova jednadZba. Nelinearna parcijalno di-
ferencijalna jednadzba oblika: u, = u,, + u — u’.
Navedenu jednadZbu izvorno su uveli Allen i Cahn kako bi opisali kretanje antifaznih ba-
rijera u kristalnoj krutini.
Na pocetku rada bavimo se osnovnim pojmovima koje ¢emo koristiti u daljnjem radu. Tako
definiramo sektorski operator te njegova svojstva i razlomacko potenciranje.
U sljedeéem Poglavlju iznosimo bitne Cinjenice proucavanja parabolickih diferencijalnih
jednadzbi. Rezuktate egzistencije i jedinstvenisti neliearne jednadzbe, primjenjujemo na
Allen-Cahn jednadzbu. U zadnjem poglavlju opisana je primjena navedene jednadzbe. Ba-
vimo se proucavanjem spore kretnje rjeSenja Allen-Cahnove jednadzbe, po modelu Carr i
Pega. To su funkcije koje uzimaju naizmjeni¢no pozitivne ili negativne vrijednosti u veli-
kim razmacima. U tom dijelu je opisana i bitna fizikalna pojava ’okrupnjavanja’.



Poglavlje 1

Osnovne Cinjenice

1.1 Gronwallova nejednakost

Neka su a, b nenegativne konstante, u : [0,7) — R neprekidna funkcija. Ako za svaki
t €[0,T) vrijedi :

t

O<u(®)y<a+b fu(s)ds,
0

tada vrijedi u(f) < ae” za0 <t < T.
U nastavku ¢e nam biti potrebna jednakost u drugacijoj formi.

Neka su a, b, @, 8 nenegativne konstante, @ < 1,8 <110 < T < oo, tada postoji konstanta
M = Mb,a,B,T) < oo takva da za integrabilnu funkciju u : [0, T] — R vrijedi:

t
O<u(®)<at®+b f (t — 8) Pu(s) ds
0
tada je: 0 < u(t) < aMt™® ,zasvakit € [0, T].

1.2 Banachov teorem o fiksnoj tocki

Kazemo da je a € S fiksna tocka za preslikavanje 7 : § — § ako vrijedi T'(a) = a.

Definicija 1.2.1. Neka je (S, d) metricki prostor. Za preslikavanje T : S — S kaZemo da
Jje kontrakcija s koeficijentom 0 € [0, 1) ako za svaki x,y € S vrijedi :

d(T(x),T(y)) < 0d(x,y).
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Teorem 1.2.2. Neka je (S,d) potpun metricki prostor i T : S — S kontrakcija. Tada
postoji jedinstvena fiksna tockaa € S od T.

Stovise, za bilo koju tocku b € S , ako je n-ta kompozicija definirana T"(b) = T(T"(b))
tada T"(b) — a zan — oo i vrijedi:

d(T"(b),a) < 6"d(b,a)

Definicija 1.2.3. Neka su (S, d) i (A, l) potpuni metricki prostori.
Preslikavanje T : S X A — S je uniformna kontrakcija ako postoji A € [0, 1) takav da za
x,y €S isvaki A € 0 vrijedi:

d(T(x, ), T(y, ) < 0d(x,y).

Za svaki A postoji fiksna tocka g(A) € S.

1.3 Sektorski operator

Definicija 1.3.1. Linearni operator A na Banachovom prostoru X je sektorski operator ,
ako je zatvoren i gust te zadovoljava:

(i) sektor S .4 ={A| ¢ < |arg(d—a)| <, # a} je sadrian u rezolventnom skupu od
A, pricemuje ¢ € (0,%), a € R;

(ii) A=A < 7%, za svaki A € S g g M > 1.

Teorem 1.3.2. Pretpostavimo da je A sektorski operator i vrijedi || A(1 — A)™'|| < C, za
| argd |> ¢o, | A |= Ro, pri cemu su Ry, C pozitivne konstante i ¢y < E. Neka je B linearni
operator za koji vrijedi D(B) D D(A) i || Bx|| < €||Ax|| + K|| x||, za svaki x € D(A) i &, K
su pozitivne konstantne i eC < 1. Tada je A + B sektorski.

K(1+C
Dokaz. ||B(A—=A)"|| <el| A=A |+ K||[(A-A)"|| <eC + %,
za|argd|> ¢o,| 1> Ry, pa vrijedi
_ _ i 1+C K1+C) _ const.
{A-A-B)} I =1l(1-A) I -BA-A)"}) " < ——{1-&C- <
| 4] | 4] | 4]
za|argd|> ¢o 1| A | dovoljno veliku. 1z ovog slijedi da je A + B sektorski. O

Definicija 1.3.3. Analiticka polugrupa na Banachovom prostoru X je familija neprekidnih
linearnih operatora na X, {T(t)},0 zadovoljava:

(i) TO) =1, TOT(s)=T(t+s)zat>0,5s>0;
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(ii) T(t)x = x kadat — 0%,za svaki x € X;

(iii) t — T(t)x je analiticka, za svaki x € X, t € (0, 00).

1
Infinitezimalan operator L ove polugrupe je definiran sa Lx = lirél ;(T(t)x — X), njegova
t—07*

domena D(L) se sastoji od svih x € X za koje ovaj limes postoji. Obicno pisemo T(t) = e".

Teorem 1.3.4. Ako je A sektorski operator, tada je —A infinitezimalan generator analiticke
polugrupe {e™™} 5 pri Cemu je :

1
e M= — f 1+ A)'etda
27
I

I" je krivulja u p(—A) sa argd — 0 kada | A |- co za 6 € (7—2r,7r>.

Osim toga, e ' se moZe analiticki prosiriti na sektor {t # 0 :| argt |< &} koji sadrzi

pozitivnu realnu os. Ako Reao(A) > a, tj. Red > a kad god je A € 0(A), tada za svakit > 0
vrijedi:

C
le || < Ce™, ||Ae™|| < 76‘“’, za neku konstantu C.

Konacno Ee‘A’ =—Ae ™ zat>0.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti daje a = 01

A+A)7 <
Il ( ) A1+

zamijenimo A s A — al.

. T
za| m—argd |> ¢, za konstante 6 > O,M > 01 ¢ € (0, 5), inace

[zaberimo 6 € (E,ﬂ — ¢). Neka je e definiran kao u teoremu, primjetimo da integral

apsolutno konvergira ako je t > 0. Prema Cauchy-jevom teoremu, integral ostaje nepro-
mijenjen kada se krivulja I' pomakne za malu udaljenost u desno , ozna¢imo pomaknutu
krivuljusaI”. Tadaza ¢ > 0, s > 0 vrijedi:

e Me™ = (2mi)™? f f (Al + A) e (ul + A)'duda

r r

= 2mi) f f S (= ) (A + A = (ul + A) " YdudA
r

koriste¢i rezolventnu jednakost. Aliza A € I',u € I” vrijedi
[elu—"'dA=0i [e(u—)"du=2nie" tako da
r I
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e—Ate—As — (27_”-)—2 fe/l(t+s)(/ll + A)_ld/l — e—A(t+s)
r
i {e™"}50 je polugrupa.
Zapravo, za € € (0,6 — §>’ integral uniformno konvergira na svakom kompaktnom skupu

{| argt |< &}, tako da je polugrupa analiticka.
Stavimo u = At, t > 0

B 1 la’ | du |
||eA’||:||%feﬂ(§+A —“n_2 f|f‘| Lap

r

[Ae|| < __j"e# Id/JI.l:const.
lpl ¢ t

Dokazat éemo da e'x — x kada t — 0% za svaki x € X. Dovoljno je dokazati za
x € D(A)(gust skup), kako je || e || < C za svaki t > 0. Ako je x € D(A)it >0

1 1
eMx—x=— f AL+ A = A xdd = —— f A'eMAT + A) ' xdA
by 27

r
pajel|le™x — x|| < const.||Ax||t.
Prema tome, {¢ 4"},5¢ je strogo neprekidna polugrupa koja se proSiruje na analiti¢ku polu-
grupu za | argt |[< €. Akoje x € D(A)1it > 0, tada je
d 1
Ax+AeMx = — f V(1 +A)A+A) 'xda = 0.
dt 2mi

r

Za x € D(A) kada t — 0" vrijedi

pa je —A sadrZan u generatoru G od polugrupe.
Da vidimo da je —A uistinu generator, za A > 0 definiramo :

(5]

R(A) = f ~Ae=Aly dt.

0
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Zat> 0,6 > 0iex € D(A) vrijedi

A fe"”e_mx dt = e ey — /lfe_’”e_mx dr.
5 5
Zbog zatvorenosti od A slijedi da je R(1)x € D(A) € D(G) za svaki 4 > 0, x € X. Ali, ako

d
je x € D(G) tada je e'x € D(G) zasvaki t > 01 Ge™'x = Ee‘*"x = ¢AGx. Sli¢nim

argumentom se pokazuje
RO -G)x =x, za x € D(G).
Prema tome, D(G) C slika od R(1) € D(A), pa je —A = G kao §to smo i tvrdili. O

1.4 Razlomacka potencija operatora

Definicija 1.4.1. Pretpostavimo da je A sektorski operator i Re o(A) > 0, tada za a > 0
definiramo:

1 [e9)
ATY = f o le_A’dt.
I'la
0

Teorem 1.4.2. Ako je A sektorski operator i Re o-(A) > 0, tada za a > 0, A~ je ogranicen
linearan operator na X koji je injekcija i zadovoljava A=A = A=) o > 0,8 > 0. Za
0 < a < 1, vrijedi:

(o8]

sin ra

A = f %A+ A)da.
T

0

Dokaz. Zaé > 0, Re 0(A) > 6 tako da primjenom teorema 1.3.4 slijedi || e™'|| < Ce™,

1
zat > 0. Prema ||A™%x]|| < e )ft" 1Ce™dt| x|, A~ je ograni¢en kada je @ > 0. Za
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a > 0,8 > 0 vrijedi:

A—(IA—,B — 1 ffl_(l—lsﬂ—le—A(t+s)dsdt
I(@I'(B) J

_ 1 ( 1 a—1 _ —1 —Au
_—F(a)r(ﬁ)ofduoft (u -ty te M dr

= A~(@th)

_ I'(a)I'(B)
I'(a +B) '
Ako je A™®x = 0, za a > 0, tada za cijeli broj n > « vrijedi A™x = A~ YA = (),
kako je A~! injekcija, tada je i A™ = n-ta potencija od A~! takoder injekcija, pa je x = 0.

1
koristecéi f 22711 = 2 ldz
0

Konatno (A + A)™! = [e™4e "dt, za A > 0, pa slijedi da je :
0

(o) (o8]

f A9+ A)'dA = f e—A’( f /l_“e_’”d/l)dt
0

0

—A™,
sin v

0
= f e 17T (1 — a)dt =
0

koristeci Cinjenicu da je I'(@)I'(1 — @) = ,zal0<a < 1.

O

Definicija 1.4.3. Za operator A kao sto je gore naveden, definiramo A® = inverz od A™,
za a > 0; D(A%) = R(A™). A° je identiteta na X.

Teorem 1.4.4. Pretpostavimo da je A sektorski operator i Reo(A) > 6 > 0. Zaa > 0
postoji C, < oo takav da

| A% || < Cot ™™, zat > 0,
iakojeO < a <1, xe€ D(A?) tada vrijedi:
—At 1 a @
l(e™™ = Dxll < acl—at | A%x]].

Takoder, C, je ogranicen za « iz kompaktnog skupa koji je sadrZan u {0, oo).
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Dokaz. Prema teoremu 1.3.4. imamo: ||e || < Ce™ , ||[Ae || < Ct'e™, zat > 0,
stogajezam=1,2,3, ...

| A" = 1| (A" | < (Cm)"r e,

AkojeO<a < 1it>0tadaje

A% = || e - 4707

1 (o]
< - A —A(t+s) d
_F(l—a/)fs lAe lds
0

< Cro%°T(a).

Konacno, || A*Pe™"|| < ||A%e /2 ||| APe™42 || < C,Cp2*Pr @ e~ navedeni sludajevi
zajedno daju op¢i rezultat. Druga ocjena slijedi iz

t
(e —Dx=- fAl_“e_A‘YA"x ds.

0

Teorem 1.4.5. Akoje O <a <1i x € D(A) tada je |A%x|| < C||Ax||*|| x||'~,
1. |A%x || < || Ax|| + C'e™*1=D || x|\, za svaki & > 0.
( Konstante C, C’ ne ovise o a.)

Dokaz. Nekaje0<pB<lie>0tezat> 0 vrijedi| e | < C tada je:

ITBA x| = ||(f+f)t’3_le_mxdtll
0 &

Sﬁ [se]
< xIIE +l e A Ix+ (B 1) frﬁ—2e-AfA—1x||

&
< CIlelE +2C| A x| |57

Minimizirajmo desnu stranu s & > 0 i zakljuujemo :

_ -1
sy < 220 =PF

1A T
(1+p5)

1+ -1
[xlPIA™ x|

Koeficijent je uniformno ogranicen za 8 € (0, 1) , stoga moZemo zamijeniti x sa Ax i staviti
a = 1 — B da bismo dobili traZzeni rezultat. m|
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Napomena 1.4.6. Ako je ||e || < Coe ™, ||Ae™ || < C 1t 'e™® za t > 0 tada:
A% || < CCy e Clre™

pokazuje da je C, iz teorema 1.4.3. ogranicen kada a — 0*.
(Pri ¢emu je konstanta C iz teorema 1.4.4.)

Korolar 1.4.7. Neka je A sektorski operator i Re 0(A) > 0. Ako je B linearan operator
takav da je BA™ ogranicen na X za a € [0, 1), tada je A + B sektorski.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 1.3.21 1.4.4. O

Teorem 1.4.8. Pretpostavimo da su A i B sektorski operatori na X i neka je D(A) = D(B)
iRed(A) >0, Reo(B) > 0. Za a € [0, 1) operator (A — B)A™ je ogranicen na X. Tada za
B €0,1], APB# i BPA™® su ograniceni na X.

Dokaz. Prema teoremu 1.4.4. vrijedi || AP(A+A) || < ClAP'za0<B <1, |n—argd| >
¢, ¢ < m/21za pozitivne konstante C. Za slucaj 0 < § < 1 imamo:

langlety

BPAP = 1 sin 7 f AP+ B) YA -B)(+A)da
T
0

Sto se lako ocjeni i pokaZe da je B°A ogranicen.

Takoder vrijedi || A%(A + B)™'|| = 0(J 1|*"!), kada A — +00,i

{I+A%(A+A)"Y(B-A)A™"AY(1+ B)™! = A%(1+A)7!, stoga zamijenom A i B u jednakosti

iznad, pokazujemo da je 1 AYB™“ ograni¢en. Slucaj kada je 8 = 0, § = 1 slijedi direktno.
O

Definicija 1.4.9. Ako je A sektorski operator na Banachovom prostoru X, za svaki a > 0
definiramo:

X" = D(AY) sa normom
lxlle = IATx]l, x€ X7,

gdje je je Ay = A +al, pri emu a izaberemo tako da je Re 0(A,) > 0. Prema prethodnom
teoremu razlic¢itim izborom a, imamo ekivalentne norme na X%, dakle ne ovisi o izboru a

Teorem 1.4.10. Ako je A sektorski operator na Banachovom prostoru X, tada je X* Ba-
nachov prostor sa normom || - |lo za @ >0, X* = X. Zaa > B > 0, X% je gust potprostor
od XP sa neprekidnom inkluzijom.

Ako A ima kompaktnu rezolventu, tada je inkluzija X® C XP kompaktna kada je a > B > 0.
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Ako za sektorske operatore Ay, A, na X sa istom domenom vrijedi Rec(A;) >0za j=1,2
i ako je (Ay — A2)A[" ogranicen operator za @ < 1, tada je X’f = X’g sa ekvivalentnim
normama za 0 < B < 1, pri emu je Xf = D(A?), j=172.



Poglavlje 2

Opca parabolicka jednadzba

2.1 Linearna Cauchy-jeva zadaca

Prvo ¢emo promatrati homogenu zadacu

dx
— +Ax=0,1>0
o + Ax > 0

x(0) = xo,
gdje je A sektorski operator na Banachovom prostoru X i xy € X. Rjesenje od (T)) je nepre-
kidna funkcija x : [0, T] — X , koja je neprekidno diferencijabilna na otvorenom intervalu
(0, T). Prema teoremu 1.3.4. je jasno da je x() = e™'x, rjeSenje od (I).
Pokazat ¢emo da je to jedino rjeSenje.

NekajeO0<s<t<Ti

y(t,5) = e x(s),

gdje je x(-) neko rjesenje od (1)) na (0,7). Tada je s — y(¢, s) neprekidna za s € [0,7] i
neprekidno diferencijabilna za s € (0, 7), sa

e =x(5) =0

NES)  yuyydx(s)
= I— 2+ A
os ¢ ds "
tada je za s € (0,1) , y(¢,0) = y(¢, 1)

tj. e 'xy = x(2).

Sada promotrimo nehomogenu jednadzbu :

d
d—);+Ax:f(t),O<t<T

x(0) = xo,

11
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Teorem 2.1.1. Neka je f : (0,T) — X lokalno Holder neprekidna i vrijedi
P

[11£($)llds < e, zap >0. Za0 < t < T definiramo

0

t

F(f) = f e A9 £(5)ds.

0
F(t)
ar

d
Tada je F(-) neprekidna na [0, T) i neprekidno diferencijabilna na (0,T). Vrijedi
AF(t) = f(t)zat € (0,T)i F(t) > 0 kada t — 0.
Dokaz. Za mali p > 0, definiramo :

t=p
F(1) = fe‘A(’_“)f(s)ds, p<t<T,

(=]

gdje je F,(1) =0 zat € [0,p].
Stavimo da je f(s) = 0 za s < 0. Tada vrijedi :

IIF(t)—Fp(t)IISflle_A(’_s)Illlf(S)Ilds,
t=p

Sto teZi u 0 kada p — 0*. F, je neprekidna, poSto vrijedi :

t—p t+h—p
F,(t+h) = F,(t)= (e -1 f e f(s)ds + f e A £(5)ds
0 t—p

(0 <t <t+h<ty),Sto tezi nuli kada h — 0. Dakle, F je neprekidna na [0, T) 1
t

IF@OI < [Ile A1l f(s)llds — 0, kada t — 0*.
0

Ako je s € [0,1) , tada je e f(s) iz D(A), pa su i Riemannove sume za F (1),

> e_A(t_Sf)f(Sj)Asj iz D(A) 1 vrijedi
1—5;>
D -
imA Y e f(s)As = [ Ae A9 f(s)ds.

As—0 s<t—p

0
Dakle, zbog zatvorenosti od A, F,(f) € D(A) i

t—p t—
AF (1) = [ Ae ™) f(s)ds = pre_A(’_s){ f(s) — f()}ds + {e™ — e} £ (o).

0 0
Sada vrijedi [|Ae™ 9| = Ot — s)™) i |l f(s) — fOI = O( t — s |?), za 6 > 0 kada
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s — t~,stoga kada p — 0" imamo

AF,(t) > [Ae™ 9 f(s) — f(D}ds +{I — e} f(2).
0

Ponovno zbog zatvorenosti od A slijedi F(t) € D(A)zat € (0,7).

Promatramo strogi interior intervala [7o,#1], 0 < 70 < t; < T , tada AF,(1) — AF(t)
uniformno za ¢ € [y, 1;]. Kakoje || f(©) = f(s)|| < K |t—s|’,zat,s € [ty,1,]116 > 0, pa
slijedi:

IAF,(1) = AF (@) || = [ {=1 + e} f(0) + [ Ae™9(f(s) = f(D)ds |

t—p
t
<l -Df0)1+C [ —s)"ds — 0,
t—p
Sto uniformno konvergira kada p — 0%, ¢ € [#y, #1].

Konacno F,(#) je diferencijabilna kada t > p i vrijedi

dF (1) 4
7 =-AF,()+e™f(t-p), p<t<T.

Desna strana uniformno konvergira k AF(¢) + f(t) zat € [ty,1;], kada p — 0. Dakle, F je

F
neprekidno diferencijabilna na otvorenom intervalu (0, 7') 1 vrijedi " +AF = f(2). O

Teorem 2.1.2. Pretpostavimo da je A sektorski operator na X i xy € X. Neka je f :
P

(0,T) — X lokalno Holder neprekidna i f || f(0)|ldt < oo, za p > 0. Tada postoji jedins-
0

tveno rjeSenje x(-) od :

d
d—j+Ax:f(t),O<t<T

x(0) = xo,
koje je oblika

t
x(t) = e A xy + f e A9 £(5)ds.
0
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2.2 Lokalna egzistencija rjeSenja i jedinstvenost

Sada ¢emo promatrati nelinearnu jedndZbu:

dx
Z+Ax:f(t’X), t>1 (2)

x(IO) = Xo,

pretpostavimo da je A sektorski operator takav da su razlomacke potencije operatora A; =
A+al dobro definirane. Prostor X* = D(AY) sanormom ||x[|, = [|A{x|| je definiran za & > 0.
Pretpostavimo da je f preslikavanje sa otvorenog skupa U € R X X* u X, za @ € [0, ).
Funckija f je lokalno Holder neprekidna po 7 i lokalno Lipschitzova po x. Preciznije, ako
je (t1, x1) € U, tada postoji okolina V C U od tocke (1, x) takvada za (¢, x) € V,(s,y) € V
vrijedi:
1/ x) = fs, I < L( 1= 517 +x = Ylla),

zakonstante L>016 >0

Definicija 2.2.1. Rjesenje Cauchyjeve zadace na (ty, t,) je neprekidna funkcija x : [ty, t;) —

X takva da x(ty) = xo .Imamo da je(t, x(t)) € U, x(t) € D(A) i postoji %(I) . Preslikavanje
to+p

t — f(t,x(1)) je lokalno Holder neprekidno. Vrijedi f IIf(t, x(t)lldt < o0 zap < 0. Uz

fo
navedene uvjete diferencijalna jednadzba (2)) je zadovoljena na (ty, t,).

Lema 2.2.2. Ako je x rjeSenje od (2)) na (ty, t) tada vrijedi:
t
x(f) = e Ay + f e A9 £ (s, x(5))ds (3)
to

to+p

Obratno, ako je x : (ty,t;) — X neprekidna funkcija i vrijedi f £ (2, x(1))|ldt < oo za
fo

p < 0 te je zadovoljena jednadiba (3),za t € (ty,t1), tada je x(-) rjieSenje diferencijalne

Jednadzbe (2)).

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz definicije rjeSenja i teorema 2.1.2. Pretpostavimo da je x
rjeSenje jednadzbe (3) i x € C((to, 1); X*). Prvo ¢emo pokazati da je funkcija x : (fo,1,) —
X“ lokalno Holderova neprekidna. Ako je #ty <t <t+ h < t;, tada

t t+h

x(t+h)—x(1) = (e —I)e A7) xo+ f (e =De™ 9 (s, x(s5))d s+ f e~ A9 £( 5. x(s))ds.

fo t
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Za(0 <6< 1—aisvakiz € X vrijedi:
lI(e™" = De™"™Velly < Ct = 5™ One™ V| 2|
Iz teorema 1.4.3 vidimo da za 1 € [z, 1]] C (f, #;) vrijedi
lx(¢ + h) — x(D)||, < const 1.

Dakle t — f(t, x(¢)) je lokalno neprekidno na (#y, ;). Prema teoremu 2.1.2 x rjeSava line-
arnu jednadZbu:

% + Ay = f(t,x(1)), to <t <t

¥(to) = Xo
Dakle x je rjesenje od (2)). ]

Teorem 2.2.3. Neka je A sektorski operatori f : U — X,pri Cemu je U otvoren podskup
od R x X% 0 < a < 1. Preslikavanje f(t, x) je lokalno Holder neprekidno po t i lokalno
Lipschitzovo po x. Tada za svaki (ty, x0) € U postoji T = T(ty, xo) > 0 takav da @2)) ima
jedinstveno rjeSenje x na (ty, ty + T) sa pocetnim uvjetom x(ty) = Xo.

Dokaz. Prethodna lema je dovoljna za pokazati odgovarajuci rezultat za integrabilnu jed-
nadzbu (3).Izaberimo § > 0,7 > 0 takve da je skup

V={@x) | h=<t<to+7 [lx—xolle <6}
sadrzan u U. Za svaki (t, x1), (t, x,) € V vrijedi
Lf(z, x1) = f(& x)Il < L|lx; = X2l

Stavimo B = max ||f(¢, xo)|| 1izaberimo T takavda O < T < 7 1:
[70,00+7]

5
lle™" = Dxol, < 3 a0 <h<T

NS

T
M(B + L9) fu“’e‘"‘du <
0

gdje je [[AJe™V|| < Mr e, zat > 0.
Oznacimo sa S skup neprekidnih funkcija y : [fy, o + T] — X takvih da |[y(¢) — xo|l, < ¢
,zat € [ty,to + T] , uz uobicajenu sup- normu

Iy IT = sup {y@)llas 1o St <10+ T},
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tada je S potpuni metricki prostor.
Zay € § definiramo G(y) : [ty,to + T] — X sa:

Gy)(1) = e xg + f e f(s, y(5))ds.

1o

Pokazat ¢emo da je preslikavanje G iz skupa S u § stroga kontrakcija. Primjetimo,

!
1GON® = %o e < 1l (€A — Dol + f A0 | (B + Lo ds
4]
to+T

1)
< 5 + M(B + L6) f(t —5) % s < §

fo

zatg <t<ty+T.

Lako se pokaze da je G(y) neprekidna sa [#y, tp + T] u X%, pa je G preslikavanje sa skupa S
u skup S.

Akosuy,ze S tadaza t) <t <ty+ T vrijedi

IG(@) = GO llo < fllA‘fe_A“_” 11 f (s, y(8)) = f(s,2(s) | ds

t
<ML f(t — 5) % ds||y - z||I”

fo

1
Dakle, || G(y) - G@)||” < Elly —z|I", zasvakiy,z € S.

Prema teoremu o kotrakciji, G ima jedinstvenu fiksnu to¢ku x € § koja je rjeSenje inte-
gralne jednadzbe (3) i ograni¢enu funckiju f(¢, x(¢)) (kada t — #}).Prema prethodnoj lemi
x je jedinstveno rjesenje od (2)) na (¢y, tp + T) sa poCetnim uvjetom x(f) = Xo. O

Teorem 2.2.4. Neka za A i f vrijede pretpostavke prethodnog teorema. Takoder pretpos-
tavimo da je za svaki zatvoren ogranicen skup B C U, slika f(B) ogranicena u X. Ako je x
rjeSenje od (2)) na (ty, 1), a t; maksimalan. Ukoliko je t, > t,, tada nema rjeSenja od (2)).

Dokaz. Pretpostavimo da je t; < +oo, ali (¢, x(¢)) ne pripada okolini N od U, za t € [t,, t1).
MozZemo izabrati N = U \ B, gdje je B zatvoren ograni¢en podskup od U i (¢, x(t)) € B,za
t € [f,t). Pokazujemo da postoji x; € B takav da x(r) — x;, kada t — #;, Sto znaci
da se rjeSenje moze produZiti nakon vremena #; , a prema prethodnom teoremu , to je u
suprotnosti sa maksimalnom vrijednos$¢u od #.
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Neka je C = sup(|| f(z, %) ||, (¢, x) € B}. Prvo Cemo pokazati da || x(?) ||s ostaje omedjen kada
t—>t,za B <1.
Promatraju¢i kadajea <5 <1, <t < t),imamo:

t
12 llg < 1 &S =20 x(to) Il + f | AP | £ (s, x(5)) llds
fo

< Const{(t — 1) "% || x(t0) |l + f (t — 5)Pds)

0

Sto je omedeno za t — ty.
Sada pretpostavimo r, < 7 <t < t; , pa:

x(t) — x(1) = {20 — INx(7) + f e~ A9 £(s, x(5))ds
| x() = x(0) ll < C1(t = TP x(7) l|g + C2 f (t—5)""ds
<C3(t—1F (@<pB<1)

Prema tome, lim x(#) postoji uX“ , i tvrdnja je dokazana. O
11—

Korolar 2.2.5. Pretpostavimo da je A sektorski operatori U = (1, 00)xX“. Neka je funkcija
f lokalno Hélder neprekidna po t i lokalno Lipschitzova po x za (t, x) € U i vrijedi:

1f@ 0Nl < K@ + | x]la)

za svaki (t, x) € U, pri cemu je K(-) neprekidna na (1, 0). Ako je ty > 7, x9 € X, postoji
Jedinstveno rjeSenje od [@2)) za svaki t > 1.

Dokaz. Vrijedi teorem 2.2.4, a korolar vrijedi ako postoji ¢, — #; < oo takav da || x(z,) ||, —
+00. Medutim imamo

t
1 x(@) llo < [l e xq || + f | ATe 2 ||+ K(s)(1 + || x(5) [lo)ds,

fo

Sto po Gronwallovoj nejednakosti slijedi da je || x(¢) ||, omeden kada ¢t — t;. O
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Teorem 2.2.6. Neka za A i f vrijede pretpostavke iz teorema 2.2.3., pretpostavimo jos da A
ima kompaktnu rezolventu i f je preslikavanje sa skupa R* X B C U C R X X® u ogranicen
skup X, pri Cemu je B zatvoren i ogranicen. Ako je x(t; ty, xo) rjeSenje od ([2)) na (ty, o) sa
ogranic¢enom normom || x(t; ty, Xo) |l kada t — +co, tada je {x(t; ty, Xo)}r>, U kompaktnom
skupu u X°.

Dokaz. Ako je @ < B < 1 tada je X C X je kompaktno uloZen, (teorem 1.4.9.) te je
dovoljno pokazati da je || x(¢; fy, xo) ||g ograniCen za t > t, + 1. Bez smanjena opéenosti
mozemo pretpostaviti da je Reo(A) > ¢ > 01 || f(t, x(¢;t9, x0)) || < C, zasvakit > 1, ,
stoga imamo:

!
|| x(2: 20, X0)) I < Mt — 1) PV xg |l + MC | (t = 5)Peds
B
fo

Sto je ograniCeno zat >ty + 1. O

Napomena 2.2.7. Gornji argument pokazuje stupanj izgladivanja, bez pretpostavke kom-
paktnosti rezolvente: ako je rjiesSenje ograniceno u X® tada je ogranic¢eno i u XP, pri emu
jea<p <1

2.3 Allen-Cahnova jednadzba

U nastavku ¢emo iskoristiti prethodne rezultate iz ovog Poglavlja, kako bismo pokazali
egzistenciju i jedinstvenost lokalnog rjeSenja Cauchy-jevog problema za Allen-Cahnovu
jednadzbu:

U=t +u—u’, t>0,a<x<b

u(a,t) =0, u(b,t) =0

u(x, 0) = uo(x)

—d2<p
dx?

Definirajmo linearni operator Ag(x) =
(@) =01 90(5) = 0.

b
(Ap, ) = = [ ¢"(p(x)dx = [(¢'(x))’dx >0

a

(x), gdje je ¢ glatka funkcija na [a, b] sa

b
(Ap,¥) = — [ ¢ (OP(x)dx = (p, AY)

A je linearni hermitski operator na L*(a, b).
Operator A = ;—fj je sektorski sa domenom H*(a, b) N H)(a,b) i D(A'?) = X'* = H}(a, b)
Neka je f(u) = u —u’.
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Sada navedenu jednadzbu moZemo zapisati :

u,+Au = f(u), t>0
u(a) =ub) =0
u(0) = ug

gdje je f : R* x Hy(a,b) - X.

Definirajmo prostor X = {u € L*(a,b) : u(a) = u(b) = 0}.

Za gore navedene uvjete, ispunjenji su uvjeti Teorema 2.2.3., te primjenom tog Teorema
navedena jednadzba ima jedinstveno rjeSenje.



Poglavlje 3

Primjena

3.1 Uvod

Carr i Pego su proucavali razvoj pocCetnih podataka viSe 'nakupina’ Allen-Cahnove jed-

nadzbe:
O = 0u+u—u’=0u+U'(u, 4)

gdjeje u(x,t) :RxR* - R

Ovi podaci su za veéinu x vrlo blizu stacionarnim vrijednostima v = +1 sa prijelazima od
+1 do F#1 u odredenim to¢kama. Te tocke zovemo "nakupine’

Nasi rezultati vrijede za jednadZbe koje su opcenitije od Allen-Cahnove jednadZzbe, koje
proizlaze iz potencijala V.

Ako uvedemo oznaku:
Z 7 .
Uz) = T )
tada je desna strana od jednadzbe (4)):
L) = 0*u+ V'(u). (6)
MoZemo prosiriti naSe rezultate na sve U € C? koji zadovoljavaju:
U =U'0)=0,
U(+x) = U(=x),
U”(x1) <0, U"(0) = 1,
U'(x)#0zax¢{+1,0}.

20
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Pocet ¢emo sa ogranienim stacionarnim,tj. vremenski neovisnim rjesenjima od (#)). Mogu
se protumaciti kao trajektorije slobodne tocke Cestica koja se bez trenja giba u potencijalu
U, pri Cemu x predstavlja vremensku varijablu. (Slika 1)

Imajmo na umu da je ovo integrabilni Hamiltonov sustav.

/N / Ny

S
\\

| =
|
i —A 0 1 v

Slika 1: Interpretacija jednadzbe L(v) = 0

Stacionarna rjeSenja su:
o tri konstantna rjeSenja u.(x) = 1, up(x) = 0;

e dva heteroklini¢ka rjeSenja koja ¢emo oznaciti sa ¥(x) i Y (—x). Za V koji je dan jed-
nadzbom (3)), takvo rjeSenje je :

W(x) = —tanh(%).

e periodicka rjesenja, koja Ce biti objasnjena u nastavku. (Slika 2)

Propozicija 3.1.1. Za svaki V koji je gore definiran te za svaki P € (Py, o), gdje je Py > 0,
postoji periodi¢no stacionarno rjeSenje pp(x) od @) sa periodom 2P i amplitudom A, i
@p(x) ima tocno jedan maksimum i jedan minimum po periodu. Nadalje, pp € C™ i postoji
bijekcija izmedu amplitude A € (0,1) i P = P(A). Pretpostavljamo ¢p(0) = ¢p(P) = 01
wp(x) < 0zax e (0,P).
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Dokaz. Dokaz pogledati u [2]. O

Slika 2: Periodicko rjeSenje ¢p(x)

Napomena 3.1.2. Pocetni poloZaj —A Cestice mora zadovoljavati A € [0, 1] kako bi orbita
ostala ogranicena. Ali za takvo pocetno stanje, pokazali smo rjesenje jednadzbe L(v) = 0.
Dakle nema drugih ogranicenih rjeSenja od (@)

PeriodiCka rjesenja ¢e imati bitnu ulogu u nastavku. Cilj nam je pokazati postojanje
’mestabilnih’ stanja, tj. nestabilna su, ali "puzaju’ vrlo dugo. (Slika 3)
Uobicajeno je da su rjeSenja u.. stabilna, da je ¢ stabilno do svojstvene vrijednosti 0 i da su
sva ostala stacionarna rje$enja nestabilna. Zelimo proutiti razvoj po&etnih uvijeta v(z = 0)
koja su kao ’krunisSta’. Definiramo Z, skup nula od v(t = 0) kao:

Z={z;eR,jeZz;<zjmivix=zg;,t=0)=0zasvakij}.

Pretpostavimo da je v(x,t = 0) pozitivan za zp; < X < 2pj 1 negativan za ;-1 < x < 2.
Uvodimo i duljinu intervala ¢;, definirana sa :

ti =2z — Zi-1.

Definicija 3.1.3. Funkcije za koje vrijedi gore navedena forma, nazivamo dopustiva, oznacit
cemo ju sa uy.
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Ako promatramo samo nule od rjeSenja (@),onda imamo smanjeni sustav jednadzbi,za
pozicije nula. Tako Z postaje funkcija vremena. Jedna od poteskoca u beskona¢noj domenti,
je pokazati da postoje ’zanimljivi’ dopustivi pocetni uvjeti, koji ostaju dopustivi za sva
vremena.

vrijeme: 5043 do 5050 vrijeme: 5266 do 5269

Slika 3: Numeric¢ka simulacija
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Razvoj ovih pocetnih uvjeta izgledat ¢e ovako. Prvo, pozitivan (negativan) dio od u brzo se
priblizava +1(-1), u meduvremenu se formiraju barijere domene, koji (lokalno) izgledaju
kao + tanh(%) (opcenito heteroklini¢ko rjeSenje). Intuitivno, +1 su stabilne tocke, ali ¢e
se barijere domene pomaknuti. Buduci da nema razloga da se +1 preferira ili obratno —1,
brzina kretanja barijere domene Ce ovisiti samo o veli¢ini ¢;, {;;; od dvije domene pored
ove barijere. Carr i Pego su pokazali (u kona¢noj domeni) da je brzina kretanja i — te
"nakupine’ priblizno e~‘+1 — 74,

Slijedit ¢emo njihovu metodu kako bi smo pokazali slican rezultat u bekonacnoj do-
meni: skupu Z pridruzujemo funkciju u?) koja ima Z kao skup nula. U svakom smo
intervalu (z;, z;41), postavili u(ZO)(x) jednaku translaciji od ¢p sa P = z;,1 —z;, tako da je uz(0)
neprekidna funkcija. Kako bismo dobili glatku funkciju uz, malo smo izmjenili nediferen-

cijabilnu funkciju (u blizini svake nule).

Uy ()

Slika 4: Funkcija uy

Funkcija uz je po konstrukciji jednaka stacionarnom rjeSenju od (), osim u blizini
skupa Z. Na slici 4, nule su oznacene sa z;, a podebljane linije pokazuju podrucja lijeplje-
nja. Sljededi korak je prouciti stabilnost ovih ’skoro stabilnih’ funkcija.
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3.2 Dinamika u razrijedenom stanju
Definicija 3.2.1. Neka je Z = {z,} ez € R niz pozitivnih realnih brojeva, te:
{i=2;—2j-1,

2= inf ;.

1
Ccj = E(Zj +Zj—1)-

Neka I > Py i pretpostavimo da je | Z |> I'. Posebno vrijedi zj,1 > z; za svaki j € Z. Sa
Qr oznacimo skup takvih Z:

Qr = {Z = {0y 221,20, 21> ..} ERZ Zi—2zj>1,j€ Z}.

Definicija 3.2.2. Neka je {l;}jcz niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli
s gustocom vjerojatnosti pr(x), x € R*, za koju vrijedi pr(x) > 0za x > T'i pr(x) = 0 za
x < I'. Mjera vjerojatnosti P skupa Qr je potaknuta odabirom,

20=0, zj—zj.1=¢;, zaZceQy,
Za Z € Qr, konstruiramo funkciju uz(x) kao $to je opisano na po€etku ovog poglavlja:

() = (1 = A(x =z, (x — zj-1) + A(x — 2)))¢1,,, (x — zj41)  ako je j paran broj
(1 = Alx =z, (x — 2) + Alx — z)¢r,, (X — 2)) ako je j neparan broj

gdje je A(x) € C* monotona ’odrezana’ funkcija za koju vrijedi:

0 < -1,
A(x):{ 1 §>1.

Tada je uz(x) dana formulom:

(9]

ur(x) = ) u @1,

Jj=—00

gdje je 1; karakteristiCna funkcija na intervalu I; = [cj, ¢j,1]. Imamo uz € C*. ProSirivanjem
(6) sa uz uz v = w + uy dobijemo:

LW+ uz) = L(uzy) — Lyw + w?r(w, uz)
pri cemu je linearan operator:

Lyw = &*w = V" (uy)w, (7)
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1 nealinearan ostatak je dan sa:

1

", ) = f ds (1 — V" (sf +2).

0

Sada ¢emo navesti neka svojstva linearnog operatora L; koji je dan sa (7).

Definicija 3.2.3. Neka je A kompaktan intervalu R i € > 0. Neka je u apsolutno neprekidna
mjera na R za koju vrijedi:

uA) =1-¢,
UR\A) =g,
d,
3C>0:' #(x)—C‘Ss, za x € A.
dx

Odgovarajué¢a L*(R, du)-norma oznacena je sa || - ||5 i skalarni produkt sa {-, ).

Prvo ¢emo opisati spektar od Lz:

Teorem 3.2.4. Neka postoje konstante ¢; < oo, M > 0 i skup Q* C Q takav da za
dovoljno velik |Z|, vrijedi:

o P(QY);

e zasvaki Z € Q*, L*(R,du)-spektar od L; = 6)26 - V' (uz) jeiz (—a,a),
gdje je @ = O(e™"¥!), toc¢ka sa eksponencijalno propadajucim svojstvenim funkcijama
ej,j € N. Ostatak spektra je sadrian u [M, o).

Dokaz. Dokaz navednog teorema pogledati u [4]. O
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Slika 5: Potencijal U(x) zajedno sa funkcijom uz(x)

Korolar 3.2.5. Neka je € > 0i A C R kompaktan interval. Tada postoji N, < oo takav da
za svaki w € L2 (R, du) N L*® vrijedi:

D Kejx), wil < . (8)

J>Neg

Dokaz. Lijeva strana nejednakosti je projekcija w na prostor funkcija koje imaju ekspo-
nencijalno malene pocetne tocke iz A. Osim toga, w € L™, dakle imamo |[Ig\aw|a < &,
gdje je 1r\a karakteristicna funkcija komplementa od A. O

Sada ¢emo definirate vektore iz L*(R, du) koji generiraju translacije od j—te *nakupine’:
7., = (=1)/0(x)duz(x), €))
gdje je ®; € C* karakteristiCna funkcija na intervalu /; :

0, dxI)>1,
om={1 er

takva da su sve njezine derivacije uniformno ogranicene .

Lema 3.2.6. Za dovoljno velik |Z| i € > 0, postoji D;, 0 < D, < oo takav da za svaki
k> D,,
I lla < €.
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Dokaz. Tvrdnja neposredno slijedi iz definicije 3.2.3. 1 Cinjenice da 7., ima kompaktan
nosac i uniformno je ogranicena. O

Oznatimo sa Py, : L*(R,du) — @j <N, H,, spektralni projektor sa pridruzenim svoj-
stvenim vrijednostima A, ..., Ay, od Lz ( i H; ; C L*(R, du), odgovarajuéi spektralni pot-
prostorti).

Ako w € L*(R, du) zadovoljava (w, 7;)a = 0 za svaki |j| < D, tada je njegova projekcija
na P, H,, mala:

Propozicija 3.2.7. Neka je w € L*(R, du). Tada postoje konstante ¢c; > 0, ¢; > 0i D; >0
takve da ako w zadovoljava {w, 7. )x = 0 za svaki |j| < D, tada je

—c11Z
1P wllA < c2e” s
Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [2]. O

Korolar 3.2.8. Neka je w € L2 (R, du) te za dovoljno velik |Z| postoje konstante M, > 0,
M, > 0i M5 > 0. Ako w zadovoljava (w, 7 )x = 0 za |j| < D, tada je :

ILzwIR = Ma(w, Lzw)a = My Myliwlix (10)

Za karakteristicnu funkciju yx(x) = 1, ako je x € A (koja ima kompaktan nosac i |0, x| <
% ) imamo:
Iy awllz, < Ms(w, Lyw)a. (11)

Sada moZemo uvesti i sljede¢u normu za perturbacije w € L*(R, du) koja je ortogonalna
na spanf{r_ }, j € Z:
IWllZ = (w, Lzw)a (12)

gdje je Z € Qr.
U nastavku slijedi dekompozicija rjesenja v, od jednadzbe (1)) kao v, = uy, + w,, Z, €
Qr. Sada uvodimo prostor pocetnih uvjeta za dinamiku danu jednadZzbom (@)):

Tro = {v € L5R) : [Vl < 1, inf || xa® = u)llee < o, inf [Iv — uzlla < oo}, (13)
ZeQr ZeQr

gdje je xya kao u prethodnom Korolaru.
U nastavku ¢emo koristiti uvjet za dovoljno malen 7t * Sto znaci ’za dovoljno velik
I' < o0 1 dovoljno malen o > 0’.

Propozicija 3.2.9. Za dovoljno malen Tr, i v € T, postoji diferencijabilna funkcija
Z: Tro — Qr takva da vrijedi (v — uz), T 000a = 0, za |jl < D: + 1.
Nadalje, za svaki € > 0 postoji Z* € Q" takav da vrijedi ||(Lz.) — Lz )Wl|a < &|[Wl|a.
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Propozicija 3.2.10. Postoji konstanta B > 0 takva da za dovoljno malen Tt ., vrijedi
sljedece: Ako je vy € Tt , tada sve dok je v, € Tt vrijedi:

1
(6, * EMz)(”V — izl — B g%(z(v))) =0

pri cemu je M, konstanta kao u Korolaru 3.2.8., gf(Z) = 2ji<Ds |<£(uz),rzj>A|2 i norma
| - 2 dana je sa (TT). Stovise, g1(Z) — 0 kada |Z| — oo.

Dokaz. Dokaz mozete vidjeti u [2]. O

KoriStenjem prethodne Propozicije, Korolara 3.2.8. te primjenom Gronwallove leme
slijedi:
WlE) < BEHZON + (1w, — AgHZ(o Je 2. (14)

Mozemo definirati dva skupa, odabirom broja s iz skupa {s € R* : s* + Bsup gX(Z) <
ZGQF

M,0?} koji nije prazan za dovoljno velik |Z|:

A={v=w+uz € Tr,: Wz < s},

15
Z ={veA:|wlz < Bgi(Z)). >

Iz Korolara 3.2.8. slijedi da je A € Tr,. Oznacimo sa v, = v(-, 1) rjeSenje od (I)). Vidimo
da za vy € Z sve dok je |Z(v,)| > T, onda je v, € Z. Dakle, jedini nacin za napustiti Z je
dostic¢i granicu |Z| =T

U sljedeé¢em dijelu izrazit ¢emo eksplicitnu formulu za brzinu 'nakupina’. Sada Zelimo
napisati jednadzbe za vremenski razvoj funkcije Z(r) = Z(v,), gdje je v, rjeSenje od (I) sa
pocetnim uvjetom vy € Zizat <sup{t: |Z(v,)| >T}.

Napomenimo da je :

Oz = Z(azjuZ)'Z=Z(v)Zj ’

JEZ
gdje je
Z'j = ath(V(t)).

Koristit ¢emo ovu notaciju
Gtuz(v) = Dzuz . a[Z(V)
Sada imamo

v = uz), (az,uZ)|Z:Z(V)>A =0, za|jl<D;+1,
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sobziromnat, za|j| < D+ 11w = v — uy,) dobijjemo :

(L), T 008 = Dzuz - 0,Z(v), T 008 — V — Uz, D77, - O, Z(V))A

ow = L(v) — Dzuz - 0,Z(v) (16)

Definirat ¢emo matricu:

S = (Sij)
—D;—1<i,j<D;+1

= ((8;,“2@), TLo0A — V= Uz, az_/(v)Tzi(v)>A)
_D,—1<i,j<Dy+1

Zapisat ¢emo jednadzbu u matri¢noj notaciji:
S Z= (L), 208 + Z5|j|,D,+1 + O(e),

gdje je 0; ; Kronecker-ova delta funkcija. Uvest ¢mo zapis matrice S koja je invertibilna,
Sto ¢e kasnije biti pokazano. 5
S=8- 6|j|,DT+1 + 0(8) (17)

Stoga su jednadzbe (I6)) u ovom obliku:

,Zv) =S (L), Tz0A
ow = L(w + uz)) — Dzuz - S L), Tz0))A-

Teorem 3.2.11. Postoje konstante ¢, > 0i E > 0 takve da za v, € Z, Z = Z(v;) i dovoljno
malen T, vrijedi:

9z = E(e—“ffﬂ - e—q"f) n O(e‘“ infjez ) gup(e=1ln) e—ﬂff)) +0@), z €A (18)
JEZ

Dokaz. Za dokaz ovog teorema pogledati [2]. O

3.3 Kolaps domene

Kako bismo preciznije opisali kolaps mehanizma, upotrijebit éemo beskonacan pravac. To
je moguce jer je svaka distribucija "nakupina’ dovoljno razrijedena i ne zaglavi se unutar
T 1. za svako vrijeme (napusti 7, kroz iglu na kraju cijevi). To dovodi do gotovo opceg
oblika rjeSenja na intervalu /; koji ima duljinu I', pod pretpostavkom da je bilo dovoljno
veliko na pocetku. Jednom kada se dostigne op¢i oblik, 'nakupine’ ¢e se sruSiti u vremenu
T, < co. NumeriCkom integracijom je prikazana ova situacija, dakle na Slici 5 prikazana
su dva razli¢ita poCetna uvjeta koja vode do istog oblika neposredno prije kolapsa.
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Slika 5:

U nastavku ¢emo iznijeti precizan opis zavrSne faze. Pretpostavimo da je v, € Z za
svaki t > T ineka Z = Z(v,) zadovoljava |Z| = T". Stavimo da je w, = v, —uy,,,. Tada prema
Propoziciji 3.2.7. 1 Korolaru 3.2.5. imamo

C

—eT —MT
Iwrlla < IPywrlla + [I[(1 = Pywrlla < c2(e™ + &+ e 7 |[wolla).

Iz definicije o Z i Propoziciji 3.2.10. slijedi |[wolla < Bg1(Z) < ce 10, Stoga vrijedi
Iwrlla < Ale +e™T).

U sljede¢em teoremu prouc¢avamo ponasSanje od vy = uz gdje Z zadovoljava : Postoji
j € Z takav da f‘,‘ =T, fjil > F().

Teorem 3.3.1. Za dovoljno malene Tt i Tr,., pri cemu je I'y > I vrijedji vy € Tr,q-
Pretpostavimo da za T > 01ii € Z imamo zi(vr) — zi(vr) = I' i 2j.1(vr) — z;(vy) > T.
Tada postoji konacan T, takav da limyr, Zj11(vVis7)Zj(Vier) = 0

Napomena 3.3.2. Za velike I'y vrijeme kolapsa T, je zapravo neovisan o vq. Lokalni oblik
od kolapsa dviju 'nakupina’ je sveopci(neovisno o i).
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3.4 [Egzistencija dinamike okrupnjavanja

U proslom dijelu pronasli smo ’ucinkovitu’ jednadzbu (I8)) za koordinate {z;} ez nula od
rjesenja Alen Cahn-ove jednadzbe (I). Oslobodivsi se konstanti i zanemarujuéi uvjete
viSeg reda, imamo jednadZbu:

z; = e~ @) _ e—(Zj—Zj—l)’ za j€Z.
Prelaskom na varijable £; = z; — z;_; (duljine intervala), dobivamo:

fj = e Ui 4 o7l = 2670,
Stavimo 3; = ¢/, pa imamo:

Bj = Bi(2Bj = Bjr1 = Bj-1)- (19)

Nadalje, definirat ¢emo i rubne uvjete: ako postoji indeks j € Z i vrijeme ¢t > 0 takvi da
Bj(t—0) = " tada je Bi(¢), i € Z definiran sa:

Bi(t - 0) i<j-1
Bi) = {Bj-1(t=0)e Bt =0)  i=j-1, (20)
Biwa(t—0) i>j—1.

Jednadzbe (T9) i (20) odreduju dinamiku na prostoru & = [0, e ]%.

Definicija 3.4.1. Kolaps za B(t) koji zadovoljava dinamiku okrupnjavanja je vrijeme T
takvo da je B(1) diskontinuiran za t = 7, tj. postoji cijeli broj j takav da Bj(t - 0) = e™".

Ulozit ¢emo skup pocetnih uvjeta C u & tako da ¢e se beskonacno Cesto srusiti dina-
mika okrupnjavanja. U terminima varijabli z; ovaj skup se moZe promatrati kao podskup
od R.

Definirajmo skup C:
r

et e e’
C= {ﬁ €e&: jew C€Z td. VneN, B, € (z—,—).Bj,+1 € (0, —)}
2n n 6n

Teorem 3.4.2. Neka je t — [(t) € & dinamika okrupnjavanja sa pocetnim uvjetom 5(0) €
C. Tada postoji bekonacan niz brojeva 0 < 1) < 17, < ... < T, < ..., takavda t,, = o i za
svakin € N, 1, je kolaps za B(t).

Dokaz. Pretpostavimo da je B(0) € (%, %) iB.1(0) < % Prema (19) imamo:
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. 2e¢ T
£o(0) > <3€—n>ﬁo(0>,

B1(0) < B1(2B1 — Po).

Zatim, ozna¢imo da je Sy(1) < 2B,(f). Kako je B.(f) < eé;nr, Sto povlaci:

e -T

r

-T e
626 t/(3n) <ﬁ0(l) < 621"
2n n

zasvavremenat < sup{r : Bo(f) < e'}. Iz Cega slijedi da u intervalu (3 log n, 2ne' log(2n))
postoji vrijeme 7, takvo da By(t,) = e'. Dakle, postoji podniz 7,, koji zadovoljava tvrd-
nju. O

Za interval A C R definiramo skup C* kao restrikciju skupa C na A.

Propozicija 3.4.3. Neka je A kompaktan interval u R i |A| njegova duljina. Postoji 6 =
O(IA]) > O takav da
P(CY 26,
gdje je P(-) mjera vjerojatnosti definirana u Definiciji 3.2.2.
T

Dokaz. Neka je 8 € C i indeksi {j, ) takvi da B, € (5, ) i 8,21 < &

Stavimo M* = sup {M : Y™ 3T +log2n + 2log6n < |A|}. Interval I' ne moZe sadrzavati
viSe od intervala ¢;,, ..., {;,.. Stoga

M I+log 2n 00 2
rev=[] [ amw( [ ave).
I'+logn I'+log6n

n=1
Bududi da je A kompaktan i zbog p(x) > 0, Vx € (I', 00), M* je konacan, dakle tvrdnja je
dokazana. O

Definirajmo skup C* gdje je C zapisan pomocu varijabli z;:

C' = {Z eQr: {ezj_zjﬂ}jez € C}

Takoder definirajmo 7 . zamjenom Qr sa C* u definiciji od 7t (T3). Podskup Z* je
definiran zamjenom 7, sa 7 u (13). Oznacili smo sa z;(v) j-tu nulu od funkcije v, gdje
je 7j(v) < zj1(v).
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Teorem 3.4.4. Neka je T dovoljno malen i vy € T . Ako je v; rjeSenje od JED!!
zajedno sa pocetnim uvjetém Vo, tada postoji vremenski niz {t,}hen 1§ niz indeksa {j,}nen
takvi da vrijedi

}l_gl |z, (ve) = 2j,-10v) = 01d }}1_{1; ty = 0.

Dokaz. Oznacimo sa {j,}.en indekse takve da

r ,-T

(7 —7 - e_ e
e (Zjn—=2jn-1) =e¢ Cjn c (_’ —)
2n" n
-
e_(Zj,lil_Zjnil—l) = e_fjnil < e—
n

Izaberimo skup {A ;} ez disjunktnih kompaktnih intervala iz R takav da za svaki n postoji
k takav da [z;,_,,z;,] C Ax. Prema Teoremu 3.2.11., dinamika nula z;, je dana jednadZbom
(T8) i njhov kolaps obja$njen je u Teoremu 3.3.1. I konacno, za dovoljno malen 77  postoji
niz vremena kolapsa. Time je tvrdnja dokazana. O

3.5 Razlicite granice

U ovom dijelu ¢emo procjeniti ponaSanje funkcije uz. Pokazat ¢emo da blizu skupa Z,
funkcija uy je toliko blizu heteroklinickom rjesenju .

Lema 3.5.1. Neka postoje pozitivne konstante K i ¢, takve da za dovoljno velik |Z|, vrijede
sljedece tvrdnje :

(1) (=1 (x = 2))) = u (%) < Ke= ™" lie) za |x — zj| < liza j € Z.

(2) 1L(u)lleo < Ke™ 1,

Dokaz. Prvo usporedujemo ¢p sa ¢ za fiksni P. Neka je g(x) = ¥(x) — ¢p(x), @ =
V(pp(P/2)) = V(=A(P))(Slika 2),i pretpostavimo x € [-P/2, P/2]. Ako je f stacionarno
rjesenje od @), tada f” + V'(f) = 0, prema tome f”f" + V'(f)f" = 0tj. %(f’)2 + V(f) je
konstanta. Uzmimo x* sa f’(x*) = 0 i dobijemo :

1
oy )+ V(f(x) = V(f(x)
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Derivacija od g zadovoljava:

|
18’0 = V2 | V() = V(ih(x)) — va - V(¢P(x)>|

|
= V2| VVW(e0) = VW(x)) = V=(V(§(0)) — @) + V(ih(o0)) = V(pp(x))

< V2 | V(i(0)) = VW (x)) — YV((o0)) — V(gp()] + |V (¥(0)) — agbigg|
< CY(x) = @p(0] + €)= C(lg(0)] + 7).

Primjenit ¢emo Gronwallovu lemu (i g(0) = 0) te dobijemo
80| < Kye ",

'] < Kpe™F.

Sjetimo se definicije uz,pa imamo
u(x) = (I = Alx = 2)pe,(x — 2j-1) + AX = 2))@e,., (X = Zj41), za |x — 25l < inf(£;, £j41)/2
Dakle,
min(eg,;(x = zj-1), @e;,, (X = 2j+1)) < uz < max(@e,(x — zj-1), ey, (X = Zj11))-
Stoga,

W((=1Y*(x = 2,) — ()| = max (w«—l)f“ (x = 2,) — uz(0), 1tz — Y((~1)7 (x — z,-))
< max (W(= ™! (x = 27)) = min(g (3 = 2710, 5, (5 = Zj21):
maX(W,-(X - Zj—l), S%-H(X - Zj+1)) - lﬁ((—l)jﬂ(x - Zj) - MZ(X))))
< rnaX(Kle_"l[/, Kle_clfj“)

¢ime smo dokazali (1).
Za x € I; imamo

Lu) = N, = ¢e,,) + 20 (@, —9;,) — G-
Koristeci Cinjenicu da je ¢p rjesenje od L(u) = 0, tada imamo

G=(1-M)V () + AV (ge.,) = V(A = D, + Mgy, ).

Prosirimo G blizu nule 1 pogledajmo koeficijent od V"’(0)/2:

(1= M)}, + Agp = (1= Mg, + Mgy, )
= (1 =Ny} +Agj = (1= Ag; = Mg} = 2(1 = NAgye

Jj+1



POGLAVLIJE 3. PRIMJENA 36

= (1= DA}, + 41, = 20191,,,)
S (‘Plﬁl - ()01/')2'
Posljedica |G| < Ns|@my,,, — ¢, | 1 koristeci (1) doijemo:

| L) < Vilg)] + Ralg’ (0] + Nslg(o)lP < Ke 1t

Te smo dokazali obje tvrdnje.
O

Lema 3.5.2. NekajeZ € Qr, ¢; = %(zj+zj_1) i 7., definiran kao u (9). Tada postoji K > 0,
c1 > 01i ¢y > 0 takvi da za dovoljno velik I vrijedi:

(L(uz), T )a = c2(V(uz(c))) — V(uz(cji1)) + O(e), zaz; €A,
1Lz, |In < Ke ™0 za |jl < D,

Dokaz. Koristeci definiciju 3.2.2.

cjr1—1
f dpL(uz(x))T;(x) = C f dx(Ouz + V' (uz))05uz + O(&)
R cj+l

1 1
= C(Eaxuz)2 + V(uz))(c;+ 1)) — C(E(axuz)2 + V(uzg))(cjr1 — 1)+ O(e
= C(V(uy(cjs1) — V(uz(cy))) + O(e).

Time smo pokazali prvu tvrdnju.
Koristit ¢emo da 7., ima kompaktan nosac i jednak je stacionarnom rjeSenju od (@) na
intervalu I; N {x : [x—z;| > 1}

Cj+|+1

L7713 = f duldyr,, + V' (uz)t, I
cj-1
zj+1
<C fdxlafgzj + V’(uz)szl2

zj—1

< (Csup | L(u)l)’,

Uz prethodnu lemu, tvrdnja slijedi. O
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Korolar 3.5.3. Neka je g3(Z) = 3 ji<p. KL(uz),T:)al i

g2(Z) = sup {% : 7 € span{t;; : |j| < D} \ {O}}. Tada uz pretpostavku prethodne leme,

postoji Ky > 0,K, > 0 takav da:
Ig1(2)] < Kie™ ', |1g2(2)] < Kpe .

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz nejednadzbe 1 — A(P) < c,e™“'*. A druga iz sljedeéih rezul-
tata.
Neka je 7 = 3 <p, t;7,;. Tada

ILz7lla < D IlILzTlIa < Iy sup Lz s,
felly = inf iz lla ) 1l

Primijetimo da je 7,(x) pozitivan na [c; + 1, ¢;;; — 1]. Sada primjenimo prethodnu Lemu i
tvrdnja je dokazana. O

Lema 3.5.4. Za dovoljno malen Tr, zav € Try i za N < 0o matrice :

S= (Sij) = (<5zjblz, Tz;)A - <V — Uz, az,'TZ,'>A) ’
i,j=1,...,N ' ,J

Si = (s0)

imaju uniformno ogranicen inverz.

= ((5;,“2, Tz,)A) )

i,j=1,..N ij=1,..N

Dokaz. Pocet ¢emo sa napomenom: Prema pretpostavci o V, imamo & < Py < I, vektori
tangente 7., i 7., imaju disjunkti nosa¢. Stoga, matrica S je trodijagonalna i moramo
kontrolirati preklapanje iz~medu T, 17,

Da bismo pokazali da je § invertibilna, trebamo pokazati da je dijagonalno dominanta, tj.

|k§ii| > Z |Sij|-

J#L

1) ¢lanovi na dijagonali je S;; = (0, uz, T, )n—(W, 0,7, ). Prvi €lan je uniformno ogranicen.
To je posljedica od :
000> Dide )l = KLU (- = 20), B (- — z))al = 18I > K.

Sljededi &lan je S;; je O(o), dakle za dovoljno mali Lr cijeli je izraz ograni¢en odozdo.
2) Sada provjeravamo ¢lanove izvan dijagonale

Sij = <aZjuZ’ TZ,')A - <W, aZiTZj>A_
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Prvi ¢lan je ograni¢en konstantom koja ide u nulu kada I' ide u beskonac¢nost. Drugi ¢lan
se tretira kao i prije.
3)dokaz za S, je poseban slucaj 1) i 2)

]

Napomena 3.5.5. Za dovoljno malen &, matrica S definirana sa (13)) takoder je inverti-
bilna.
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Sazetak

U ovom smo radu proucavali Allen-Cahnovu jednadZbu, egzistenciju i jedinstvenost nje-
zina rjeSenja te primjenu.

Na pocetku rada obradeni su osnovni pojmovi i rezultati koji ¢e se Koristiti u nastavku. De-
finiran je sektorski operator i razlomacke potencije,iskazan teorem o kontrakciji te Gronwal-
lovu nejdnakost.

U drugom poglavlju smo se bavili paraboli¢kim diferencijalnim jednadZbama. Dana je
bitna teorija egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja tih jednadzbi, Cije smo rezultate primje-
nili na Allen-Cahnovoj jednadzbi.

U zadnjem poglavlju opisana je primjena Allen-Cahnove jednadzbe. Proucavali smo bitnu
fizikalnu pojavu *okrupnjavanja’.



Summary

In this diploma thesis we present Allen-Cahn equation, nonlinear partial differential equ-
ation.

At the beginning of this paper, we give the basic definitions and notation used throughout
the paper. We define sectorial operators and fractional powers, introduce Gronwall’s inequ-
ality and contraction mapping theorem.

In the Chapter 2 we study the initial-value problem for parabolic partial differential equ-
ations. We present theory about uniqueness and existence of the solution and that results
apply to the Allen-Cahn equation.

In the last Chapter we describe the application of Allen-Cahn equation. We present the
physical phenomenon ’coarsening’.
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