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Uvod

Globalni navigacijski satelitski sustav (GNSS) je osmisljen s ciljem da u bilo kojem
trenutku i za bilo koji objekt (entitet) na Zemljinoj povrsini moze dati podatak o nje-
govom trenutnom vremenu, polozaju i brzini gibanjem (engl. Position, Velocity and
Time), tj. PVT stanju. Kao takav predstavlja temelje rastu¢em broju tehnoloskih i
drustveno-ekonomskih sustava.

Slika 0.1: Satelitska navigacija[260]

Koristec¢i pojam GNSS, najcesce se misli na sazvijeZde satelita koji odasilju signale
potrebne za odredivanje trenutnog polozaja (i/ili brzine i vremena) i dodatne infor-
macije u obliku tzv. Navigacijske poruke (engl. Navigation Message (NM)). Sazvijezde
satelita predstavlja (1) svemirski segment GNSS sustava. U sastavnice GNSS-a spa-
daju i (2) kontrolni segment koji ¢ine kontrolne i promatracke stanice smjestene na
Zemlji i (3) korisnicki segment, odnosno GNSS prijamnici (slika . Kontrolni seg-
ment nadzire i upravlja radom sustava.
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Slika 0.2: Segmenti GNSS-a

Trenutno postoji nekolicina GNS sustava (GNSS). Neki su u potpunosti ope-
rativni, a neki samo djelomi¢no. Najrasireniji u civilnoj upotrebi je GPS (Global
Positioning System). GPS je u potpunosti operativan i u vlasnistnu Vlade SAD-
a. Njime upravlja Ministarstvo obrane SAD-a (engl. US Department of Defense).
GPS omogucava dvije znatno razlicite razine koristenja, civilnu i vojnu. Vojna ra-
zina koristenja pruza vise mogucnosti i to¢nije odredivanje PVT stanja, a dopustena
je samo povlastenim korisnicima. Civilna razina koriStenja je dostupna svima, bez
dodatne naknade, uz uvjet posjedovanja GPS prijamnika.

Drugi, takoder u potpunost operativan GNSS, je GLONASS (Global'naya Na-
vigatsionnaya Sputnikovaya Sistema) u vlasnistvu Rusije. Neki od GNSS sustava
u razvoju su: (1) Galileo i (2) BeiDou. Galileo-om upravlja Europska unija (EU).
Najavljeno je da ¢e postati u potpunosti operativan do 2020 [26]. BeiDou je kineski
lokalni navigacijski satelitski sustav. U procesu je projekt prosirenja BeiDou-a do
globalnog do 2020 [26].
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Tablica 0.1: Obiljezja razlicitih satelitskih navigacijskih sustava

Broj ope- .. Brzina slanja
. . Frekvencije . ..
Zemlja rativnih X navigacijske
. valova nosilaca
satelita poruke
GPS SAD 31 L1 = 1575.42 50, 25
L2 = 1227.60
L5 = 1176.45
GLONASS Rusija 28 L1 = oko 1602 50
L2 = 1246
Beidou NR Kina 22 Bl = 1575.42 -
B2 = 1191.795
B3 = 1268.52
Galileo EU 18 El = 1575.42 -
E5a-Q = 1176.45
(15rp‘;tp§§f)’ E5b-Q = 1207.14
operatly E6 = 1278.75

Primjena GNSS-a dijeli se na pozicioniranje i navigaciju.

Definicija 0.0.1 (Navigacija). Navigacija obuhvaca trenutno odredivanje poloZaja i
brzine objekta u pokretu. Svrha navigacije je pracenje i upravljanje gibanjem objekta.

Definicija 0.0.2 (Pozicioniranje). Pozicioniranje nazivamo postupak odredivanja
poloZaja tockounog entiteta (objekta) ili niza tockovnih entiteta u prostoru.

Ovim radom se ponajprije razmatra bespojena (engl. off-line) navigacijska pri-
mjena, u svrhu pra¢enja tockovnog entiteta. Bespojena navigacija se koristi u promet-
noj znanosti u analizi prometnih puteva. Kako ne zahtjeva izracunavanje u realnom
vremenu (engl. real-time), svodi se na odredivanje polozaja tockovnog entiteta koji je
statican u danom vremenu t. Odredujuéi polozaj entiteta za niz vremena tq,ts, ..., t,,
dobiva se aproksimacija kretanja entiteta u vremenskom okviru [t1,t,]. Preciznost
aproksimacije kretanja zadaje se velicinom okvira i parametrom n, ili dostupnoséu
podataka. Praksa ne zathjeva da je n u odnosu na vremenski okvir duljine 1 sata
prevelik. Tocno kretanje entiteta moguce je odrediti preslikavanjem dobivene aprok-
simacije na kartu prometnih puteva. U tu se svrhu koriste otprije poznati algoritmi.
Dakle, rad se temalji na algoritamu za pozicioniranje (tockovnog entiteta) u konceptu
jednog, odredenog, GNSS-a: GPS u aspektu civilne razine koristenja.
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Cilj rada je opisati, analizirati i izvesti osnovni (referentni) algoritam za pozicioni-
ranje (tockovnog entiteta), uvidjeti potencijalne slabosti te predloziti, izvesti i oprav-
datiﬂ njegovo poboljsanje. Pod poboljsanjem se prvenstveno misli na poboljsanje u
tocnosti procjene polozaja.

IKorsiti se komparativna analiza obiljezja predlozenog i izvornog algoritma koristeéi eksperi-
mentalno prikupljene pseudoudaljenosti.



Poglavlje 1

Globalni pozicijski sustav

Sazvjezde Globalnog pozicijskog sustava (GPS, engl. Global Positioning System) se
sastoji od najmanje 24 satelita rasporedenih u 6 jednako odmaknutih orbita, svaka
s inklanacijom od 55 stupnjeva od ekvatorijalne ravnine. Sateliti kruze na visini od
oko 20200 kilometara od Zemljine povrsine u srednje visokoj orbiti oko Zemlje (eng].
Medium Earth Orbit (MEO)) s periodom rotacije 12 zvjezdanih sati (11 sati i 58
minuta). Sateliti su rasporedeni na nacin da u svakom trenutku za svako mjesto na
Zemljinoj povrsini postoje barem 4 dostupna satelita. Definicija dostupnosti satelita
je dana u kasnijem teksu (stranica .

Svi GPS sateliti odasilju (radio)signale s istim frekvencijama valova nosilaca (slika
. U satelitima, vrijeme je pra¢eno pomocu cezijevih satova koji se sinkroniziraju
s univerzalnom GPS atomskom vremenskom skalom. Sinkronizacija se odvija u peri-
odima.

Slika 1.1: GPS signal i njegove komponente (izvor: [22])
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1.1 GPS signali: C/A PRN i P kod
C/A PRN kod i primjene

GPS sateliti odasilju signale na dvije frekvencije (vala nosilaca) L i Ls, od kojih je L,
na 1575.42 MHz namijenjena civilnoj upotrebi E] Pojam signal se cesto u satelitskoj
navigaciji koristi samo za dio GPS signala koja sadrzava C/A PRN kod (eng. Coarse
Acquisition Pseudo Random Noise). Svaki satelit koristi jedinstveni C/A PRN kod
koji predstavlja niz 0 i 1 duljine 1023 bit-a. GPS-prijamnik razlikuje signale ( signale
koji sadrze podatke potrebne za odredivanje polozaja i Navigacijske poruke) razlicitih
satelita temeljem sadrzanih C/A PRN kodova. Satelit C/A PRN kodove odasilje
neprestano, s pocetkom na pocetku svake sekunde. Prijemnik primljeni C/A PRN
kod koristi za razlikovanje satelita odasiljetelja, ali i za racunanje pseudoudaljenosti.

Definicija 1.1.1 (Pseudo-udaljenost). Neka su svi sateliti numerirani prirodnim bro-
jevima s pocetkom u 1. Neka je S € N neki satelit i t prijamnik koji je u moguénosti
primiti signal koji odasSilje satelit S. Pseudo-udaljenost izmedu satelita odasiljatelja
S i prigjamnika primatelja t:

ds =c- (th —t,)

gdje je c konstanta koja je jednaka (prosjecnoj) brzini putovanja signala od satelita
do prijamnika. t, je vrijeme primanja signala, a ts vrijeme slanja signala (po UTC
vrement).

Pseudoudaljenost je izmjerena udaljenosti (uz sadrzane pogreske mjerenja)
izmedu satelita odasiljatelja i prijamnika primatelja signala u odredenom trenutku.
Vrijeme putovanja signala u oznaci At := (¢, — t;), izracunava se poravnavanjem
dijela primljenog signala (C/A PRN kod-a) i u prijemniku generiranog C/A PRN
koda. Naime, prijamnik i satelit istovremeno generiraju isti C/A PRN kod. Cijelo
vrijeme dok satelitski signal s generiranim C/A PRN kodom putuje, prijamnik nas-
tavlja generanje istog C/A PRN koda. Po primitku signala, kodovi se poravnavaju.
Temeljem razlike u poravnanju dobivenog i generiranog C/A PRN koda, mjeri se
vrijeme putovanja satelitskog signala, tj. At (slika .

"Modificirani GPS koristi ée i novu frekvenciju vala nosioca Ls = 1176.45M Hz, a dio signala
odasiljanih na L, takoder ¢e biti dostupni i civilnim korisnicima.
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Primljeni satelitski
kod

Kod valnog oblika identi¢nog

| ||| | ||I I | | | satelitskom, generiran u GNSS
prijamniku

Slika 1.2: Procjena vremena putovanja signala (At)

Za vrijednost konstante ¢ se uzima brzina svjetlosti u vakuumu koja predstav-
lja brzinu putovanja radiovala (poruke satelita) u vakuumu. Ona dovoljno dobro
modelira stvarnu prosjecnu brzinu putovanja. Naime, satelitski signal priblizno 90
posto puta se nalazi u uvjetima vakuuma. Budud¢i da se pseudoudaljenost dobiva
poravnavanjem kodova, upravo opisani nacin odredivanja pseudoudaljenosti naziva
se kodni.

Postoji jos i fazni na¢in odredivanja pseudoudaljenosti koji se zasniva na poravna-
nju valova nosilaca (engl. Carrier phase) nakon micanjem C/A PRN i P(Y) kodova
iz. poruke (GPS signala) [3]. Fazno mjerenje sluzi kao nadopuna kodnom mjerenju u
svrhu poboljsanja to¢nosti odredivanja polozaja.

1.2 P kod

P kod je dio GPS signala koji se odasilje na obje frekvencije i rezerviran je za vojnu
razinu upotrebe. Kaoi C/A PRN kod, sastoji se od karakteristi¢nog pseudo-slucajnog
niza nula i jedinica i Salje se brzinom 1023 bit/s. Znatno je dulji. Potrebno je ukupno
37 tjedana kako bi se sekvencijalno poslao cjelokupni P kod. Za razliku od C/A koda,
gdje svaki satelit ima svoj jednistveni C/A kod, P kod je distribuiran medu satelitima.
Isjecci P koda koji pripadaju razli¢itim satelitima medusobno su razli¢iti. Svakih 7
dana u to¢no odredeno vrijeme odredeni satelit odasilje svoj dio P koda. Na taj nacin,
prijamnik razlikuje pojedinacne satelite. Npr. ukoliko satelit S odasilje 14. tjedan
P koda, onda je satelit S zapravo Space Vehicle 14 (SV 14). Kako bi se rezerviralo
koristenje P koda samo za vojnu razinu upotrebe, prijamnik signalom ne prima goli
P kod, ve¢ njegovu kriptiranu verziju, u oznaci P(Y’). Takoder, samo korisnicima s
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vojnom razinom upotrebe se prosljeduje informacija kako dekriptirati P(Y) u P. P
kod omogucava tocnije odredivanje polozaja entiteta.

1.3 Pogreske odredivanja polozaja i vrste

Pogreske odredivanja polozaja se grubo dijele na dvije vrste: (1) pogreske nastale
uslijed konstrukcije ulaza algoritma i (2) uslijed primjene algoritma za odredivanje
polozaja na mjerenim pseudoudaljenostima. Dakle, postoje dva izvora: ulazni po-
datci algoritma (tip 1) i algoritam (tip 2). Najceséi izvori pogreske tipa 1 su pogreske
pri odredivanju pseudoudaljenosti ili rasporedenost satelita oko Zemlje (slike ,
i3).
Dvije skupine utjecajnih veli¢ina (izvori pogresaka tipa 1) nazivamo:
e korisnicka razdioba pogresaka (engl. User Equivalent Ranging Error, UERE) i
e geometrijska degradacija tocnosti (engl. Geometric Dilutation of Precision,
GDOP).
Bududi da se gornje utjecajne velicine smatraju statisticki neovisnima, ukupna po-
greska uslijed djelovanja izvora pogreska tipa 1 dobiva se kao

P..., =UFERE x GDOP.

Nepovoljan polozaj promatranih satelita moze rezultirati i zavisnim jednadzbama
sustava jednadzbi za procjenu polozaja pomocu satelita. Takvo $to moze onemoguciti
procjenu polozaja. U jednostavnijim slucajevima dogada se povecanje GDOP-a, a
time i ukupna pogreska odredivanja polozaja.

ol - - -
s 7 =S eEm el

Pseudoudaljenosti

=y

malo podrutje veliko podrutje
greika u pseudoudaljenosti nesigumnosti nesigurnosti

Slika 1.3: Razlike u razmjestaju satelita
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N 4
h Ll
,“ Sateliti koji prometuju zajedno u istom

dijelu neba ukazuju na lo DOP.
DOP je visok.

0=DOP 0,

0 je nesigurnost polozaja
DOP je smanjenje preciznosti
0, je nesigurnost mjerenja

‘\‘ Obuhvacéajuéi velik volumen
4 neba, sateliti ukazuju na dobar DOP.
DOP je nizak.

0=DOP 0,

0 je nesigurnost poloZaja
DOP je smanjenje preciznosti
0, je nesigurnost mjerenja

Slika 1.5: Povoljan razmjestaj satelita

Detaljnija podjela pogresaka tipa 1 nastalih pri odredivanju pseudoudaljenosti
(UERE pogreske) i podrugje utjecaja dano je sljede¢om tablicom.
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Tablica 1.1: Izvori i utjecaj pogreske tipa 1 na odredivanje pseudoudaljenosti

Izvor Utjecaj

satelit pogreéke orbite .
pogreska sata satelita

rasprostiranje troposferska refrakcija

signala ionosferska refrakcija

pogreske antene
pogreska sata
pogreska  viSestaznih
puteva

prijamnik

One mogu biti sistemske ili slucajne. Utjecaj sistemskih pogresaka otklanja se
modeliranjem ili kombinacijom opazanja. Koristenjem vise prijamnika, otklanjaju se
pogreske spacificne za satelite. Pogreske specificne za prijamnike otkanja koristenje
veceg broja satelita od potrebnog broja za odredivanje polozaja. Utjecaje troposfere
je najsigurnije otkloniti modeliranjem, a ionosfere koristenjem dva signala razli¢itih
frekvencija. Nazalost, ponekad nije moguce koristenje dva signala razlic¢itih frek-
vencije pa se i utjecaj ionosfere otkanja modeliranjem. Ukoliko se utjecaj ionofere
otklanja modeliranjem, uvijek ostaje dio slucajne pogreske utjecaja ionosfere koja se
moze uzeti u obzir prilikom izgradnje algoritma za odredivanje polozaja u navigacij-
skoj domeni (Poglavlje [£.2).

Slucajne pogreske nastaju zbog trenutnog mjerenja, slu¢ajne komponente
visestaznog signala (engl. multipath) nastalog interferencijom (superponiranjem) iz-
ravnog direktnog i reflektiranog signala (slika te zbog slucajnog karaktera iono-
sferskog kasnjena koji se ne ispravlja sistemskim modelom.

izravni signali '_\

reflektirani signali

Slika 1.6: Nastanak pogreske visestaznih puteva
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U poglavlju {] prvo se izvodi osnovni algoritam za odredivanje polozaja prijamnika
koji polazi od pretpostavke o potpunoj ispravljenosti pseudoudaljenosti.
Kasnije, uvodenjem tezinskih koeficijenata (Poglavlje , reducira se utjecaj po-
gresaka pseudoudaljenosti.

Pogreske tipa 2 mogu imati izvor u konstrukciji (dizajnu) izvedbe algoritma ili
njegovoj izvedbi, npr. numericke greske, greske zbog ogranic¢ene preciznosti racunala,
aproksimacije pojedinih vrijednosti.

One se ne modeliraju algoritmima procjene polozaja (Poglavlje , ve¢ prilikom
konstrukcije izvedbe odabranog algoritma (Poglavlje |4)

1.4 Navigacijska poruka

Svaki satelit, uz C/A PRN i P kod, odasilje i dodatne podatke potrebne za ispravo
odredivanje polozaja prijamnika. Odasilje ih u obliku Navigacijske poruke koja se
salje zajedno s generiranim C/A PRN kodovima (slika .

Navigacijska poruka se sastoji od 25 okvira [26]. Jedan okvir se sastoji od 5
podokvira i svaki sadrzava vrijeme slanja sljedeéeg okvira (slika [22]). Za slanje cjelo-
kupnog podokvira potrebno je 6 sekundi, 6 cjelokupnih C/A PRN kodova. Prijemnik
je u moguénosti racunati pseudoudaljenost za novi polozaj satelita svakih 6 sekundi.
Za slanje cjelokupne NM, potrebno je 12.5 minuta. U nastavku teksta, naziv poruka
koristi se sa znac¢enjem potprozora.

Prozor sadrzi:

GPS vremena odasiljanja,

signal prijenosa s P na C/A kod (Potpoglavlja[1.2]i[L.1)),
podatke o orbitalnoj putanji satelita,

podatke o korekciji sata satelita,

almanah statusa svih satelita u sazvjezdu,

koeficijente preracunavanja GPS vremena u UTC,

7. parametre standardnog GPS ionosferskog modela korekcija.

A

Definicija 1.4.1 (Universal Time Coordinate (UTC vrijeme)). Universal Time Co-
ordinate je vremenski standard zasnovan na medunarodnom atomskom vremenu koji
se najéesée koristi u znanstvene 1 vojne svrhe. E]

2Drugi nazivi za taj vremenski standard su ZULU vrijeme i Greenwich Mean Time (GMT)
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Significant Subframe Contents

GPS Week Number, SV Accuracy and Health, ,“
SUBFRAME 1| TLM | HOW and Satellite Clock Correction Terms
SUBFRAME 2| TLM | HOW Ephemeris Parameters
SUBFRAME 3| TLM | HOW Ephemeris Parameters Frame

Almanac and Health Data for Satellites 25-32, Special Messages, Fag?

SUBFRAME 4| TLM | HOW Satellite Configuration Flags, and lonospheric and UTC Data 1

Almanac and Health Data for Satellites 1-24 and Almanac Reference|Pages
Time and Week Number 125 ¥

SUBFRAME 5| TLM | HOW

Slika 1.7: Pregled strukture prozora navigacijske poruke (izvor: [22])

Pojedini dijelovi navigacijske poruke pomazu pri otklanjaju pogresaka tipa 1 (Po-
glavlje , odredivanju pseudoudaljenosti i trenutnom polozaju satelita. Naime,
iz podataka o orbitalnoj putanji satelita moguce je za odabrani trenutak izracunati
koordinate polozaja satelita referentnom koordinatnom sustavu pa i svakom drugom.

Za potrebe ovoga rada, dovoljno je razumjeti sljede¢e. Prijemnik svakih 6 sekundi
ima dovoljno podataka da izmjeri novu pseudoudaljenost do istog satelita sve dok on
ne prestane biti dostupan.

Definicija 1.4.2 (Dostupnost satelita S prijamniku T'). Za satelit S kaZemo da je
dostupan prijamniku T u trenutku t ako je u sljedecih 6 sekundi u mogucnosti izmjeriti
pseudoudaljenost do satelita S i konstruirati sljedecu jednadzbu:

dy= /@ =2 + =1 + (2 — ) (L1)

gdje su jedine nepoznanice (,y, z), tj. koordinate polozZaja prijamnika. (xs,ys, zs) su
poznate koordinate poloZaja satelita.

1.5 Proces odredivanja polozaja

U pravilu, u svakom trenutku, prijamnik ima vise dostupnih satelita od kojih do-
biva poruke. Za odredivanje polozaja prijamnika u granicama dopustene toc¢nosti,
zahtjevaju se barem 4 dostupna satelita.
Kako bi prijamnik odredio svoj polozaj racuna tri nepoznate koordinate polozaja
koje su obi¢no izrazene jednom od sljedeéih koordinatnih sustava:
1. geodetskom koordinatnom sustavu koji je izveden referentnim ECEF XYZ ko-
ordinatnim sustavom,
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2. geografskom koordinatnom sustavu koji koristi koordinate jednake geografskoj
Sirini, duljini i nadmorskoj visini.

Neka je k broj vidljivih satelita od prijamnika 7. Prijemnik 7" promatrajudéi
poruke dobivene od samo jednog satelita, u vremenu ¢, izracunava samo jednu pse-
udoudaljenost i moze konstruirati samo jednu jednadzbu koja mu omogucava
odrediti sferu oko promatranog satelita na kojoj bi se mogao nalaziti (slika .

Slika 1.8: Sfera oko promatranog satelita na kojoj bi se prijamnik mogao nalaziti [2]

Ukljucujuéi u izracun pridobivene pseudoudaljenosti jos jednog satelita dobivamo
situaciju prikazanu na Slici [I.9]

Slika 1.9: Sfere oko dva promatrana satelita. Presjek je kruznica na kojoj bi se
prijamnik mogao nalaziti. [2]
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Ukljucujuci u izracun jos jedan satelit, dobivamo situaciju prikazanu na Slici [I.10]

Slika 1.10: Sfere oko tri promatrana satelita. Presjek su dvije tocke na kojoj bi se
prijamnik mogao nalaziti. [2]

Presjek tri promatrane sfere su dvije tocke na kojoj bi se prijamnik mogao nalaziti.
Jedna tocka se nalazi daleko u svemiru, dok je druga tocka tocka kandidat polozaja
prijamnika.

Algebarski, rjesavamo sljedeéi sustav linearnih jednadzbi u (x,y, z) :

di = (x—21)>+ (y — )2+ (2 — 21)?
dy = /(. — 22)2 + (y — 12)% + (2 — 22)? (1.2)
ds =/ (x — x3)> + (y — y3)? + (2 — 23)?

gdje su 1,2 i 3, 3 razlicita satelita, a (z;,y;, ;) pripadajuée koordinate polozaja sate-
lita u referentnom ECEF XYZ (egl. Earth-Centered, Earth-Fixed XYZ) koordinat-
nom sustavu. ECEF XYZ koordinatni sustav ima ishodiste u centru Zemljine mase
od cega dolazi (engl. Earth-Centered). Sve tri osi (X,Y i Z) koje izlaze iz ishodista
uskladene su s rotacijom Zemlje, tj. rotiraju zajedno sa Zemljom (engl. Earth-Fixed).
Z-os prolazi kroz sjeverni pol a XY osi definiraju ekvatorijalnu ravninu.

Zbog kompleksnosti Zemljine povrsine, uzima se elipsa kao njezina aproksimacija.
Trenutni referentni ECEF XYZ koordinatni sustav WGS84 koristi elipsu sljedec¢ih
parametara:

e a = 6378137,

_ 1
* [ = s

2

xr —
x_
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i prikazan je slikom [I.11]

Slika 1.12: Geografski koordinatni sus-

Slika 1.11: ECEF X, Y, Z koordinatni tav (izvor: [32])

sustav (izvor: [32])

Svaki prijamnik je sposoban izvesti konverziju iz i u koordinata u referentnom
ECEF XYZ sustavu u i iz geografskih (geografska Sirina, duljina i nadmorska visina)
[6]. Dakle, prijamniku su potrebna barem 3 dostupna satelita kako bi odredio polozaj.
Ali se ipak na stranici [12] se postavlja zahtjev na barem 4.

Primjetimo kako proces odredivanja polozaja prijamnika indirektno zahtjeva
uskladenost satova prijamnika i dostupnih satelita. Satovi svih satelita su medusobno
uskladeni uskladenoséu stabilnih atomskih satova na satelitima s GPS vremenom.
Ukoliko odstupanje ipak postoji, biti ¢e zapisano u navigacijskoj poruci pa se moze
uzeti u obzir prilikom odredivanja polozaja prijamnika. Napomenimo, GPS vrijeme
nije jednako UTC vremenu. GPS vrijeme je bilo 0 u 06.01.1980. i odredeno je
protjecanjem vremena u GPS satelitima, tj. njihovim satovima.

Satovi prijamnika nisu iste preciznosti E| kao satovi satelita. Prijemnici obi¢no
koriste satove preciznosti do otprilike 107¢ sekundi. Pogreska odredivanja vremena
od 107% sekundi dovodi do pogreske u odredivanju pseudoudaljenosti od oko 300
metara. Uz pogreske preciznoti sata prijemnika, postoje jos pogreske sata prijemnika
zbog neapsolutne sinkroniziranosti s GPS vremenom. Ukljucujuéi u izracun i obe
pogreske sata prijamnika, pseudoudaljenost modeliramo jednadzbom

di =cX (t; —1; + dT) (13)

gdje dr predstavlja spomenutu pogresku korisnickog sata. Buduéi da se prilikom
odredivanja polozaja, spomenuta pogreska u oznaci dr ne mijenja u odnosu na sa-
telit koji se promatra, moze se izracunati dodavajuéi ju kao nepoznanicu u sustav

3Govorimo o preciznosti, tj. na koliko ”decimala” je moguée odrediti vrijeme (koje mozda i nije
totno ako sat nije dobro uskladen).
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jednadzbi ([1.2)) Dakle, sustav jednadzbi (1.2]) prelazi u:

dy=\(x—21)?+ (y—y)?+ (2 —21)2 +c-dp
dy=~/(x —22)2 + (y — )2 + (2 — 22)2 + ¢ - dp (1.4)
dy=+/(x —23)2+ (Y —y3)> + (2 — 23)2 + ¢ dy

Kako bi za gornji sustav postojala moguc¢nost pronalaska rjesenja, uvodi se zahtjev
na jo§ barem jedan dostupni satelit, $to je ukupno 4 (stranica . Dobivamo sljedeci
sustav jednadzbi u (z,y, z, dr):

d=+(x—21)2+ (Y —y)?+ (z—z)2+c-dp
dy=/(x—22) + (y —12)> + (2 — 2)? + - dr (1.5)
dy = /(x — 23)2 + (y — y3)> + (2 — 23)° + ¢ - dp
di=+/(x —24)>+ (y —ya)2 + (2 — 2)2 + ¢ dr

Upravo opisanim postupkom otklanjamo slucajnu pogresku nastalu

prilikom mjerenja pseudoudaljenosti s izvorom u pogresci sata prijamnika. U praksi
se moze koristiti jo§ vec¢i broj dostupnih satelita sto poboljsava to¢nost odredivanja
polozaja prijamnika. Ocekivana pogreska rjesenja dobivenog rjeSavanjem sustava
je velicina izmedu 10% i 10? [m]. Tako dobiveno rjesenje se profinjuje ¢ime se
postize pogreska velicine 10! [m] ﬁ Ovim radom se proucava, opisuje, oblikuje i iz-
vodi algoritam za rjeSavanje sustava . Naime, rjesavanje sustava ¢ini temelj
procesa odredivanja polozaja i nuzno ga je provesti. U primjenama koje zahtjevaju
relativno malu tocnost, ono je i dovoljno.

Metode za profinjavanje (poboljsanje) dobivenog rjesenja (modeli ispravaka) mogu
biti izrazito kompleksne i ovise o primjeni. Svojom kompleksnoséu i raznovrsnoséu
prelaze opseg ovoga rada.

4Pofinjenje se obiéno obavlja kombiniranjem opazanja (modeliranjem nakon primjene algoritma
procjene polozaja u domeni navigacijske primjene) ili modelima ispravaka primjenjenim na mje-
renim pseudoudaljenostima (modeliranjem prije primjene algoritma procjene polozaja u domeni
navigacijeske primjene).



Poglavlje 2

Algoritam procjene polozaja u
domeni navigacijske primjene

Postupak procjene polozaja satelitskim navigacijskim sustavom trazi ispunjavanje
sljede¢ih preduvjeta:

e Koristenje zajednickog (geoprostornog) referentnog sustava,

e Koristenje zajednickog vremena (vremenskog okvira) sustava,

e I[spunjavanje pretpostavke o pravocrtnom Sirenju satelitskih signala jedinstve-

nom brzinom (brzina svjetlosti u vakuumu).

Uvjeti trebaju biti ispunjeni od strane svih satelita odabranog/odabranih GNSS sus-
tava, ali i koristenog prijamnika. Prvi uvjet je uvijek lako ispuniti. Druga dva se ispu-
njavaju na razne nacine: (E1) modeliranjem prije primjene algoritma za odredivanje
polozaja u navigacijskoj domeni, (E2) koristenjem prekobrojih satelita ili prijamnika
(vidi: Poglavlje [1.5), (E3) modeliranjem prilikom primjene algoritma za odredivanje
polozaja u navigacijskoj domeni (samim algoritmom), (E4) modeliranjem nakon pri-
mjene algoritma za odredivanje polozaja u navigacijskoj domeni. Modeliranje prije
primjene algoritma za odredivanje polozaja u navigacijskoj domeni obuhvac¢a modele
ispravaka mjerenih pseudoudaljenosti, tzv. modeli ispravaka [f]

Na primjer, odstupanje sata prijamnika od vremenskog okvira sustava modelira
se kao Cetvrta nepoznanica sustava (vidi: Poglavlje [L.5).

Algoritmom procjene poloZaja u domeni navigacijske primjene (APP) smatramo
svakim algoritmom koji za sustav jednadzbi odreduje nepoznati polozaj prijam-
nika u koordinatama (z,y,z). Broj jednadzi sustava moze biti i veé¢i od 4. Tada
govorimo o prezasi¢enom sustavu. Ovisno o odabiru, APP se moze temeljiti na
rjesavanju sustava nelinearnih jednadzbi pronalazenjem rjesenja pomocu (M1) me-

'Modeli ispravaka se nerjetko zasnivaju na dnevnim vijednostima parametra modela sadrzanim
u dnevnom almanahu.

17
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tode najmanjih kvadrata (Newton-ova metoda), (M2) metode zatvorene forme, (M3)
metode najblizeg susjeda [1].

Opcenito, rjesava se modificiran sustav jednadzbi u koji ukljucujemo
nepoznati parametar (vy, va, v, v4), dodatnu pogreska izracuna:

di=\/(x =212+ (y —y1)* + (2 — 212 + d + vy
dy =\ (x—22)2+ (Y — y2)2 + (2 — 22)2 + d + v (2.1)
ds = /(x —23)? + (y —y3)? + (2 — 23)2 + d + v
dy=/(r —22)? + (y —ya)* + (z = 22) +d + vy

gdje je d = ¢ - dr.

Uz oznake
pP = (dl,dg,dg,d4)T (22)
x = (z,y,2,dr)" (2.3)
X1.3 := x[1 : 3] (2.4)
8; = (%;%Zz‘)T (2-5)
[(s1 = x13)|| + 24 - €
h(x) — [[(s2 = x1:3)[| + 24 - 926
(x) (83 — x1.3)|| + 24 - € (2:6)
|(s4 —x1:3)|| + 24 - €
vV I= (Uly'l}Qa U3, U4)T (2 7)
(2.1)) prelazi u
p=h(x)+v (2.8)

2.1 Iterativna metoda najmanjih kvadrata

Primjetimo kako je h(x) definiran s (2.6) jednak vektoru udaljenosti satelita i pri-
jamnika za prave vrijednosti x, X i pogresku sata dr = 0.

Opéenito oblikovanje algoritma za odredivanje polozaja u domeni navigacijske
primjene nema utjecaj na pogreske tipa 2, ve¢ samo pogreske tipa 1 (stranica .
Takoder, pretpostavlja se kako su otklonjene sve pogreske tipa 1 koje imaju izvor u
pogreskama izracuna pseudoudaljenosti (osim pogresaka sata prijamnika) (stranica
. Ostaje jos samo modelirati pogreske koje za izvor imaju trenutni polozaj satelita
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dostupnih za izracunavanje rjesenja sustava.
U tu svrhu, vektor pogresaka v ocjenjujemo ovisno o x. Funkciju ocjene pogresaka,

u oznaci p(x), dobivamo iz (2.8). Uz oznaku y := p (2.8)) prelazi u
y = p=h(x) + p(x) (2.9

iz Cega slijedi formulu za p(x):
p(x) ==y — h(x) (2.10)

p(x) opisuje pogresku razlike u procjeni parametra x od stvarne vrijednosti. Sto
je aproksimacija potrebnih vrijednosti za izracun rjesenja matriéne jednadzbe
tocnija, to je p(x) blize nuli za pravu vrijednost X. Aproksimaciju za X, u oznaci
x, pronalazimo traze¢i nultocke funkcije p(x). U praksi je uobicajeno da mjerenja
sadrze pogreske i tada p(x) uopée ne mora imati nultocke i X ne mozemo pronaci
traze¢i nultocke funkcije p(x).

Konceptualno, ideja metode najmanjih kvadrata je pronalazenje x trazenjem mi-
nimuma funkcije p(x), tj.

)'p(x) (2.11)

Problem opisan jednadzbom ([2.11)) nije linearan pa ne postoji opéeniti nacin prona-
laska njegovog rjesenja.

U slucaju kada su funkcija koju treba minimiziati dovoljno dobra, rjeSenja pro-

blema moguée je dobiti iterativnim postupkom. Ideja iterativnog postupka
je, pocevsi s unaprijed odabranim x, (pocetna vrijednost), racunati x;,Xs,... sve
dok se novoizracunate vrijednosti ne prestanu mijenjati ili postanu dovoljno bliske
prethodnoj, tj. ||xx — xx_1|| < 0 za dovoljno male 6 > 0. J joS nazivamo i zaustavni
kriterij. Cilj iterativnog postupka je u koraku k profiniti trenutnu vrijednost x; kako
bi postala bliza konacnom rjesenju sustavu.
Uvijek postoji moguénost da zaustavljanje iterativnog postupka ne rezultira pro-
nalaskom rjesenja ili njegove prihvatljive aproksimacije. Odabirom dobre pocetne
vrijednosti znatno se umanjuje mogucnost zaustavljanja iterativnog postupka bez
pronalaska prihvatljivog rjesenja sustava.

Prikladni iterativni postupak rjesavanja problema je Newton-Gaussova me-
toda (iterativna metoda najmanjih kvadrata). Newton-Gaussova metoda linearizira
p(x) u okolini od xi, pomocu prvog ¢lana razvoja funkcije u Taylorov red u tocki xy:

X = arg min,p(x

p(xx + Axy) =~ p(xk) + P’ (xxk) - Axy (2.12)
Axy se odabire na nacin tako da

limk_mo (p(Xk)) =0
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jer za pravu vrijednost x izraz p(x) = 0 ili poprima svoj minimum ukoliko postoje
pogreske toc¢nosti vrijednosti koristenih za konstrukciju sustava.

Sada, za p(xki1) = p(xx + Axyk) =~ p(xx) + p'(xk) - Axy zelimo da je Sto blize
0. Dakle, Axy odabiremo traze¢i minimum funkcije

P(xi) + P'(xk) - Axyc (2.13)
u AXk.
Oznacimo sada s Jj, := p/(xx) = h'(xx). (2.13]) prelazi u
JkAXk + p(xk) (2.14)

¢iji je minimun dan s (stranica
AXk = —(Jng)_1J£p<Xk) (215)
Izraz za xy11 je sljedeéi:
Xk+1 = Xk — (Jng)_lJZ:p(Xk) (216)

Prilikom izvedbe algoritma, potrebno je primjereno odrediti poc¢etnu vijednost xq, te
kasnije iterirati po formuli . Uz odabir prikladanog xq, dovoljno blizu rjesenju
i ako je druga derivacija od p u tocki x dovoljno mala, niz xqg, X1, X5 ... konvergira
prema X. Izracun Jj, za idealan sluc¢aj d = 0 je dan u Dodatku [A]

Algoritam iterativne metode najmanjih kvadrata je dan u nastavku.

Algoritam 2.1: Iterativna metoda najmanjih kvadrata

Data: p(x),xog,9

Result: x
1 k=0;
2 while ||x; — x;_4|| > J do
3 Jp=p(x);
4 Axy, = —J; 1 p(xp) ;
5 Xpy1 = X + AXy, ;
6 k4 +;
7 end
8 X = Xy

Prilikom koristenja gornjeg algoritma za odredivanje polozaja objekta, za xq se
mogu uzeti koordinate sredista zemlje jer su jednadzbe za odredivanje polozaja do-
voljno bliske linearnima.

Ako je poznato da su vrijednosti koje koristimo za konstrukciju jednadzbi za
odredivanje polozaja za pojedine jednadzbe toc¢nije, prirodno je pridjeliti im
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prednost pred ostalima. Vaznost pojedine jednadzbe modeliramo pridavanjem tezina
pojedinoj jednadzbi. Svakoj jednadzbi se pridruzuje tezina o; koja je proporci-
onalna preciznosti vrijednosti koristenih prilikom njezine konstrukcije. Najces¢e nacin
pronalazenja odgovarajuc¢ih tezina je koristenjem kovarijancone matrice vektora po-
greSaka v (jednadzba ([2.7))),u oznaci ¥ := cov(v). Minimizacijski problem ([2.11))
prelazi u

X = arg min, p(x)" X 'p(x) (2.17)

Sada, Algoritam [I] prelazi u algoritam [2
Algoritam 2.2: Iterativna metoda tezinskih najmanjih kvadrata
Data: p(x),xg,0, &

Result: x
1 k=0,
2 while ||x; — x| > 0 do
3 Ji =p' (%) ;
4 Axp=—(2720) 7N (E 2 (p(x)
5 X1 = Xg + AXy, ;
6 k+ +;
7 end
8 X = Xy

Procjenitelj za x dobiven tezinskom metodom najmanjih kvadrata, jednakost
, ima najmanju varijancu medu svim procjeniteljima za x. Ukoliko pretpostav-
ljamo normalnu distribuciju vektora pogresaka, procjenitelj postaje procjenitelj
metode najblizeg susjeda (Potpoglavlje i MLE procjenitelj).

Prilikom koriStenja iterativne metode najmanjih kvadrata potrebno je modelirati
distribuciju vektora pogresaka, to¢nije kovarijanconu matricu . Takoder, potrebno
je pripazati na velike pogreske u odredivanju vrijednosti pomoci kojih se gradi sustav
jednadzbi i netipi¢ne vrijednosti (engl. outliners) koji se uklanjaju prije primjene
algoritma.

Sljedece poglavlje opisuje izvedbu upravo opisanog algoritma [2] i analizu njegove
tocnosti. Prije same izvedbe, navodi se zanimljiva posljedica analize pogreske metode
najmanjih kvadrata i pregled jos nekih metoda za rjesavanje sustava (|1.5)).

Analize pogreske metode najmanjih kvadrata

Uz oznake kao do sada, neka y predstavlja prave udaljenosti izmedu satelita i proma-
tranog objekta (prijamnika) i y izracunate pseudoudaljenosti. Vrijedi y =y + Ay.
Promotrimo idealan slu¢aj za metodu iterativnih najmanjih kvadrata (Algoritam[2|[1])
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gdje je 0 = 0. Neka je x = X + Ax rjesenje dobiveno metodom najmanjih kvadarata,
tj. X =X 1 Vm > K, x,,, = Xppy1. UvrStavanjem x;, = X iy =y u jednadzbu ([2.16))
dobivamo
X1 = Xk — (J3Jk) T I p(xx)
X1 — Xk = —(JJp) T I p(xi)
0=—(J Jp) ' Tip(x+ Ax)
0= (I3 19 (hix + &%) = (5 + Ay)

Matrica J; predstavlja funkciju koja ovisi o parametru x. Ona nije konstantna.
Kako se pretpostavlja da je Ax dovoljno blizu nule, opravdano je smatrati J := J
konstantom za susjedstvo od X radijusa Ax. Sada se h u okolini tocke X moze
linearizirati na sljedeci nacin:

h(x + 6) = h(x) + 36,6 > 0

Dobivamo

Uz pretpostavku normalnosti pogreske izracunavanja pseudoudaljenosti,
Ay ~ N(0,%), imamo

Ax ~ N(0,(J*I) 1 IT2J(ITI)h (2.18)

Uz ¥ = 021, Ax ~ N(0,0%(JTJ)71). U kontekstu satelitske navigacije, (J7J)~!
nazivamo DOP (engl. Dilution of Precision) matricom. Iz DOP matrice moguce je
izvesti razlicite mjere kvalitete sazvijezda satelita u danom trenutuku za dani polozaj.

1. GDOP = /tr(JTJ)1
2. PDOP = /tr((373) 3 1.9)

3. HDOP = [tr((373) 5,1

4. VDOP = /(JTT) Ly,
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5. TDOP = /(JTT) Y,

Opsirnije o mjerama kvalitete sazvijezda moguce je nac¢i u Dodatku [B]

Dakle, uz neke pretpostavke, iz Jakobijeve matrice funkcije h, J, moze se saznati
mnogo o kvaliteti odredivanja polozaja za sustav jednadzbi (1.5]), veli¢ini pogreske
odredivanja s izvorom u kvaliteti sazvijezda. Izracuni gornjih mjera su to¢ni onoliko
koliko su pretpostavke o jednakostima za varijance Ay i Ax istinite.

Primjenu metode najmanjih kvadrata moguce je pronaci na stranici [38|

2.2 Metoda zatvorene forme

Metoda zatvorene forme pronalazi izravno rjesenje sustava [1]. Za razliku od
iterativnih metoda, metode zatvorene forme ne zahtjevaju postavljanje pocetnog
rjeSenja Xy i uvjeta zaustavljanja 6. Rjesenje je egzaktno i ne postoji moguénost
pronalaska krivog rjesenja (lokalnog minimuma). Ukoliko postoji viSe rjesenja sus-
tava, zatvorena forma pronalazi sve.

Buduéi da se metodama zatvorene forme otezano modeliraju pogreske mjerenja,
one se ne koriste za pronalazak krajnjeg rjesenja sustava. Ipak, zatvorena forma je
korisna u pronalasku pocetnog rjeSenja sustava iterativnog postupka, istrazivanje,
razvoj i graficko predocavanje.

Za mjerene pseudoudaljenosti ¥y, ys, ...y, 1 nepoznatu pogresku sata prijamnika
x4, rjesenje problema najmanjih kvadrata danog jednadzbama

Y1 = |[s1 — x13]| + x4
Yo = ||s2 — x1.3]| + x4
Y2 = [[s3 — X13]| + x4 (2.19)

Un = |ISn — X103l + X4
u x1.3 1 4 dano je sljede¢im zatvorenim formama

X1.3 = dX +e (220)
x1=fA+yg

gdje A dobivamo rjesavanjem sljedece jednadzbe
(1a)* = )N + (2d"e — 2fg — A+ [le[| — g* = 0. (2.21)

X je rjesenje sustava (2.19)) ako i samo ako je rjesenje zatvorene forme ([2.20)).
Parametre d, e, f i g zatvorene forme (2.20) dobivamo iz sustava (2.19) sljede¢im
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nizom pretvorbi:

(?Jl - x4)2 = Hsl - X1:3H2
(Y2 — $4)2 = [|s2 — X1:3”2
(ys — 904)2 = |ls3 — X1:3||2
(yn - 134)2 = Hsn - X1:3||2

yi — 2y + 2% = [|s1]° — 287 xu3 + [|xas)?
Z/g — 2oy + 13?; = H52H2 — 282TX1:3 + HX1:3H2

?J§ — 23z + 7] = ||S3||2 - QS§X1:3 + ||X1:3||2

Yo — 2ynms + 25 = [|8a]|” — 28 x15 + [|x1J°
A= [xas|® — o
dobivaju se linearne jednadzbe u xi.3, 4 1 A
—A + yZZ — ||Sz||2 = 2yzx4 — 2SlTX1;3

koje ¢ine sustav

25T 2] 1 [Isi
283 —2y, y 1 IISaH2 —y3
2] 2y {}: Lo sl =22
) Ty . .

257 —2y, 1 s —2)

24

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)



POGLAVLJE 2. ALGORITAM PROCJENE POLOZAJA 25

Naposljetku, za

(25T —2y, ] [1
25T —2u| |1
2s7 —2y3| |1 (2.27)

| — |
~ a
—_
I
ho
I

2sT —2y, 1

T —

25T —2y1 ] Hsﬂlz —yi]

o 285 —2ys ||Sz||2 ~y3

M =q= 285 —2us [ssll” —v3 (2.28)
250 —20n]  [llsall® —v2]

dobivamo ([2.20)).

2.3 Metoda najblizeg susjeda

Metode najblizeg susjeda (maksimalne vjerodostojnosti) opisuju pogresku mjerenja
uvjetnom vjerojatnoséu, p(y|x). p(y|x) je vjerojatnost da je pseudoudaljenost y
izmjerena na polozaju s koordinatama xi.3 s pogreskom u izvoru sata prijamnika
jednakoj z4 [I]. Ukoliko se x postavi za varijablu, a y za konstantu, dobivamo funkciju
maksimalne vjerodostojnosti (ML), u oznaci L(x|Y) := p(y|x).

Za problem odredivanja polozaja opisanog jednadzbom (2.8)), lako se dobiva ek-
vivalentan problem odredivanja polozaja maksimalne vjerodostojnosti. Budud¢i da
vrijedi:

v = p — h(x) (2.29)

i uz pretpostavku da je v slucajni vektor poznate distribucije funkcije vjerojatnosti
Pv, iImamo:

P(y|x) = pv (p — h(x1:3)) (2.30)

Kada problem odredivanja polozaja zadamo s (2.30)), X pronalazimo pomocu procje-
nitelja maksimalne vjerodostojnoti za x, tj. X je takav da vrijedi

L(x[y) := max(L(x[y)) (2.31)

X
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gdje x predstavljaju sve dozvoljene koordinate polozaja objekta na Zemlji i u zraku.
Za poznata mjerenja psudoudaljenosti, x se moze pronac¢i metodom nelinearne opti-
mizacije [1].

Moze se pokazati kako metoda najblizeg susjeda i metoda tezinskih najmanjih

kvadrata daju isto rjeSenje za X uz normalnu distribuiranost vektora v i matrice
tezina postavljene na 37! = cov(v)~!. Naime, za:

pu(z) = Cexp (—%ZTE_IZ)

C = (2m) " 2det(X)™

N[

dobivamo:
1 Tx—1
p(yix) = o (0~ h(x) = Coxp (-0 b)TS - b)) (232

Buduci da je ¥ pozitivno definitna matrica, argument eksponencijalne funkcije gor-
njeg izraza je uvijek negativan. Dakle, problem maksimizacije funkcije (2.32)) jednak
je minimizaciji izraza:

(p—h(x)"S7 (p—h(x) = v'E"v = p' (x)57'p(x). (2.33)

Dakle, x = arg min, (p”(x)2'p(x)) sto odgovara izrazu (2.17) uz matricu tezina
jednaku cov(v)™1.



Poglavlje 3

Programski odreden GPS
prijamnik

Za pokretanje izvedbe procesa odredivanja polozaja, potrebno je prvo prikupiti po-
datke koji ¢e biti koristeni. Potrebne podatke je mogucée prikupiti u RINEX obliku
koristeci civilni programski odreden GPS prijamnik prakti¢no izveden na vlastitom
racunalu ili koristeéi podatke s medunarodne GNSS referentne postaje (engl. Interna-
tional GNSS Service reference station, IGS reference station). Kako bi se formulirali
podatci potrebni za ulaza izvedenog procesa odredivanja polozaja zeljenog formata,
potrebno je obraditi prikupljene RINEX podatke i prebaciti u zeljeni oblik, teks-
tualnu datoteku s 1 (pseudoudaljenosti) ili 3 stupca podataka (x,y i z koordinate
polozaja satelita u ECEF XYZ koordinatama E[)

Obradu prikupljenih RINEX podatka je moguce napraviti koriste¢i programski
odreden GPS prijamnik prakti¢no izvedenog na vlastitom racunalu.

3.1 Model programski odredenog radioprijamnika

Svaki radioprijamnik obavlja procesiranje signala i informacija u ¢etiri osnovne do-
mene:
e domena pretvorbe elektromagnetskog vala u elektriéni signal (u anteni),
e domena visokih (radijskih) frekvencija, u kojoj se obraduje primljeni modulirani
signal te obavlja demodulacija i prijenos u osnovno frekvencijsko podrucje,
e domena osnovnog frekvencijskog podrucja, u kojoj se procesiraju signali nosioci
informacija i iz njih izdvajaju same informacije,
e domena aplikacijskog procesiranja, u kojoj se izdvojene informacije procesiraju
s ciljem predstavljanja korisniku u za njega prihvatljivom obliku.

IWGS84 koordinatama

27
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Ponekad se obrada u prve tri domene naziva jednim imenom obrada signala i infor-
macija u frekvencijskoj domeni.

PSEUDO-

Procesiranje u : Procesiranje u BT
SIS Antena VF Ulazni VF sklop RHEGTY  domeni esnaviog uun&&wos apiikacijskoj —-
Trekvencijskog podrutja (navigacijskoj) domeni

Slika 3.1: Funkcionalni model programski odredenog radio prijamnika za satelitsku
navigaciju

Za podrucje satelitske navigacije, domena visokih frekvencija izdvojit ¢e i digitali-
zirati signale koji prenose PRN kodne sekvence i navigacijsku poruku. Nizovi brojeva
prosljeduju se u domenu osnovnog frekvencijskog podrucja koja identificira i izdvaja
prenosene informacije. U satelitskom navigacijskom prijamniku, u ovoj se domeni
postupakom unakrsne korelacije primljenih i lokalno generiranih PRN kodnih sek-
venci odreduju pseudoudaljnosti i izdvajaju elementi navigacijske poruke. U domeni
aplikacijskog procesiranja, izlaz osnovnog frekvencijskog podrucja bit ¢e obradeni s
ciljem predstavljanja (spremanja) informacija u korisniku razumljivom obliku (slika

3.1).

3.2 Pojam programski odredenog
radioprijamnika

Tradicionalni prijamnik za satelitsku navigaciju je izveden sklopovski. Elektronicki
sklopovi posebne namjene obavljaju ciljane funkcije unutar segmenata prijamnika.
Pri tome, konstrukcija i izvedba sklopova definira uspjesnost primjene matematickih
modela u ispunjavanje trazenih funkcionalnosti, odnosno postavljenih zahtjeva na
kvalitetu procesiranja signala i informacija.

Elektronicki sklopovi su po svojoj prirodi nesavrseni i ograniceni. Jednom kons-
truirani i izvedeni elektronicki sklopovi posebne namjene ne mogu se lako znacajnije
promijeniti. Pokaze li se potreba za proSirivanjem ili prilagodavanjem novom sta-
tusu sustava kao cjeline, potrebno je napustanje izvedbe starog sustava i konstrukcija
ili kupnja potpuno nove. U slucaju satelitske navigacije, tradicionalni GPS prijam-
nik, u kojem je generiranje PRN satelitskih sekvenci izvedeno sklopovskim nac¢inom,
uvodenje novih satelita i modernizacija sustava izazivaju napustanje starog i kons-
trukciju ili kupnju potpuno novog i kompatibilnog GPS prijamnika.

Dvadesete godine dvadesetog stolje¢ca uvode novi koncept radiokomunikacijske
tehnologije. Reducira se broj elektronickih sklopova posebne namjene i uvode pro-
gramske komponente za obradu signala i informacija. Time se omogucava lakse
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pra¢enje promjena sustava i izravnija primjena matematickih modela u algoritam-
skom obliku na ra¢unalnim podlogama opc¢e namjene, npr. osobna rac¢unala ili pa-
metni telefoni. Novi koncept se naziva programski odreden radio (engl. Software-
Defined Radio, SDR). Lako¢a prilagodbe promjenama, omoguéila je SDR-u da ubrzo
postane standard u radiokomunikacijskoj industriji. Brojni uredaju od pametnih tele-
fona do radijskih i televizijskih prijamnika su izvedeni u obliku SDR-a. Takva izvedba
im omogucava postizanje bolje prilagodljivosti, prosirivosti, iskoriStenja energije i
lakse komunikacije s drugim racunalnim uredajuma.

Programska izvedba prijamnika za satelitsku navigaciju zanimljiva je sa stajaliSta
racunarne znanosti. Primjena algoritama za procesiranje signala i informacija podrzava
raspodjeljivanje arhitekture sustava. Potpuno procesiranje vise ne treba biti u pot-
punosti izvedeno na jednom uredaju (npr. pametnom telefonu ili samostalnom GNSS
prijamniku) pa se dijelovi postupka obrade prebacuju na druge uredaje. Svaki koristeni
uredaj svoj dio obrade obavlja kvalitetnije i to¢nije uz jednostavnije koristenje izvora
dodatnih informacija koje mogu pridonijeti poboljsanju tocnosti procjene polozaja
[13, 14]. Navedeni pristup omoguéava koristenje racunalnog okruzenja u oblaku sto
dopusta da se prijamniku ostavi samo obrada signala i informacija u frekvencijskoj
domeni. Izlaz obrade signala i informacija u frekvencijskoj domeni pohranjuje se u
binarnom obliku u RINEX formatu.

RINEX (engl. Receiver Independent Exchange Format) je opéeprihvadena de-
finicija pohranjivanja izlaza obrade (navigacijskih) satelitskih signala u frekvencij-
skoj domeni (neobradeni podatci satelitske navigaciju). Definiranje opéeprihvacenog
nacina pohranjivanja omogucava lako prebacivanje dijelova obrade na druge uredaje
u svrhu poboljsanju to¢nosti procjene polozaja [I3, 14]. RINEX se mijenja kroz
vrijeme obuhvacajuéi promjene GNS sustava. Trenutna verzija je 3.03 iz 2015 [15].

3.3 Programski odreden GPS prijamnik

Programsko odreden GPS prijamnik predstavlja vrstu programski odredenog radi-
oprijamnika posebne namjene za procjenu polozaja satelitskim navigacijskim susta-
vima.

Posebnosti programski odredenog radioprijamnika za potrebe satelitske navigacije
izrazene su karakteristicnim postupcima procesiranja signala i informacija u domeni
osnovnog frekvencijskog podrucja i domeni navigacijskog (aplikacijskog) procesiranja.
Karakteristicni postupci su vezani za:

e prihvat signala (engl. Acquisition), prepoznavanje PRN kodne sekvence poje-

dina¢nog satelitskog signala,

e sljedenje signala (engl. Tracking), vremensko uskladivanje s primljenim signa-

lom, za potrebe kasnijeg odredivanja pseudoudaljenosti,



POGLAVLJE 3. PROGRAMSKI ODREDEN GPS PRIJAMNIK 30

e procjena vidljivosti satelita,
e procjena polozaja, brzine i vremena.

Procjena
poloZaja vidljivih
satelita

Ulazni podatci
(npr. almanah, priblizni
poloZaj korisnika i dr.)

jth kanal

Nmax test :R <A

Priblizno
uskladivanje sa
satelitskim
signalom

R<lA

Faza prihvata signala

_ Test: provjera
potpunosti poravnanja sa
satelitskim signalom, ...

Sljedenje
koda i faze

Provjera
uskladivanja sa

Neobradeni satelitskim signalom

podatci Neuspijela

provjera pariteta

Faza slijedenja signala

Detekcija
(podatkovnog) okvira
(navigacijske poruke) i
mjerenje pseudoudaljenosti

pseudoudaljenosti, &‘
ionosferske korekcije,

efemeride itd.

Izragun komponenata), lzlazni podatci
poloZaja i navigacijski

s (npr. polozaj,

status GNSS
prijamnika i dr.)

Slika 3.2: Procesiranje signala u domeni osnovnog frekvencijskog podrucja

Procesiranje signala u domeni osnovnog frekvencijskog podrucja (slika obu-
hvaca prihvat signala, sljedenje signala, izdvajanje navigacijske poruke i odredivanje
pseudoudaljenosti. Obavlja se na razini komunikacijskog kanala, tj. za svaki po-
jedinacni satelitski signal. U slucaju gubitka vremenske uskladenosti s primljenim
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signalom, prijamnik ¢e prije¢i na prihvat signala, dok se ne stvore uvjet za ponovni
prijelaz u fazu slijedenja. U slucaju potpunog gubitka signala, prijamnik ponovo
zapocinje postupak prihvata.

Algoritmi obrade signala u domeni osnovnog frekvencijskog podrucja ovise o
spremnosti procjene vidljivosti satelita koja se u navigacijskoj domeni zasniva na
pojednostavljenom opisu satelitskih putanja, efemeridama. Almanah o statusu sa-
telita u sazvijezdu, kao i satelitske efemeride, prenosi se navigacijskom porukom.
Promjene u almanahu dogadaju se na dnevnoj bazi. Ukoliko prijamnik veé¢ poznaje
dnevni almanah, u stanju je brze napraviti prvu procjenu polozaja, Sto nazivamo topli
start GPS (ili opéenito GNSS) prijamnika. Ukoliko su prijamniku poznati i dnevni
almanah i efemeride, vrijeme do prve procjene polozaja je jos krace i iznosi nekoliko
desetaka sekundi. Nazivamo ga vrué¢im startom GNSS prijamnika. Ako prijamnik
nema ni dnevni alamanh ni sateliske efemeride, vrijeme do procjene polozaja moze
biti prilicno dugo. Ono ovisi o nac¢inu dobavljanja navigacijske poruke. Ako se poruka
prima sa satelita, vrijeme do prve procjene polozaja je barem 12.5 min.Takvo stanje
GNSS prijamnika se naziva hladan start GNSS prijamnika. Hladan start je moguée
ubrzati alternativnom dostavom navigacijske poruke, npr. preko telekomunikacijskih
mreza. Naime, elementi telekomunikacijskih mreza su vremenski uskladeni pomocu
satelitskih navigacijskih prijamnika pa ¢vorovi mreze ve¢ poznaju navigacijsku po-
ruku i mogu je prenijeti korisnickoj opremi (GNSS prijamniku). Naéin rada u kojem
korisnicki prijamnik ne prima sve potrebne podatke za odredivanje polozaja putem
satelita nazivamo potpomognutom satelitskom navigacijom (engl. Augmented GNSS,
A-GNSS).

Algoritam procesiranja informacija u domeni navigacijske primjene (vidi: Po-
glavlje [2)) koristi informacije iz navigacijske poruke (satelitske efemeride, alamanah
i parametre modela ispravaka pogresaka) te izmjerene pseudoudaljenosti kako bi se
procijenio polozaj (i/ili brzinu) prijamnika i ispravio pogresku korisnickog sata. Prvo
se modelima ispravaka ispravljaju poznate sustavne pogreske polozaja satelita, iono-
sferskog i troposferskog kasnjenja te pogreske tocnosti E] korisnickog sata izmjerenih
vrijednosti pseudoudaljenosti. Tako se dobivaju ispravljene mjerene pseudoudalje-
nosti koje se koriste za ulaz algoritma procjene polozaja.

Slucajne pogreske ostaju nepokrivene pa procjena polozaja nije apsolutno tocna.
Ipak, postupak procjene polozaja omogucuje zadovoljavajuéu procjenu pogreske
odredivanja polozaja. Ona se moze predstaviti korisniku, zajedno s rezultatima pro-
cjene polozaja (i/ili brzine i vremena).

Nepokrivenost slu¢ajne pogreske referentnim nac¢inom rada programski odredenog ra-
dioprijamnika nagnala je mnoge pa i nas na kontrukciju modela redukcije slucajne

2Ne misli se na preciznost. Pogreske preciznosti korisnickog sata se modeliraju algoritmom
procjene polozaja uvodenjem cetvrte nepoznanice sustava.
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pogreske (vidi: stranica . Redukcija slucajne pogreske se temelji na modifika-
ciji referentnog algoritma procjene polozaja za koju postoji moguénost integracije u
izvedeni programski odreden radioprijamnik.

3.4 Prakti¢na izvedba korisnickog GPS
prijamnika

U okviru diplomskog rada izvaden je korisnicki G PSS prijamnik. Izvedeni radioprijam-
nik je moguce koristiti za obradu satelitskih signala i informacija u domeni osnovnog
frekvencijskog podru¢ja i domeni navigacijske primjene. Obrada signala u domeni
osnovnog frekvencijskog podrucja se izvodi koristenjem programske knjiznice otvore-
nog koda GNSS SDRLIB [29]. Obrada informacija u domeni navigacijske primjene
je moguce izvesti koriStenjem programskog paketa otvorenog koda RTKNAV iz pro-
gramske knjiznice RTKLIB[30)].

Baza uzoraka GNSS

signala u osnovnom RTKNAV
" GNSS SDRLIB
frekvencijskom (u RTKLIB paketu)

podrudju

Slika 3.3: Shema GNSS radioprijamnika

Spomenute knjiznice povezane su klijentsko-posluziteljskom arhitekturom.

Programska knjiznica GNSS SDRLIB (slika omogucava koristenje kompozitnih
GPS signala (Slika u domeni osnovnog frekvencijskog podrucja dostavljenih stru-
jenjem ili arhivskom datotekom. Omogucuje izbor pojedinacnog GNSS sustava i
pojedinacnih satelita pa tako i odabranog GPS sustava. Takoder, omogucava pris-
tup strujanim podatcima potpomognutog GNSS-a, dostavljanim putem internetske
veze od tre¢ih strana (dobavljaca ispravaka).



POGLAVLJE 3. PROGRAMSKI ODREDEN GPS PRIJAMNIK

r | |

izbor ulaznog IR Gnss-soR = ‘g

VF sklopa "
e i e putanja datoteke

(vidi ispod): Ingit Type [STEREC - | qulaza

aTERED - 1

I:F!'Ns?é'?EREO) |

b mapa

Clie Output <«———TTRINEX datoteke
Gaabir oblika | FINEX t it izlaznih podataka
{formata) izlaza E ] RTGM MSM 9999 10Hz
(RINEX, RTCM} ) azss Lex T | [interval uzimanja

H&m_________—-? uzoraka izlaza
TCP/IP port za | e
RTCM izlaza FrontEndl & I 0 /0 Sampling (MHz) 260  Jotermidiate (MHz) 65 frekvencija
MBI odreavania 2> FrontEndd ©) 1@ Q. Sampling (MHz) 250 itermidists (MH2) 00 ;‘;;:mkﬁr;;
yzoraka e : i
‘oraficki prikaz u El | Plot Acquisit | Plot Tracking || Initialize Front End Inicijalizacija
stvarnom vremenu |4 _| |ulaznog VF
(On/Off) FlALL [ LICA sklopa (samo za
odabir vrsts /f,emg_;auzjena[- G0# 7] GOS [ GUE [ G07 7] @03 [ GIY [7] G310 STEREQ)
satelitskog signala =l
=0 3 zapotni obradu

L7 G111 [ Q12 [ 613 [ G614 [ 615 7 Gie [ 617 [ 618 [ G19 [ G20
7 G2 [ 623 [[] G24 [T G:26 [F] 626 [7] G27 ] G28 7 G240 [ G2o
i Gl 7] Gaz

1

F
odabir pojedi-
natnog satelta ] Q7SS |{zaustavi obradu
satelitskih signala I
@ LicA [ LEX [ ant / Zatvori GUI
vrsta
| : | |programskog
ulaznog VF sklopa [T FE1 @ FE2 Start I Exit o |paketa | pragram,
za analizu spektra =7 —_— paket
- _‘—‘.—\_"‘—-_ﬁ Nadzarmni prozor
2apoini / za ispravijanje
analizu spekira pogredaka
{debagiranje)

Slika 3.4: Graficko korisnicko sucelje programskog paketa GNSS-SDRLIB
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Programski paket RTKNAV je dio programske knjiznice otvorenog koda RTKLIB
[30, §]. Koristi se za procjenu polozaja (i/ili brzine i vremena) zasnovanom na po-
datcima (pseudoudaljenosti i sadrzaja navigacijske poruke) koji ¢ine izlaz domene
za obradu signala u osnovnom frekvencijskom podrucju. Preko grafickog korisnickog
sucelja (slike i omogucuje pracenje statusa procesa: toka podataka iz GNSS
SDRLIB aplikacije prema RTKNAV aplikaciji, grafickog predstavljanja jakosti pri-
hvacenih i slijedenih satelitskih signala te procjenu navigacijskih parametara (tri kom-
ponente polozaja: geografska Sirina, geografska duzina i nadmorska visina, brzina i

tocno vrijeme) temeljem mjerenih vrijednosti pseudoudaljenosti koristenih satelita

te uz koristenje temeljnog postupka procjene polozaja i toénog vremena (slika .
Koristeni algoritmi procesiranja informacija i procjene polozaja opisani su u doku-
mentraciji programske knjiznice RTKLIB [30].
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rRTKNJWI ver.2.4.2
2000/01/01 00:00:00.0 &PsT| 1| OOO—O—00000 o] L |
Lat/Lon/Height + FRover SNR (dBHz) - -
Selution: — [ .
i N: 0° 00" 00.0000" "
E: 0° 00" 00.0000"
| H: 0.000 m +
N: 0.000 E: 0.000 U: 0.000 m 20
Age: 0.0 s Ratio: 0.0 2 of Sat: 0
FHE=] G
e, )
(s ] o0 [ oo [omme ][ Em

Slika 3.5: Graficko korisnicko sucelje programskog paketa RTKNAV

RTKNAVI ver.2.4.2

at/Lon/Height
Solution:
35° 43 08.2300"

N:
E: 138° 27 02.1531"
H:

G000 E:00M U 0012 m
Ape:D.1 s Ratio:09095

2009/05/15 05:16:28.9 GF'ST| I

FIX m

367430 m

of Sat: ©

= Rover SNR (dBHz)

Start [

stp ||

l QOptions...

Elot...

P P@DQIZHISIEZIZZEEE?BH
] (1) T+16.95 (2) T+17.55

Slika 3.6: GUI RTKNAYV aplikacije u radu (zastavica FIX ozna¢ava ispravnu procjenu

polozaja)
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GPS/GNSS ulazni tokovi (1) RTEKNAVI izlazni tok (O)
prijemnici [y 4laz 1: Pokretni e (4) izlazno riesenje 1
R 2 sk L — = e
uredaj (GNSS prijamnik) | et
; (2) ulaz 2: Podaci s bazne_. ol TEnm »l(5) izlazno rie3enje 2
(diferencijske) stanice e 000
(3) Ulaz 3: Korekcije >
|(6) dnevnik toka podataka
"ls GNSS prijiamnika
_|(7) dnevnik toka podataka
: “ls b d tani
vanjski tok podataka [s bazne (druge) stanice
modela ispravaka |(8) dnevnik (arhiva) toka
ispravaka

dnevnici tokova (L)

Slika 3.7: Koristenje aplikacije RTKNAV, s ulaznim i izlaznim informacijama

Koristeni uzorci GPS signala u domeni osnovnog frekvencijskog podruéjaﬂ su pri-
bavljeni eksperimantalno u stvarnim uvjetima. Podesavanjem opcija, izvedeni GPS
prijamnik obavlja obradu signala u frekvencijskoj domeni. Obavlja se i obrada izmje-
renih pseudoudaljenosti referentnim modelima ispravaka. Potrebni podatci za ulaz al-
goritama procjene polozaja u domeni navigacijske primjene su spremljeni u obliku tek-
stualne datoteke (koordinate satelita i pripadne pseudoudaljenosti). Sadrzaj koristenih
tekstualnih datoteka dan je u Dodatku [Df ovoga rada.

3Spremljeni u RINEX formatu (RINEX podatci).



Poglavlje 4

Prakti¢na izvedba procjene
polozaja u domeni navigacijske
primjene

Prije koristenja algoritma za procjene polozaja, u domeni navigacijske primjene, obav-
ljaju se sljedece radnje (procesiranje informacija u domeni navigacijske primjene):
1. Prikupljaju se potrebni podatci izlaza domene osnovnog frekvencijskog po-
dru¢ja: (I1) djelovi navigacijske poruke (satelitske efemeride, dnevni almanah
i parametri modela ispravaka) i (I2) mjerene pseudoudaljenosti,
2. Ispravljaju se mjerene psudo-udaljenosti prikupljenim podatcima modelima is-
pravaka.
Za potrebe ovoga rada, gornje radnje su obavljene primjereno podesSen koristeci izve-
deni programski odreden radioprijamnik. Izlaz gornjih radnji su dvije datoteke ulaza
algoritma procjene polozaja: (Ul) datoteka ispravljenih pseud-oudaljenosti i (U2)
datoteka satelitskih efemerida pripadnih satelita. Primjer njihovog sadrzaja je dan u
Dodatku
Opcenito, gornje radnje mogu biti izrazito kompleksne i prelaze obujam ovoga rada.
U praksi koristeni algoritmi procjene polozaja u domeni navigacijske primjene opisani
su dokumentacijom programske knjiznice RTKLIB [30].
Ovo poglavlje najprije opisuje dva nacina linearizacije nelinearnog sustava jednadzbi
iz Poglavlja[I.5]a zatim numericke metode koje je moguce iskoristiti u rjesavanju line-
ariziranog sustava jednadzbi iterativnog postupka. Na kraju su opisana dva pristupa
izvedbi procjene polozaja u domeni navigacijske primjene.

36
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Prvi nacin linearizacije jednadzbi sustava

Prvi nacin linearizacije jednadzbi sustava dobivamo promatrajuéi sustav ((1.5)) s

= pi(x):
dy = V(& —21)? + (y —11)? + (2 — 21)> + ¢ - dp + pr(%)
dy = /(x = 22)* + (y — 42)? + (2 — 22)> + ¢ - dr + pa(x) (4.1)
ds =/(x —23)2 + (y — y3)? + (2 — 23)2 + ¢ - dp + p3(x)
dy = /(& —2)? + (Y — y4)? + (2 — 24)> + ¢ - dp + pa(x)
ux=(zvy,zdr).
Sada je:
pi(x) = V(@ —21)?+ (Y —p)?+ (z —2)?+c-dp—d (4.2)

Linearizacijom jednadzbi sustava (4.1)) na na¢in koristen na stranici |19 (za Newton-
Gaussovu metodu), dobivamo:

dp dp dp dp
T+ g, Byt A o Adr (4.3)

Koristedi iterativni postupak, svaki korak k definira x,.1 = x; + Ax; gdje je Axy
rjesenje sustava k-tog koraka. Nastoji se postiéi p(xx + Axyy1) = 0 8to daje

pi(x + Ax) = p;(x) +

(i) + a}; Az + a]; Ays + ap Az + agTA(dT)k — 0, (4.4)
odnosno
—pi(xg) =d; — \/(ﬂﬁk — )2+ (Y — yi)? + (2 — 2:)%2 — ¢+ (dr)
_of of of aof
—~A Ay, + —Az,
= Pu kT g, At g An T G Aldr)
Ax
[ ow oy )| (43)
Adr
Uz

9pr Op1 9p1 Ops

ox oy 0z adr

Op2  Op2 Op2  Op2

. ox Jy 0z adr

A= Ops  Ops  Ops  Ops (4.6)

ox Jy 0z odr

Ops  Opa  Opa  Opa

ox Oy 0Oz adr
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(x—x1) (y—y1) (z—21)
VE—21)2+(y—y)2+(z—21)2 V(@E—21)2+y—-vy1)2+(z—21)2  V(z—21)2+(y—y1)2+(2—21)2
(z—x2) (y—y2) (z—=22)
V(E—22)2+(y—v2)2+(z—22)2  V(z—22)2+(y—v2)2+(2—22)2 (z—22)2+(y—y2)2+(2—22)2
(z—x3) (y—ys3) (z—=23)
V(E—23)2+(y—v3)2+(z—23)2 (z—23)2+(y—y3)2+(2—23)2  /(z—23)2+(y—y3)2+(2—23)2
(x—x4) (y—ya) (2—24)

V(@z—24)2+(y—ya)2+(2—24)2

V(e—24)2+(y—ya)2+(z—24)2

V(@—24)2+(y—ya)2+(2—24)2

[ Ax
_ | Ay
Xi= | AL
_AdT
[dy — \/(Ik —21)2+ (ye — 1) + (2 — 21)?
b:— dy — \/(xk —22)% + (Y — y2)? + (2 — 22)?
d3 — \/(xk: —x3)% + (yr — y3)? + (2 — 23)?
Ldy — /(zr — 4)2 + (Y — ya)® + (2 — 24)2
dobivamo sustav
Ax=Db

koji rjesavamo metodom iterativnih najmanjih kvadrata.

Drugi nacin linearizacije jednadzbi sustava
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(4.7)

(4.8)

(4.9)

Drugi nacin linearizacije se dobiva promatrajuéi isti sustav jednadzbi (1.5). Me-
toda iterativnih najmanjih kvadrata se ne primjenjuje izvorno na pocetni sustav, vec¢
na njegovu modifikaciju, modifikaciju sustava (2.1). Modificirani sustav, uz uvjet

cdp < d;, Vi € {1,2,3,4}, je u moguénosti dati isto dobro rjesenje.

Prebacujuéi ¢lan d = dr - ¢ na lijevu stranu i kvadrirajuci obje strane jednadzbi

sustava (2.1)) dobivamo modificirani sustav jednadzbi:

2 2

gdje je

(di —d)* = (x —21)* + (y —y1)* + (2 — 21)*
(dy —d)* = (z — 22)* + (y — 92)° + (2 — 22)°
(ds —d)* = (x — 23)* + (y — y3)* + (2 — 23)°
(ds—d)* = (x—24)* + (y — ya)* + (2 — 24)°

(4.10)

(4.11)
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i

pi(x) = (di — d)* — (z; — 2)* — (i — y)* — (2 — 2)°.

Oznac¢imo

B(x) = (p1(%), p(%), p3(x), pa(x))"
pa problem minimizacije (2.11)) prelazi u

% = arg min, p(x)"p(x).

P’ (x) = (9} (%), Ph(x), Ph(x), Py (x))"

)
2(ry — ) 2(p1n —y) 2(z1 — 2)
_ (20w =) 202 —y) 2(22—2)
2(x3 —x) 2(ys —y) 2(z3 —2)
20y —x) 2(ys —y) 2(z4 — 2)
Neka je
(1 —2) (11—y) (21—2)
p._ |(@—2) (12-y) (2-2)
@z —2) (y3—y) (23—2)
(ra—2) (Ya—y) (24— 2)
I:=diag(1,1,1,—c)
P’ = 2PI.
Imamo
Axy = —(2P1) ! (P(xu))
= —=(PD) " (B(xw))
Uz oznake

svaka iteracija Algoritma sa stranice 20 racuna Axy rjesavajuéi sustav

A =P
b = —IS(Xk)

Ax=Db

—2c(dy — cdr
—2¢(dy — cdr
—2¢(d3 — cdr
—20(d4 — CdT

)
)
)
)

39

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



POGLAVLJE 4. PRAKTICNA IZVEDBA PROCJENE POLOZAJA U DOMENI
NAVIGACIJSKE PRIMJENE 40

u X = Axy.

Analogno, (2.17)) prelazi u
% = arg min, p(x)" S 'p(x). (4.24)
iuz
A=Y 2P
b= —277p(xy)
(4.25)

svaka iteracija Algoritma rjeSava sustav (4.23).

4.1 Numericka linearna algebra za rjesavanje
dobivenog sustava problema najmanjih
kvadrata

Pogreske u mjerenjima ili linearizacija uvjetuju da sustav (4.9) nema uvijek rjesenje,
tj. Ax—b # 0,Vx € R™. Zato ideja rjeSavanja sustava problema najmanjih kvadrata
nije traziti rjeSenje sustava, ve¢ x koji minimizira izraz ||[Ax — b|s.

Neki od najbitnijih koncepta za pronalazak rjeSenja sustava u smislu najmanjih
kvadrata jesu [27]:

e sustav normalnih jednadzbi,

e QR dekompozicija,

e SVD,

a objasnjeni su u nastavku.

Sustav normalnih jednadzbi

Sustavi normalnih jednadzbi su znacajni za rjeSavanje problema najmanjih kvadrata
jer se njihovim rjesavanjem dobiva rjeSenje jednako rjesenju pripadnog problema naj-
manjih kvadrata.

Dakle, za pronalazak rjeSenja sustava:

Ax=Db (4.26)
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u smislu najmanjih kvadrata je dovoljno promatrati pripadni sustav (normalnih

jednadzbi):
ATAx = A”b. (4.27)
Dokaz je dan teoremom [4.1.1]
Teorem 4.1.1. Skup svih rjeSenja problema miny ||Ax — b||2 oznacimo s
S = {x € R™|||Ax — bl|y je minimalna}

Tada je x € S, tj. x je rjeSenje problema najmangih kvadrata, ako i samo ako vrijedi
sljedeca relacija ortogonalnosti

AT(Ax —b) =0,

koju obicno nazivamo sustav normalnih jednadzbi i pisemo u obliku

ATAx = ATh

Dokaz. Rjesavanje problema Ax = b, gdje x parametar koji je potrebno odrediti,
se svodi na prikaz vektora b u bazi koju ¢ine stupci matrice A. Ukoliko b nije iz
prostora razapetog stupcima matrice A, L4, tada je potrebno pronaci vektor be Ly
i najblizi vektoru b medu svim vektorima iz L,. Po definiciji, b je projekcija b na
L 4 dana formulom:

b:=AATA)'ATH

Xz

"X

Slika 4.1: Projekcija vektora y u prostor razapet vektorima x; i x5 (izvor: [23])
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Izraz A(ATA)"1AT nazivamo projektor na prostor razapet stupcima matrice A
i obi¢no se oznacava s H.
Vrijedi da je X rjeSenje problema najmanjih kvadrata ako i samo ako vrijedi AXx =
b, tj. % := (ATA)"'ATb. Zakljucujemo kako je % rjesenje problema najmanjih
kvadrata ako i samo ako je X rjeSenje problema normalnih jednadzbi

ATAx = A'b. (4.28)
O

Detaljniji dokaz teorema se moze pronaci u [28] stranica 46].
Napomenimo da spomenuti sustav normalnih jednadzbi ima i sljedec¢a svojstva:
1. Opéenito, matrica ATA je simetriéna i pozitivho semidefinitna jer za svaki
x € R™ vrijedi

xT'ATAx = (Ax)T(Ax) = || Ax||3 > 0. (4.29)

2. Sustav normalnih jednadzbi uvijek ima rjesenje i to jedinstveno.
Ona olaksavaju njegovo rjesavanje.

Nakon konac¢ne formalizacije problema, potrebno je izabrati nacin izraCunavanja
rjeSenja sustava .

U praksi se matrica ATA ni ne formulira, nego se rjesava pocetni sustav. Naime,
postoji velika moguénost da ée AT A biti loge uvjetovana.

Ipak, u daljnjim poglavljima izvodimo i metodu pronalaska rjesanja sustava koja se
zasniva na formuliranju sustava koji se rjesava koristeéi dekompoziciju Cho-
leskoga matrice ATA. Spomenuta metoda se ¢esto spominje prilikom rjesavanja
problema najmanjh kvadrata odredivanja polozaja GNSS navigacijskim signalima.
Zbog moguce numericke nestabilnosti, tako pronadeno rjesenje obicno nije zadovolja-
vajuce tocnosti [28] stranica 60] i metodu ne preporucujemo za koristenje.

QR dekompozicija

Pristup rjesavanja problema najmanjih kvadrata QR dekompozicijom zasniva se na
¢injenici da je matrica sustava punog stupcanog ranga. RjeSenje opisuje na sljedeci
nacin
min [[Ax — b||; = min |Q" (Ax — b)||, (4.30)
= min |Q"Ax — Q"b,
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gdje je Q proizvoljna ortogonalna matrica.

Zbog proizvoljnosti matrice Q, ona moze bit odabrana tako da pojednostavljuje
izracun za x. Ukoliko se koristi Q iz QR dekompozicije matrice A imamo A = QR,
QTA = R iR je gornjetrokutasta matrica. Dalje se rjesava sustav

Rx = Q”b. (4.31)
tj. trazi se
x=R'Q"b
— RflRfTRTQTb
= R'R)"(QR)"b (4.32)

= (R'IR)"(QR)"b
(R"Q"QR)"(A)"b
= (ATA)(A)"D.

Gledajuéi gornju jednakost odozdo prema gore opazamo kako je rjeSenje sustava
normalnih jednadzbi jednako rjesenju trokutastog sustava pocetnog sustava jednadzbi
(4.31)).

Dakle, dobiveno rjesenje takoder je jednako rjesenju problema najmanjih kvadrata
dobivenog sustava jednadzbi.

Rjesenje sustava se takoder pronalazi kao rjesenje pripadnog problema naj-
manjih kvadrata. Kako je matrica sustava gornjetrokutasta, novi sustav je znatno
jednostavnije rijesiti. RjeSenje dobiveno koriste¢i QR dekompoziciju je stabilnije i
ostvaruje manje odstupanje nego rjesenje dobiveno formulacijom sustava normalnih

jednadzbi.

Opcenito, QR dekompoziciju mozemo koristi i prilikom direktnog racuna inverza
kvadratne matrice punog stupcanog ranga A:

A'=R'Q'=R'Q". (4.33)

Matrice sustava problema najmanjih kvadrata obi¢no nisu kvadratne, ali imaju puni
stupcani ili retcani rang. Za takve matrice, moguce je racunati pseudoinverz. Pse-
udoinvez matrice A je matrica A takva da vrijedi

x = ATAx (4.34)

za sve X € R™. Ukoliko je matrica A € R™™ n > m i ima puni stupcani rang, QR
dekompozicija rezultira ortogonalnom matricom Q i nekvadratnom matricom R koja
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se moze zapisati u obliku:

R = [f(ﬂ (4.35)

gdje je Ry kvadratna gornjetrokutasta matrica.
Pseudoinverz matrice A je sada dan sljede¢om formulom:

AT=[R," 07]Q" (4.36)

Ukoliko je matrica A € R™™ n < m i ima puni retcani rang, QR dekompozicijom
dobivamo ortogonalnu matricu Q i R koja opet nije kvadratna, ali se moze zapisati
u obliku

R = [R; 0] (4.37)

Pseudoinverz za takve matrice se moze dobiti po sljedec¢oj formuli:

i Ri™'| A
Al = or Q (4.38)
Posebno svojstvo matrice R rezultira jednostavnijem i stabilnijem izracunavanjem
(pseudo)inverza matrice A.

SVD dekompozicija

Definicija 4.1.2 (SVD dekompozicija matrice). Neka je A € R™™ ili C™*"™, SVD
dekompozicija (engl. Singular Value Decompozition) matrice je A = UDV™, U €
R™*™ gly C™ ™ unitarna matrica, V€ R™"™ 4l C™*™ unitarna matrica 1 D € R™*"
nenegativna dijagonalna matrica.

Nadalje, stupci matrice U su svojstveni vektori matrice AA*, dok su stupci matrice
V swvojstveni vektori matrice A*A. Dijagonalni elementi matrice D su korijeni svoj-
stvenih vrijednosti matrice A*A ili AA*.

Prva primjena SVD dekompozicije je u racunu inverza kvadratne matrice punog
ranga A:

At =vV*D'U!'.= VD 'U* (4.39)

Kako su za izracun inverza sada potrebni samo inverz dijagonalne matrice i hermitski
adjugirana matrica proizvoljne matrice, SVD dekompozicija znatno olaksava izrac¢un
inverza.
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Nadalje, SVD dekompozicija se koristi i prilikom rjesavanja sustava linearnih jed-
nadzbi. Kako su u sklopu ovoga rada definirani samo sustavi realnih matrica sustava,
moze se pretpostaviti kako za U, D i V matrice SVD dekompozicije matrice A vrijedi
U*=UT D*=D" =D, V* = VI i Ui V su ortogonalne matrice. Sada se za Q
iz (4.30)) moze uzeti da je jednaka matrici U.

Dobiva se sljedece:

|Ax — b, = [[U"(Ax — b)||5 (4.40)
= [[UTAx — U'b||;
= |[DV"x — U"b||,

Dalje se onda rjesava sustav nominalnih jednadzbi

(DVT)TDVTx = (DVT)"UTb
(4.41)

1 rjesenje za x je jednako
x = VD 'U’b. (4.42)

Primjer rjesavanja problema opisanog sustavom Ax = b koriste¢i SVD dekompoziciju
u programskom okruzenju R dano je izvorom [5].
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Problemi najmanjih kvadrata definirani ovim radom opisani su zasi¢enim ili pre-
zasi¢enim sustavima jednadzbi. Za njihovo se rjesavanja potice koristenje QR dekom-
pozicije [23].

Pristup rjesavanja problema najmanjih kvadrata koji koristi sustav normalnih jed-
nadzbi se smatra najbrzim, ali najmanje stabilnim. Pristup nije upotrebljiv] veé

ukoliko je uvjetovanost matrice pocetnog sustava blizu \/%ﬁ, gdje eps 0znacava strojnu

tocnost racunala na kojem se dekompozicija izvodi. Pristup koji koristi ()R dekom-
poziciju povecava broj koristenih operacija pa i vrijeme rjesavanja problema, ali je
stabilniji. Nije ga mogucée koristiti tek kada je uvjetovanost matrice blizu i. Ono
postize najbolju relativnu pogresku u smislu najmanjeg kvadratnog odstupanja [20].
SVD pristup je najstabilniji, ali najsporiji. Za razliku od ostalih, jednakom tezinom

pronalazi i rjeSenje nezasi¢enog sustava jednadzbi.

Zanimljivo je da se uz poznato jedno rjesenje sustava (4.28), relativno lagano
pronalaze i sva ostala.
Naime, uz Ax — b = r i proizvoljan x € R™ za koji vrijedi

r=Ax-b
=Ax+r— Ax (4.43)
=r+A(X—x)

imamo da je X € S akoisamo akof =r, tj. AX—x)=01i%x—x € N(A).
Takoder, ukoliko je ispunjen jedan od sljede¢ih uvjeta:

e A ima puni stupcani rang,

e stupci matrice A su linearno nezavisni,

e ATA je pozitivno definitna,
N(A) je trivijalan i rjeSenje sustava je jedinstveno.

4.2 Izvedbe

Opisuju se dva pristupa izvedbi procesa procjene polozaja. Prvi pristup je osnovni
pristup i obuhvaca izvedbe osnovnog (referentnog) algoritma. Drugi pristup je po-
boljsani pristup i predstavlja predlozak poboljsanja osnovnog pristupa poboljSanjem
osnovnog algoritma. Osnovni algoritam predstavlja algoritam najmanjih kvadrata
(Algoritam, stranica|20]). Poboljsanje osnovnog algoritma ostvaruje se uvodenjem
tezina, odnosno upotrebom algoritma sa stranice 21} Oba algoritma za dobivene
pseudoudaljenosti i polozaj satelita u ECEF XYZ koordinatnom sustavu izracunavaju

!Dekomporziciju Choleskoga nije moguée izracunati.
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polozaj prijamnika i pogresku sata prijamnika.

Izvedba algoritama je ostvarena koristenjem programskog jezika R [16] i R-sucelja
RStudio na GNU/Linux operativhom sustavu. Opdéenito, R je programski jezik za
statisticku i drugu matematicku obradbu pomocu racunala i ima snaznu graficku
potporu. Izmedu ostalog, podrzava postupke zasnovane na linearnoj algebri, analizi i
prognozi ponasanja vremenskih nizova [21]. Pogodan je za izvedbu statisticke analize,
modeliranje i simulacije.

R je dostupan za veéinu koristenih platformi (Microsoft Windows, Linux, Mac
OS X), a instalacija je poprilicno jednostavna. Potrebno je samo preuzeti potrebne
datoteke s web-stranice [17] i u skladu s njima instalirati program. Instalirani program
nudi graficko-korisnicko R-sucelje (R-GUI) u kojemu se preko naredbene linije zadaju
naredbe i pokrec¢u skripte, a dobivaju numericki i graficki rezultati. Postoji i vise
nesluzbenih R-sucelja. Jedan od poznatijih je RStudio [25]. Ovdje se komunikacija
opet ostvaruje preko naredbi u konzoli, ali je RStudio opremljen znantno bogatijom
grafickom okolinom (radni prostor, povijest, instalacija paketa, pomo¢ i sl.). Postoji
i mogucnost integracije R interpretera u odabrani tekst-editor ili poziva R-funkcija
iz. drugih programskih jezika (Python, Ruby, SAGE,C, Java).

U izradi ovoga rada uz standardne R programske knjiznice, koristene su i do-
datne: MASS, matlib, limSolve i matrizcalc [9) 10] 21].

Osnovni pristup

Osnovni pristup se temelji na metodi najmanjih kvadrata. Kako je problem odredivanja
polozaja nelinearan, potrebno ga je potrebno prvo linearizirati, a tek nekon primi-
jeniti metodu najmanjih kvadrata [19]. Linearizacija se izvodi jednim od predlozenih
nacina.

Izvedba

Izradene su dvije izvedbe osnovnog algoritma (Algoritam ., stranica . Svaka
izvedba rjeSava ne previse drugaciji sustav jednadzbi iterativnom metodom naj-
manih kvadrata. Koristi se QR dekompozicija.

Prva izvedba rjesava sustav jednadzbi izvorni sustav QR dekompozicijom, tj.

sustav (4.31). Druga izvedba rjesava sustav (4.23) definiran s (4.21) i (4.22)).

Programski kod izvedbi se nalazi u Dodatku [C]
Programska izvedba postupka procjene polozaja satelitskim navigacijskim sustavom
napravljena je u poopéenom obliku. Podrzava se slucaj procjene polozaja s brojem
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izmjerenih pseudoudaljenosti veéih ili jednakih 4. Jedna izvedba reprezentirana je
jednom R skriptom.
Prije pokretanja R skripte potrebno je zadovoljiti uvjete:

1. Mapa u kojoj se skripta nalazi postavljena za radnu mapu,

2. U istoj mapi se nalaze dvije tekstualne datoteke (datoteke ulaza).
Jedna tekstualna datoteka (pseudorangesb.txt) treba sadrzavati (ispravljene) mjerene
pseudoudaljenosti, a druga WGS84 koordinate pripadnih satelita u trenutku mjerenja
pseudoudaljenosti (satellites.tzt). Datoteka s mjerenim pseudoudaljenostima sadrzi
samo jedan stupac podataka. Broj redaka implicitno odreduje broj koristenih satelita
u danjem postupku procjene polozaja satelitskim navigacijskim sustavom.
Datoteka s koordinatama pripadnih satelita mora sadrzavati isti broj redaka. Redak
1 odgovara WGS84 koordinatama satelita ¢ija se mjerena pseudoudaljenost nalazi
u i-tom retku datoteka s mjerenim pseudoudaljenostima. Koordinate su odvojene
zarezom. Primjeri datoteka se nalaze u Dodatku [D]

Poboljsan pristup: Tezinska metoda najmanih kvadrata

(WLSM)

Poboljsan pristup ima svrhu smanjenja odstupanja procesa odredivanja polozaja. Pa-
rametar koji moze pridonijeti smanjenju odstupanja je utjecaj ionosfere na pogresku
mjerenih pseudoudaljenosti.

[ako pretpostavljamo da su pseudoudaljenosti u potpunosti ispravljene, utjecaj iono-
sfere nije moguce u potpunosti otkloniti koristec¢i signal samo jedne frekvencije vala
nosioca. Sluc¢ajna komponenta se najteze otklanja.

Utjecaj ionosfere gotovo u potpunosti otklanja koristenje dva signala razlicitih frek-
vencija koja Salje isti satelit.

Literatura [7], [I1], [12], [31] i [26] navodi kako je ionosfera jedna od najznacajnijih
uzroka pogreske procjene polozaja. Dulji put signala kroz ionosferu povec¢ava nega-
tivni utjecaj iononosfere na tocnost odredivanja polozaja prijamnika. Dakle, postoje
manje i viSe toéne jednadzbe sustava. Problem najmanih kvadrata (Algoritam [2|[1])
moze prije¢i u problem tezinskih najmanih kvadrata (Algoritam [22]). Svakoj jed-
nadzbi sustava se pridjeljuje tezinski koeficijent k; proporcionalan njezinoj tocnosti,
odnosno obrnuto proporcionalan duljini putovanja signala odgovarajuceg satelita kroz
ionosferu.

Sa svrhom definicije pripadnog problema tezinskih najmanjih kvadrata linearizi-
ramo sustav (4.1) na nacin sa stranice 37} prvim nacinom linearizacije, i dobivamo
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da Vi€ {1,2,3,4,..N}

di—/(zr — )2 + (Yo — ¥i)® + (21, — )2 — ¢+ (dr)x

Ax

opi  opi op o] | Ay
- [az; az; o7 agT Az (4.44)

Adr

gdje je @ indeks pridruzen vrijednostima i-te jednadzbe sustava.

Parametar N moze biti proizvoljan sve dok se iz nastalog sustava jednadzbi moze
definirati najmanje onoliko nezavisnih jednadzbi koliko sustav ima nepoznanica.
Do sada se promatrao sustav N = 4 = broj nepoznanica sustava s medusobno neza-
visnim jednadzbama pa nastavimo na isti nacin.
Uz definicije sa stranice dobiva se sustav.

Ax=Db (4.45)

u koji se uvode tezine matri¢nim mnozenjem slijeva obe strane gornjeg izraza sa Wa.
Praksa nerijetko koristi samo navigacijske satelitske signale jedne frekvencije i
utjecaj ionosfere modelira u skladu s time.

Izvedba

Za potrebe opisa izvedbi najprije uvedimo definiciju kuta elevacije.

Definicija 4.2.1 (Kut elevacije GPS satelita). Kut elevacije satelita koordinata

(xi, Y, zi) 1 prijamnika koordinata (xy, yx, zx) se definira kao mangi kut izmedu vektora
od satelita do prijamnika i vektora od satelita do sredista referentnog WGS84 koor-
dinatnog sustava. Egzaktno, kut elevacije i-te jednadzbe, Ele;, je definiran sljedecim
12TaZima.;

cos(l.) — — (i, yi, 2i) — (xk7yk,2k))T ' — (4, i, 2i)
U= T, v 2 = oo o 2] (4.46)

Sve koordinate su izraZene uw WGS84 koordinatnom sustavu.
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Slika 4.2: Kut elevacije (izvor)
Uobicajeni na¢in modeliranja tezinskih koeficijenata jednadzbi sustava koristi va-
rijancu o?. Ona modelira varijancu slu¢ajnih varijabli mjerenih podataka i-te jed-

nadzbe. Uz pretpostavku neovisnosti mjerenja, svakoj jednadzbi pridruzujemo to¢no
jedan tezinski koeficijent definiran izrazom:
1

iW = diag(kl, ]{32, ce ,]CN)_l.

S ciljem uvodenja ovisnosti tezinskih koeficijenata o utjecaju ionosfere, tezine mo-
deliramo pomocu varijanci definiranih preko kuta elevacije.
Uz konzultaciju s literaturom [18], 26, [7, [4, 23] 24] varijancu i-te jednadzbe modeli-
ramo pomocu elevacijskog kuta satelita. Dobiveni sustav rjesavamo koristenjem QR
dekompozicije [4.1}ili sustava normalnih jednadzbi.

Izvodimo tri razli¢ita modela tezinskih koeficijenata. Tezinski koeficijent i-te jed-
nadzbe modeliran j-tim modelom oznacavamo sa k;;.

1

ki = — 4.49
' oh (14.49)
NS N (4.50)

" sin(FEle;) '
i = — (4.51)

12 — 0_7;22 .

9 2

sin(Ele;)
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1
kis = — (4.53)
Oi3
9 1
Oi3 = (4.54)

(sin(Ele;) +0.5)2

Vedi elevacijski kut implicira ve¢i put satelitskog signala kroz ionosferu i pogreska
uzrokovana ionosferom je veéa (slika . Kako elevacijski kut poprima vrijednosti
izmedu 0 i %i, veéi elevacijski implicira ve¢om vrijednoséu funkcije sin® i varijance,
a manjom vrijednoséu tezinskog koeficijenta. Jednadzbe veceg elevacijskog kuta se
smatraju manje totnima ¢emu i tezimo.

Sadrzaj programskog isjecka izvedbe moguce je pronaéi u sklopu Dodatka [C]
Podesavanjem parametra option € {1,2,3} odabire se model tezinskih koeficijenata.
Podesavanjem parametra solution € {QR, Snj} odabire se model rjesavanja sustava
jednadzbi, koristenjem sustava normalnih jednadzbi ili ()R dekompozicijom. Ukoliko
se odabere solution = Snj, sustav se rjesava preko sustava normalnih jednadzbi de-
kompozicijom Choleskoga. Iako se rjesavanje preko sustava normalnih jednadzbi ne
smatra dobrim kao izravno rjesavanje matricnog problema najmanjih kvadrata, ¢esto
se koristi u postupcima odredivanja polozaja GNSS navigacijskim signalima. Odabi-
rom solution = QR, QR dekompozicije, izbjegava se formulacija pripadnog sustava

normalnih jednadzbi.

Prije pokretanja programskog isjecaka potrebno je zadovoljiti uvjete sa stranice 48]



Poglavlje 5

Ocjena kvalitete i zakljucci

5.1 Osnovni pristup

Kvaliteta procjene polozaja satelitskim navigacijskim sustavom razmotrena je sa
sljedec¢ih stajalista:
e Potrebnog racunalnog vremena za postizanje stabilne procjene u okruzenju R,
e Brzine konvergencije iteracijskog postupka u broju iteracija do konvergencije,
e Tocnosti procjene koordinata polozaja.
Najbitnijim parametrom sa stajaliSta navigacije se smatra totnost procjene koordi-
nata polozja.

Prilikom procjene tocnosti, pokrecu se razlicite izvedbe istih datoteka ulaza sadrzaja
kako je prikazano u Dodatku [C] Prvo dajemo ocjenu kvalitete prve izvedbe osnovnog

algoritma predocenu tablicom [5.1]1 slikama ip.2

52
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Tablica 5.1: Kvaliteta prve izvedbe osnovnog algoritma za procjenu polozaja u domeni
navigacijske primjene

NAZIV

PARAMETRA VRIJEDNOST
vrijeme 52.44 za 10°, 48h za
izvrsavanja 1010 iteracija

[s]

broj iteracija do | ~ 1010
konvergencije

to¢nost procjene | 103
[m]

LSA vrijeme izvrSavanja u [s]= LSA vrijeme izvrSavanja u [s]=
52.44 52.44

E
= [v]
5 5
g 8 = X T o 4
g 3 7 =y @
s - mz S un 4
= — E
g 8 2 = 4
o + - o
& & o

|
< o g
g 8 3
g & | T T T | % M | T T T 1
0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 B8e+04 1e+05 k) 0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 B8e+04 1e+05
Broj iteracija Broj iteracija

Slika 5.1: Vrijednosti Ax po komponen- Slika 5.2: Logaritam vrijednosti Ax po
tama kroz iteracije komponentama kroz iteracije

Na slikamal[5.1]i[5.2)je vidljiv trend smanjivanja izracunate pogreska (Ax) procjene
polozaja. U prvih 10° iteracija Ax nikada nije manja od 10* m za sve tri komponente
istovremeno. Jos vise, Ax je uvijek veée od 10* m u barem dvije komponente, §to
objasnjava izrazito sporu konvergenciju izvedbe.

Smanjujuéi zahtjeve konvergencije algoritma toliko da proglasavamo konvergenciju
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ako je barem jedna komponenta Ax manja od 10% ili 10> m, metoda konvergira u

314, odnosno 195 iteracija.

LSA vrijeme izvravanja u [s]=
37.82

o
u

|
N

2 3 4 5 6
I

1
L

0
l

I | | I | I
200 250 300 350 400 450

log10 delta_x po komponentama [m]

Broj iteracija

Slika 5.3: Logaritam vrijednosti kompo-
nenata Ax kroz iteracije

LSA pogreska od stvarnog polozaja
(< 100 [m] barem 1 koordinata)

o
— o o
E
] w0
]
T -
g o 4
o
o o 4
2 o]
o -
I | | I | |
200 250 300 350 400 450
Broj iteracija
Slika  5.4: Logaritam  pogreske

odredivanja polozaja

Slike [5.3]1[5.4] prikazuju odnos izracunate pogreske u procjeni koordinata i stvarne
pogreske u prvoj iteraciji u kojoj je barem jedna komponenta Ax manja od 100 m.

LSA vrijeme izvravanja u [s]=
37.82

2 3 4 5 6
|

1
]

I | 1 | | | |
350 400 450 500 550 600 650

log10 delta_x po komponentama [m]

Broj iteracija

Slika 5.5: Logaritam vrijednosti kompo-
nenata Ax kroz iteracije

LSA pogreska od stvarnog polozaja
(< 1000 [m] barem 1 koordinata)

— © 40 8
E
@ O
]
% o
o
o o -
o
o o 4
2 o]
o -
. X I | 1 | | | |
y 350 400 450 500 550 600 650
.z
Broj iteracija
Slika  5.6: Logaritam  pogreske

odredivanja polozaja po komponen-
tama

Slike [5.5]1[5.6] prikazuju odnos izracunate pogreske u procjeni koordinata i stvarne
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pogreske komponenti za prvu i drugu iteraciju u kojima je barem jedna komponenta
Ax manja od 1000 m.

Promijenjen uvjet konvergencije daje relativno brzu konvergenciju, ali ne i
konvergenciju prihvatljive tocnosti. Prava pogreska odredivanja polozaja nije manja
od 10% m.

Opcenita konvergencija je jako spora, u smislu vremena izvrSsavanja i broja ite-
racija. Pogreska odredivanja polozaja dobivena opc¢enitom konvegencijom je zado-
voljavajuéa, ali nije manja od 10® m. Dakle, izvedba algoritma zadovoljava kriterij
tocnosti odredivanja polozaja, ali ne i vremena potrebnog za odredivanje polozaja.

Razmotrimo sada drugu izvedbu osnovnog algoritma za procjenu polozaja. Re-
zultati ocjene kvalitete su dani tablicom [5.2]

Tablica 5.2: Kvaliteta druge izvedbe osnovnog algoritma za procjenu polozaja u
domeni navigacijske primjene

NAZIV

PARAMETRA VRIJEDNOST
vrijeme 0.01
izvrsavanja

]

broj iteracija do | 6
konvergencije

to¢nost procjene | > 10°
[m]
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. L. . LSA odstupanje procjene poloZaja
LSA vrijeme lﬁv({?avanla ulsl= od stvarne vrijednosti

76

log10 delta_x po komponentama [m]
4 5
[
/
/
/
u
[
log10 pogresaka [m]
7.2
[
/
/
/
/
.l'f
."IIIII
i
|"
[ ]
[

i
[
|

6.8

6.4

Broj iteracija
Broj iteracija
Slika 5.8: Logaritam vrijednosti odstu-
panja od pravog polozaja po komponen-
tama kroz iteracije

Slika 5.7: Logaritam vrijednosti Az po
komponentama kroz iteracije

Temeljem slika i zakljucujemo kako druga izvedba algoritma [T} brzo
konvergira, ali ka krivom rjesenju.
Dobivena procjena polozaja ima odstupanje veée od 10° metara.

Zakljucak

Razmatrajuci rezultate dviju izvedbi osnovnog algoritma ni jedna u potpunosti ne
zadovoljava uvjete to¢nosti konvergencije i potrebnog vremena. Prva izvedba konver-
gira izrazito sporo k rjesenju prihvatljive toc¢nosti, dok druga konvergira brzo, ali ka
krivome rjesenju.

Buduci da prilikom ocjene kvalitete izvedbi na prvo mjesto stavljamo toc¢nost rjesenja,
boljom smatramo prvu izvedbu osnovnog algoritma. Prva izvedba osnovnog algo-
ritma primjenom prvog nacina linearizacije je spora i kao takva neupotrebljiva, ali za
razuman broj iteracija daje bolju procjenu polozaja.

5.2 Poboljsani pristup

Postoji vise inacica izvedbe poboljsanoga pristupa. Odabir se ostvaruje podesavanjima
parametara option za odabir modela tezinskih koeficijenata i solution za obabir
nacina rjeSavanja sustava (stranica . Budu¢i da postoje dvije moguénosti oda-
bira za paramatar solution i tri za parametar option, sveukupno imamo Sest inacica
izvedbe poboljsanog pristupa.
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Ocjene kvalitete razlicitih inacica izvedbe dane su tablicama [5.3] i i slikama
5.9, b-10| B.11], .12} .13 i [5.14}

Tablica 5.3: Ocjene kvalitete izvedbi poboljsanog algoritma za procjenu polozaja
u domeni navigacijske primjene koriste¢i QR dekompoziciju po modelima tezinskih
koeficijenata

| MODEL 1 [ 2 |3
NAZIV
PARAMETRA IZNOS IZNOS IZNOS
vrijeme 0.01 0.01 0.01
izvrsavanja
broj iteracija do | 5 5 D
konvergencije
tocnost procjene | (10,10, < 1) (10,10,< 1) (10,10,< 1)
po koordina-
tama (X,y,z)

LSA vrijeme izvrSavanjau [s]= LSA odstupanje procjene polozaja
0.01 od stvarne vrijednosti

/
u
u

[

|
/
f
u
[ 4

log10 deltaX komponenti
4 2 0
L1
log10 odstupanje [m]
0o 1 2
| ! !
7
/
/
[/

broj iteracija broj iteracija

Slika 5.9: QR dekompozicija, prvi model tezinskih koeficijenata
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LSA vrijeme izvrSavanjau [s]=
0.01

LSA odstupanje procjene poloZaja
od stvarne vrijednosti

=0 o
5 I— m X — | mox
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= 5
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broj iteracija broj iteracija
Slika 5.10: QR dekompozicija, drugi model tezinskih koeficijenata
LSA vrijeme izvr§avanja u [s]= LSA odstupanje procjene polozaja
0.01 od stvarne vrijednosti
= © — —
s — X = | mx
5 < - IS =y £ "y
a &
E o \ "z & Q"¢
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S > -~
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o8

Slika 5.11: QR dekompozicija, tre¢i model tezinskih koeficijenata

Tablica [5.3]1 slike [5.9] i pokazuju kako nema znacajne razlike u kvaliteti
inacica izvedbe koje koriste () R dekompoziciju.
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Tablica 5.4: Ocjene kvalitete izvedbi poboljsanog algoritma za procjenu polozaja u
domeni navigacijske primjene koje koriste sustav normalnih jednadzbi, po modelima
tezinskih koeficijenata

| MODEL 1 [ 2 |3 \
NAZIV
PARAMETRA IZNOS I[ZNOS I[ZNOS
vrijeme 0.12 0.46 0.08
izvrsavanja
broj iteracija do | 38 192 14
konvergencije
tocnost procjene | (1037,10%2,10%) || (103¢,10%3,10%) || (103, 10%3,10%)
po koordina-
tama (X,y,z)

LSA vrijeme izvrSavanja u [s]= LSA odstupanje procjene poloZaja
0.12 od stvarne vrijednosti

4
5
'|

1012 3 45 6
l0g10 odstupanje [m]

log10 deltaX komponenti

0 10 20 30

broj iteracija broj iteracija

Slika 5.12: Sustav normalnih jednadzbi, prvi model tezinskih koeficijenata
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LSA vrijeme izvr$§avanja u [s]= LSA odstupanje procjene poloZaja
0.46 od stvarne vrijednosti
= n
g2 ¥ y ) y
§ © : § -7
= s
D‘.C.E o % o
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s _ | ~ o 4
! I | | |
0 50 100 150 0 50 100 150
broj iteracija broj iteracija
Slika 5.13: Sustav normalnih jednadzbi, drugi model tezinskih koeficijenata
LSA vrijeme izvrSavanjau [s]= LSA odstupanje procjene poloZaja
0.08 od stvarne vrijednosti
T © o —
2 o - . E 7 "X X _
g y o y T
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S g
x © 7
@ 5 N7
T o ©
=] o
2 = \ = 7]
=2 o
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broj iteracija broj iteracija

Slika 5.14: Sustav normalnih jednadzbi, tre¢i model tezinskih koeficijenata

Tablica i slike [5.12] [5.13] i [5.14] ne pokazuju razlikovanje u tocnosti razli¢itih
inacica izvedbi poboljsanog pristupa koje koriste sustav normalnih jednadzbi.

Ukoliko bolje usporedimo lijevi i desni graf svake slike posebno, vidljivo je kako
do najmanjeg odstupanja procjene polozaja ne dolazi nakon konvergencije nego ra-
nije. Prva inacica ima najmanje odstupanje procjene polozaja u (15, 15,12) iteraciji,
druga u (83,88, 70), a treca u (6,5,4) po koordinatama, redom. Najmanja odstupa-
nja su jednaka redom (653.8989,2684.006, 1645.69), (128.5274,47.26717,267.7062) i
(7055.983,2527.817,1696.067) metara po koordinatama. Dakle, prva (x) koordinata
prve inacice ima najmanje odstupanje u 15.-0j iteraciji i ono iznosi 653.8989 m, druga
koordinata (y) u 15.-0j iteraciji i ono iznosi 2684.006 m, treca koordinata (z) u 12.-0j
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iteraciji i ono iznosi 1645.69 m. Prva koordinata druge inacice ima najmanje odstu-
panje u 83.-0j iteraciji i ono iznosi 128.5274 m, druga koordinata u 88.-0j iteraciji i
ono iznosi 47.26717 itd.

Najbolje najmanje odstupanje ima druga inacica. Ono postize vrijednost 102 m
u najgorem slucaju.

Zakljucak

Buduci da se izvedba osnovnog pristupa koja koristi prvi nacin linearizacije pokazala
boljom, sve inacice poboljSanog pristupa predstavljaju poboljSanje prve izvedbe os-
novnog pristupa.

Temeljem rezultata inacica izvedbi poboljSsanog pristupa, najboljima se pokazuju
inacice koja koriste QR dekompoziciju. Medu njima nema znacajnih razlika. Ne-
mogucénost razlikovanja ocjena kvalitete javlja se i zbog izrazito malog broja ostva-
renih iteracija. Naime, mali broj iteracija ne dopusta da se razlike donekle sli¢nih
modela znacajno izraze.

Rezultati ocjene kvalitete inacica izvedbi koje koriste sustav normalnih jednadzbi
nisu prihvatljivi. Sve inacice konvergiraju k rjeSenju odstupanja koje nije zadovolja-
vajuce, ali nije daleko od zadovoljavajucega. Vrijeme izvrSavanja je proporcionalno
brzini konvergacije. Takoder, koriStenje sustava normalnih jednadzbi pokazuje ano-
maliju u smislu tocnosti odredivanja polozaja. Postoji zamjetno, ali, u okvirima
ovoga rada, neobjasnjivo, poboljsanje u tocnosti odredivanja polozaja prije konver-
gencije algoritma koje se konvergencijom izgubi. Moguéi uzrok znacajnog pogorsanja
tocnosti nakon poboljSanja je u iznimnoj osjetljivosti sustava normalnih jednadzbi na
perturbacije koje uzrokuje rjesavanje sustava u aritmetici konac¢ne tocnosti.

5.3 Usporedba pristupa i zakljucci

Promatrajuc¢i kvalitetu izvedbe pripadnog osnovnog i poboljsanog algoritma, po-
boljsani algoritam ostvaruje poboljsanje u tocnosti procjene polozaja, brzini konver-
gencije 1 vremenu izvrsavanja.
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Tablica 5.5: Usporedba pripadnog osnovnog i poboljsanog pristupa za procjenu
polozaja u domani navigacijske primjene s najmanjim odstupanjem procjene polozaja

H ‘ osnovni H poboljsani
NAZIV
PARAMETRA IZNOS IZNOS
vrijeme 48h 0.01s
izvrsavanja
broj iteracija do | 10%° 5
konvergencije
tocnost procjene | ~ (10%,10%,10%) || (10,10, < 1)
po koordina-
tama (x,y,2)
[m]

PoboljSan pristup smanjuje broj iteracija sa 10 na svega 5. Sukladno tome,
smanjeno je i vrijeme izvrsavanja (tablica . Odstupanje u toc¢nosti je smanjeno
za barem dva reda veli¢ine, a u z koordinati i za 4.

Pametni odabir modela tezinskih koeficijenata poboljsanog algoritma doveo je do
poboljsanja u svim parametrima ocjene kvalitete.

Rezultati ocjena kvaliteta ukazuju kako postoji moguénost djelotvornog ispravka
dijela slucajnih pogresaka primjenom poboljsanog postupka procjene polozaja.
Kako bi primjena poboljsanog algoritma za dovoljno dugacki niz pojedinacnih pro-
cjena polozaja zadovoljila industrijske zahtjeve, potrebno je provesti dodatne valida-
cije 1 po mogucénosti poboljsati brzinu izvrsavanja izvedbe.

Danja validacija, razrada i prakticne izvedbe navedenih i novih pristupa poboljsanja
ostaju predmet buduéih istrazivanja.
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Sazetak

Rastuci broj tehnoloskih i drustveno-ekonomskih sustava se zasniva na satelitskom
odredivanju polozaja, npr. snalazenje u prostoru, analiza prometnih puteva, pridjelji-
vanje vremensko-polozajnih zigova financijskim transakcijama itd. Kvaliteta usluge
odreduje se tocnos¢u procjene polozaja satelitskim sustavima.

Ovaj rad obuhvaca analizu (referentnog) postupaka procjene polozaja u domeni navi-
gacijske primjene te se otkrivaju potencijalne slabosti i predlaze poboljsanje. Analiza
algoritma ukljucuje izvedbu i ocjenu kvalitete izvedbe algoritma koriStenjem izmjere-
nih pseudoudaljenosti i programski odredenog GPS prijemnika. Programski odreden
GPS prijemnik je prakti¢no izveden na osobnom racunalu. Koristen je u svrhu obrade
prikupljenih opazanja GPS prijemnika u RINEX podatkovnom formatu za ulaz u iz-
vedbe. Opazanja su prikupljena s referentne medunarodne GNSS stacionarne postaje
(engl. International GNSS Service Reference Station, IGS Reference Station) u Pa-
dovi, Italija. Poboljsanja algoritma analizirana su usporednom analizom poboljsanog
i izvornog algoritma.

Uvodnim se poglavljem uvodi u svijet globalnih satelitskih navigacijskih sustava
(engl. Global Navigation Satellite System, GNSS) te se formuliraju ciljevi rada. Prvo
poglavlje detaljnije opisuje jedan odabran GNSS, Globalni pozicijski sustav (GPS),
i uvodi i egzaktno definira problem odredivanja polozaja u domeni navigacijske pri-
mjene. Odabrani GNSS se koristi pri prikupljanju eksperimentalih podataka.

Drugo poglavlje opisuje nacine pronalaska rjeSenja problema odredivanja polozaja
definiranog prvim poglavljem.

Pri prikupljanju i predobradi eksperimentalih podataka koristi se GNSS korisnicka
oprema zasnovana na programski odredenom radiju. Opis programski odredenog ra-
dija i koristene GNSS korisnicke opreme nalazi se u tre¢em poglavlju. Cetvrto poglav-
lja donosi prakti¢nu izvedbu osnovnog (referentnog) algoritma za procjenu polozaja
u domeni navigacijske primjene, razloge za njegovo poboljsanje te izvedbu i opis po-
boljsanja. Peto poglavlje ocjenjuje i usporeduje kvalitetu dva izvedena algoritma,
osnovnog i poboljsanog, nakon cega slijede zakljucci.



Summary

Satellite positioning has been recognised as an fundamental underlying technology for
growing number of modern technology and socio-economic systems, i.e. orientation
in space, traffic routes analysis time and space stamping of financial transactions etc.
The quality of services provided by those systems relies on the satellite positioning
performance, especially positioning accuracy. This paper covers the analysis of (refe-
rence) position estimation procedures in the navigation application domain, discove-
ring of potential weaknesses and suggesting the improvement. The algorithm analysis
involves practical performance and rating of the algorithm performance quality using
measured pseudorange and programmable GPS receiver. A program-specific GPS
receiver is practically performed on a personal computer. It was used for processing
the GPS receiver’s observations in the RINEX data format to form the input of the
algorithm performance. GPS receiver’s observations are collected from IGS reference
station located in Padua, Italy. Algorithm enhancements were analyzed by a parallel
analysis of the improved and original algorithm.

The introductory chapter introduces the world of global navigation satellite sys-
tems (GNSS) and formulates the objectives. Chapter one details a selected GNSS,
Global Positioning System (GPS), and introduces and defines the problem of positi-
oning in the navigation application domain. Selected GNSS is used when collecting
experimental data.

The second chapter describes solution finding methods of the problem defined by
chapter one.

GNSS user equipment based on program-specific radio is used when collecting and
pre-processing experimental data. The description of the programmable radio and the
GNSS user equipment used are given with the third chapter. Chapter Four provides a
practical performance of the basic (benchmark) algorithm for position assessment in
the navigation application domain, the reasons for its improvement and performance
and description of the improvement. The fifth chapter evaluates and compares the
quality of two derived algorithms, basic and improved, followed by conclusions.
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Dodatak A

Jakobijeva matrica funkcije

Iz jednakosti (2.9) i J = p(x) dobivamo

Za

dobivamo

uz X = X,
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h, J

(A.2)



Dodatak B

Mjere kvalitete sazvijezda

Proces odredivanja polozaja prijamnika je najtoc¢niji ako je medusobni polozaj koristenih
satelita povoljan. Kvaliteta medusobanog polozaja koristenih satelita ovisi o njoho-
voj prostornojraspodjeli u odnosu na polozaj prijamnika. Nepovoljan odnos izmedu
satelita rezultira gotovo zavisnim sustavom jednadzbi. Sto je sustav jednadzbi blizi
zavisnome, vec¢a je mogucénost da prilikom procesa odredivanja polozaja prijamnika
sustav zaista i postane zavisan. Zavisnost sustava uzrokovana je pogreskama za-
okruzivanja. One se mogu smanjiti, ali nikada u potpunosti izbjeci.

Jednim imenom se mjere medusobnog odnosa medu satelitima ili mjere kvalitete
sazvijezda nazivaju degradacija toénosti (DOP, engl. Dilution of precision). Niske
vrijednosti DOP-a znace povoljan, dok visoke vrijednosti znac¢e nepovoljan medusobni
polozaj satelita. U nastavku navodimo razlicite DOP mjere [23]. Uz

TVV
2 pprior pprior
UOprzor N —4 ( )
Pprior ‘= (p1(x0), P2(X0), P3(Xo0), Pa(Xo0))
AT ~
~9 P Wp
= B.2
%0 TN 4 (B.2)
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1mamo

Qx = 62(AY WAL ! (B.3)
Qpor = 55 — %x (B.4)
0%~ 0prior
B (AlTWAI)*l
a 0-(2)prior <B5)

q§< Qvx 4zx Qdrx
2
Ixy  qy QZ2Y edry (B.6)
q4xz qy z A Gedrz
QXch QchT qZCdT quT

A':=[A[1:N,1:3] [1111]7] (B.7)

Prostorna degradacija toénosti odredivanja polozaja (PDOP, engl. position DOP)

je odredena izrazom
PDOP = \/¢% + @2 + ¢ (B.8)

Degradacija to¢nosti odredivanja vremena (T'DOP, engl. time DOP) je odredena
izrazom

TDOP = \/¢2,. (B.9)

DOP formulacija koja objedunjuje prethodne je geometrijska degradacija tocnosti
(GDOP, engl. geometric DOP) odredena je izrazom

GDOP = \/qg( + @2+ q+ ¢, (B.10)

U praksi najcesée promatramo vrijednosti PDOP-a. Vrijednosti PDO P-a manje od
2 se smatraju odlicnima, izmedu 2 i 4 dobrima, a do 6 prihvatljivima. Vrijednosti
iznad 6 su neprihvatljive i sugeriraju nepogodan medusoban polozaj satelita.

Dalje definiramo HDOP i VDOP.
Nakon transformacije gornje lijeve podmatrice matrice Q — X velic¢ine 3 x 3 iz ECEF
XYZ koordinata u ENU koordinate u odnosu na polozaj prijamnika, dobivano matricu
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0~ 0prior
2
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2
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HDOP := \/q% + qn

EDOP :=\/q% + qn
NDOP := /¢

(B.11)

(B.12)

(B.13)
(B.14)
(B.15)

(B.16)

gdje HDOP i VDOP nazivamo horizontalna i vertikalna degradacija toc¢nosti, a

EDOP i NDOP su degradacija toénosti u smjeru istoka, odnosno sjevera.



Dodatak C

Kodovi izvedbe algoritama

C.1 Osnovni pristup

Prvi nacin linearizacije

#koriSteni mnovi podatci
library ("MASS","matrixcalc")

#pseudo-udaljenosti

c <- 2.99792458E+08 # brzina svjetlosti [m/s], po GPS standardu
6|R = read.csv(’pseudorangesb.txt’, header = FALSE);

7|R <- as.matrix(R[,1])

9| #ucitaj koordinate satelita
10| s

= read.csv(’satellites.txt’, header = FALSE)
11|S <- as.matrix(S)
12|x_0 = c(1,1,1,1) #[x,y,z,d_T] d_t se kasnije mnoZzi sa c da bi se oduzeo od [x_i,y_i,
z_i,d]

14| delt = c¢(1000,1000,1000,3)
15| nRows = dim(S) [1]
16| nCols = dim(S) [2]+1

18| realPosition = ¢(918074.1038,5703773.539,2693918.9285,0)

19

20| inside = append(S,rep(-c,nRows))

21|RS = matrix(inside ,nRows,nCols) # [x_i,y_i,z_i,d_i]
22

23| iter = 0
24| niter = 1000

26| err <- c(11,11,11,11)
27| #while (norm(t (delt)) > 1){

29]b = R
31| iter = 0

32| start.time <- Sys.time()
33| while ((max (abs(delt[1:3])) > 1 || iter == 0)){

5




34
35 x_iter = c(x_0[1:3],0) #delta x_iter

36 AA = t(apply(RS, 1, function(x) (x_iter - x)))
37
38 #udaljenost satelita od procjenjenog polozaja

39 D = sqrt (AA**2%x*%c(1,1,1,0))

40 DD = matrix (append(rep(D,3) ,rep(1l,nRows)) ,nRows,nCols)

42 A_iter = AA/DD

43 #https://www.math.ucla.edu/"anderson/rw1001/1library/base/html/qr.html
44 # rjeSava sustav Ax=b koristeci QR faktorizaciju

45 delt <- gr.coef(qr(A_iter), b)

x_0 = x_0 + delt #(x,y,z,dT)
48 b =R - D - c*xx_0[nCols]
49
50 #upisivanje vrijednosti dx radi kasnije analize brzine i toZnosti postupka
51 if (iter’%%100000 == 0){
52 cat(c(iter, delt[1:3]),’ \r’,file="razmakIteracija.txt", append=TRUE)
53 err <- x_0 - realPosition
54 cat(c(iter, err[1:3]),’ \r’,file="stvarnoOdstupanje.txt", append=TRUE)
55 print (A_iter)
56 }
57
58 iter = iter +1
59
60|}
61
62| end.time <- Sys.time ()
63| timediff <- end.time - start.time
64

65| save.image ("“/Documents/Faks/Diplomski/diplomski rad/Rsimulation/gltmp.RData")
66| #graficki prikaz preciznosti i toZnosti odredivanja poloZaja kroz iteracije

67|d_iter <- read.csv(’razmakIteracija.txt’, header = FALSE, sep = ’’)
68| err <- read.csv(’stvarnoOdstupanje.txt’, header = FALSE, sep = ’’)
69

70| iter <- d_iter$V1i[1:1E05]
71ld.x <- d_iter$Vv2[1:1E05]
72|d.y <- d_iter$Vv3[1:1E05]
73|d.z <- d_iter$V4[1:1E05]

=

75| plot (iter, loglO(abs(d.x)), type = ’p’, col = ’red’, main = c(’LSA vrijeme izvrs
avanja u [s]=’, round(timediff, digits = 2)), xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ~’
logl0 delta_x po komponentamal[m]’)

76| lines (iter, loglO(abs(d.y)), type = ’p’, col = ’green’)

77| lines (iter, logl0(abs(d.z)), type = ’p’, col = ’blue’)

78| legend (

79 "topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15

801)

81

82| plot (iter, (abs(d.x)), type = ’1’, col = ’red’, main = c(’LSA vrijeme izvrSavanja u
[s]=’, round(timediff, digits = 2)), xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ’delta_x po

komponentama [m]’)

83| lines (iter, (abs(d.y)), type = ’1’, col = ’green’)

84| lines (iter, (abs(d.z)), type = ’1’, col = ’blue’)

85| legend (

86 "topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15
871)

88

89| iter <- err$vi




90
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xx <- err$Vv2
yy <- err$v3
zz <- err$V4

plot(iter, loglO(abs(xx)), type = ’1’, col = ’red’, main = ’LSA pogreska od stvarnog
polozaja’, xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ’logl0 pogreska [m]’)
lines (iter, logl0O(abs(yy)), type = ’1’, col = ’green’)
lines (iter, logl0(abs(zz)), type = °1’, col = ’blue’)
legend (
"topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15
)
plot(iter, (abs(xx)), type = ’1’, col = ’red’, main = ’LSA pogreska od stvarnog polo
zaja’, xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ’pogreska [m]’)
lines(iter, (abs(yy)), type = ’1’, col = ’green’)
lines(iter, (abs(zz)), type = ’1’, col = ’blue’)

save.image (""/Documents/Faks/Diplomski/diplomski rad/Rsimulation/gltmpCrtanjedata.
RData")
file.remove (’razmakIteracija.txt’,’stvarnoOdstupanje.txt’)

Listing C.1: izvedbal.R

Drugi nacin linearizacije

library ("MASS","matrixcalc")

#pseudo-udaljenosti

c <- 2.99792458E+08 # brzina svjetlosti [m/s], po GPS standardu
R = read.csv(’pseudorangesb.txt’, header = FALSE);

R <- as.matrix(R[,1])

#uZlitaj koordinate satelita

S = read.csv(’satellites.txt’, header = FALSE)

S <- as.matrix(8)

nRows = dim(S) [1]

nCols dim(8) [2]+1

#konstante iteracije
W <- diag(nRows)

a_ele =1
b_ele= 2
a =1

psi = 0.5

change <- rep(TRUE,nCols-1) #indikatori mijenjanja koordinata (x,y,z) redom.

x_0 = c(1,1,1,1) #[x,y,z,d_T] d_t se kasnije mnozi sa c da bi se oduzeo od [x_i,y_1i,
z_i,d]

delt = c¢(3,3,3,3)

tezine = FALSE#ako Zelimo algoritam teZinskih najmanjih kvadrata
)| #option = 1 # W se bira kao dijaginalna matrica s vrijednostima 1/sin(Ei) na
dijaginali
#option = 2 # W se bira kao dijaginalna matrica s vrijednostima a_elex*2+b_elex**2/
sin(Ei) na dijaginali
#option = 3 # W se bira kao dijaginalna matrica s vrijednostima a**2/sin(Ei+psi) na

dijaginali




29| option = 3 #<- ok, izbjegava se singularitet u 0

30| solution = "Ch" #ili "Ch"; odabir modela rjeSavanja sustava.

31| elevation = 1 #nacin raZunanja kuta elevacije je jedna 1 za satelit-prijemnik i
satelit-ishodiste

32| #2 za prijemnik-satelit i normala tang. ravnine u tolki prijemnika na sferu radijusa
udaljenosti prijemnika od ishodista

33| #slike rezultata spremnjene s nastavkom new.

34

35| realPosition = c¢(918074.1038,5703773.539,2693918.9285,0)

36

37| unutar = append(S,R)

38| RS = matrix (unutar,dim(S) [1],dim(S) [2]+1) # [x_i,y_i,z_i,d]

39

40f iter = 0

41| niter = 100

42l err <- c(11,11,11,11)

43| #while (norm (t (delt)) > 1){

44| start.time <- Sys.time ()

45

46| while (iter < 100#*niter && (max(abs(delt[1:3]1)) > 1 || iter == 0)){

47 x_ = c(x_0[1:3],x_0[4]*c)

48 P = t(apply (RS, 1, function(x) (x-x_))) #x-x_0

49| D = sqrt ((PxP)%*%c(1,1,1,0))

50 DD = matrix (append(rep(D,3),rep(l,nRows)) ,nRows,nCols)

51

52 PI = P

53 PI[,dim(S) [2]+1] = - c*P[,dim(S) [2]+1] #4. red s -c

54

55 PX = Px*P

56 b = PXYx¥%c(-1,-1,-1,1)

57 A_iter = -2%PI

58

59 if (tezine){

60 #Procjena kuta elevacije satelita

61 #n = (x_iter[i,1],x_iter[i,2],x_iter[i,3])

62 #s = (s[i,1]1,8[i,2], S[i,3] )

63 if (elevation == 1){

64 xyz.coords.matrix = matrix(S,nRows,nCols-1)

65 } else {

66 xyz.coords.matrix = matrix(rep(x_iter[1:nCols-1],nRows) ,nRows,nCols-1)

67 print (2)

68 }

69

70 xyz.coords.ssv <- sqrt(xyz.coords.matrix**2%*%c(1,1,1))#zbroj svih kooordinata

na kvadrat

71 xyz.coords.ssv = matrix(rep(xyz.coords.ssv,3) ,nRows,nCols-1)

72

73 function.ele <- function(angle){

74 if (angle < 0){

75 a = -angle + pi/2

76 return (pi-a)

77 }elsed{

78 return(pi/2 - angle)

79 }

80 }

81

82 if (option==1){

83 #buducé¢i da uvijek raCunamo x_iter - x, treba se nanovo izraZunati x - x_iter.

Smjer
84 #vektora je obrnut. -AA




85

86 D_xyz = -P[1:nRows,1:(nCols-1)] # zraka x_iter do Si

87 D_xyz.ssv <- sqrt(D_xyz**2%*%c(1,1,1))

88 D_xyz.ssv = matrix(rep(D_xyz.ssv,3) ,nRows,nCols-1)

89

90 E <- acos(((xyz.coords.matrix/xyz.coords.ssv)*(D_xyz/D_xyz.ssv))¥%*x%c(1,1,1))#

kut izmedu normale tangencijalne ravnine i zrake prijemnik-satelit.

91 ele <- apply(E,1,function.ele)

92

93 Wii = 1/(sin(ele)) "2

94 print("ele")

95 print (ele)

96

97 }else if (option==2){

98 D_xyz = -P[1:nRows,1:(nCols-1)]/DD[1:nRows,1:(nCols-1)]

99 D_xyz.ssv <- sqrt(D_xyz**2%*%c(1,1,1))

100 D_xyz.ssv = matrix(rep(D_xyz.ssv,3) ,nRows,nCols-1)

101

102 E <- acos(((xyz.coords.matrix/xyz.coords.ssv)*(D_xyz/D_xyz.ssv))¥%*%c(1,1,1))

103 ele <- apply(E,1,function.ele)

104

105 Wii = a_elex*2+b_elex*2/(sin(ele)) "2

106 print("ele")

107 print (ele)

108 }else if (option == 3){

109 D_xyz = -P[1:nRows,1:(nCols-1)]1/DD[1:nRows,1:(nCols-1)]

110 D_xyz.ssv <- sqrt(D_xyz**2%*%c(1,1,1))

111 D_xyz.ssv = matrix(rep(D_xyz.ssv,3) ,nRows,nCols-1)

112

113 E <- acos (((xyz.coords.matrix/xyz.coords.ssv)*(D_xyz/D_xyz.ssv))%*%c(1,1,1))

114 ele <- apply(E,1,function.ele)

115

116 Wii = a**2/(sin(ele)+psi) 2

117 print ("ele")

118 print (ele)

119

120 }

121

122 W o= diag(Wii)

123 b <- R[,1] - D - c*x_0[nCols] #x_0[4] modelira d_T i delta = delta_{d_T}

124

125 if (solution == "Ch"){

126 dx <- chol2inv(t(A_iter) %*% W %*% A_iter) %x*% t(A_iter) %x)% W %*% b

127 } else if (solution == "QR") {

128 #drugikorijen iz W

129 dx <- qr.coef(qr(sqrt(W)%*%A_iter), sqrt(W)%*%b)

130 } else {

131 print ("Nepoznata opcija rjeSavanja sustava jednadzbi.")

132 exit (-1)

133 }

134

135 x_0 <- x_0 + dx*c(change, TRUE)

136 delt <- dx*c(change, TRUE)

137 }elseq{

138 delt <- gr.coef(qr(A_iter), b)

139 x_0 = x_0 + delt #(x,y,z,c*dT)

140 }

141

142 cat(c(iter, delt[1:3]),’ \r’,file="razmakIteracija.txt", append=TRUE) # upisivanje
vrijednosti dx radi kasnije analize brzine i to?nosti postupka




143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162

163
164
165
166
167
168
169

183

184
185
186
187
188
189
190
191

192

193
194

err <- x_0 - realPosition
cat(c(iter, err[1:3]),’ \r’,file="stvarnoOdstupanje.txt", append=TRUE)

iter = iter +1
print (delt)
}

end.time <- Sys.time()

timediff <- end.time - start.time
d_iter <- read.csv(’razmakIteracija.txt’, header = FALSE, sep = ’’)
err <- read.csv(’stvarnoOdstupanje.txt’, header = FALSE, sep = ’’)

iter <- d_iter$Vvi
d.x <- d_iter$v2
d.y <- d_iter$Vv3
d.z <- d_iter$Vv4

plot(iter, loglO(abs(d.x)),type = ’1’, col = ’red’, main = c(’LSA vrijeme izvrs
avanja u [s]=’, round(timediff, digits = 2)), xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ~’
logl0 delta_x po komponentama [m]’)

lines (iter, logl0(abs(d.y)), type = ’1’, col = ’green’)

lines(iter, loglO(abs(d.z)), type = ’1’, col = ’blue’)

legend (

"topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15
)
plot(iter, (abs(d.x)), type = ’1’, col = ’red’, main = c(’LSA vrijeme izvrSavanja u

[sl=’, round(timediff, digits = 2)), xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ’delta_x po
komponentama [m]’)
lines (iter, (abs(d.y)), type
lines(iter, (abs(d.z)), type

legend(
"topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15

’17, col
’1’, col

’green’)
’blue’)

)

iter <- err$Vvi
xx <- err$Vv2
yy <- err$v3
zz <- err$v4

plot (iter, loglO(abs(xx)),
ylim = c(min(min(logl10(abs(xx))) ,min(logl0(abs(yy))) ,min(logl0(abs(zz)))), max(
max (logl0 (abs(xx))) ,max(logl0(abs(yy))) ,max(loglO(abs(zz))))),

type = ’1’, col = ’red’, main = ’LSA odstupanje procjene polozaja \n od stvarne
vrijednosti’, xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ’logl0 pogresaka [m]’)
lines(iter, loglO(abs(yy)), type = ’1’, col = ’green’)
lines(iter, loglO(abs(zz)), type = ’1’, col = ’blue’)
legend(
"topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15
)
plot (iter, (abs(xx)),
ylim = c(min(min(abs(xx)),min(abs(yy)) ,min(abs(zz))), max(max(abs(xx)) ,max (abs(
yy)) ,max(abs(zz)))),
type = ’1’, col = ’red’, main = ’LSA odstupanje procjene poloZaja \n od stvarne
vrijednosti’, xlab = ’Broj iteracija’, ylab = ’pogrezka [m]’)
lines(iter, (abs(yy)), type = ’1’, col = ’green’)

lines(iter, (abs(zz)), type = ’1’, col = ’blue’)




195]| legend (

196 "topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15
1971)

198

199 file.remove (’razmakIteracija.txt’,’stvarnoOdstupanje.txt’)

Listing C.2: izvedba2.R

C.2 Poboljsan pristup: uvodenje tezina (WLSM)

1lrm(list=1s())

2

3| library (MASS)

4] library (matlib)

5/1library(limSolve)

6] library (matrixcalc)

7

8| iter = 0

9| niter = 100

10| #option = 1 # W se bira kao dijaginalna matrica s vrijednostima 1/sin(Ei) na
dijaginali

11| #option = 2 # W se bira kao dijaginalna matrica s vrijednostima a_ele**2+b_ele**2/
sin(Ei) na dijaginali

12| #option = 3 # W se bira kao dijaginalna matrica s vrijednostima a**2/sin(Ei+psi) na
dijaginali

13| option = 1 #<- ok, izbjegava se singularitet u O

14| solution = "Snj" #"QR" ili "Snj"; odabir modela rjesSavanja sustava.

15| elevation = 1 #nacin racCunanja kuta elevacije je jedna 1 za satelit-prijemnik i
satelit -ishodiste

16 #2 za prijemnik-satelit i normala tang. ravnine u tolki prijemnika na sferu

radijusa udaljenosti prijemnika od ishodista
17 #slike rezultata spremnjene s nastavkom new.

18| ¢ <- 2.99792458E+08 # brzina svjetlosti [m/s], po GPS standardu
19|R = read.csv(’pseudorangesb.txt’, header = FALSE);

20|R <- as.matrix(R[,1])

21| realPosition <- c(918074.1038,5703773.539,2693918.9285)

22
23| #ucitaj koordinate satelita

24|88 = read.csv(’satellites.txt’, header = FALSE)
25|8 <- as.matrix(S)

26| nRows = dim(S) [1]

27| nCols dim(8) [2]+1

28
29| #konstante iteracije
30/ RR <- rep(0,nRows)
31| dpr <- c(1,1)

32|W <- diag(nRows)

33
34la_ele = 1
35| b_ele= 2
36
37la =1
38| psi =
39
40
411 if (dim(R) [1] < nCols){




42 stop(’Not enough satellites - unable to estimate position. The script will quit.’)
43|}

44
45| #pocetni uvjeti

46| delt <- c(11,11,11,11)

47 err <- c(11,11,11,11)

48/ x_0 <- c(11, 11, 11, 0) #nije (0,0,0,0) kako bi se izbjegnuo singularitet prilikom
prve iteracije i izracunavanja

49 # kuta elevacije

50

51| unutar = append(S,rep(-c,nRows))

52| 8C = matrix (unutar ,nRows,nCols) # [x_i,y_i,z_i,c]

53

54| start.time <- Sys.time()# za regular position estimation (pretpostavljena potpuna

kompenzacija pogre?aka)
55| eps <- 1 #eps > max(delt(x), delt(y), delt(z)), kriterij zaustavljanja
56| #zanimljive stvari se dogadaju za 1073.2

58| A_iter <- matrix(nrow = nRows, ncol=nCols)

59

60| rlevel <- 1075 #max(delt(x), delt(y), delt(z))

61|b <- R

62

63| #ako pomak pojedine iteracije padne ispod odredene vrijednosti, ne mijenjamo viZe tu
koordinatu

64| change <- rep(TRUE,nCols-1) #indikatori mijenjanja koordinata (x,y,z) redom.
65| chl = FALSE
66| start.time <- Sys.time ()

67
63| while (eps < rlevel && iter < 1000){
69 # iteracija - sve dok sve pogreske po komponentama ne budu manje od eps

70 x_iter = c(x_0[1:3],0) # samo c , a ne c-d_T

71 AA = t(apply(SC, 1, function(x) (x_iter - x))) #zbog lakse derivacije je x_-x
72| D = sqrt ((AA*xAA)%*%c(1,1,1,0))

73 DD = matrix (append(rep(D,3),rep(1,nRows)) ,nRows,nCols)

74

75 A_iter = AA/DD #J_k

76

7 #Procjena kuta elevacije satelita

78 #n = (x_iter[i,1],x_iter[i,2],x_iter[i,3])
79 #s = (S[i,1]1,s8[i,2], S[i,3]1 )

80 if (elevation == 1){

81 xyz.coords.matrix = matrix(S,nRows,nCols-1)

82 } else {

83 xyz.coords.matrix = matrix(rep(x_iter [1:nCols-1],nRows) ,nRows,nCols-1)

84 print (2)

85 }

86

87 xyz.coords.ssv <- sqrt(xyz.coords.matrix**2Y%x*%c(1,1,1))#zbroj svih kooordinata na
kvadrat

88 xyz.coords.ssv = matrix(rep(xyz.coords.ssv,3) ,nRows,nCols-1)

89

90 function.ele <- function(angle){

91 if (angle < 0){

92 a = -angle + pi/2

93 return(pi-a)

94 }elseq{

95 return(pi/2 - angle)

96 }

97|}




if (option==1){
#buduc¢i da uvijek raCunamo x_iter - x, treba se nanovo izracunati x - x_iter.
Smjer
#vektora je obrnut. -AA

D_xyz = -AA[1:nRows,1:(nCols-1)] # zraka x_iter do Si
D_xyz.ssv <- sqrt(D_xyz**2%*%c(1,1,1))
D_xyz.ssv = matrix(rep(D_xyz.ssv,3) ,nRows,nCols-1)

E <- acos(((xyz.coords.matrix/xyz.coords.ssv)*(D_xyz/D_xyz.ssv))%x%c(1,1,1))#kut
izmedu normale tangencijalne ravnine i zrake prijemnik-satelit.
ele <- apply(E,1,function.ele)

Wii = 1/(sin(ele)) "2
print ("ele")
print (ele)

}else if (option==2){

D_xyz = -A_iter[1:nRows,1:(nCols-1)]
D_xyz.ssv <- sqrt(D_xyz**2*%c(1,1,1))
D_xyz.ssv = matrix(rep(D_xyz.ssv,3),nRows,nCols-1)

E <- acos(((xyz.coords.matrix/xyz.coords.ssv)*(D_xyz/D_xyz.ssv))%*%c(1,1,1))
ele <- apply(E,1,function.ele)

Wii = a_ele**2+b_elex*x*x2/(sin(ele)) "2
print("ele")
print (ele)
}else if (option == 3){
D_xyz = -A_iter[1:nRows,1:(nCols-1)]
D_xyz.ssv <- sqrt(D_xyz**2%*%c(1,1,1))
D_xyz.ssv = matrix(rep(D_xyz.ssv,3),nRows,nCols-1)

E <- acos(((xyz.coords.matrix/xyz.coords.ssv)*(D_xyz/D_xyz.ssv))%*%c(1,1,1))
ele <- apply(E,1,function.ele)

Wii = a**2/(sin(ele)+psi) 2
print("ele")
print (ele)

}

W = diag(Wii)
b <- R[,1] - D - c*x_0[nCols] #x_0[4] modelira d_T i delta = delta_{d_T}

if (solution == "Snj"){
dx <- chol2inv(t(A_iter) %x% W %x% A_iter) %x% t(A_iter) %x*% W %x*% Db
} else if (solution == "QR") {
#drugikorijen iz W
dx <- qr.coef(qr(sqrt(W)%*%A_iter), sqrt(W)%*%b)
} else {
print ("Nepoznata opcija rjeSavanja sustava jednadZbi.")
exit (-1)
}
#dx <- svd.inverse(t(A_iter) %x*% W %=*% A_iter) %x*% t(A_iter) %*% W %*) b #
najpreciznija

x_0 <- x_0 + dx*c(change, TRUE)




187
188
189
190
191
192
193

194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205

206

iter <- iter + 1

cat (c(iter, dx[1], dx[2], dx[31),’
upisivanje vrijednosti dx radi

err[1] <- x_0[1] - 918074.1038
err [2] <- x_0[2] - 5703773.539
err [3] <- x_0[3] -2693918.9285
cat (c(iter, err[1], err[2], err[3]),’
TRUE)
# Kontrola
print (cat ("iter",iter))
print (S)
print (dx)
#dovodi do poboljSanja ukoliko je broj
rlevel <- max(abs(dx[1:3,1]))
}
end.time <- Sys.time()

timediff <- end.time - start.time

\r’,file="razmakIteracija.txt",
kasnije analize brzine i to?nosti postupka

\r’,file="stvarnoOdstupanje.txt",

iteracija veci

append=TRUE)

append=

>

d_iter <- read.csv(’razmakIteracija.txt’, header = FALSE, sep = ’’)

err <- read.csv(’stvarnoOdstupanje.txt’, header = FALSE, sep = ’’)

iter <- d_iter$Vi

d.x <- d_iter$v2

d.y <- d_iter$V3

d.z <- d_iter$V4

plot (iter, loglO(abs(d.x)), type = ’1’, col = ’red’, main = c(’LSA vrijeme izvrs
avanja u [s]=’, round(timediff, digits = 2)), xlab = ’broj iteracija’, ylab =
logl0 deltaX komponenti’)

lines (iter, logl0O(abs(d.y)), type = ’1’, col = ’green’)

lines (iter, logl0(abs(d.z)), type = ’1’, col = ’blue’)

legend (

"topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15
)
plot(iter, (abs(d.x)), type = ’1’, col = ’red’, main = c(’LSA vrijeme izvrSavanja u
[s]=’, round(timediff, digits 2)), xlab = ’broj iteracija’, ylab = ’deltaX

komponente’)

lines (iter, (abs(d.y)), type = ’1’, col = ’green’)

lines (iter, (abs(d.z)), type = ’1’, col = ’blue’)

legend (

"topright", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15

)

iter <- err$Vvi

xx <- err$Vv2

yy <- err$v3

zz <- err$V4

plot(iter, ylim=c(0,4.5),logl0(abs(xx)), type = ’1’, col = ’red’, main = ’LSA
odstupanje procjene polozaja \n od stvarne vrijednosti’, xlab = ’broj iteracija’
, ylab = ’logl0 odstupanje [m]’)

lines(iter, loglO(abs(yy)), type = ’1’, col = ’green’)




207|lines (iter, loglO(abs(zz)), type = ’1’, col = ’blue’)

208| legend (

209 "topleft", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15

210])

211

212| plot (iter, (abs(xx)), type = ’1’, col = ’red’, main = ’LSA odstupanje procjene poloz
aja \n od stvarne vrijednosti’, xlab = ’broj iteracija’, ylab = ’odstupanje [m]’
)

213| lines (iter, (abs(yy)), type = ’1’, col = ’green’)

214| lines (iter, (abs(zz)), type = ’1’, col = ’blue’)

215| legend (

216 "topleft", legend=c("x","y", "z"), col=c("red", "green", "blue"), pch=15

217()

218

219| file.remove (’razmakIteracija.txt’,’stvarnoOdstupanje.txt’)

Listing C.3: izvedba3.R



Dodatak D

Sadrzaj datoteka ulaza izvedenih

algoritama u procesu ocjene
kvalitete

Slika D.1: Skup mjerenih pseudoudaljenosti

21345372.
21123433.
23647148.
22030908.
23234206.
20047262.
23831204.

96948
31848
85446
95548
55447
99349
72647

Slika D.2: Skup ispravljenih pseudoudaljenosti

21364414.
21133235.
23653202.
22023593.
23223303.
20094101.
23840149.

7719640
1936572
7278275
4330683
5998171
9563987
6080318

86
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Slika D.3: Skup koordinata polozaja satelita u WGS84 koordinatnom sustavu

-11443558.1932368,21853722.8998174,9284051.5634504
8849865.3721608,15211504.9991917,19837992.2835602
-12879946.2471086 ,8427911.5293681,21729597.7908060
-6223856.2333828,25502417.3739922, -3839628.4978272
10426045.9627803,21828156.0737286,-11075665.2807472
1511437.6130666 ,23698150.4953570,11649872.9017268
19831157.5365209,6560622.8041700,17206279.4938024
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