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Uvod

Jedan od Cestih geometrijskih problema je kako dokazati da se tri ili viSe pravaca sijeku u
istoj tocki. Takve pravce zovemo konkurentnim pravcima. MozZemo primijetiti da postoje
razne tehnike dokaza koje ¢emo u prvom poglavlju ovog rada pobliZe opisati. ToCnije, u
prvom poglavlju opisat éemo sedam metoda dokazivanja konkurentnosti pravaca te ih pri-
mijeniti na najpoznatije primjere konkurentnosti pravaca, odnosno na dokazivanje postoja-
nja karakteristi¢nih toCaka trokuta (ortocentar, teziste, srediSte opisane te srediSte upisane
kruznice trokuta). U drugom poglavlju, navedene metode primijenit emo u rjeSavanju
zadataka sa Zupanijskih 1 drzavnih natjecanja iz matematike za srednju Skolu u Republici
Hrvatskoj. U posljednjem, tre¢em poglavlju ovog rada, definirat ¢emo joS neke poznate
tocke koje su nastale presijecanjem tri ili viSe pravaca. Opravdat ¢emo njihovu definiciju
primjenom opisanih metoda. Naime, definirat éemo Apolonijevu i Schifflerovu to¢ku kao
karakteristi¢ne toCke trokuta, anticentar Cetverokuta kao karakteristicnu tocku Cetverokuta,
sjeciSte simetrala tetiva kruznice kao karakteristicnu tocku kruZnice. Takoder, osvrnut
¢emo se na dva teorema, Brianchonov 1 Daov teorem, u kojima se dokazuje konkurent-
nost pravaca u Sesterokutu.



Poglavlje 1

Metode dokazivanja konkurentnosti
pravaca

Postoje razli¢ite metode dokazivanja konkurentnosti pravaca, a u ovom poglavlju proucit
¢emo 1 sistematizirati neke od metoda te ih primijeniti na dokazivanje sljedecih teorema u
kojima se spominju najpoznatiji primjeri konkurentnosti pravaca.

Teorem 1.0.1. Sve tri teZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki.
Teorem 1.0.2. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki.
Teorem 1.0.3. Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Teorem 1.0.4. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki.

1.1 Metoda 1

Najprije ¢emo dokazati da se tri pravca sijeku u istoj tocki tako da iskoristimo sjeciSte samo
dva od ta tri pravca. Nakon toga, umjesto treeg pravca, promatramo pravac koji prolazi
jednom od toCaka koje odreduju treci pravac i prethodno spomenutim sjeciStem. Cilj je
dokazati da je tako definirani pravac jednak treéem pravcu te ¢e zbog toga sva tri pravca
prolaziti istom tockom.

Provedimo dokaz za Teorem 1.0.1.

Dokaz Teo_renﬂ 1 0_] (prvi nacin). Neka su u trokutu ABC tocke A;, By i C; polovista
stranica BC, AC 1 AB redom. Neka se pravci BB; 1 CC; sijeku u tocki T'. Neka pravac AT
sijeCe stranicu BC u tocki P. Trebamo dokazati da je tocka P poloviste stranice BC (Slika

1.1).
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Slika 1.1: Metoda 1 - sjeciste teZiSnica

Promotrimo trokute ATC; 1 BT C;. Budu¢i da je tocka C; poloviSte stranice AB, ti trokuti
imaju osnovice jednake duljine, tj.

|AC,| = |BC,].

S druge strane, visine tih trokuta iz vrha T su jednake pa iz toga slijedi da trokuti AT'C, 1
BT C; imaju jednake povrSine, odnosno

P(AATC,) = P(ABTC) = P;.
Iz sli¢nih razloga je i

P(AATB)) = P(ACTB,) = P;.
Kako je P(AACC) = P(ABCC(C)), slijedi da je

P(ABTC) = P(ABCC,) — P(ABTC))
= P(AACC)) — P(AATC))
= P(AACT)
= 2P(AATB))
=2P,,

a kako je P(AABB;) = P(ACBB),), slijedi da je

P(ABTC) = P(ACBB,) — P(ACTB))
= P(AABB)) — P(AATB;)
= P(AABT)
= 2P(AATC))
=2P,.
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Dakle, imamo da je
P(ABTC)=2P, 1 P(ABTC)=2P,

pa slijedi da je
Py = Py,

odnosno
P(AACT) = P(AABT).

Iz toga zaklju€ujemo da su visine iz C; i B, na stranicu AT jednake. Buduéi da su visine
iz B i C na stranicu AT dvostruko dulje od visina iz C; i B; na stranicu AT, zaklju¢ujemo
da su i one jednake.

Dakle, trokuti ABP i ACP imaju zajedni¢ku osnovicu (AP) i jednake duljine visina na tu
osnovicu pa su im povrsine jednake, odnosno

P(AABP) = P(AACP).

Kako trokuti ABP 1 ACP imaju jednake povrsine 1 jednaku visinu iz vrha A, zakljuCujemo
da je

|CP| = |BP|,
odnosno da je tocka P poloviste stranice BC, tj. P = A;. Time smo dokazali da teZi%nica
iz A pripada pravcu AT. O

Sada metodom 1 dokazimo teorem 1.0.4.

Dokaz Teorema 1.0.4. (prvi nacin). Neka se u trokutu ABC simetrale kutova CAB i ABC
sijeku u tocki S. PokaZimo sada da je pravac CS simetrala kuta BCA (Slika 1.2).

Slika 1.2: Metoda 1 - sjeciste simetrala kutova

Spustimo okomice iz tocke S na stranice trokuta. Neka je toCka D noziSte okomice iz toCke
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S na stranicu BC, totka E noZiste okomice iz tocke S na stranicu AC, a tocka F noZiste
okomice iz tocke S na stranicu AB. Kako toCka S leZi na simetrali kuta iz vrha A 1 simetrali
kuta iz vrha B, zakljucujemo da je

ISE|=ISF| i |SF|=I|SD],
jer je svaka tocka simetrale kuta jednako udaljena od krakova kuta. 1z toga slijedi da je
ISE| = 1S DI,

Sto znaci da je pravac CS simetrala kuta BCA.

1.2 Metoda 2

Konkurentnost pravaca moZzemo dokazati i tako da promatramo dva para pravaca od za-
dana tri pravca. Ako se svaki od parova pravaca sijeCe, dokazujemo da se ta dva sjecista
podudaraju. Pritom mozemo izraziti radij-vektore tih sjeciSta da bismo dokazali jednakost
toCaka ili koristiti analiticki raCun, odnosno naci koordinate sjeciSta preko jednadzbi od-
govarajucih pravaca. Takoder, moZemo koristiti i neki geometrijski argument da bismo
pokazali jednakost tocaka pa dokazimo na taj nacin Teorem 1.0.1.

Dokaz Teorema 1 0_] (drugi nacin). Neka su u trokutu ABC tocke Ay, By i C; polovista
stranica BC, AC i AB. Neka se pravci BB, i CC sijeku u tocki T (Slika 1.3).

Slika 1.3: Metoda 2 - sjeciste teZiSnica

Kao i u dokazu Teorema 1.0.1. (prvi nacin), koristimo jednakost povrSina pa imamo da je

1 1
P(AACT)) = gP(AAC1C) i P(AAB\T)) = gP(AABlB)
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Dakle, to¢ka T dijeli duZine CC; i BB, u omjeru 2 : 1.
Oznacimo sada s T, sjeciSte pravaca AA; i BB,. Analogno se dokaZu dvije jednakosti
povrsina

1 1
P(ACAITy) = sP(ACA\A) | P(ACB\Ty) = 3 P(ACBIB).

Dakle, totka T, dijeli duZine AA; i BB; u omjeru 2 : 1.
Kako T 1 T, dijele duZinu BB, u istom omjeru, tocke 7, 1 T, se podudaraju. ]

Dokazimo sada isti teorem koristeci slicnu tehniku kao i u prethodnom dokazu, ali
analiticki, tj. odredivanjem koordinata sjeciSta para pravaca.

Dokaz Teorema 1.0.1. (treci nacin). Postavimo trokut ABC u koordinatni sustav tako da se
vrh A podudara s ishodiStem, dok se vrh B nalazi na x-osi (Slika 1.4).

&xr

Slika 1.4: Metoda 2 - sjeciste teZiSnica

Koordinate vrhova trokuta su tada
A=(0,0), B=(b,0), C=(c,c).

Polovista stranica tada imaju koordinate

_ b1+Cl (65} _ (€1 €2 _ b]
Al_( 2 72)7 Bl_(2’2)7 Cl_(zao)

Odredimo sada pravce AA;, BB, i CC;. Imamo
3

_ 2
AA,...y = e X
2
2

= X
b1+C1 ’

<y
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(%]

BB,...y= —2(x—b)

T-h
(&)
Sy= - by),
y c1—2b1(x 1)
—C
CCl...y—czzb1 2 (x—=cy)
274
o 2C2 ( )+
= X—C C
y 2 — by 1 2
oy 2C2(X_C])+2C]C2 — by
y= 2C1—b1
oy C2(2x—2C1 + 2c; —bl)
Y 2C1—b1
(%)
oy= 2x — by).
y 261—1?1( x—by)

Uocimo da se u eksplicitnom obliku jednadzbi pravaca AA;, BB; i1 CC; pojavljuju razlomci
pri ¢emu nazivnici mogu biti i 0. Kada bi nazivnik bio nula, to bi znacilo da je pravac oko-
mit na x-0os pa ga ne mozemo zapisati u eksplicitnom obliku ve¢ u implicitnom. Primjerice,
kada je b; + ¢; = 0, onda jednadZbu pravca AA; mozZemo pisati kao x = 0. S druge strane,
kada je ¢; —2b, = 0, onda je pravac BB, zadan jednadZbom x = by, a kada je 2¢; — b; = 0,
onda pravac CC; piSemo kao x = ¢;. Daljnji racun provodio bi se analogno.
Odredimo sada koordinate sjeciSta pravaca AA; i BB; te AA; i CC; rjeSavanjem sustava
jednadzbi
=9
AA] ﬂBBl bi+er
{y = leébl (x = by),

= hea
AANCC,... o 2x—by)
- b)).

y= 2¢1—-by

Odredimo najprije presjek pravca AA; i BB;. UvrStavanjem y iz prve jednadZbe u sustavu
jednadzbi u drugu dobivamo
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C C
= -b
b1+C1x C1—2b1(x 1)

X X — b
b, + ¢y B c1 — 2b;
© cpx(cy = 2by) = (crx — c2by)(by + ¢1)

S c1cax — 2¢2xby = coxby + cjcox — czb% —cicby/ — cr1eox — b1 x
S -3cbix = —Czb% — c16bq

—Czb% — C1C2b1

oS X =
—3C2b1
bl +C
o X =
3
by +cy (&)

UvrStavanjem x

Souy=goox dobivamo

_ Co by + ¢ _
Y v 3 3
Dakle, koordinate to¢ke sjecista pravaca AA; i BB; su (}";“' , %2)

Sada odredimo presjek pravca AA; i CC,.
UvrStavanjem y iz prve jednadzbe u sustavu jednadzbi u drugu dobivamo

2 2
= 2x—b
b1+C1x 2Cl—b1(x 1)
CrX 209x — Cob
& =
by + ¢ 2c; — by

S cx(2c) — by) = (by + ¢1)(2crx — b))
S 2¢ci00x — cabix = 2¢,b1x — czb% +2cic0x — c1caby/ — 2¢ci00x — 2¢0b1 x
o —3cbix = —czbf — c10aby
czb% + c10oby
3¢yby
by + ¢
=3

by +cy
3

S X =

S X

UvrStavanjem x = uy= bfjﬂ x dobivamo

_ C by + ¢, C
by + ¢ 3 3

y
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Dakle, koordinate tocke sjecista pravaca AA; 1 CC su (

Uocavamo da smo u oba slucaja dobili tocku (

BB 1 CC, konkurentni.

b1+Cl C_z)
3 23)

bi+cy (&)

3 3 ) pa zaklju¢ujemo da su pravci AA;,

O

Na slican nacin, postavljanjem trokuta ABC u koordinatni sustav tako da se vrh A
podudara s ishodiStem, a vrh B nalazi na x-osi moZemo dokazati i Teorem 1.0.2.

Dokaz Teorema 1.0.2. (prvi nacin). Koordinate vrhova trokuta i polovista stranica su kao
1 u dokazu Teorema 1.0.1 (tre¢i nac¢in), odnosno

A=(0,0, B=(b,0), C=(c,c)

te

Alz(b1+61 2), Bl=(ﬂ CZ), C1=(%,0

2’2

Odredimo sada pravce na kojima leZe stranice trokuta. Imamo

AB...y=0,

BC...y=

AC...y:Qx.
C1

2

b] (x - bl)a

)

Uoc¢imo da se u jednadzbama pravaca AB, BC 1 AC pojavljuju razlomci ¢iji nazivnici mogu
biti 1 0. To, kao i u dokazu Teorema 1.0.1. (trei nacin), znaci da su pravci okomiti na x-os

te se trebaju zapisati u implicitnom obliku.

Odredimo sada simetrale stranica trokuta ABC u oznaci s,, Sp 1 S,.

simetrale oblika y = kx + .
Kako je pravac s, okomit na BC, imamo

ci—b ci—b
k=-——""1 Sg...y = —¥x+l,
C (6]

a buduci da s, prolazi tockom A, dobivamo

) c1—by by +c —b} + ¢} + 65

= =- . +tleol=———=,

2 CH 2 2¢;
Dakle, jednadZba simetrale s, glasi

c1— b —b%+C%+C%
Sg...y=— X+ .

(&)

26‘2

Neka je jednadzba
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Kako je pravac s, okomit na AC, imamo

Co c1 C / / C% + C%
_ = —— — + =
2 Cy 2(32
Dakle, jednadZba simetrale s, je
e 1+
Sp...y=——Xx
Cr 2C2

Kako je pravac s. okomit na AB i prolazi tockom C;, dobivamo da je jednadzba simetrale
SC

=

Uocimo da se u jednadzbama stranica trokuta pojavljuju razlomci ¢iji nazivnici mogu biti
nula. Takve slucajeve treba posebno promatrati, odnosno tada je potrebno jednadzbe stra-
nica prikazati u implicitnom obliku. Kod jednadzbi simetrala, takoder se pojavljuju raz-
lomci ¢iji nazivnik moZe biti nula, ako i samo ako je ¢c; = 0. No, kada bi ¢, bio jednak
nula, to bi znacilo da je tocka C na x-osi pa bi tocke A, B i C bile kolinearne i ne bi Cinile
trokut kao Sto je zadano.

Odredimo sada koordinate sjeciSta pravaca s, 1 s. te s, 1 5. rjeSavanjem sustava jednadzbi

Se... X

22,2
c1-b; bi+ci+c

= X+ 2
Sa N Se... Y €2 22
X =

Odredimo najprije presjek pravaca s, i s.. UvrStavanjem x iz druge jednadzbe u prvu
dobivamo

¢ — by ﬁ+—bf+cf+c§

S== C 2 202
oy= —c1b; +b%—b%+c%+c§
2C2
—C1b1 +C?+C%
&y= )

2C2
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. C ey . by —c‘|b1+c%+c§
Dakle koordinate sjeciSta pravaca s, i s, su —1

27 2¢y
Odredimo sada presjek pravaca s, 1 s.. UvrStavanjem x iz druge jednadzbe u sustavu
jednadzbi u prvu dobivamo

Cy 2 2C2

—ciby + 2+ ¢2
o= C101 C1 C2
Y 2C2 '

. 2, .2
}ﬂ fL1h1+Cl+L2
2° 2¢

pravci s,, S, 1 8. sijeku u istoj toc¢ki, odnosno pravci s,, s, 1 5. su konkurentni. O

Dakle, koordinate sjeciSta pravaca s, 1 s. su takoder ( ) pa zakljuCujemo da se

Odredivanje sjeciSta para teZiSnica mozZemo provesti 1 vektorski pa dokazimo Teorem
1.0.1. na taj nacin.

Dokaz Teorema 1.0.1. (Cetvrti nacin). Neka su u trokutu ABC toc¢ke Ay, B; i C; polovista

stranica BC, AC i AB redom. Neka se duZine AA, i BB, sijeku u tocki T (Slika 1.5).

Slika 1.5: Metoda 2 - sjeciste teZiSnica

Stavimo da je
— — —

. —_—
AT] = XAA] 1 BT1 = yBBl
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Tada je
— —
AT] = XAA1
— =
:xAB+Rm)
— 1=
= X(AB + EBC

. —_— . — . . . . . o« e v .
Kako su vektori AB i1 AC nekolinearni, odnosno linearno nezavisni, izjednacavanjem ko-

.o ﬁ . H .
eficijenata uz vektore AB 1 AC imamo

=
Il
—_
|
~

=
Il

.

| = DN =

| —

UvrStavanjem %x iz prve jednadZbe u drugu dobivamo

1
I=y=3y
3
o —y=1
2y

2
@yzg

Sada uvrStavanjem y = % u x = y dobivamo
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. R (1 —_— 1 —
Dakle, dobivamo AT} = £ (EAB + EAC) =

Sada sa T, oznacimo presjek teziSnica AA; 1 CC,. Posve analognim ra¢unom dobivamo
— =2 2
AT, = gAB + §AC
Dakle, to¢ke T 1 T, se podudaraju. O

1.3 Metoda 3

Jos jedan od nacina na koji moZemo dokazati konkurentnost pravaca je da na svakom od
pravaca odaberemo tocku s nekim svojstvom koje smo naslutili i zatim dokaZemo da se sve
te tocke podudaraju. Primijenimo tu metodu za dokaz Teorema 1.0.1.

Dokaz Teorema 1.0.1. (petz nacin). Neka su u trokutu ABC tocke A;, B; i C; polovista
stranica BC, AC i AB redom. Ovdje moZemo naslutiti da traZena tocka presjeka dijeli
svaku teziSnicu u omjeru 2 : 1, od vrha trokuta. Sada na svakoj teZiSnici uzmimo tocku s
tim svojstvom 1 dokazimo da se zapravo radi o istoj tocki. Neka je tocka T na teziSnici
AA] , tocka T, na tezZiSnici BB] 1 to¢ka T3 na teZiSnici CC, s navedenim svojstvom. Uzmimo
neku proizvoljnu to¢ku O (Slika 1.6).

Slika 1.6: Metoda 3 - sjeciste teZiSnica
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Tada je

!
!

QS
N
1]
+
=

+

Il Il Il
SUBEESUES S N
+ + +
T Wl W WIN WD WIDWIND
b
oo}
+
b

Il
2l
_I_

!

oS
I

2l

W= W= O
2l
+
Sl
+
&l

— —
Posve analogno dobivamo iste izraze i za OT, 1 OT; pa se tocke Ty, T, 1 T3 podudaraju. O

1.4 Metoda 4

Da bismo dokazali da se pravci sijeku u istoj tocki, mozemo iskoristiti i neku tvrdnju koja
ovisi o prirodi zadatka. Ovu metodu primijenit éemo na dokazivanje Teorema 1.0.1. tako
da ¢emo uociti odredenu homotetiju.

Dokaz Teo_rema_].O. ]_ (Sesti nacin). Neka su u trokutu ABC tocke A, B; i C; polovista
stranica BC, AC 1 AB redom. Uoc¢imo da je trokut A;B;C; homoteti¢an trokutu ABC
(Slika 1.7).
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Slika 1.7: Metoda 4 - sjeciste teZiSnica

Prvo vidimo da je trokut A;B;C, centralno simetri¢an trokutu AC;B; u odnosu na po-
loviste duzine B;C;, odnosno za svaku toCku 7 trokuta A;B;C; postoji tocka T’ trokuta
AC, B, takva da vrijedi

— —
PT = -PT’,
gdje je P poloviste duzine B, C;.
Trokut AC; B, je oCito homoteti¢an trokutu ABC s koeficijentom homotetije % 1 centrom
homotetije A pa za toCku 7" trokuta AB;C postoji toCka 7" trokuta ABC takva da je

— 1—
AT = -AT".
2
Sada za proizvoljnu tocku O imamo
—_— 5 —
OT" = OA + AT”
— —
= OA + 2AT’
— — =
=0A + Z(AP + PT’)
— —_ =
=0A + 2(AP—PT)
— — —_— =
=0A+2 [AP - (PO + OT)]
— — — —
= OA +2AP -2P0O -20T
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Odaberimo sada to¢ku O tako da poniStava izraz

— =

OA + 24P - 2P0
— — — —
- 0A+2(A0+0P)—2P0
H

— — —

= OA —20A + 20P + 20P
— —

=—-0A +40P.

Dakle, tocka O se nalazi na teZiSnici AA; i dijeli ju u omjeru 2 : 1. Nazovimo ju s O;. Tada
vrijedi

— —

Oo\T" =-20,T

pa je trokut A, B;C| homotetican trokutu ABC s obzirom na to¢ku O; s koeficijentom —%.
Pritom je to¢ka A; homoteti¢na tocki A, tocka By tocki B i to¢ka C; tocki C.

Sada ponovimo isti postupak tako da koristimo trokute BA;C; i CA;B; umjesto AB,C;.
Dobivena sredista homotetije oznac¢imo s O, i O3. Imamo dakle

01A = —201A1,

02A = —202A1 .

Oduzimanjem dobivamo 0,0, = =20,0, pa je 0,0, = T)), odnosno O; = O,.

Analogno se pokaze i da je O, = Os.

Kako tocka T = O; = O, = Oj; pripada pravcima AA,, BB, i CCy, oni se sijeku u istoj
tocki. O

1.5 Metoda 5

Konkurentnost pravaca moze se dokazati i tako da u zadanim pravcima prepoznamo pravce
koji imaju neko drugo svojstvo te zatim iskoristimo rezultat o konkurentnosti pravaca koji
nam je poznat iz tog drugog konteksta. Tako, primjerice, da bismo dokazali Teorem 1.0.3.,
mozemo iskoristiti Teorem 1.0.2. koji kaZze da se simetrale stranica trokuta sijeku u jednoj
tocki.

Dokaz Teorema 1.0.3. (prvi nacin). Neka je zadan trokut ABC. Konstruirajmo trokut DEF
kojemu su stranice usporedne sa stranicama trokuta ABC, pri ¢emu je AB || FE, BC || DF
1 AC || DE, 1 prolaze vrhovima tog trokuta. Na slici 1.8 prikazane su konstrukcije tro-
kuta DEF u slucaju kada je trokut ABC S§iljastokutan, odnosno, tupokutan. Kod pravo-
kutnog trokuta s pravim kutom u vrhu C, vrh C o¢ito pripada svim visinama pa odmah
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Slika 1.8: Metoda 5 - sjeciSte visina

zakljuujemo da su pravci na kojima leZe visine trokuta konkurentni.
Cetverokuti ABEC, ABCF 1 ADBC su tada paralelogrami. Promotrimo paralelograme
ABEC 1 ABCF. Tada imamo

|AB| = |CE| 1 |AB|=|FC|
paje
|CE| = |CF)|.
Isto tako dobivamo i da je
IBD| = |BE| i |AD|=|AF|

pa zaklju¢ujemo da su tocke A, B i C polovista stranica trokuta DEF'.
Konstruirajmo sada pravce na kojima leZe visine trokuta ABC. Neka su N4, Np i N¢c nozZista
visina trokuta iz A, B i C redom. Buduc¢i da je

CNc LAB i EF | AB,
zakljuCujemo da je
CNc L EF.

Isto tako, kako je
BNy L AC 1 DE || AC,

zakljuCujemo da je
BN 1 DE.
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Takoder, kako je
AN, L BC 1 DF || BC,

dobivamo da je
AN, L DF.

Dakle, pravci na kojima leZe visine trokuta ABC okomiti su na stranice trokuta DEF 1
prolaze poloviStima njegovih stranica pa su to ujedno i simetrale stranica trokuta DEF'.
Prema Teoremu 1.0.2. znamo da se simetrale stranica sijeku u jednoj tocki, a kako tim
simetralama, odnosno pravcima, pripadaju visine trokuta ABC, i pravci na kojima leze
visine su konkurentni. O

1.6 Metoda 6

Jo$ jedan nacin da dokazemo da se pravci sijeku u istoj tocki je da iskoristimo neki opéenitiji
rezultat. Ovdje je, primjerice, to Cevin teorem. Prije samog iskaza teorema definirajmo
sljedecu funkciju. Neka su tocke X, Y 1 Z kolinearne 1 medusobno razlicite. Tada je

XY
[YZ|

XY
=sgn(X,Y,72)- ﬁ’

pri ¢emu je sgn (X, Y, Z) = 1 ako je Y izmedu X i1 Z, a —1 inace.

IskaZzimo sada Cevin teorem:

Teorem 1.6.1. Neka su u trokutu ABC tocke Ay, By i C na pravcima BC, AC i AB redom,
pri cemu se tocke Ay, By i Cy ne podudaraju ni sa jednom od tocaka A, B i C. Pravci AA,
BB, i CC; sijeku se u jednoj tocki ako i samo ako vrijedi

[|AC1|] _ [|BA1|] _ [|C31|] _

ICiBl| |lACl| [IBiAl

Dokaz. =: Neka se pravci AA;, BB, i CC sijeku u tocki O. Uocimo da se tocka O moze
nalaziti unutar i izvan trokuta ABC.

Provedimo najprije dokaz za slucaj kada se tocka O nalazi unutar trokuta ABC. Tada se
to¢ke A;, B; i C; nalaze na stranicama trokuta BC, AC i AB redom pa su predznaci svih ori-
jentiranih kvocijenata iz Cevinog identiteta pozitivni i u produktu iznose 1. Sada dokaZimo
da je produkt kvocijenata duljina takoder 1.

Povucimo paralelu sa stranicom AB kroz to¢ku C. Neka je tocka D sjecite te paralele s
pravcem BB, a toCka E sjeciSte paralele s pravcem AA, (Slika 1.9).
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Slika 1.9: Cevin teorem

Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta imamo da je

ACDB, ~ AABB;, paje :;i: = %
AECA, ~ AABA,, paje :ff‘é‘ = %,
AOAC, ~ AOEC, paje léi;ll = %
. IcD Cco
ACDO ~ ACBO, paje ||CIB|| = ||ClO||'

Slijedi
CBil 1BA\l IACI| ICD| _[CD| |AB| |C;0| |CO)
BiAl |ACl ICEI 'IC/Bl JABI ICE| ICOl IC/O]

1 nakon sredivanja

|AC| _ |BA| _ |ICB;| _
|CiB| |AC| |BA|

Provedimo sada dokaz za slucaj kada se tocka O nalazi izvan trokuta ABC. Tada se, pri-
mjerice, tocke A; 1 C; nalaze na produzecima stranica BC i AB, a tocka B, na stranici AC

(preostale situacije se pokazu analogno). Tada je

sgn(A,C,B)=—-1, sgn(B,A;,C)=-1, sgn(C,B;,A) =1

paje
sgn(A,Cy,B) -sgn(B,A,C) -sgn(C,B;,A) =—-1-(-1)-1=1.
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Sada dokazimo da je produkt kvocijenata duljina takoder 1.
Povucimo paralelu sa stranicom AC kroz tocku B. Neka je tocka D sjecisSte te paralele s
pravcem AAj, a tocka E sjeciSte paralele s pravcem CC, (Slika 1.10).

Slika 1.10: Cevin teorem

Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta imamo da je

. |AC,| JAC|
AC|BE ~ ACAC, = —)
! 1 P 0B T BE
AADB ~ AAC, paje PALL_ IDB
A C|  |AC]
. |CBi| 0B
AOBE ~ AOB,C, = ,
1& PAIE TEE T o8]
. |DB|  |OB|
AODB ~ AOAB,, paje = .
P Bl T 0B

Slijedi
IACI| |BAIl |CBil IDB] _ |AC| |DB| 08| OB
ICyB|l |A:C| [BE| |BAl |BE| |AC| |OB| |OB;|

1 nakon sredivanja

ACI| 1BAI| ICBi| _
C1Bl 14,Cl |B/A]

«: Neka je sada [%] . [%] . [%] = 1. Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada se tocke A,
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B, i C; nalaze na stranicama BC, AC i AB redom. U ovom slu¢aju produkt odgovarajuéih
predznaka kvocijenata jednak je jedan pa je ta situacija moguca. Ostali slucajevi dokazuju
se analogno. Za nastavak dokaza koristimo metodu 1. Oznac¢imo sa O presjek pravaca AA;
i BBy, a s C, presjek pravaca CO i AB (Slika 1.11).

Slika 1.11: Cevin teorem

Sada zakljuc¢ujemo da su pravci AA;, BB, 1 CC, konkurentni pa prema prvom dijelu dokaza

imamo jednakost
|ACs| |BA{| [CBy|

GBI ACl IBAl

Sada, prema pretpostavci, vrijedi
ACI] |BAIl |CBil _ |AG,| |BAI| |CBil
IC1Bl |A\C| |BAl  |C2Bl |ACl |BAI

1.

odnosno
|JAC,| _ |AG,|

ICBl ~ |CBI'

S obzirom na to da tocke C; i C, leZe na duZini AB, slijedi

|AB| — |BCy| _ |AB| - |BC|

BCII ~ IBC
pa je

ABl _ |AB]

[BCil ~ 1BC,I

Dakle, |BC,| = |BC;| pa zakljuCujemo da se toc¢ke C; i C, podudaraju, odnosno, pravac CC,
prolazi toCckom O. ZakljuCujemo da se pravci AA;, BB, 1 CC sijeku u jednoj tocki. m|
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Sada primijenjujuci Cevin teorem dokazimo Teorem 1.0.3.

Dokaz Teorema 1.0.3. (drugi nacin). Neka je zadan trokut ABC 1 tocke P, Q i1 R koje su
noziSta okomica iz A, B i C na pravce BC, AC i AB redom (Slika 1.12).

9]

Slika 1.12: Metoda 6 - sjeciSte visina

Uoc¢imo da postoje dva sluc¢aja, kad je trokut ABC Siljastokutan, odnosno tupokutan. Takoder,
primijetimo da je kod Siljastokutnog trokuta produkt predznaka kvocijenata iz Cevinog
identiteta jednak 1, jer je svaki kvocijent pozitivan, dok kod tupokutnog trokuta imamo
dva negativna kvocijenata i jedan pozitivan pa je produkt orijentiranih kvocijenata opet po-
zitivan.

Provedimo najprije dokaz za slucaj kada je trokut ABC Siljastokutan. Tada su P, Q1 R na
stranicama BC, AC i AB redom.

Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta imamo da je

_Ilcol [cB
ABCQO ~ AACP, —_— = —,
Q PaJe bl Ical
_JAR AC|

ACAR ~ ABAQ, paje —— = 2,
P oAl T 1aB]

_|BP| |AB]

AABP ~ ACBR, —_— = —.
PaJe rB| T IBC|

MnoZenjem tih triju jednakosti dobivamo

COl |AR| |BP| _|CB| |AC| |AB]
[PCI "1QAl IRBI ~ ICA| |AB| " [BC
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odnosno,
|AR| |BP| |CQ| _

IRB| |PC| 10A| ~

Dakle, prema Cevinom teoremu, visine trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Sada promotrimo slucaj kada je trokut A BC tupokutan te kada su, bez smanjenja opéenitosti,
tocke R 1 Q na produZetcima stranica AB 1 AC redom.
Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta imamo da je

. |lcol |CB|
ABCO ~ AACP, paje == = =8
0 PaIC Tpcl T icA|

. |AR| |AC]
ACAR ~ ABAQ, paje — = —,
PEIE oAl T 1aB)

BP| |AB

AABP ~ ACBR, paje u = u
IRB|  |BC]|

MnoZenjem tih triju jednakosti dobivamo

COl |AR| |BP| _|CB| |AC| |AB
PC| "1QAI " IRB| ~ ICAl 1AB| " |BCT’

odnosno,

AR |BP| ICQI _

IRB| |PC| |QA|
Dakle, i u slucaju tupokutnog trokuta dobili smo da se, prema Cevinom teoremu, pravci na
kojima leze visine sijeku u istoj tocki. O

Sliéno mozemo dokazati i Teorem 1.0.4.

Dokaz Teorema 1.0.4. (drugi nacin). Neka su u trokutu ABC tocke P, Qi R presjeci sime-
trala kutova sa stranicama BC, AC i AB redom (Slika 1.13). O¢ito je da P, Q i R mogu biti
samo na stranicama trokuta ABC pa je produkt orijentiranih kvocijenata iz pripadnog Ce-
vinog identiteta pozitivan. Primjenjujemo poucak o simetrali kuta koji glasi: omjer duljina
duZina na koje simetrala kuta dijeli nasuprotnu stranicu trokuta jednak je omjeru duljina
odgovarajudih stranica trokuta nad tim segmentima.
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Slika 1.13: Metoda 6 - sjeciSte simetrala kutova

Dakle, imamo

IBC| _ |BR]
|AC ~ |ARI’
AC| _ |CP|
|AB| ~ 1BPI’
1AB| _ |AQ|
|BC| — |CQI

MnoZenjem tih triju jednakosti dobivamo

BR| ICP| |AQ|I _|BC| |AC| |AB
AR [BP| ICQl ~ IAC| 1AB| " |BCT’

odnosno,
AR |BP| ICQI _
IRB| |PC| |QA|
Dakle, prema Cevinom teoremu, simetrale kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. O

1.7 Metoda 7

Jos$ jedan od nacina dokazivanja konkurentnosti pravaca je koriStenje trilinearnih koordi-
nata. Naime, trilinearne koordinate to¢aka ne pokazuju polozaj tocke u odnosu na ishodiSte
1 osi koordinatnog sustava ve¢ se njima tocke opisuju pomocu udaljenosti od tri zadana
pravca. Te udaljenosti nisu nuzno toc¢ne, vec je dovoljno da su omjeri udaljenosti to¢ni pa
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se zbog toga trilinearne koordinate ne zapisuju kao (x, y, z), ve¢ kao omjer x : y : z.

Primjerice, najlakse je odrediti trilinearne koordinate tocke koja je srediSte upisane kruZnice
trokuta ABC u odnosu na pravce na kojima leze stranice tog trokuta. S obzirom na to da se
ona nalazi u sjeciStu simetrala kutova, zakljucujemo da su joj udaljenosti do svake stranice
jednake (to je zapravo radijus r upisane kruZznice). Dakle, tada su njene trilinearne koor-
dinate oblika r : r : r. Medutim, kod trilinearnih koordinata se uglavnom uzima skraceni
oblik pa bi to u ovom sluc¢aju glasilo 1 : 1 : 1.

Sli¢no moZemo zapisati i trilinearne koordinate toCaka koje leZe na simetralama kutova
(unutar trokuta). Neka pojedine koordinate predstavljaju redom udaljenosti promatrane
tocke do pravaca BC, AC 1 AB redom. Tada simetrala kuta ZBAC ima trilinearne koordi-
nate x : 1 : 1. Tu vidimo da je bitno da su udaljenosti to¢aka do stranica AB i AC jednake,
dok treca udaljenost varira.

Vrlo je bitno naglasiti da su kod trilinearnih koordinata sve koordinate pozitivne ako je
toCka unutar trokuta. Ako tocka prijede na drugu stranu nekog od pravaca koji odreduju
trokut, onda joj udaljenost mijenja predznak, tj. kazemo da koordinate zapravo predstav-
ljaju orijentirane udaljenosti. Zbog toga su koordinate x : 1 : 1 zapravo koordinate tocaka
koje leze na simetrali kuta /BAC i pripadaju tom kutu.

Uzmimo tocke A;, B; i C; na stranicama BC, AC i AB redom i neka su trilinearne ko-
ordinate duzina AA;, BB 1iCCyredomx : g :r,p:y:rip:q:zpricemusup,qi
r pozitivne konstante. Neka je tocka T presjek duZina AA, i BB; i neka su joj dy, d» i ds
udaljenosti do stranica BC, AC i AB redom. Tada postoje xr i y takvi da je

di _xr _p

d> q yr
1 takoder je

d _xr _p

ds r r

Dakle iz druge jednakosti dobivamo da je x; = p, a onda iz prve da je yy = ¢g. Drugim
rije¢ima, dobili smo trilinearne koordinate tocke 7', a to su p : ¢ : r. Medutim, to znaci da
se toka T nalazi 1 na duzini CC, pa se zadane duZine sijeku u jednoj tocki.

Iskoristimo sada dobiveni zaklju¢ak u dokazu Teorema 1.0.1.

Dokaz Teo_renﬂ 1 0_] (sedmi nacin). Neka su u trokutu ABC tocke A, By i C; poloviSta
stranica BC, AC 1 AB redom. Odredimo trilinearne koordinate teZiSnica.
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Promatrajmo teZisnicu BB,. Neka je toCka P proizvoljna tocka koja lezi na teZiSnici BB, 1
neka su joj udaljenosti do stranica BC, AC i AB redom x, yiz. Neka su vih visine iz By u
trokutima BCB; 1 BB, A (Slika 1.14).

Slika 1.14: Metoda 7 - sjeciSte teZiSnica

Iz sli¢nosti trokuta dobivamo oz

v h
Takoder, vidimo da je povrSina trokuta ABC jednaka

P(AABC) =av =ch

pa dobivamo da je
x:z=v:h=c:a,

pri éemu su a i ¢ duljine stranica BC i AB redom.

Tada su trilinearne koordinate teZi$nice BB, jednake ¢ : y' : a. Te koordinate moZemo
pisati i kao bc : y” : ab gdje suy, y' 1 y” neke varijabilne vrijednosti.

Analogno bismo za preostale dvije teZiSnice odredili trilinearne koordinate te dobili b : a :
Z1x :c:b,odnosno bc:ca:z7’1x" :ca: ab.

Iz napomene prije ovog teorema zakljucujemo da se teZiSnice sijeku unutar trokuta u tocki
s trilinearnim koordinatama bc : ca : ab, odnosno, to su trilinearne koordinate teziSta. O



Poglavlje 2

Zadaci s natjecanja

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se navedene metode dokazivanja konkurentnosti
pravaca primjenjuju u rjeSavanju raznih zadataka. Zadaci su sa Zupanijskih 1 drzavnih na-
tjecanja iz matematike provedenih u Republici Hrvatskoj.

Zadatak 1. (drZavno natjecanje iz matematike za 3. razred, 2013. godina) Tocke A, B
1 C srediSta su triju kruznica koje se medusobno dodiruju izvana. U toCkama u kojima
se kruZnice dodiruju povucene su zajedniCke tangente. PokaZite da je srediSte upisane
kruznice trokuta ABC sjeciSte tih triju tangenti.

RjeSenje.

Za rjeSavanje ovog zadatka koristimo metodu 4, odnosno, iskoristit éemo razne tvrdnje
koje ovise o prirodi zadatka.

Neka su Dy, E; i F diraliSta upisane kruZnice sa srediStem u toc¢ki § polumjera r trokuta
ABC na stranicama BC, AC i AB redom (Slika 2.1).

Slika 2.1: Zadatak 1.

27
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Prema S-S-K teoremu o sukladnosti trokuta imamo
AAF\S = 2AE\S  (ISFi| = |SEl =r, AS zajednicka, LAF\S = LAE,S = 90°)

paje
|AF,| = |AE;|.

Analogno zakljuc¢ujemo da je
|BF\| = |BDy| 1 |CDi|=|CE;|.

Oznacimo li sa D, E i F diralista triju zadanih kruZnica sa srediStima u A, B i C (Slika 2.2),
imamo da je
|AF| = |AE|, |BF|=|BD| 1 |CD|=|CE]|.

Slika 2.2: Zadatak 1.

Trebamo pokazati da se tocke D, E i F podudaraju s tockama Dy, E; i F; redom.
Pretpostavimo suprotno i bez smanjenja opCenitosti da se D ne podudara s D;. Tada je
|BD| > |BDy| ili |BD| < |BD;|.

Uzmimo da je |BD| < |BD;| (drugi slu€aj pokaze se analogno), a onda je |CD| > |CD,|.
Tada je

|AF| = |AB| — |BF| = |AB| - |BD| > |AB| — |BD\| = |AB| - |BF| = |AF],
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odnosno,
|AF| > |AF,].

Sada je
|AC| = |AE| + |CE| = |AF| + |CD| > |AF,| + |CD,| = |AE,| + |CE| = |AC]|.

Dakle, |AC| > |AC| pa smo dobili kontradikciju. Drugim rije¢ima, dokazali smo da su D,
E i F upravo diraliSta upisane kruznice trokuta ABC.

Kako su pravci DS, ES 1 F'S okomiti na pripadne stranice trokuta ABC, oni se upravo
podudaraju sa zadanim tangentama. Prema tome, zadane tangente se sijeku u tocki S .

Zadatak 2. (drzavno natjecanje iz matematike za 3. razred, 2005. godina) Upisana kruZnica
trokuta ABC dodiruje stranice AC, BC i AB redom u tockama M, N i R. Neka je S tocka

na manjem od dva luka MN i 7 tangenta na taj luk s diraliStem S. Tangenta 7 sijece NCi
MC redom u tockama P i Q. Dokazite da se pravci AP, BQ, SR i MN sijeku u jednoj tocki.

RjesSenje.

Pri rjeSavanju ovog zadatka najprije od Cetiri zadana pravca odaberemo dva “fiksna” pravca.
Zatim promatramo dva slucaja. U prvom slucaju promatramo odabrane “fiksne” pravce i
jedan od preostala dva, a zatim koristimo metodu 2 i promatramo dva para pravaca od
zadana tri. Nakon toga, u drugom slucaju, promatramo odabrane “’fiksne pravce” i jedan
od preostala dva pravca, razli¢it od onog iz prvog slu€aja, a zatim koristimo metodu 2. U
konacnici, u svakom slu€aju dobivamo da pravci prolaze istom tockom te zaklju¢ujemo da
su sva Cetiri zadana pravca konkurentni.

Neka je tocka T, sjeciSte pravaca MN i OB, a tocka T, sjeciSte pravaca SR i OB (Slika
2.3).

Slika 2.3: Zadatak 2.



POGLAVLIE 2. ZADACI S NATJECANJA 30

S obzirom na to da je trokut MNC jednakokracan s osnovicom MN, vrijedi
(TY\MQ = (T{NC = 180° — /T |NB,

a takoder su vrSni kutovi ZMT,Q 1 /BTN jednaki.
Primjenom poucka o sinusima za trokute M7T;Q i BT;N imamo

|OTy| _sin/T'MQ _ sin(180° — /T\NB) sin/T\NB _|T,B|

IMQ| ~ sinZMT,Q sin ZBT|N "~ sinZBT)N  |BN|’ @
Analogno vrijedi
(T>SQ = (THRA =180° — /ToRB i +ST,.Q = /RT,B
pa primjenom pocuka o sinusima na trokute S 7,Q i RT, B dobivamo
|OT>|  sin/T>SQ  sin(180° — /T,RB) _ sin/T>oRB _ |T,B] 2.2)

ISO|  sinzST,Q sin ZRT,B ~ sin/RT,B  |BR|’
Kako su trokuti MS Q i NRB jednakokraéni s osnovicama MS, odnosno NR, imamo da je
IMQI=1SQl 1 |BN|=|BR|
Sadaiz (2.1)1(2.2), odnosno

OTil _ IMQ| 10T _ 150
BT\| ~ BN 1BTo|  IBRI’

IMQO| =|SQl 1 [BN|=|BR]

slijedi da je
|OT| _ |OT)|
IBT\|  |BT|

Konaéno, kako T i T, leZe na BQ, slijedi da se tocke T i T, podudaraju.
Analogno bi vrijedilo 1 kada bi bismo s 7T'; 1 T, oznacili presjek pravaca MN 1 AP, odnosno
SR 1 AP pa zakljuCujemo da se pravci AP, BQ, SR 1 MN sijeku u jednoj tocki.

Zadatak 3. (Zupanijsko natjecanje iz matematike za 3. razred, 2002. godina) Ako je ABCD
kvadrat i P bilo koja tocka u njegovoj ravnini koja se ne podudara ni sa jednim vrhom kva-
drata, dokazite da se okomice iz toCaka B, C, D 1 A redom na pravce AP, BP, CP i DP
sijeku u istoj tocki.

RjeSenje. Ovaj zadatak mozemo rijeSiti koriste¢i metodu 2, postavljajuci kvadrat u ko-
ordinatni sustav u ravnini kao na slici 2.4 jer to¢ka P moZe biti bilo gdje u ravnini pa bi
inace trebalo promatrati dosta slu€ajeva.
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Slika 2.4: Zadatak 3.

Koordinate vrhova kvadrata i tocake P su tada
A=(d,0, B=0,d), C=(-d,0), D=0,-d) 1 P=(u,v).

Koeficijenti smjerova pravaca AP, BP, CP 1 DP su tada

e Y I _v—d v . _v+d
AP—M_da BP — U ) CP_u+d DP —
pa okomice iz tocaka B, C, D i A redom na te pravce imaju jednadZbe
d—
y—d= um
u
= +d),
y=o—&+d
+d
y+a’:—u X,
u
=— -d).
Y v+d()C )

Uocimo da se pri odredivanju koeficijenata smjerova pravaca pojavljuje razlomak ¢iji na-
zivnik moZe biti i nula Sto bi znacilo da je taj pravac okomit na x-os pa se jednadZzba takvih
pravaca ne moze napisati u eksplicitnom ve¢ u implicitnom obliku.
Pretpostavimodajeu—d #0,u #0,u+d #0,v #0,d—v # 0iv+d # 0. Oduzimanjem
prve i treCe jednadZbe tada dobivamo

2d
2d=—x© x=-v.
%
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Sada, zbrajanjem prve i tre€e jednadZbe dobivamo

d—u u+d dx —ux —ux —dx
2y = X — X 2y=
v v
=2
o2y = ux
© 2yv = 2ux
ux
&y=-——
o __u-(—v)
v
eSy=u

Dakle, sjeciste prve 1 tre€e okomice je tocka (—v, u).

Analogno bismo dobili za bilo koje dvije jednadZzbe pa zakljuCujemo da se sva Cetiri pravca
sijeku u tocki (—v, u).

Rijesimo sada slucaj kada je v = 0. Tada je tocka P oblika P(u, 0), a koeficijenti smjerova
pravaca AP, BP, CP i DP su tada

kap=0, ksp=——, kep=0 i kpp=-—,
u u

odnosno jednadzbe pravaca AP1 CPsuy = 0.
Sada okomice iz toaka B, C, D 1 A redom na te pravce imaju jednadzbe

x=0,
y=§u+m,
x=0,
y=-=(-d

Uvrstavanjem x = 0 iz prve jednadZbe u drugu dobivamo
u
y==0+d)ey=u
d
Prema tome, prve dvije okomice se sijeku u tocki (0, #). Analogno bismo dobili za bilo koje
dvije jednadzbe pa zakljuCujemo da se sva Cetiri pravca sijeku u tocki (O,u). Analogni pos-

tupak primijenili bismo i kadabiuzelidajeu—d =0, u = 0,u+d =0,d-v =01iliv+d = 0.

Zadatak 4. (Zupanijsko natjecanje iz matematike za 2. razred, 2001. godina) Trokutu
ABC upisana je kruznica koja redom dodiruje stranice BC, CA, AB u toCkama D, E 1 F.
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Dokazite da se pravci AD, BE 1 CF sijeku u istoj tocki R.

RjeSenje.
Zadatak ¢emo rijeSiti pomoc¢u metode 6, primijenjujuéi Cevin teorem.
Oznacimo sa S srediSte upisane kruznice trokuta ABC (Slika 2.5).

Slika 2.5: Zadatak 4.

Prema S-S-K teoremu o sukladnosti trokuta imamo
AAFS = AAES (wFp:pr:nZEanmmezAFS:zAES:9m)

paje
|AF| = |AE].

Analogno zakljucujemo da je
|BF|=|BD| 1 |CD|=|CE|.

Sada imamo
IAFIIBDIICEI_IAEIIBDIICEI_1

IFB| |DC| |EA| |BD| |CE| |EA|
pa po Cevinom teoremu slijedi da se pravci AD, BE 1 CF sijeku u jednoj tocki.
Tocka R zapravo predstavlja poznatu Gergonneovu tocku pa je rjeSenje ovog zadatka upravo
dokaz teorema koji kaZe da se pravci AA;, BB, i CCy, pri ¢emu su tocke Ay, By i C; di-
raliSta upisane kruznice trokuta ABC sa stranicama BC, AC i AB redom, sijeku u istoj,
takozvanoj, Gergonneovoj tocki.
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Zadatak 5. (drzavno natjecanje iz matematike za 2. razred, 2000. godina) Nad strani-
cama AC 1 BC Siljastokutnog trokuta ABC s vanjske strane konstruirani su kvadrati ACXE
1 CBDY. Dokazite da se pravci AD i BE sijeku na visini iz vrha C trokuta ABC.

RjesSenje.

Za rjeSavanje ovog zadatka koristimo metodu 5, primjenjujuci Teorem 1.0.3.

Neka se pravci AD 1 BE sijeku u toc¢ki H. Konstruirajmo tocku 7 takvu da je AT L EB 1
CT L AB (Slika 2.6).

Slika 2.6: Zadatak 5.

S obzirom na to da je
|[EA| = |AC|, (BEA =/TAC i (EAB=/(ACT
(jer su to kutevi s okomitim kracima), zakljucujemo da su trokuti EAB i ACT sukladni. 1z

toga slijedi da je
|CT| = |AB|.

Konstruirajmo sada tocku 7" takvu da je BT' L AD1CT’ L AB (Slika 2.7).
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Slika 2.7: Zadatak 5.

Na analogan nacin dokazujemo da su trokuti ABD 1 T'CB sukladni pa slijedi da je
|CT’| = |ABI.

Dakle, imamo da je
|ICT|=|AB| i |CT’| =|AB]

pa zakljuujemo da se tocke T 1 T’ podudaraju.

Primijetimo da visine trokuta ABT leZe na pravcima BE, AD 1 TC. Stoga se ti pravci sijeku
u jednoj tocki, odnosno u tocki H. Kako visina trokuta ABC iz vrha C lezi na pravcu CT,
pravci AD 1 BE sijeku se na toj visini Sto je 1 trebalo dokazati.

Zadatak 6. (drZavno natjecanje iz matematike za 4. razred, 1998. godina) Dokazite da
sve tetive parabole y* = 4ax, koje su hipotenuze pravokutnog trokuta s pravim kutem u
ishodiStu, prolaze istom tockom.

RjesSenje.

Za rjeSavanje ovog zadatka koristimo metodu 2, odnosno, polazimo od pretpostavke da ¢e
svi pravci na kojima leZe tetive biti konkurentni s x-osi pa odredujemo sjeciSte svakog od
njih s x-osi i dobivamo da je to uvijek ista tocka.

Neka su A (x1,y1) i B(x,,y,) krajnje tocke tetive koja je hipotenuza pravokutnog trokuta
ABO (Slika 2.8), gdje je O ishodiSte koordinatnog sustava.
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(w1, 11)

(0,0)

(w2, 1)

Slika 2.8: Zadatak 6.

Tetive OA i OB leze na okomitim pravcima s jednadzbama

OA...y:&x, OB...y:y—zx.

X1 X2
Dakle, prema uvjetu okomitosti, vrijedi

yi _ X2 _
— = S XX = —Yi1)2.

X1 Y2
Pretopostavimo da je x; # x,. Neka je jednadZba pravca na kojem leZi tetiva AB
y=mx+b.
Kako tocke A 1 B pripadaju tom pravcu i paraboli, x; i x; su rjeSenja kvadratne jednadZbe
(mx + b)* = dax,

odnosno
m*x* + x(2bm - 4a) + b* = 0.

Tada, primijenjujuéi Vieteove formule, dobivamo

b? 4a — 2mb
)C])CZZ—Z, X1+XxXp = ———.
m

m2
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Takoder vrijedi

yiy2 = (mx; + b) (mx, + b)
= m*x,x, + mbx; + mbx, + b*
= m*x;x0 + mb (x; + x5) + b*

2‘bz b.4a—22mb+

bZ

Sada iz x;x, = —y;y, dobivamo

b? 4ab
=—— s

b = —4dam.

m? m

Dakle, svaka tetiva koja je hipotenuza pravokutnog trokuta s vrhom u ishodistu, lezi na
pravcu Cija je jednadzba oblika

y=mx—4am = m(x — 4a),

a to je pravac koji prolazi kroz tocku (44, 0).
Promotrimo sada poseban slu¢aj kada je x; = x,. Tada je

V1 = \/461)61 1 Yo = — \/461X1.
Iz uvjeta okomitosti dobivamo
x% =4ax, © x| = 4a.

Pravac koji prolazi to¢kama A i B je tada x = x;, odnosno x = 4a pa tetiva AB opet prolazi
tockom (4a, 0).



Poglavlje 3

Neke karakteristicne tocke

Konkurentnost pravaca usko je povezana i s mnogim poznatim tockama koje se definiraju
kao sjeciSta odredenih pravaca. Tih pravaca je Cesto viSe od dva pa je potrebno 1 opravdati
takvu definiciju tocke, odnosno dokazati da se pravci uistinu sijeku u samo jednoj tocki.
Najpoznatije takve toCke su ortocentar (sjeciste visina u trokutu), teZiste (sjeciste teziSnica
u trokutu), srediSte opisane kruZnice trokuta (sjeciSte simetrala stranica trokuta) te srediSte
upisane kruZnice trokuta (sjeciste simetrala kutova trokuta), ¢ije smo postojanje opravdali u
prvom poglavlju. No, postoje i razni primjeri drugih to¢aka definiranih kao sjeciSta nekih
pravaca, ne samo u trokutu ve¢ u Cetverokutima, Sesterokutima, kruZnicama, elipsama,
hiperbolama i sli¢no. U ovom poglavlju navest ¢emo neke primjere takvih tocaka te za njih
provesti dokaz, odnosno opravdati njihovu definiciju.

3.1 Karakteristicne tocke trokuta

3.1.1 Apolonijeva tocka

Problem konstrukcije kruznice koja dodiruje tri zadane kruznice poznat nam je kao Apolo-
nijev problem. Iako je on poznat vec¢ stolje¢ima, Apolonijeva tocka prvi put je uocena tek
1987. godine. Naime, neka je zadan trokut ABC 1 tri kruZnice izvan trokuta ABC: k, (koja
dira stranicu BC i pravce na kojima leZe preostale dvije stranice), kj (koja dira stranicu
AC i pravce na kojima leZe preostale dvije stranice) te k¢ (koja dira stranicu AB i pravce
na kojima leZe preostale dvije stranice). Takoder, neka je zadana Apolonijeva kruznica, tj.
kruznica k koja dira tri zadane kruznice (kruznicu k, u tocki A’, kruZnicu kg u tocki B’ i
kruZnicu k¢ u tocki C’), pri Cemu se kruznice ky, kg 1 k¢ nalaze unutar kruznice k . Tada su
pravci AA’, BB’ 1 CC’ konkurentni i sijeku se u Apolonijevoj tocki (Slika 3.1).

38
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Slika 3.1: Apolonijeva tocka

Dokaz. Da bismo dokazali da su pravci AA’, BB’ 1 CC’ konkurentni, koristit ¢emo triline-
arne koordinate. Neka omjer (x; : x, : x3) predstavlja omjer orijentiranih udaljenosti do
pravaca AB, BC i AC redom. Tada su trilinearne koordinate vrhova trokuta ABC

C1:0:0), AO:1:0) i BO:0:1).
S druge strane, trlinearne koordinate tocke C, odnosno srediSta kruznice k¢ su
Ci(=ri:ri:m),

gdje je r; polumjer kruZnice kc.
Ako sa R ozna¢imo polumjer Apolonijeve kruznice, a njezino srediste sa S, tada je

ISC'l=R i |C\C'|=r.

Spustimo sada okomice iz tocaka C’, Cy i § na pravac BC. Neka su xg, ys i zg udaljenosti
tocke S, tj. srediSta Apolonijeve kruznice do pravaca AB, BC 1 AC redom.

Odredimo sada udaljenost tocke C’ do pravca BC, u oznaci y, iz omjera slicnih trokuta
sa slike 3.2.
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Slika 3.2: Apolonijeva toc¢ka - dokaz

Dakle, imamo da je
ISCil=R—-ri, |ICiNil=r-ys 1 [C'NoJ=y—-n
paje

|C"N,| _ |C 1N _Y=n o _TnizYs
|C,C| IS Cil r R—-r

Sy-r)R—-r)=r(r—ys)

& yR —yr; — Ry +r%:r%—r1y5
© y(R—r1) =Rr; —rys

_ ri (R—ys)
R—I"l '

Primijetimo da smo promatrali slu¢aj kada se tocka S nalazi sa iste strane pravca BC kao
1 tocke C 1 C’. No, kada bi se tocka S nalazila sa suprotne strane pravca BC od tocaka C
1 C’ (Sto ovisi o trokutu ABC) razlika bi bila u |C;N,| = r; + ys, a dokaz bi se provodio
analogno.
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Analognim postupkom odredimo udaljenost tocke C’, u oznaci x, do pravca AB iz omjera
sli¢nih trokuta sa slike 3.3.

Slika 3.3: Apolonijeva tocka - dokaz

Dakle, imamo da je
ISCil=R—-ri, ICiMi|=r—xs 1 |[C'Myl=x-r

paje
|C" M| _ |C, M| _X=hn _rn-—JXs

= = = S (x— R - = -
IC,C'| ISC| " R—r (x=r( ry) =ry(r — xs)

< xR — xr; — Ry +r% = rf—rle
< x(R—ry) = Rry — rixg
ri (R — xg)

R—l"] '

o X =

Takoder, iz omjera sli¢nih trokuta sa slike 3.4 dobivamo udaljenost tocke C’, u oznaci z, do
pravca AC.
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Slika 3.4: Apolonijeva toc¢ka - dokaz

Dakle, imamo da je
ISCil=R-ri, |CiOil=ri—zs i [C'Oyl=z-1
pa je

|C’ O, _ |C104| _In _n-is
|C.C| IS Cil r R—r

S @-r)R-r)=r(r—2z)

@zR—zrl—Rr1+r%:r%—r1zS
S z(R—r) =Rri —rzs
ri (R —zs)

R-r

Dakle, trilinearne koordinate tocke C’ su

nR-x) nR-ys) nrnR-z)
R—I"l ' R—I"l ’ R—I"l ’

8|

S obzirom da je 7=
konstantu, uzmimo da je

(O —R+XS:R—ySZR—ZS.

42

konstanta, a trilinearne koordinate su odredene do na multiplikativnu
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Buduc¢i da su trilinearne koordinate tocke C jednake 1 : O : O, trilinearne koordinate bilo
koje tocke koja lezi na pravcu CC’ su oblika

xX:R-ys :R—zg.
Analognim postupkom dobivamo da su trilinearne koordinate to¢aka koje leZe na pravcu
AA’ oblika

R—.XS Zy:R—Zs,
a onih koje leze na pravcu BB’ oblika

R—xs:R—-ys:z

Dakle, zakljucujemo da se pravci CC’, AA’ 1 BB’ sijeku u tocki s trilinearnim koordinatama
R — x5 :R—ys : R—zg, odnosno ti pravci su konkurentni Sto je i trebalo dokazati. |

3.1.2 Schifflerova tocka

Sljedeci primjer je Schifflerova tocka, no kako bismo ju mogli definirati, moramo defini-
rati najprije Eulerov pravac. Naime, ako je zadan trokut ABC, tada su ortocentar, teziste i
srediSte opisane kruZnice tog trokuta kolinearne tocke koje lezZe na takozvanom Eulerovom
pravcu. Neka su sada u istom trokutu konstruirane simetrale kutova te sjecisSte tih sime-
trala, odnosno, srediSte upisane kruZnice trokuta u oznaci /. Tada Eulerovi pravci trokuta
ABC, ABI, BCI i ACI prolaze istom tockom koju nazivamo Schifflerova tocka (Slika 3.5).

Slika 3.5: Schifflerova tocka
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Dokaz. Za dokaz postojanja Schifflerove tocke koristit ¢emo Menelajev teorem koji glasi:

Teorem 3.1.1. Neka je dan trokut ABC i neka su tocke Ay, B, i Cy na pravcima BC, AC i
AB redom, pri cemu se Ay, By i Cy ne podudraju ni sa jednim vrhom trokuta ABC. Tocke
Ay, By i Cy leZe na jednom pravcu ako i samo ako vrijedi

[|AC1|] _ [|BA1|] ' [|C31|] _ 1
ICiBl| ||ACl| |IBiAl .

Slika 3.6: Menelajev teorem

Neka je k (S, R) opisana kruznica trokuta ABC polumjera R. Neka je k (I, r) upisana
kruznica trokuta ABC polumjera r. Neka je tocka T teziSte trokuta ABC. Tada je pravac
ST Eulerov pravac trokuta ABC.

Konstruirajmo sada tocku D takvu da je D = AI Nk (S,R) (Slika 3.7).

Slika 3.7: Schifflerova tocka - dokaz
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Kako lukovima BD i I;C pripadaju obodni kutevi jednake veliine (/BAD = £/CAD zbog

simetrale kuta), toCka D je poloviste luka BC.
Neka su «, S 1y kutovi trokuta ABC kao na slici 3.7. Tada je

L/CDA = (obodni kutevi nad lukom 6A),

/ADB =7y (obodni kutevi nad lukom AB),

/ICB = % i1 /CBI = 'g (zbog simetrale kuta).

Sada neka je dana kruznica ¢ kojoj je srediste tocka D i prolazi kroz B 1 C (oCito je da takva
postoji jer su CD 1 BD jednake duljine).
Tada je obodni kut nad lukom CB jednak ﬁ% (jer je srediSnji B + ) pa je onda je obodni

kut nad lukom BC jednak 180° — £2.

Kut BIC jednak je 180° — [23 - % (iz trokuta BCI). Medutim, iz toga zakljuCujemo da je I na

kruZznici ¢ pa je tocka D 1 srediSte opisane kruznice trokuta BC/ te stoga vrijedi
|CD| = |ID|. (3.1)

Neka je tocka T teZiSte trokuta BCI. Tada je pravac DT, Eulerov pravac trokuta BCI.
Neka je tocka P poloviste stranice BC (Slika 3.8).

Slika 3.8: Schifflerova tocka - dokaz

Buduéi da su T i T tocke teZzisSta trokuta ABC 1 BCI, imamo
AT| _ Tl _
|TP| |T,P|
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Dakle, iz Talesovog teorema o proporcionalnosti, zaklju¢ujemo da je 77 || AI. Oznalimo
sada E = TT; N S D. Uo&imo da se pravci AT, IT; i DE sijeku u tocki P. Naime, AP i IP
su teziSnice trokuta ABC i BCI pa T i T pripadaju tim duzinama. Tocka E ocito pripada
prvacu S D, a kako je S D simetrala stranice BC, i to¢ka P pripada tom pravcu. Dakle,
pravci DE 1§ D se podudaraju pa tocka P pripada pravcu DE.

Iz sli¢nosti trokuta 77TP 1 AIP te T EP i IDP sa slike 3.9 dobivamo

TT Al
Thl_ AT (3.2)
IT\E|  |ID]
a kako su trokuti APD i T PE sli¢ni i znamo da je |AT| = %lAPl , imamo
2
|DE| = §|DP|. (3.3)

Slika 3.9: Schifflerova tocka - dokaz

Kako pravac DT prolazi kroz trokut DPT, a pravac DP je jednak pravcu DS, zaklju¢ujemo
da ¢e Eulerov pravac DT trokuta BCI sjeci Eulerov pravac S T trokuta ABC izmedu tocaka
TiS.

Neka se pravei DT 1 ST sijeku u tocki L. Oznacimo sa F' noZiste okomice iz tocke / na
stranicu AB (Slika 3.10).

S obzirom na to da je ZBAD = /BCD, trokuti AFI i CPD su sli¢ni pa slijedi

Al FIl  r
IcCD| — |PD|  |PD|

(3.4)
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Slika 3.10: Schifflerova tocka - dokaz

Kako je L na duZini ﬁ, T na duZini ﬁ, a D na pravcu ES, ali izvan duZine ﬁ, mozemo
primijeniti Menelajev teorem na trokut 7'S E i pravac DL (na kojem leZi i to¢ka T';) pa zbog
(3.1)-(3.4) dobivamo

_ITL| |SD| |ET)|
~ISLI |ED| |TT\|
_|TL| |SD| |ID]
T ISL| |ED| Al
_|TL| |SD| |CD|
T ISLI |ED| Al

It R [CD|
T ISLI 2pP| 1Al
_ITLl 3R |DP|
T ISLI 2bP|
_ITLl 3R
=511 5

odnosno
ITL|  2r

ISLI 3R’
Analognim postupkom za trokute AIB i CIA dobili bismo tocke koje pripadaju njihovim
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Eulerovim pravcima i duzini ST te ju dijele u istom omjeru kao i to¢ka L. Dakle, sva &etiri
promatrana Eulerova pravca sijeku se u istoj tocki Sto je i trebalo dokazati. O

3.2 Karakteristicne tocke ¢etverokuta

3.2.1 Anticentar cetverokuta

Neka je dan tetivni Cetverokut ABCD. Neka su tocke P, O, R1S polovista stranica AB, BC,
CDiAD. Iz to¢aka P, O, Ri S $S konstruirajmo okomice na nasuprotnu stranicu. Sjeciste
okomice iz tocke P na stranicu CD oznacimo sa X, sjeciSte okomice iz toCke Q na stranicu
AD oznadimo sa Y, sjeciste okomice iz tocke R na stranicu AB oznadimo sa Z i sjeciste
okomice iz to¢ke S na stranicu BC ozna¢imo sa W. DuZine PX, QY, RZ i SW zovu se
maltitude 1 sijeku se u istoj tocki koju nazivamo anticentar cetverokuta ABCD (Slika 3.11).

Slika 3.11: Anticentar Cetverokuta

Dokaz. Neka se pravci PR 1 QS sijeku u tocki T. Konstruirajmo pravac OT pri ¢emu je
tocka O sredisSte opisane kruznice k Cetverokuta ABCD. Zatim na pravcu OT konstruirajmo
toCku L takvu da je

|OT|=|TL|, O # L.

Dokazat ¢emo da su pravci koji prolaze tockom L i toc¢kama P, O, R1 S okomiti na nasu-
protne stranice (Slika 3.12).
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Slika 3.12: Anticentar Cetverokuta - dokaz

Kako je PQ srednjica trokuta ABC, onda je
|AC| = 2|P(Q),

a kako je RS srednjica trokuta ACD, onda je

|AC| = 2|RS|.
Dakle,

|PQ| = |RS|.
Analogno bismo pokazali da je

|OR| = |S P

pa zakljuCujemo da je PORS paralelogram. Kako je tocka T sjeciste dijagonala etverokuta
PQORS, zakljuCujemo da je

|PT|=ITRl 1 |QT|=|TS]|.
Bududi da je
|PT|=|TR|, /RTO =/PTL (vr$nikutevi) 1 [TO|=|TL|,
zakljuCujemo da su trokuti OTR 1 LT P sukladni. Iz toga slijedi da je

(TPL = /(TRO,
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odnosno da su pravei PL i RO paralelni.
Kako je to¢ka R poloviste stranice CD (koja je ujedno i tetiva opisane kruZnice k Cetverokuta
ABCD sa sredistem u tocki 0), zaklju¢ujemo da je

OR 1 CD,

odnosno
PL 1 CD.

Analognim postupkom promatrajudi trokute S LT i1 TOQ dobivamo da je SL L BC, pro-
matrajuci trokute RLT i TOP dobivamo da je RL L AB te promatranjem trokuta 7LQ i
OTS dobivamo da je QL L AD.

Dakle, dobili smo da su pravci PL, QL, RL 1 S L okomiti na nasuprotne stranice S$to je i
trebalo dokazati. O

3.3 Karakteristicne tocke kruznice

3.3.1 Simetrale tetiva kruznice

Neka je dana kruZnica sa srediStem u O polumjera r. Simetrale tetiva te kruZnice tada se
sijeku u srediStu kruznice (Slika 3.13).

Slika 3.13: Simetrale tetiva kruZnice
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Dokaz. Dokazat ¢emo da simetrala bilo koje tetive kruZnice prolazi srediStem te kruZnice
iz Cega slijedi da se sve simetrale tetiva sijeku u srediStu kruZnice.

Neka je zadana kruZnica k(O, r). Promatrajmo tetivu AB kruZnice k. Ozna¢imo sa N noZiste
okomice iz to¢ke O na tetivu AB (Slika 3.14).

Slika 3.14: Simetrale tetiva kruZznice - dokaz

Bududi da je
|OA| = |0OB|=r, (ANO =/BNO =90° i ON zajednicka,
trokuti ANO 1 BNO su sukladni.

Iz toga slijedi da je

|AN| = |BN|
pa je N poloviste AB i pravac ON je simetrala tetive AB. Dakle, simetrala tetive AB prolazi
tockom O §to je i trebalo dokazati. O

3.4 Karakteristicne tocke Sesterokuta

3.4.1 Brianchonov teorem

Jo$ jedan od primjera konkurentnih pravaca pronalazimo u sljedeéem, takozvanom Brian-
chonovom teoremu:

Teorem 3.4.1. U svakom tangencijalnom Sesterokutu dijagonale koje nastaju spajanjem
nasuprotnih vrhova prolaze istom tockom.

Za dokazivanje Teorema 3.4.1. koristit ¢emo neS$to manje poznate pojmove potencije
tocke u odnosu na kruznicu i radikalne osi kruZnica pa ¢emo prije samog dokaza razjasniti
sve te pojmove. Definirajmo najprije potenciju tocke u odnosu na kruznicu k.
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Definicija 3.4.2. Neka je p pravac koji prolazi tockom T i sijece kruzZnicu k u tockama P,
i Py. Tada je potencija tocke T u odnosu na kruZnicu k jednaka produktu

|TPy| - T Pyl

Teorem 3.4.3. Neka se tocka T nalazi izvan kruZnice k (S, r). Tada je produkt |T P,| - |T P,|
konstanta bez obzira na pravac p te vrijedi

TP\l ITPy| =TSP - 1* = &,
gdje je d udaljenost tocke T do diralista tangente iz nje na kruZnicu.

Dokaz. Uzmimo pravac g koji prolazi tockom 7' 1 sijeCe kruznicu u tockama Q; 1 O, (Slika
3.15).

Slika 3.15: Potencija tocke obzirom na kruznicu - dokaz

Kako je
LO\P,Py = £010,P, (obodni kutevi nad lukom Q,P;),

trokuti 7QP, i T P, Q; su sli¢ni pa imamo

TP _ 1T Q|
TQ, TP,

& |TP|-|TP;| =|TQil-ITQxl.

Dakle, bez obzira na pravac p potencija tocke je konstantan produkt.
Zanimljiv je slucaj kada pravac p prolazi kroz srediSte S kruznice k. Neka je polumjer
kruznice k jednak r (Slika 3.16).
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Slika 3.16: Potencija tocke obzirom na kruznicu - dokaz

Tada je potencija tocke T obzirom na kruZnicu k
[TP\[-|TP,| = (TS| =) (TS| +7)
=TSP -r =d°,
gdje je d udaljenost tocke T do diraliSta tangente iz T na k. O
Za dokaz Brianchonovog teorema koristimo teorem o radikalnim kruznicama koji glasi:

Teorem 3.4.4. Neka su dane dvije kruZnice k, i k, polumjera ry i r, redom koje se ne
dodiruju. Iz tocke P na te dvije kruznice povucene su tangente. Geometrijsko mjesto tocaka
P za koje vrijedi da su im udaljenosti do diralista svih tangenti jednake pravac je koji je
okomit na spojnicu sredista kruZnica i naziva se radikalna os (Slika 3.17).

Radikalna os

Slika 3.17: Radikalna os
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Dokaz. Nekajed =d(S1,5,), gdjesuS1S, srediSta kruZznica k; i k, redom. Tada postoje
aib takvidaje
a+b=d i -V =ri-r.

2 _

? — r> dobivamo

Naime, uvrStavanjemb =d —a u a*> - b> = r

A —-d-a)=r-rred-d+2ad-d=r-r

©2ad=r;-r;+d
rP—r;+d
oa=————.
2d
Kako se kruznice k; 1 k, ne dodiruju, vrijedi
rn+mn<dorn<d-r.
Kako su obje strane nejednakosti vece od nule, kvadriranjem dobivamo

1y <d*=2dr +r] <d* +r]

paje
rf - r% +d*> 0.
Kako je r; < d, imamo

2 2 2 2
ri—r,<r<d

paje
r—r+d* <2d*

2d?
— =d.
a< ¥
Dakle, vrijedi
0<a,b<d.

Sada s N ozna¢imo to¢ku na duZini S5, koja ima svojstvo |S |N| = a. Dakle, |S,N| = b.
Kako je a* — r} = b* — r3, iz Teorema 3.4.3. prepoznajemo da su to potencije tocke N u
odnosu na zadane kruZnice te znamo da su one jednake kvadratima udaljenosti tocke N do
diraliSta tangenti iz nje na te kruZnice. Dakle, te udaljenosti su jednake pa N zadovoljava
traZena svojstva. Povucimo sada okomicu r iz to¢ke N na pravac §,S,. Neka je T neka
toCka na toj okomici i neka je ona od S i S, redom udaljena za d, i d, (Slika 3.18).
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Slika 3.18: Radikalna os - dokaz

Tada iz Pitagorina teorema dobivamo
di —a*=d; - b
Zbrajanjem jednakosti a* — r; = b* — r3 s prethodnom dobivamo
d12 - r12 = d% - r%

pa sada imamo jednakost potencija to¢ke T s obzirom na zadane kruZnice i zakljucujemo,
kao i kod tocke N, dai T zadovoljava zadani uvjet. Dakle, sve tocke na osi r zadovoljavaju
taj uvjet.

Sad znamo da sve toCke na pravcu r imaju zadano svojstvo, ali mozda ima negdje joS
takvih toCaka. Dakle, treba dokazati obrat. Pretpostavimo da postoji takva tocka M i neka
se nalazi izmedu pravaca p i ¢, koji su okomice iz S| i S, na pravac §1S5,. Oznac¢imo
opet njezine udaljenosti od S| i S, redom s d; i d, (Slika 3.19). Tada je zbog jednakosti
potencija

df—rf:dg—rz.
Neka je V noziSte okomice iz M na §S, i neka je |S,V| = ei1|S,V| = f. Tada je iz
Pitagorina teorema

di - =d; - /.
Oduzimanjem prethodne dvije jednakosti dobivamo

2_ 2 _ 2 2
e —f=r—-r,

avrijediie + f = d pa smo dobili sustav za e i f, koji smo ve¢ rjeSavali, i on ima jedins-
tveno rjeSenje. Znaci, e = ai f = b, gdje su a i b vrijednosti koje smo dobili prije te je
V = N, odnosno M € r.
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Slika 3.19: Radikalna os - dokaz

Promotrimo sada slu¢aj kada se tocka M nalazi "lijevo” od pravca p kao na slici 3.20 (ana-
logno se pokaZe kada je M “desno” od g).

Slika 3.20: Radikalna os - dokaz

Neka su opet d; i1 d, njezine udaljenosti do S i §,, te neka je V noZziSte okomice iz M
na §15,. Opet oznacimo |S,V|=¢e 1 |S,V|=f teimamodaje f—e =d.
Tada, zbog zadanog svojstva tocke M, vrijedi

2 2 _ g2 2
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dok iz Pitagorina teorema imamo
d—e* =d? - f~.
Oduzimanjem prethodne dvije jednakosti dobivamo
e —fr=r-n.

2

Uvrstavanjem f =d + e u e* — f> = r7 —r; dobivamo

ez—(d+e)2=r%—r§@ez—dz—Zed—eZ:rf—rg
& 2ed=r—r}+d

2_ 2. p

ri—ry+d

2d

e =—

Prije smo pokazali da je r{ — r; + d* > 0 pa zakljuujemo da smo dobili da je e < 0
Sto je nemoguce. Dakle, ne postoji takva tocka M koja se nalazi “’lijevo” od pravca p i
zadovoljava zadano svojstvo.

Analogno se pokaZe i da tocka M ne moZe biti na pravcima p i g te da je jedina tocka sa
zadanim svojstvom na S S, tocka N. |

Sada joS iskazimo i dokaZimo teorem o radikalnim osima za tri kruZnice.

Teorem 3.4.5. Neka su zadane tri kruzZnice ki, k, i k3 od kojih se nikoje dvije ne sijeku.
Neka su pravci ry, r, i r3 radikalne osi kruZnica k, i ks, ki i ks, ki i k, redom. Tada su
pravci ry, ry i r3 konkurentni (Slika 3.21).

Dokaz. Oznaimo s R presjek pravaca r; 1 r,. Oznacimo udaljenosti tocke R do diraliSta
tangenti, koje su iz nje povucene na kruznice ki, k, 1 k3, s dy, d, 1 d; redom.
Kako je R € ry, vrijedi

dy = ds,
a kako je R € r;, imamo 1

dl = d3.
To znaci1da je

dy =d,

pajeR € r;.

Znaci, tocka R pripada svim trima pravcima te su oni konkurentni.
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Slika 3.21: Teorem o radikalnim osima za tri kruznice

Sada dokazimo Brianchonov teorem.

Dokaz (Brianchonov teorem). Neka je zadan tangencijalni Sesterokut ABCDEF. Neka su
P, O, R, S, T iU diraliSta stranica Sesterokuta i kruZnice upisane tom Sesterokutu kao na
slici 3.22.

Uzmimo sada proizvoljnu duljinu |MN]| te ju nanesimo na tangente kruZznice tako da je
|PG| = |QH| = |RI| = |SJ| = |ITK| = |UL| = |MN|. Konstruirajmo sada kruznicu k; koja
ima srediSte u sjeciStu okomica 1z G 1 J na pravce PG 1 S J redom 1 koja dira pravce na
kojima leZe nasuprotne stranice Sesterokuta, odnosno pravce PG 1 SJ u tockama G 1 J.
Zatim konstruirajmo kruZnicu k, koja ima srediSte u sjeciStu okomica iz K i1 H na pravce
TK 1 QH redom 1 koja dira pravce QH 1 TK u tockama H i K. Takoder, konstruirajmo
kruZnicu k; Cije je srediSte sjeciSte okomica iz L i I na pravce UL i RI redom i koja dira
pravce RI'1 UL u to¢kama I i L (Slika 3.22).

Znamo da je
ITK| =1SJI,

ali kako su TK i S J tangente iz to¢ke E na kruZnicu upisanu Sesterokutu, vrijedi i
|ET| = |ES|

pa dobivamo
|EJ| = |EK]|.
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Slika 3.22: Brianchonov teorem - dokaz

Dakle, toc¢ka E je na radikalnoj osi kruZnica k; 1 k.
S druge strane, iz istih razloga je 1

|PB| = |BQ| (zbog tangenti),
a znamo ida je
|PG| = |QH|

pa je

|BG| = |BH|.
Dakle, i1 tocka B je na istoj radikalnoj osi pa je ta os zapravo pravac BE. Analognim pos-
tupkom bismo dobili da je pravac CF radikalna os kruZnica k; i k3, a pravac AD radikalna
os kruZnica k; 1 k5.
Dakle, prema Teoremu 3.4.5., zaklju¢ujemo da su pravci BE, CF i AD konkurentni §to je
1 trebalo dokazati. O

3.4.2 Daov teorem

Konkurentnost pravaca javlja se i u sljedeem teoremu:
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Teorem 3.4.6. Neka je zadan tetivni Sesterokut ABCDEF te neka su tocke P, Q, R, S, T
i U sjecista pravaca AF i BC, ABiCD, BCi DE, CDi EF, DE i AF, AB i EF redom.
Neka su Sy, Sy, S3, S4, S5 S¢ sredista opisanih kruZnica trokuta ABP, BCQ, CDR, DES,
EFT i AFU redom. Tada se pravci S1S4, S255 0 S3S¢ sijeku u jednoj tocki (Slika 3.23).

Slika 3.23: Daov teorem

Da bi smo dokazali Teorem 3.4.6., potrebne su nam dvije leme.

Lema 3.4.7. Neka tocke A, B, C, A’, B' i C’ leZe na kruZnici te neka je D = CA’ N AB,
E=ABNBC,F=BCNCA,A,=BBNCC’, B,=CC'nAA’, C., = AA’ N BB’. Neka
su tocke Oy, O, i O3 sredista opisanih kruznica trokuta DBC, EC'A, FA’B’ redom. Tada
su pravci A,04, B,O, i C.O5 konkurentni.

Dokaz. Oznalimo sa k{(Oy, ry), k2(O,, 1), k3(O3, r3) opisane kruznice trokuta DBC, EC’A,
FA’B’ redom. Neka su d;,, d;;,, d;. udaljenosti to¢ke O; do pravaca AA’, BB',CC",i =1,2,3
redom. Neka kruznica k; sijece pravac CC’ u Y, a kruZnica k3 pravac BB’ u Z (Slika 3.24).



POGLAVLJE 3. NEKE KARAKTERISTICNE TOCKE 61

Slika 3.24: Lema 3.4.7. - dokaz

Kako je
(EYC' = tEAC’ (obodni kutevi nad lukom C'E),
te kako je
/BCC’ = 180° — /BAC’ (iz tetivnog Cetverokuta BCC'A)
= 180° — (180° — LEAC") = LEAC,
onda je
(EYC' = /BCC’,
odnosno
EY | BC.

Analogno je EY || FZ || BC.
Kako je
(YO,C' =2/YEC' =2/ZFB = /ZOsB’,

jednakokracni trokuti YO,C’ 1 ZO3B’ su slicni.
1z toga slijedi
do, _n
dy 13
Sli¢no, dobivamo da je

d3a_’”3 . dyp 1

= 1 = —.
dy. r da, r
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Neka je sada M =A,0, N B,C., N =B,0,NCA, 1 P=C.0;3NA,B, (Slika 3.25).

Slika 3.25: Lema 3.4.7. - dokaz

Neka su v; 1 v, duljine visina iz By, i C. u trokutima A,MB;, 1 A,C.M redom. Tada zbog
zajednicke stranice A,M imamo

IMBy| _ 1

|MCC| V2 '
No, kako su v; i v, duljine visina iz B, i C. u trokutima O,A,B;, i 0,A,C. redom, koji imaju
zajednicku stranicu 0,4, omjer njihovih povrsina je upravo :—; Stoga dobivamo da je

IMB,|  P(1OA.By)
IMC,|  P(00,A,C,)’




POGLAVLJE 3. NEKE KARAKTERISTICNE TOCKE 63

Analognim zaklju¢ivanjem dolazimo do

IMBy| INC.| |PAJ _P(1r0,A,B)) P(r02B,C.) P(10;CA,)
IMC,| INAJ| |PBy)| ~ P(10,A,C.) P(20:B,A,) P(10;C.By)
_ P(AO,B,C.) P(6O;C.A,) P(AO1A.By)
" P(r03B,C.) P(n0,CA,) P(r0,A,By)

te sredivanjem dobivamo
AN [CM| |ByP| _

INC| IMB,| |PAJ
pa prema Cevinom teoremu za trokut A,B;,C. zakljuCujemo da su pravci A,0y, B,0, 1 C.O3
konkurentni. O

Lema 3.4.8. Neka tocke A, B, C, A’, B" i C’ leZe na kruznici te neka je X = ABN A’C,
X' =A'B'NAC’. Neka su O i O sredista opisanih kruZnica ky i k, trokuta XBC i X'B'C’
redom. Tada su pravci OO’, BB' i CC’ konkurentni (Slika 3.26).

Slika 3.26: Lema 3.4.8. - dokaz
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Dokaz. Kako je

180° — /BOX
LBOX
= 90° -
2

=90° - ZXCB (jer je £BOX sredisnji kut kuta /ZXCB),
te kako je

/XCB =180°-/A'CB
= /BAA’ (iz tetivnog Cetverokuta ABCA’)
= /XAA’,

onda je /ZBXO =90° — /XAA’ paje
X0 1 AA'.
Analogno se dokaZe da je X’O’ L AA’ pa je onda
X0 || XO.

Neka su By 1 Cy tocke na opisanoj kruznici trokuta X’B’C’ takve da je X'By || XB 1 X'Cy ||
XC (Slika 3.27).

Slika 3.27: Lema 3.4.8. - dokaz

Sada lako zaklju¢imo da se pravci XX’, OO’, BBy i CCy sijeku u tocki S koja je sredisSte
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homotetije kruznica k; 1 k.

Kako je
/ByB'C" = 180° — /ByX'C’ (iz tetivnog Cetverokuta BoB'C’X")
= /BAC’
= 180° - /BB'C’,
tocke B, B’ 1 By su kolinearne. Analogno zaklju¢ujemo da su 1 tocke C, C’ 1 Cy kolinearne.
Prema tome, pravci OO’, BB’ 1 CC’ su konkurentni. O

Sada dokazimo Daov teorem.

Dokaz (Daov teorem). NekajeJ = BENAD,K = ADNCF iL = CF N BE (Slika 3.28).

Slika 3.28: Daov teorem - dokaz

Prema Lemi 3.4.7, slijedi da su S4J, S¢K, S, L konkurentni pravci. S druge strane, prema
lemi 3.4.8., slijedidasu S, J iS4 kolinearne tocke, S3, K iS¢ kolinearne to¢ke te S5, LS,
kolinearne tocke pa su pravci §154, §255 1 5395 ¢ konkurentni §to je i trebalo dokazati. O
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Sazetak

Konkurentni pravci su pravci koji se sijeku u istoj to¢ki. U ovom radu opisano je sedam
metoda dokazivanja konkurentnosti pravaca koje smo zatim primijenili na opravdavanje
postojanja raznih toCaka vezanih za trokut, Cetverokut, kruZnicu, Sesterokut koje su nastale
presijecanjem tri ili viSe pravaca. RijeSeno je 1 nekoliko primjera zadataka s natjecanja iz
matematike provedenih u Republici Hrvatskoj u kojima je bilo potrebno dokazati konku-
rentnost pravaca.



Summary

Concurrent lines are lines that intersect at the same point. Seven methods of proving the
concurrency of lines have been described in this thesis, which we then applied to justify
the existence of various points related to triangle, circle, quadrilateral, hexagon, which are
result of intersecting three or more lines. A couple of examples from math competitions
conducted in the Republic of Croatia have been solved in which it was necessary to prove
the concurrency of lines.
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