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Uvod

U ovom radu ¢emo promatrati nelinearnu disipativhu Burgersovu jednadzbu
U + Uty = Ellyy, (1)

uz odredene pocetne uvjete. Konstanta £ > 0 se naziva koeficijent viskoznosti, pa se gor-
nja jednadzba ponekad naziva viskozna Burgersova jednadzba. Uz viskoznu Burgersovu
jednadzbu od interesa je 1 neviskozna Burgersova jednadzba

u, +uu, =0 (2)

koja predstavlja skalarni zakon sacuvanja. Pokaze se ([4]) da za & — 0 rjeSenje od (I), uz
neke dodatne uvjete, konvergira prema rjeSenju od (2)).

Burgersova jednadzba ima Siroku primjenu u mehanici fluida, kod modeliranja vode u
nezasi¢enom ulju, dinamike tla u vodi, turbulentne difuzije, kozmologije i seizmologije.
Prvi ju je uveo engleski matemati¢ar H. Bateman. Nizozemski matematicar J. M. Burgers
ju je predlozio kao matemati¢ki model za turbulenciju ([3]). Hopf i Cole su je proucavali
u kontekstu dinamike plinova.

U Poglavlju 1| definirat ¢emo vazne pojmove iz funkcionalne analize 1 pokazati neke
rezultate. Od posebnog interesa ¢e nam biti Hilbertovi i Banachovi prostori, koje ¢emo
definirati i navesti vazne primjere tih prostora i njihova svojstva.

U Poglavlju 2] definirat ¢emo posebnu klasu linearnih operatora na Banachovim pros-
torima, takozvane sektorijalne operatore, 1 pokazati neka njihova korisna svojstva.

U Poglavlju 3| promatrat ¢emo nelinearni problem

d
d—b;+Au:f(t, u), t >t

u(ty) = uo,

pri cemu ¢emo pretpostavljati da je A sektorijalan operator i f lokalno Holder neprekidna
po ¢ 1 lokalno Lipschitz neprekidna po u. Navest ¢emo 1 dokazati nuZne uvjete za egzisten-
ciju i jedinstvenost rjeSenja gornjeg problema.



UvVOD 2

U Poglavlju 4{ ¢emo promatrati inicijalni problem za Burgersovu jednadzbu

U + U, = EUy,, (1, x) € (0, 0) X Q, £ >0,
u(0, x) = up(x), x € Q.

Pokazat ¢emo da je operator A = eu,, sektorijalan i funkcija f = uu, lokalno Holder ne-
prekidna po i1 lokalno Lipschitz neprekidna po u, Sto ¢e nam omoguditi da pokazemo da
disipativna Burgersova jednadZzba ima jedinstveno rjeSenje. Jednadzbu (1) cemo linearizi-
rati Hopf - Cole transformacijom kako bi dobili eksplicitnu formulu za rjeSenje.



Poglavlje 1

Prostori funkcija

1.1 Banachovi i Hilbertovi prostori

U ovom poglavlju ¢emo definirati neke pojmove iz funkcionalne analize i iskazat ¢emo
Banachov teorem o fiksnoj tocki. Osnovne reference su [[1], 2], [[Z], [8]], [10] i [11]. Od
posebnog interesa ¢e nam biti potpuni unitarni prostori, takozvani Hilbertovi prostori, ¢iju
definiciju i vazne primjere navodimo u nastavku.

Definicija 1.1.1. KaZemo da niz vektora (x,),en u normiranom prostoru X konvergira
prema vektoru x € X ako

Ve >0, dnp e Ntakodany <n =[x, — x|]| < .
Kazemo da je niz (x,),en Cauchyjev ako
Ve >0, dnge Ntakodany <m, n = ||x,, — x,|| < &.

Definicija 1.1.2. KaZemo da je normiran prostor X potpun ili Banachov prostor ako svaki
Cauchyjev niz u X kovergira u X. Potpun unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.

Definicija 1.1.3. Neka je (x,),en niz u normiranom prostoru X. KaZemo da red Y. | Xi
konvergira prema vektoru x € X ako je x = lim,_,. s,, pri cemu je (s,) niz parcijalnih
suma; S, = Y_y Xk

KaZemo da red konvergira apsolutno ako konvergira red nenegativnih brojeva Y ;. ||x«l.

Propozicija 1.1.4. Neka je (x,) Cauchyjev niz u normiranom prostoru X. Tada vrijedi

1. Skup {x, : n € N} je ogranicen.



POGLAVLIJE 1. PROSTORI FUNKCIJA 4

2. Za svaki niz pozitivnih brojeva (g,) postoji podniz (x,,)) niza (x,) sa svojstvom

||xp(n+1) - xp(n)” < &y, Vn e N.

Dokaz. 1. Za & = 1 postoji ny takav da
ng<m, n=||x,—xl <e.
Posebno, za svaki n > ny imamo

1l < {126 = g 1+ 11X [l < 1 {12655 -

2. Neka je zadan niz (g,). Nadimo n, takav da
mmn=lx,—xl <é&.
Stavimo p(1) = n;. Nadalje, postoji n, > n; takav da
ny, <m, n= ||x, — xl < é&.

Stavimo p(2) = n,. Sada matematickom indukcijom dolazimo do niza (x,,)) za koji
vrijedi tvrdnja.
O

Propozicija 1.1.5. Neka Cauchyjev niz (x,) u normiranom prostoru X ima podniz (X,u))
koji konvergira prema x € X. Tada je x = lim,_,, X,,.

Dokaz. 7Za zadani € moZemo naci n;takav da

&
n2np = ||xpu — Xl < 5

1 moZemo naci n, takav da

E
n, mxny; = |[x, — x| < 7

Neka je np = max{n;, ny}. Zan > ngy je p(n) > n > ny. Sada za n > ny imamo

E E
1, — x| < 1%, = Xpell + |xXp0) — x| < = + = =&
2 2
Od

Teorem 1.1.6. Normiran prostor X je potpun ako i samo ako svaki apsolutno konvergentan
red Yoy Xy iz X kovergira u X.
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Dokaz. Nekaje X potpuni ), [|x]| < co. Tada je niz parcijalnih suma tog reda Cauchyjev
pa za & > 0 postoji ny € N takav da

m n m
m>nzng= ) Iull= Y Ikl = Y Il <e.
k=1 k=1

k=n+1
Takoder, za m > n > ng vrijedi

m

S

k=n+1

”Sm _'sn” =

m
< ) Mkl <e.

k=n+1

Dakle, niz (s,) je Cauchyjev. Kako je prostor X potpun, red } ., x; kovergira u X.

Obratno, neka svaki apsolutno konvergentan red iz X konvergira u X. Neka je (x,)
proizvoljan Cauchyjev niz u X. Na temelju Propozicije mozemo naci podniz (X))
niza (x,) takav da vrijedi

X pne1) = Xpll < ol

Ocito red X ;2 [lxpk+1) — Xyl konvergira.

Po pretpostavci, konvergira i red Y2, [Xpk+1) — Xy ] Pa, po definiciji, konvergira i nje-
gov niz parcijalnih suma (t,); t, = Y- [Xp+1) = Xpiy] = Xpase1) = Xp(1)-

Dakle, postoji x € X takav da x = lim, e £, = 1iMy,—s00 Xpns 1) =X (1), t0 jEStIIMy,—y00 Xpn) =
x + Xp1). 1z Propozicije[I.1.5]slijedi lim,, e, X, = x + x,(1) pa zakljucujemo da je prostor X
potpun. O
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1.2 L7 prostori

Neka je (Q, M, u) prostor mjere i f kompleksna funkcija na €, izmjeriva u odnosu na

o-algebru M (u C promatramo o-algebru generiranu svim otvorenim skupovima).

Za 1l < p < oo definiramo

1

1 f1zr ) =( Lf1P a’,u] )
/

Poistovjecujuci funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0, definiramo
LP(Q)={f: Q— C: fizmjeriva, ||fllir@) < o}

Promatramo prostor

L*(Q)={f: Q— C: fizmjeriva, f |fI? du < oo},
Q

na kojem je definiran skalarni produkt
o) = [ rean
Q

11z njega izvedena norma
1

2

1Nz = [ |fI* d,u] .
/

Sljedeéi teorem navodimo bez dokaza koji se moze pronacéi u [1].

Teorem 1.2.1. L*(Q) je Hilbertov prostor sa normom || - ||;2(q)-

Vise o svojstvima L” prostora i o prostorima mjere moZze se pronaci u [1]] 1 [[7].

(1.1)

(1.2)
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1.3 Prostori Soboljeva

Prostori Soboljeva ([2], [10]) su bitna klasa beskonacnodimenzionalnih Banachovih pros-
tora koji u svojoj definiciji sadrZe slabu derivaciju (Definicija|l.3.3)). U posebnom slucaju
(Definicija|l.3.6]) prostori Soboljeva su unitarni, dakle Hilbertovi prostori.

WP prostori

Neka je 2 c R" otvoren skup.

Definicija 1.3.1. Nosac funkcije f Q — R definiramo kao
supp f ={x e Q f(x)#0}.

Definiramo prostor test funkcija kao

D(Q) = C7(Q) ={f € C*(Q) : supp f C Q}.

Definicija 1.3.2. KaZemo da je linearan funkcional f na C(Q) distribucija ako za svaki
kompaktni skup K C Q postoji konstanta C < oo i k € N tako da vrijedi

(@) < Cligllkeo, Yoo € CZ(€2), supp ¢ C K.
Zau € L; (Q) distribuciju definiramo kao

£ie) = f up, Vo € C(Q).

Q

Skup svih distribucija oznacavamo s D’ ().

Definicija 1.3.3. Neka je u € L; (Q) i @ multiindeks. KaZemo da u ima slabu derivaciju
ako postoji v € L} Q) tako da vrijedi

lo

(—1)0‘qu“¢ = fvcp, Yo e C(Q).
Q Q

Takav v je jedinstven ([10]]) i pisemo D*u = v.
Sada smo u mogucnosti definirati takozvane prostore Soboljeva.
Definicija 1.3.4. Neka je k € Ny i p € [1, +oo]. Definiramo prostore
WrP(Q) = {(u e LP(Q) : D"u postoji, Du € LP(Q), Ya multiindex, |a| < k}.

Na prostoru W*P(Q) definiramo normu na sljedeéi nacin



POGLAVLIJE 1. PROSTORI FUNKCIJA 8

1
L4 ”u”W/"*l’(Q) = (Z|(Y|Sk ||Dau||€p(g))p) P < 00y
i ||u||ka°°(Q) = maxy< [|D"ull =)

Teorem 1.3.5. Prostor W*P(Q) je Banachov prostor sa normom || - |lyesqy-

H* prostori

Definicija 1.3.6. Za p = 2 i k € Ny definiramo prostore
HYQ) = W*(Q), (1.3)

sda normom

1
2
lleell vy = (Z ”Dau”iZ(Q)} . (1.4)

lal<k

Za u, v € HX(Q) definiramo unutarnji produkt sa

V) ) = Z f (D%u)(Dv).

lo|<k Q

Teorem 1.3.7. HX(Q) je Hilbertov prostor sa normom || - || HF©Q)-

Od interesa ¢e nam biti 1 sljedeci prostori
Hy(Q) = {u e H(Q) : u=0nadQ} c H(Q), (1.5)
sa normom nasljedenom iz H*(Q).

Vise o svojstvima prostora Soboljeva, kao i dokaze gornjih teorema, moZe se pronaci u
[10].
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1.4 Banachov teorem o fiksnoj tocki

Definicija 1.4.1. Neka je X Banachov prostori f : X — X funkcija. KaZemo da je x € X
fiksna tocka ako vrijedi f(x) = x.

Definicija 1.4.2. Neka je X Banachov prostor. KaZemo da je funkcija f : X — X Lipsc-
hitzova ako postoji L > 0 takav da

IFC) = fFDIl < Lllx = yll, Vx, y € X.
Kazemo da je funkcija f
e neekspanzivna ako je L = 1,
e kontrakcija ako je ||f(x) — fO)I < llx=yll, Vx, ye X, x #,
o k-kontrakcija ako je L = k < 1.

Teorem 1.4.3. (Banachov teorem o fiksnoj tocki / Princip kontrakcije) Neka je X Banachov
prostor, Y C X zatvoren podskup i f : Y — Y k-kontrakcija. Tada f ima tocno jednu fiksnu
tocku x.

Gornji teorem navodimo bez dokaza koji se moze pronaci u [2] i [11]. Bit e nam
vazan za dokaz jedinstvenosti rjeSenja nelinearnog problema (3.3)). Koristit ¢emo ga u
dokazu Teorema



Poglavlje 2

Sektorijalni operatori

Poglavlje zapo¢injemo primjerom, a kasnije ¢emo generalizirati 1 dati definiciju sektorijal-
nih operatora i navesti neka njihova svojstva.
Neka je Q2 C R otvoren interval. Definiramo operator A na sljedeéi nacin

2
Au(o) = -k ven @.1)
dx?

pri ¢emu je u glatka funkcija na Q takva da u(x) = 0, za x € Q.
Za glatke funkcije u 1 v vrijedi

(Au, u) = -K f u(Ou(x)dx = K f W' (x))* dx > 0,
Q

Q

(Au, v) = —Kfu"(x)v(x) dx = (u, Av).
Q

Koristeci Friedrichsov teorem ([6]), zakljuCujemo da je A proSirenje hermitskog gusto de-
finiranog linearnog operatora na L*(Q2). Vrijedi

D(A) = {u e L*(Q) : Aue LX(Q)} = H)(Q) N H Q). (2.2)
Spektar operatora A je
kn*
O'(A):{/ln:@n n=12 ..}

s pripadnim svojstvenim funkcijama

2 Sin(mrx)
u, = w/_ —
1 1

10
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pri cemu je
(unlum) = 5nm, n, m= 1, 2, e

Au, = Lu,, n=1, 2,...

Projekcija na n-tu svojstvenu funkciju je dana s

E, (V)(X) = Uy (X)(I/tn |V)

Nadalje, imamo

A%u = i A E,(u)

n=1

(Al —A) ' = Z(/l —A)E (), A # A, Vn.

n=1

lulP = f W (x) dx = ) (uplu)®
n=1

Q

Iskoristimo li ¢injenicu

slijedi da za svaki a > 0 vrijedi
D(A") = {v € LX(Q): ) A2(u, v)* < o0},
n=1
Posebno ¢emo promatrati operator A, definiran sa (2.1)), na prostoru L*(Q) i pokazat
¢emo da je taj operator sektorijalan (Poglavlje[d.2).
Prije toga navodimo definiciju i neka posebna svojstva sektorijalnih operatora.

2.1 Osnovni pojmovi i svojstva

Definicija 2.1.1. Neka su X i Y Banachovi prostori. KaZemo da je linearan operator
A X — Y zatvoren ako

X, 2> xuXiAx, -yuY = Ax=y.



POGLAVLIJE 2. SEKTORIJALNI OPERATORI 12

Definicija 2.1.2. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je je A : X — Y ogranicen
linearan operator. Rezolventni skup od A definiramo sa

p(A) =C\ o(A),

gdje je sa
o(A) ={1e€ C: A - Al nije bijekcija}

definiran spektar linearnog operatora. Za A € p(A) definiramo rezolventni operator R, :
X - X sa
Ru=l-A)"u

Teorem 2.1.3. Za A, u € p(A) vrijedi
R/l - Rﬂ = (/,L - A)RJR# (23)

Definicija 2.1.4. Neka je X Banachov prostor i A linearan operator na X. KaZemo da
je A sektorijalan operator ako je zatvoren gusto definiran operator takav da je za neke
e, %), M >1iarealan, skup

Sup=1{1: ¢ <larg (A -a)l <7, 1 # a} C p(A)

A=A <
I ) ”_l/l—al

, VA€eS .

Definicija 2.1.5. Analiticka polugrupa na Banachovom prostoru X je familija {T(t)}>0
neprekidnih linearnih operatora na X koja zadovoljava

e TO)=LTWHT(s)=Tt+s)zat, s=0
o T(t)x = xkadat — 0%, za svaki x € X
o t — T(t)x je realna analiticka za t € (0, 00), za svaki x € X.

Infinitezimalni generator L gornje polugrupe je definiran sa
.1
Lx =1lim — (T(H)x — x),
t—0+

Cija je domena dana sa
D(L) = {x € X : Lx postoji}

i pisemo T(t) = e,
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Teorem 2.1.6. Ako je A sektorijalan operator, tada je —A infinitezimalni generator ana-
liticke polugrupe {e=} 5o, pri Cemu je

1
eM=— | eMU+A)T dA
27mi
r
gdje je I kontura u p(—A), pri cemu arg 1 — =60 kada |A| — oo, za neki 0 € (5, n).
Nadalje, e=' moze biti analiticki nastavljen u sektor {t # 0 : |arg t| < &} koji sadrzi
pozitivnu realnu os, i ako je Re 1 > a za A € 0(A), tada za t > 0 vrijedi

||e—At|| < Ce—az

C
”Ae—Az” < _e—at
t
za neku konstantu C. Konacno, %e‘A’ =—Ae M zat>0.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti @ = 01 [[(1 + A)7!|| < %lél

|r —arg A| > ¢ za neke konstante 6, M > 01i ¢ € (0, 5). Inace, zamijenimo A sa A + al.

Odaberimo 6 € (5, m — ¢) i definirajmo e~ gornjim integralom. Uoc¢imo da gornji
integral konvergira apsolutno ako je + > 0. Po Cauchyjevom teoremu vrijedi da integral
ostaje nepromijenjen ako konturu I' pomaknemo u desno za malu udaljenost. Oznacimo
pomaknutu konturu sa I'". Tada za ¢, s > 0 imamo

Za

1
(2mi)?

—At _—As _

e

f f e AL+ A) e (ul + A7 duda

r r

- (2;-)2 ffemﬂs (=" [(/U + A — (ul +A)‘1] du dA
r I

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili rezolventni identitet (2.3)). No,zad e I, u € I”
vrijedi
(- da=0,

r

fe’” (- du=2nie"
v
paje
e M = L few“) A+ A" da = e A0,
2mi

r
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Dakle, {¢™"},5¢ je polugrupa. Uo¢imo dazae € (0, 6— %) integral konvergira uniformno
u svakom kompaktnom skupu u {|arg 4| < &} pa je tu polugrupa analiticka.
Stavimo li u = At uz t > 0 imamo
xfw ﬂldﬂl
- 27T

1 H
%fe“(;I+A —

A ldul 1 _ C
e f||<2ﬂ5f|ﬂ| 2=

r
PokaZzimo da vrijedi e'x — x kad t — 0% za svaki x € X.
Kako je ||e‘At || < Czasvakit > 01 D(A) je gust skup u X, dovoljno je pokazati tvrdnju za
x € D(A).
Neka je x € D(A) it > 0. Imamo sljedece

el =

1 1
eMx—x=— fe” |+ 4" -4 | xda=-— fr‘e”’A(ﬂ +A)'xda,
2mi 2mi
r
pa je
[le™'x - x| < CllAx] 2.
Dakle, {e™}50 je jako neprekidna polugrupa koja se prosiruje u analiticku polugrupu u
larg 7| < e.
Nadalje, za x € D(A) it > 0 vrijedi

d —At

1
Mx + Ae —,fe*’(/lI+A)(/U+A)‘1xd/l:O.
dt 2mi

r
Zax e D(A)it — 07 slijedi

t

1 1
- (e_A’x — x) = —— fe‘ASAx ds — —Ax.
t t

0

Dakle, —A je sadrzan u generatoru G polugrupe.
Pokazimo da je —A zaista generator. Za A > 0 definiramo

[Se]

R()x = fe"“e‘A’ xdt.

0
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Zasvaki xje ex e D(A)zat > 0izad > 0 vrijedi
A fe‘”’e"“x dt = e Pe™x — /lfe_/l’e_mx dt.
5 5
Kako je A zatvoren, R(1)x € D(A) c D(G) za svaki 4 > 0, x € X. No, ako je x € D(G)
ondaje e'x € D(G)zasvakit > 01 Ge™'x = £¢74'x = ¢~*Gx. Slican argument pokazuje
da vrijedi
R - G)x = x, x € D(G).

Dakle, D(G) C R(R(1)) C D(A) paje —A = G. O

Vrijedi i obrat gornjeg teorema, to jest ako —A generira analiticku polugrupu, onda je
A sektorijalan operator ([6]]). ViSe o teoriji polugrupa moze se pronaci u [4].

Definicija 2.1.7. Neka je A sektorijalan operator takav da Re o(A) > 0. Tada za svaki
a > 0 definiramo

1 (o]
A = —— | e Ay, 2.4
r(a)f ¢ 4
0

Nadalje, sa A definiramo inverz od A~ i D(A%) = R(A™®). Za a = 0 imamo identitetu na
X.

U nastavku navodimo neka svojstva operatora A“ bez dokaza. Osnovne reference su
(6], [9] 1 [10].

Teorem 2.1.8. Ako je A sektorijalan operator na X sa svojstvom Re o(A) > 0, tada je
za svaki a > 0 operator A™* ogranicen linearan operator koji je injektivan na X koji
zadovoljava A=A = A= zq o, B > 0. Nadalje, za 0 < a < 1 vrijedi

_, sin(rma)

A7Y = f A7+ A)7da.
0

T

Teorem 2.1.9. Neka je A sektorijalan operator i Re 0(A) > & > 0. Tada za a > 0 postoji
C, < oo takva da
||A“e_A’|| <C,t™ %™, zat> 0.

Akoje 0 < a < 1ix € D(A"), tada vrijedi
H(e—At - 1)xH < écl-at“IIA“x”_

Nadalje, C, je ogranicena za svaki « iz nekog kompaktnog intervala u (0, ). Stovise, C,
je ogranicenaiza a — 0.
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Definicija 2.1.10. Neka je A sektorijalan operator na Banachovom prostoru X. Za svaki
a > 0 definiramo
X" = D(AY)

Sa normom
lIxdl, = ||AT]|. x € X7,

pri cemu je Ay = A + al i a odabran tako da Re o(A,) > 0. Nadalje, razliciti izbori broja
a daju ekvivalentne norme na X“.

Teorem 2.1.11. Vrijedi sljedece

1. Ako je A sektorijalan operator na Banachovom prostoru X, onda je X* Banachov
prostor s normom || - ||, zaa > 0i X° = X.

2. Za a > B > 0 prostor X je gust potprostor od XP s neprekidnim ulaganjem.
3. Ako A ima kompaktni rezolventni skup, ulaganje X* C X je kompaktno za a > B > 0.

Sve tvrdnje navedene u ovom poglavlju, kao i njihovi dokazi, mogu se pronaci u [6].



Poglavlje 3

Egzistencija i jedinstvenost

U ovom poglavlju promatramo inicijalni problem najprije za linearnu, a zatim 1 za neline-
arnu jednadZbu. Navest ¢emo nuzZne uvjete za egzistenciju rjeSenja koje ¢emo iskoristiti
da bismo pokazali egzistenciju rjeSenja nelinearne disipativne Burgersove jednadzbe (Po-
glavlje §.2)). Osnovne reference su nam [6], [9] i [L0].

3.1 Linearni problem

Promatramo homogeni linearni Cauchyjev problem

d
d—btt+Au:O,t>O 3.1)

u(0) = uo,

pri cemu je A sektorijalan operator na Banachovom prostoru X i u, zadan.

Definicija 3.1.1. Rjesenje problema (3.1) na (0, T) je neprekidna funkcijau : [0, T) — X
za koju vrijedi

e u je neprekidno diferencijabilna na (0, T),
e u(t) e D(A)zate (0, T),
e u zadovoljava (3.1) na (0, T), uz u(t) - uy na X kadt — 0*

Iz Teorema slijedi da je u(f) = e™'uy rjeSenje problema (3.1). PokaZimo da je to
jedinstveno rjesenje.
Nekaje 0 < s <t < Tivt, s) = e u(s), pri Cemu je u(-) proizvoljno rjesenje od

17
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(3.1) na (0, T). Tada je preslikavanje s — v(¢, s) neprekidno na 0 < s < ¢ i neprekidno
diferencijabilnona 0 < s < 1 vrijedi

0 d
—w(t, s) = e 20 —u(s) + Ae M u(s) = 0,
os ds

za0 < s < tpajev(t, 0) = v(t, 1), to jest e Mug = u(r).

Promotrimo nehomogeni problem

d
d—bt‘ +Au = f(1), t€ (0, T),

u(0) = uy.
Lema 3.1.2. Neka je f : (0, T) — X lokalno Holder neprekidna i fop Ilf(s)|| ds < oo za
neki p > 0. Definirajmo

1=p

F(t) = f e A f(s) ds, t € [0, T).

0
Tada je F(-) neprekidna na [0, T), neprekidno diferencijabilna na (0, T), uz F(t) € D(A)
zat € (0, T)ivrijedi
d
EF@) +AF(1) = f(1), 1 € (0, T),
Fit) - 0uX, kadt — 0*.

Dokaz. Za mali p > 0 definiramo

t—p

F,(H) = f e A f(s)yds, p<t<T,

0
Fp(l):Oa OSISP
Neka je f(s) = 0 za s < 0. Tada vrijedi

|F(®) - Fo(0)]| < f e 2| 1feoN ds,
—-P



POGLAVLIJE 3. EGZISTENCIJA I JEDINSTVENOST

Stoteziu 0 kad p — 0*, uniformnona 0 < ¢ < 1y, za svakity < T.
Kakoza 0 <t <t+h <t vrijedi

t—p t+h—p
Fy(t+h) = Fy(t) = (e - 1) f e A f(s) ds + f e A9 £(5) ds,
0 t—p

Sto teZi k 0 kad p — 07, zakljucujemo da je F, neprekidna.
Dakle, F je neprekidna s [0, T)u X i

t
IF@Il < f e
0

Za 0 < s < t vrijedi e™9 f(s5) € D(A) pa su Riemannove sume

D e f(s)) € D(A)

ILf (Il ds — 0, t — 0",

t—=s;=2p
i
t—p
lim A e A £(s) As = f Ae 9 £(5) ds.
s<t—p 0

Operator A je zatvoren pa je F,(1) € D(A) i vrijedi

t-p t—p

AF,(f) = f Ae M) f(s) ds = f Ae™ (f(s) = f(1) ds + (e = ™) f(2).
0 0
Sada je
||Ae_A(’_S) =0 (It - sl_l)

() = fOIl = ol = sI°),

zanekif# > 01is — ¢ . Stoga vrijedi

AR, = [ A ((0) - 700 ds + (1= ) F. p = 0"
0

Dakle, F(t) e D(A)zaO <t < T.
Neka je [ty, t;] c (0, T). Kako je

I @) = fON < Klt = sl°, 1, s € [1o, 1], 6> 0,

19
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to vrijedi AF,(t) = AF(t) zat € [1, t;], paje

t

|AF, () — AF ()| = |[(e™* - Df(5) + f Ae™ I (f(s) = f(0) ds

=p

< |l - Dfo| + cf(r —5)ds — 0,

—p

za p — 0" uniformno po 7 € [fy, t].
Konacno, F,(?) je diferencijabilna za ¢ > p i vrijedi

d

EFp(t) =-AF,(t)+e ™ f(t—p), p<t<T. (3.2)
Desna strana u (3.2)) konvergira uniformno prema —AF(¢) + f(f) nat € [ty, t;] € (0, T), za
o — 0%, pa je F neprekidno diferencijabilna na (0, 7T') i vrijedi

d

O

Teorem 3.1.3. Neka je A sektorijalan operator na X, xo € X, f : (0, T) — X lokalno
Holder neprekidna i fop Ilf()]| dt < oo za neki p > 0. Tada postoji jedinstveno (jako)
rjeSenje u(-) problema
du +Au = f(1), t€ (0, T),
dt
u(0) = ug

i dano je sa
t

u(t) = e uy + fe_A(’_s)f(s) ds.

0



POGLAVLIJE 3. EGZISTENCIJA I JEDINSTVENOST 21

3.2 Nelinearni problem

Promatramo nelinearni problem

d
7? v Au= f(t, u), t> 1o, ulty) = u. (3.3)

pri Cemu pretpostavljamo da je A sektorijalan operator takav da su razlomacke potencije
(Definicija [2.4) operatora A; = A + al dobro definirane i prostori X* = D(A{) sa normom
[lull, = ||A‘1’mu definirani za a > 0.

Nadalje, neka je U ¢ RX X% 0 < a@ < lotvoreni f : U — X lokalno Holder
neprekidna po 7 i lokalno Lipschitz neprekidna po u, to jest ako je (¢;, u;) € U, tada postoji
okolina V.c U od (t,, u;) takva da za (¢, u), (s, v) € V vrijedi

1F Gt w) = fCs, vllx < LI = sl + = vila)
za neke konstante L, 8 > 0.

Definicija 3.2.1. Rjesenje Cauchyjevog problema (3.3) na (ty, t|) je neprekidna funkcija
u: [ty, ty) = X takva da vrijedi

o u(ty) = uo na (to, t)

o (t, u(t)) € U, u(t) € D(A), i u,/t) postoji

o t— f(t, u(t)) je lokalno Holder neprekidna
o ft:°+p ILf(s, u(s)|| ds < oo za neki p > 0

° i’i—’; +Au = f(t, u) na (ty, t).

Lema 3.2.2. Ako je u rjeSenje problema (3.3)) na (ty, 1)), tada vrijedi

t

u(t) = e Ay + f e A £ (s, u(s)) ds. (3.4)

To

Obratno, ako je u : (ty, t,) — X neprekidna funkcija i ft:ﬁpllf(s, u(s))|| ds < oo
za neki p > 0 te vrijedi integralna jednadzba (3.4) za ty < t < t;, tada je u(-) rjeSenje
diferencijalne jednadzbe (3.3) na (ty, t,).
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Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz Definicije[3.2.1]i Teorema[3.1.3
Za dokaz obrata, pretpostavimo da je u € C((7o, t;); X?) rjeSenje integralne jednadzZbe
(3.4). Pokazimo da je u lokalno Holder neprekidna. Ako je #y <t <t + h < t; onda vrijedi

t

u(t+h) —u) = (e_Ah - 1) e A0 x f(e‘Ah - I) e A £(s, u(s)) ds

to
t+h

+fe_A(’+h_s)f(s, u(s)) ds.

t

Akoje 0 <6 < 1 — a, tada po teoremu [2.1.9za svaki z € X vrijedi

H( oAl _ I) e A9,

‘ < C(t _ s)—(a+6)héea(t—s)||zll
pazat € [t t]] C (f, ;) imamo
llu(t + h) — u(t)|l, < CH°.

Slijedi da je preslikavanje + — f(¢, u(t)) lokalno Holder neprekidno na (#, t;) pa, po
Teoremu [2.1.9] u rjeSava linearni problem

& Av= w0, 1€ o),
v(ty) = uyp.
Dakle, u je rjeSenje problema (3.3) na (¢, #;). O
Ako nije drugacije naznaceno, od sada pa nadalje pretpostavljamo da vrijedi
e A je sektorijalan operator,
e UCRXX%otvoren,0 <a <1,

e f: U — X lokalno Holder neprekidna po ¢ i lokalno Lipschitz neprekidna po u.

Teorem 3.2.3. Za svaki (ty, up) € U postoji T = T(ty, uyg) > 0 tako da problem (3.3) ima
Jjedinstveno rjeSenje na (ty, to + T).

Dokaz. Po Lemi [3.2.2] dovoljno je pokazati odgovarajuéi rezultat za integralnu formulu
(3.4). Neka su 6, 7 > 0 takvi da je skup

V=it w: tet, to+1), llu—ulle <6} cU
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ineka za (t, uy), (t, up) € V vrijedi

f (&, w) — f(t, u)ll < Liluy — usl,

Oznacimo
B = max ||f(z, uo)l|
[to, to+7]

1 odaberimo T € (0, 7] takav da vrijedi

H(e_Ah - I) U

)
<-=,hel0, T
<5 [0, T]

@

0
M(B+L5)fs“‘” <§,

pri ¢emu je
||Aaf —At|| < Mt % at t>0.

Definiramo sljedeci skup

S={: [t to+T] > X*: vneprekidna, ||v(t) — uglle <0, t € [to, to + T1}.

Tada je S potpun metricki prostor sa normom

Ivlls = sup [v(@)l.

telty, to+T]

Zav € § definiramo preslikavanje G(v) : [ty, o + T] — X formulom

t

G)(t) = e Ay + f e A9 £(s, v(s)) ds.

o

PokaZimo da G preslikava skup S u njega samoga i da je G stroga kontrakcija.
Najprije uo¢imo da za t € [ty, ty + T] vrijedi

t
IGO)®) = uolly < (e = 1) uo| + f |A3e )| (B + L6) ds
to+T !

L9
E + M (B + L) f (t — 5)" %" ds < 6.

23
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Nadalje, G(v) je neprekidna sa [ty, #p + 7] u X pa G preslikava S u samog sebe.
Nekasuv, we S ite[t, top+ T]. Tada vrijedi

IGO)(®) = G DI, < f [ATe I 1f s, vis) = £(s, wisHI ds

t
<MLy —w|lg f(t — 5)" %™ g,
fo
paje
1
IG) —Gw)lls < illv -wlls, Vv, weS.

Po Banachovom teoremu o fiksnoj to¢ki (Teorem|1.4.3)), G ima jedinstvenu fiksnu tocku u u
S koja je jedinstveno neprekidno rjeSenje integralne formule (3.4) i f(¢, u(r)) je ogranicena
zat — t;. Po Lemi u je jedinstveno rjeSenje problema (3.3) na (1, 1o + T). O

Teorem 3.2.4. (Maksimalni interval egzistencije) Neka za svaki zatvoren i ogranic¢en skup
B c U vrijedi da je slika f(B) ogranicen skup u X. Neka je u rjesenje problema (3.3) na
(to, 1) 1 t, je maksimalan, to jest rjesenje ne postoji na (ty, t,) ako t, > t;. Tada je ili
t; = +oo ili postoji niz (t,), t, — t; kad n — +oo takav da (t,, u(t,)) — oU. (Ako je U
neogranicen, tocka u beskonacnosti je u 0U.)

Dokaz. Pretpostavimo da je #; < +oo ali da (¢, u(¢)) nije u okolini 0U za t € [f,, t].
Oznacimo tu okolinu sa N i uo¢imo da mozemo uzeti N = U \ Bi (¢, u(t)) € B za
teln, t).

Pokazimo da postoji u; € B takav da u(t) — u; u X® kad t — 7;. Tada po Teoremu
uz u(t;) = u;, mozemo prosiriti rjeSenje van vremena t;, Sto je kontradikcija s mak-
simalnoscéu od #;.

Neka je C = sup,, ,)cpllf (¢, w)l|. Pokazimo da je [lu(r)||g ograni¢ena kad r — ;18 < 1
proizvoljan. Uo¢imodazaa <fB < 1it, <t <t vrijedi

t
lu(®lls < ||A5e 2| TNt + f AT 29| N1 £ s, us))ll ds
fo

<C ((I— 1) P (o)l + f (t—9)7 dS),

o

Sto je ograniCeno kad 1 — 1]
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Nekajet, <7 <t <t paimamo

t

u(t) —u(r) = (e_A(’_T) - I) u(t) + fe‘A(H)f(s, u(s)) ds.

T

Zaa < B < 1imamo

lu(t) — u(@llo < C1(t = T lu(@)lls + C, f(t —5)"ds < C3(t -7/

Dakle, lim,_,,, u(t) postoji u X“. O

Prije iskaza i1 dokaza sljedeceg korolara navodimo pomo¢nu tvrdnju. Tvrdnja se moze
naci u [6] kao poseban oblik Teorema 7.1.1.

Lema 3.2.5. (Gronwall) Neka su a, b, a, B nenegativne konstante takve da a, > 0 i
T € (0, o). Neka jeu : [0, T] — R integrabilna funkcija takva da vrijedi

t
O<u(t)y<at“+b f(t — s)Pu(s)ds, s.s.t €0, T].
0

Tada postoji konstanta M = M(b, a, B, T) < oo takva da vrijedi
0<u() <aMr™“, s.s.te€ (0, T].

Korolar 3.2.6. Neka je U = (t, o0) X X* i ||f(¢, w)|| < K@) + ||ully), Y(t, u) € U pri
cemu je K(-) neprekidna na (t, o). Ako je t > 7, ug € X, tada postoji jedinstveno rjeSenje
problema (3.3)) u (ty, uo) za sve t > to.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji t, — t; < oo takav da |lu(t,)||, — +oco. Tada vrijedi

t
lu(@®lle < |le™¢ || + f [Afe™“9|| - K(s) (1 + [lu()lla) ds.
To

Iz Gronwallove nejednakosti (Lema [3.2.5) slijedi da |lu(?)||, ostaje ograniCena kad ¢ —
. O

Teorem 3.2.7. Neka operator A ima kompaktan rezolventni skup, neka je B zatvoren i
ogranicen skup takav da R* Xx B ¢ U C R X X% te neka f preslikava sve ogranicene
skupove U u ogranicene skupove u X. Ako je u(t; to, up) rjesenje problema (3.3)) na (ty, o)
i |lu(t; 1o, up)lly < o0 kadt — +oo, onda je {u(t; ty, up)}i1, U kompaktnom skupu u X¢.
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Dokaz. Ako je @ < B < 1, onda je, po Teoremu XP c X kompaktno ulaganje i
dovoljno je pokazati da je |[u(t; to, up)llg <ocozat >ty + 1.

Bez smanjenja opCenitosti, moZemo pretpostaviti Re o7(A) > 6 > 01| f(¢, u(t; to, up))ll <
C za svaki t > t;. Imamo sljedece

t
llu(t; to, uolllg < M(t = 1)V ug|l, + MC f (t = 5)Pe™™ ds,

fo

Sto je ograniCeno zat >ty + 1. O



Poglavlje 4

Disipativna Burgersova jednadzba

U ovom poglavlju promatramo jednadzbu
Uy + U, = EUyy, 4.1)

gdje je € > 0 koeficijent viskoznosti. Jednadzba je nelinearna parabolicka i nazivamo je
disipativna ili viskozna Burgersova jednadzba.

Na temelju Poglavlja[3.2] pokazat ¢emo egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja jednadzbe
(4.1). Opisat ¢emo Hopf - Cole transformaciju, to jest metodu koja ¢e nam dati eksplicitnu
formulu za rjeSenje (Poglavlje [d.3).

4.1 Fizikalna interpretacija

Burgersova jednadzba ima Siroku primjenu u mehanici fluida, kod modeliranja vode u
nezasi¢enom ulju, dinamike tla u vodi, turbulentne difuzije, kozmologije 1 seizmologije.
Prvi ju je uveo engleski matematicar H. Bateman. Nizozemski matematicar J. M. Burgers
ju je predlozio kao matematicki model za turbulenciju ([3]). Hopf i Cole su je proucavali
u kontekstu dinamike plinova.

Tok prometa

Promatramo tok automobila na cesti. Neka je p(f, x) gustoCa automobila i f(#, x) tok
prometa. Sa p oznacimo restrikciju od p tako da 0 < p < Py, pri €emu je ppax vrijednost
kada je razmak izmedu automobila najmanji moguci. Jednadzba kontinuiteta daje

%P, of _

5% % 0. 4.2)

27
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Ocekujemo da je f = vp, pri ¢emu je v brzina, no vozaci usporavaju kada se dovoljno
pribliZze drugom autu, Sto smanjuje gustocu pa tok ovisi o gradijentu gustoce

f(o) =pv(p) — D%, D = const. (4.3)

MozZemo pretpostaviti da vozaci voze nekom konstantnom ograni¢enom brzinom v,,,, no
povecanjem gustoe prometa vozaci usporavaju pa imamo

v(p) = T (Omax —P) - 4.4)

max

Ubacivanjem (4.3)) i (4.4) u (4.2) slijedi

_ -
ﬁﬁ_'_ d [vmax ] 0’p

o Ix _(pmax_ﬁ)ﬁ =D—.

pmax axz
Oznadimo li vy, = ’[‘—g, 0 = PmaxP»> X = XoX 1t = fot, slijedi

D

Vmax X0

pi+ (1= p)pl, = gpurs €= ,0<p<1

Konac¢no, transformacija u = 2p — 1 daje
U+ Ul = Uy, —1 Su<l,

Sto je upravo jednadzba (@.TJ).
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4.2 Lokalna egzistencija i jedinstvenost rjesenja
U ovom poglavlju promatramo inicijalni problem za disipativhu Burgersovu jednadzbu

u,(t, x) +uu(t, x) = eu,(t, x), (t, x) € (t, 00) X Q, 4.5)
u(ty, x) = up(x), x € Q, (4.6)

Bez smanjenja opéenitosti, moZemo uzeti #, = 0. Pokazat ¢emo da za gornji problem
vrijede uvjeti iz Poglavlja Nekaje QCRiU CcR X HO1 (Q) otvoren skup. Tvrdimo

e A = &u,, je sektorijalan operator na L3(Q),

o F: U — L*Q), F = uu, je lokalno Holder neprekidna po ¢ i lokalno Lipschitz
neprekidna po u.

Promatrat cemo dva slucaja, Q = R1Q = (0, 1), i pokazat ¢emo da u oba slucaja vrijede
gornje tvrdnje za operator A 1 funkciju F.

Q=R

U Poglavlju [2| naveli neka korisna svojstva operatora Au = u,,, a sada ¢emo pokazati da
je taj operator sektorijalan. Promatramo operator A na L’(R) za 1 < p < oo, odnosno na
Cp(R)

D(A,) = W*P(R) C L(R), p < oo,
D(As) = C,(R),

Sa normaima

ullw2rey = Nl ey + litellrwy + litxllr@y, p < oo,

lullc2ey = llulloo + llttilloo + et alloo-
U slucaju p < oo derivaciju shva¢amo u slabom smislu.
Propozicija 4.2.1. Vrijedi sljedece
1. 0(A,) = (=00, 0] za svaki 1 < p < oo,

2. Ako je |A| = € za |¢| < &, tada je

1A =Dl <

[Alcos()
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Gornju propoziciju ostavljamo bez dokaza i1 u nastavku navodimo neke tvrdnje koje se
pokazu u dokazu. Dokaz se moZe pronadi u [9].
PokaZe se da je rjeSenje oblika

b

X +00
[evirsmars [ soay

1
M(X) = m

te da vrijedi

1

lullrwy £ ——=fllerw)s
|2 cos(%)

1
00 S TN 0.
[l B COS(g)llfll

Ocito je A, sektorijalan operatoruz a =01 ¢ € (5, m).

U sludaju p < o je bitna &injenica da je W*?(R) gust u prostoru glatkih funkcija C*(R).
Koriste¢i Youngovu nejednakost ([7]) dobije se da vrijedi u € D(A,) = W2P(R). (Detalji
dokaza mogu se pronaci u [9]].)

Ve¢ smo spomenuli da nam je od posebnog interesa operator A = &u,, na prostoru

L*(R) sa domenom D(A) = H*(R). Prema gore dokazanom, taj operator je sektorijalan uz
a=0i¢e(0, %).

Neka je je F : [0, o0) X H)(R) — L*(R) definirana sa

F(@t, x, u) = u(t, x)u(t, x).

Uocimo da F ne ovisi eksplicitno o (¢, x) pa za (¢, x) € [0, o) X R postoji okolina V C
[0, o) X H}(R) takva da za (¢, x, u), (s, x, u) € V vrijedi

0
IF(t, x, u) — F(s, x, wll2®) <t — s

zaneki 6 > 0. Dakle, F je lokalno Holder neprekidna po .
Nadalje, fiksirajmo (¢, x) € [0, o) X R. Tvrdimo da postoji L > O takav da za u, v €
H,(R) vrijedi

< L[ f [u(t, x) —v(t, 0))* + [u(t, x) —v.(t, x)]z] )
R

”F(t’ X, I/l) - F(ta X, v)”Lz(]R) < L“I/l - v”Hl(R)’

to jest

1

[u(t, X)u,(t, x) —v(t, x)v.(t, )] dx]

%%

1
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Tvrdnju je dovoljno pokazati na prostoru X = Hé(R) N Al|etlloo, |telleo < A}
Zbog principa maximuma vrijedi da ako je uy € X, te rjeSenje postoji na [0, ?), tada je
u(t) € X. Vrijedi

IF () = FO)II7 g, = f [uue, — vv,]* dx = f [ute, — vu, + v, — v, dx

R R

= f [(u = V), + v(ug — v)]* dx
R
<2 f[(u - v)2u§ + V2 (U, — vy)?] dx
R

<24’ f[(u - v)2 + (u, — vx)z] dx
R

2
= 2A%||u — V”H‘(R)

Dakle, F je Lipschitzova po u.

Ograniceni interval uz Dirichletov rubni uvjet

Bez smanjenja opcenitosti, moZzemo uzeti interval Q = (0, 1). Promotrimo operator Au =
u,, uz homogene Dirichletove rubne uvjete. Imamo dva slucaja

D(A,) = {u € W*P(Q) : u(0) = u(1) = 0} € L(Q), p < oo,
D(Aw) = {u € C*(Q) : u(0) = u(1) = 0}, p = oo,

s normama kao i u prethodnoj sekciji.

Propozicija 4.2.2. Operatori A, : D(A,) — LP(Q), p < ©iAs : D(A,) — C(Q) su
sektorijalni operatori uz a = 0 i ¢ € (3, m) proizvoljan.

Dokaz. Nekajeu = VA za A ¢ (—c0,0] takav da Re p > 0. Oznacimo s X prostor LF(Q),
odnosno prostor C(Q). Svaku funkciju f € X proSirimo do funkcije f na LP(R), odnosno
Cy(R) tako da || f]| = || f]|. Definiramo

u(x) = i( f eHDF(y) dy + f O £(y) dy]

o) X

1z prethodne sekcije znamo da ul ;; zadovoljava jednadzbu Au — u” = f i vrijedi ||ull» <

Mlllﬂgg)' No, uljo,;; nuZno ne mora zadovoljavati rubne uvjete.
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Definiramo

1 —
Yo = — f e f(s) ds
2u
R

1 q=
v = Z fe‘““‘“'f(s) ds.
R

Tada su sva rje$enja jednadzbe Au — u”’ = f koja pripadaju W2?(Q) ili C*(Q) dana sa
u(x) = u(x) + cre™ + cret*

pri ¢emu su e ** i " rjeSenja homogene jednadzbe Au —u”” = 0. Konstante ¢ i ¢, moZemo
na jedinstven nacin odrediti iz rubnih uvjeta u(0) = u(1) = 0.
Kako je Re u > 0 vrijedi e — e # 0 1 raCunom dobivamo

1 H
e —” [y1 — €*yol,
_ 1 ~H
Q= [=¥1 — e yol.
Zal < p < oo dobivamo
—ux 1 —px Re u
le™ Ml £ ——, lle™lle = e
(pRe p)»
i
eRe U
e Iy < ——, llel = 1.
(pRe p)»
Zal < p < oo Holderova nejednakost daje
1
lyol € ———————Ifllwrs
2|ul(p'Re p)
1
yil £ ————Ifllw-
2|ul(p’Re p) 7’
Takoder |
yol, il < s=IIfll. f € L'(Q),
2w
te
1

ol Iyi1l < Iflles f € CQ).

lulRe u
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Stovise, vrijedi |e* — e7#| ~ R ¥ za |u| — co.
Ako je A = |1|e® za |p| < |po| < 7, tada je Re u > |u] cos(%) pa dobivamo

C

llcre ™y < =l fllzr
||

C
llc2e|lr < mllfllm

za C > 01 |4| dovoljno velik. Konacno,

C
lluellzr < |/ullfllu,
za |A] velik, recimo |4| > R, i |arg 4| < ¢y.

Za |A| mali se pokaze da je 0 € p(A,). Nadalje, kako je 4 — (4, — AD~! holomorfna
na rezolventnom skupu, onda je i neprekidna pa i ograni¢ena na kompaktnom skupu {|1]| <
R, larg A| < ¢p}.

Dakle, A, je sektorijalan operator. O

Analogno, kao u slucaju Q = R, pokaZe se da je F(t, x, u) = u(t, x)u,(t, x) lokalno
Holder neprekidna po ¢ i lokalno Lipschitz neprekidna po u, to jest za (¢, x, u) € [0, o) X
H,(Q) postoji okolina V C [0, co) x Hy(Q) takva da za (1, x, u), (s, x, v) € V vrijedi

IF( x, u) = F(s, x Wlizg < L= st + e = vim)
za neke konstante L, 6 > 0.

Time smo pokazali da su zadovoljene pretpostavke iz Poglavlja

Po Teoremu [3.2.3| za svaki (g, ug) € U postoji T = T(ty, up) takav da problem (4.5) -
(4.6) ima jedinstveno rjeSenje na (ty, to + 71).

Teorem [3.2.4|nam je dao maksimalni interval egzistencije rjeSenja. Po Definiciji [3.2.1]
rjeSenje u je neprekidna funkcija.
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4.3 Cole - Hopf transformacija

Cole - Hopf transformacija je metoda za rjeSavanje viskozne Burgersove jednadzbe. Me-
todom se jednadzba linearizira i svodi na jednadZbu provodenja, te se dobiva formula za
egzaktno rjeSenje. Postoje i druge metode za rjeSavanje viskozne Burgersove jednadZbe.
Na primjer, u [5] je, kao efikasnija metoda za rjeSavanje, predloZena takozvana Adomi-
anova dekompozicija. U nastavku navodimo Cole - Hopf transformaciju opisanu u [4].

Promatramo inicijalni problem za kvazilinearnu parabolicku jednadzbu

u; — alAu + b|Dul* = 0, (0, 00) xR", a > 0, 4.7
u=g, {t=0}xR"
Pretpostavimo da je u glatko rjeSenje gornje jednadzbe i oznacimo w = ®(u), gdje je
® : R — R glatka funkcija. Cilj je odabrati ® takav da w rjeSava linarnu jednadzbu.
Ubacimo li w u jednadzbu (4.7)), slijedi
w, = O (wu, = O (u)(aAu — b|Dul*)
= aAw — (a®” (u) + b®’ (u))|Dul*.
Uz odabir a®” (1) + b®’(#) = 0 (ovu jednadZbu znamo rijesiti i njeno rjeSenje je dano sa

D(z) = e~ +°) slijedi
w, = aAw.

Sada slijedi da ako u rjeSava jednadzbu 1} onda w = e~ rjeSava inicijalni problem

w; —alAw =0, (0, c0) XxR", a >0,

w=e 8 [t =0} xR"

Formula w = e™¢" naziva se Cole - Hopf transformacija. Gornji problem je inicijalni
problem za jednadZbu provodenja, Cije je rjeSenje dano formulom ([4]):

-y

b
e ¢ a80) dy, t>0, x e R".

w(t, x) =

1
V(@ant)" HJ‘

Iz u = —§ Inw dobivamo eksplicitnu formulu za rjesenje problema (4.7)

u(t, x) = —=1n

1 f 2 p
—— | e e ¥V gy|, t >0, x e R". 4.8
b [ V(@dant)" s y] 45
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Promotrimo sada problem 1i zan=11b = %

1
U, — At + E(uz)x =0, (0, o) XR,
u=g, {t=0}xR.

To je upravo disipativna Burgersova jednadzba. Uvedimo sljedece oznake

X

w(t, x) = fu(t, y) dy, 4.9)

—00

X

h(x) = f 8(y) dy

Vrijedi

w,—aw, + ww, =0, (0, c0) X R,
w=h, {t=0}xR.

Iz dobivamo eksplicitnu formulu za rjeSenje

=y

e T 2ah0) dy] ,t>0, xeR.

1
= 2aln| ——
w(t, Xx) a n{ T Rf

Iz (4.9) slijedi u(t, x) = w,(t, x) paiz gornje formule za w dobivamo

_y —ho? 1
ﬂe Tat e_ﬂh(y)

u(t, x) = =1L ,1>0, xeR. (4.10)

—lx—y2 1

" e dr e 2" dy
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Sazetak

U ovom radu smo promatrali nelinearnu disipativnu Burgersovu jednadZbu
U + ULy = EUyy.

U Poglavlju[I|promatrali smo prostore funkcija. Definirali smo Banachove i Hilbertove
prostore i naveli vazne primjere tih prostora.

U Poglavlju 2| definirali smo posebnu klasu linearnih operatora na Banachovim prosto-
rima, takozvane sektorijalne operatore, i pokazali neka njihova korisna svojstva.

U Poglavlju |3| promatrali smo nelinearni problem

d
d—? + Au = f(t, u), t > to,

u(ty) = uy,

pri emu je A bio sektorijalan operator i f lokalno Holder neprekidna po 7 i lokalno Lips-
chitz neprekidna po u. Naveli smo i dokazali nuZne uvjete za egzistenciju i jedinstvenost
rjeSenja gornjeg problema.

U Poglavlju 4] smo promatrali inicijalni problem za disipativnu Burgersovu jednadZbu.
Pokazali smo da za operator A = eu,, 1 funkciju f = uu, vrijede pretpostavke iz Poglavlja
[B]i time dokazali da inicijalni problem za disipativnu Burgersovu jednadzbu ima jedins-
tveno rjeSenje. JednadZzbu smo linearizirali Hopf - Cole transformacijom kako bi dobili
eksplicitnu formulu za rjesSenje.



Summary

In this diploma thesis we analysed nonlinear dissipative Burgers’ equation
U + ULy = EUyy.

In Chapter [I] we discussed function spaces. We defined Banach and Hilbert spaces and
gave examples of those spaces. In Chapter [2] we defined a special class of linear operators
on Banach spaces, so-called sectorial operators, and showed some of their properties.

In Chapter 3| we considered a nonlinear problem

d
d—b; + Au = f(t, u), t > to,

u(ty) = uy,

where A was a sectorial operator and f locally Holder continuous in # and locally Lipschitz
in u. We showed necessary conditions for existence and uniqueness of the solution.

In Chapter 4| we considered the initial problem for dissipative Burgers’ equation. We
showed that operator A = u,, and function f = uu, satisfy presumptions from chapter 3|
and proved that initial problem for dissipative Burgers’ equation has a unique solution. We
linearized the equation using the Hopf - Cole transform to get an explicit formula for the
solution.
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