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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavamo egzistenciju eksponencijalne funkcije.

U prvom poglavlju prou¢avamo neprekidne funkcije i dokazujemo neka vazna svojstva
tih funkcija koja se koriste u radu. Nadalje, definiramo a* prvo za prirodne, cijele, raci-
onalne, a potom i za realne brojeve x ¢ime dolazimo do definicije eksponencijalne funkcije.

U drugom poglavlju prou¢avamo razna svojstva eksponencijalne funkcije. Izmedu os-
talog dokazuje se da je eksponencijalna funkcija neprekidna bijekcija. Nadalje, prou¢avamo
logaritamsku funkciju.

Na kraju dokazujemo neke rezultate koji govore o jedinstvenosti eksponencijalne funk-
cije.






Poglavlje 1

Izgradnja eksponencijalne funkcije

1.1 Neprekidne funkcije

Definicija 1.1.1. Neka su S, T C R, xo € S te f:S — T. KaZemo da je funkcija f
neprekidna u tocki x, ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svaki x € S vrijedi
sljedece:

ako je |x — xo| < 6, onda je |f(x) — f(xo)| < €.

Napomena 1.1.2. Neka su x,y € Rir > 0. Tada vrijedi
Xx-yl<re-r<x—-y<rex—-r<y<x+r
Sye{x—rnx+r).
Dakle, |x —y|<re ye{x—r,x+r).

Stoga, akosu S, T C R, xpe Stef:S — T, ondaje funkcija f neprekidna u tocki
X ako 1 samo ako za svaki € > 0 postoji § > 0 tako da za svaki x € S vrijedi:

ako je x € (xo — d, xo + 0), onda je f(x) € (f(x9) — €, f(xp) + €).
Definicija 1.1.3. Neka su S,T C R, te neka je f : S — T funkcija. KaZemo da je f

neprekidna funkcija ako je f neprekidna u xq za svaki xy € S.

Primjer 1.1.4. Neka je S C R, te neka je f : S — R funkcija definirana sa f(x) = x za
svaki x € S. Tada je f neprekidna funkcija.

Naime, neka je xo € S te € > 0. Odaberimo bilo koji 6 € (0, €]. Tada za svaki x € S
vrijedi:
ako je |x — xo| < 6, onda je |f(x) — f(xo)| < €
(erje |f(x) — f(xo)| = |x — xo|). Prema tome funkcija f je neprekidna u x,. Dakle, funkcija
f je neprekidna.
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Primjer 1.1.5. Neka je S C R, neka je c € R te neka je f : S — R funkcija definirana
sa f(x) = cza svaki x € S. Tada je f neprekidna funkcija.

Naime neka je xy € S te € > 0. Odaberimo bilo koji 6 > 0. Tada za svaki x € S vrijedi:
ako je|x — xo| < 0, ondaje |f(x) — f(xo)| < €
(Gerje |f(x) — f(xo)l =lc—c| =0 < €, zasvaki x € §).

Propozicija 1.1.6. Neka je S C R, neka su f,g : S — R funkcije te neka je xo € S.
Pretpostavimo da su funkcije f i g neprekidne u xo. Tada je funkcija f + g : S — R
neprekidna u x.

Dokaz. Nekaje x € §. Vrijedi:
I(f + &) (x0) = (f + 8)(x0)l = [f(x) + f(8) — f(x0) — g(xo)l

= () = f(x0) + g(x) = g(xo)| < |f(x) = f(xo)| + Ig(x) — g(x0)! -
Dakle,
I(f + 8)(x) = (f + 8)(xo)l < 1f(x) = fxo)l + 8(x) — g(xo)l . (1.1)
Neka je € > 0. Budu¢i da je funkcija f neprekidna u x, postoji 6; > O takav da za svaki
x € § vrijedi:
ako je |x — xo| < 01, onda je|f(x) — f(xo)| < g (1.2)

Isto tako, buducdi da je funkcija g neprekidna u x, postoji 6, > 0 takav da za svaki x € §
vrijedi:

ako je |x — xg| < 02, onda je [g(x) — g(xo)| < g (1.3)

Neka je 6 = min{6,,0,}. Tadajed > 016 < 6,16 < 0,. Stoga, ako je x € S takav
da je |[x — xo| < 0, onda je [x —xp| < ;1 |x—x9 < 6, paiz (1.2) 1 (1.3) slijedi da je
|f(x) = f(xo)l < §ilg(x) — g(xo)l < 5, a sada koristeci (1.1)) dobivamo

€

2

I(f + &) (x) = (f + 8)(xo)l < |f(x) = f(xo)l + 18(x) — g(x0)| < g + - =6
to jest |(f + g)(x) — (f + g2)(xp)| < €. Dakle, dokazali smo da za svaki x € § vrijedi:
ako je |x — xo| < 9, onda je |(f + g)(x) — (f + 2)(x0)| < €.

Prema tome funkcija f + g je neprekidna u tocki x. O

Propozicija 1.1.7. Neka je S C R, nekaje f : S — R te neka je xo € S. Pretpostavimo da
Jje funkcija f neprekidna u x,. Tada je funkcija —f : S — R neprekidna u xy.
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Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:

akoje |x — xo| < dondaje|f(x) — f(xo)| < €.
Za svaki x € S ocito vrijedi |f(x) — f(xo)| = [(=f)(x) — (—f)(x0)| .
Stoga za svaki x € S vrijedi:
ako je|x — xo| < dondaje|(—f)(x) = (=f)(x0)| < €.

Dakle, funkcija —f je neprekidna u xy. O

Propozicija 1.1.8. Neka je S C R, neka su f,g : S — R funkcije te neka je xy € S.
Pretpostavimo da su funkcije f i g neprekidne u xo. Tada je funkcija f-g : S — R
neprekidna u x.

Dokaz. Neka je x € S. Tada je
I(f - 9)(x) = (f - @)(x0)| = |f(x) - g(x) = f(x0) - g(x0)

= 1f(x) - g(x) = f(x) - g(x0) + f(x) - 8(x0) = f(x0) - &(x0)|
= [f(x)(g(x) = 8(x0)) + g(x0)(f(x) = f(x0)l
< 1FOO - 18(x) — g(xo)l + |g(xo)l - 1 f(x) — f (x0)
= £ (x) = f(x0) + f(x0)l18(x) = g(x0)l + lg(xo)l |/ (x) = f(x0)l
< (1f () = fxo)l + 1f (xo)l) lg(x) = g(xo)l + 18(x0)| 1 f (x) = f(xo)l.
Dakle,
(f - &)(x) = (f - ©)x)l < (1f(x) = fxo)l + 1/ (x0)D) 18(x) — g(x0)l + |g(xo)l [/ (x) = f(x0)I
(1.4)

za svaki x € S. Neka je € > 0. Zelimo dokazati da postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S
vrijedi:

ako je |x — xo| <6, ondaje |(f - g)(x) — (f - ©)(xo)| < €.
U tu svrhu moZemo pretpostaviti da je € < 1. Bududi da je funkcija g neprekidna u x
postoji d; > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:

ako je |x — xo| < 01, onda je [g(x) — g(xo)| < (1.5)

€
2(f(xo)l + 1)
Buduc¢i da je funkcija f neprekidna u xj postoji 6, > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:

€

- . 1.6
D) (1.6)

ako je |x — xg| < d2, onda je [f(x) — f(xp)| <
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Posebno za svaki x € § vrijedi:
ako je |x — xg| < 02, onda je [f(x) — f(xp)| < 1 (1.7)

(jer je m < € < 1). Neka je 6 = min {6, 6,}. Pretpostavimo da je x € S takav da je
|x — xol < 6. Tada je |x — x| < 6; i |x — xo| < 2 paiz: (I.5), (I1.6) i (1.7) slijedi:

€
lg(x) — g(xo)| < m,

€
[f(x) = f(xo) < m

() = f(xo)l < 1.
Sada koristeéi (1.4]) dobivamo

€ €
(9@ = (F @00l < (4100 - 5 + B0l 5
Cele gl e e
"3 o+l 22 7€

Dakle,
I(f - 8)(x) = (f - &)(x0)l < €.

Time smo dokazali da za svaki x € S vrijedi:
ako je|x — xo| <6, ondaje |(f - g)(x) = (f - g)(x)l <e. O

Korolar 1.1.9. Neka je S C R te neka su f,g : S — R neprekidne funkcije. Tada su
f+g—f1if-gneprekidne funkcije.

Definicija 1.1.10. Neka je x € R. Za n € N definiramo broj X" induktivno na sljedeci
nacin:

Primjer 1.1.11. Neka je f : R — R funkcija zadana pravilom pridruZivanja f(x) = x.
Funkcija f je neprekidna prema primjeru
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Zan € N neka je g, : R — R funkcija zadana pravilom g,(x) = x". Tvrdimo da je g,
neprekidna funkcija.

Dokazimo to indukcijom po n.

Zan =1 tvrdnja je jasna jer je g = f.

Pretpostavimo da je g, neprekidna funkcija za neki n € IN.

Za svaki x € R vrijedi:

gna1(X) = X1 = X" x = g,(0) - f(0) = (gn - ),

to jest g,+1(x) = (g, - f)(x). Prema tome g, = g, - f. Iz korolara[[.1.9slijedi da je funkcija
gn+1 neprekidna.
Time smo dokazali da je g, neprekidna funkcija za svaki n € IN.

1.2 Nultocke neprekidnih funkcija

Definicija 1.2.1. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S ako je
x<azasvakix € S.ZaS C R kaZemo da je odozgo omeden ako postoji bar jedna gornja
meda skupa S .

Definicija 1.2.2. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je supremum skupa S ako je a
najmanja gornja meda skupa S, to jest ako vrijedi sljedece:

1) a je gornja meda skupa S

2) a < b za svaku gornju medu b skupa S

Uocimo sljedece: ako su a; i a, supremumi skupa S, onda je a; = a,. Naime, vrijedi
a; < ap jer je a; supremum skupa S, a a, gornja meda skupa S. Isto tako vrijedi a, < a;
paje a; = a.

Supremum skupa S, ako postoji, oznacavamo sa sup S .

Definicija 1.2.3. Neka je S C Rtea € S. Za a kaZemo da je maksimum skupa S ako je a
gornja meda skupa S .

Pretpostavimo da je a maksimum skupa S. Tada je a oCito gornja meda skupa S te za
svaku gornju medu b skupa S vrijedia < bjerjeac S.
Dakle, a je supremum skupa S .

Primjer 1.2.4. Neka je a € R. Tada je a supremum skupa (—co, a).

Naime, ocito je a gornja meda ovog skupa. S druge strane ako je b gornja meda skupa
(—o00,a), onda je a < b jer bi u suprotnom vrijedilo b < a pa bi postojao x € R takav da je
b < x < a §to bi povlacilo da je x element skupa (—oo, a) veéi od gornje mede ovog skupa,
a to je nemoguce.
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Uocimo da skup (—co, a) nema maksimum (jer kada bi postojao maksimum ¢ ovog
skupa onda bi on ujedno bio i supremum ovog skupa pa bi vrijedilo ¢ = a, no to je ne-
moguce jer a o€ito nije maksimum skupa (—co, a)).

Uocimo sljedece: ako je S C R skup koji ima supremum, onda je S odozgo omeden
skup.

Uocimo da takav skup mora biti neprazan. (Naime, svaki realan broj je gornja meda
praznog skupa pa je jasno da on nema supremum.)

Aksiom potpunosti. Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da je x < y za svaki
x e Sizasvakiy e T. Tada postoji z € R takav da je x < 7z <y za svaki x € S i za svaki
yeT.

Propozicija 1.2.5. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum.

Dokaz. Nekaje T skup svih gornjih meda skupa S. Tadazasve x € S 1y € T vrijedi x < y.
Prema aksiomu potpunosti postoji z € R takav da je x < z < y za svaki x € § 1 za svaki
y € T. Bududi da je x < z za svaki x € § imamo da je z gornja meda skupa S .

Nadalje, ako je y gornja meda skupa S,ondajeye T pajez < y.

Prema tome z je supremum skupa S . O

Definicija 1.2.6. Neka je S C R te a € R. KaZemo da je a donja meda skupa S ako je
a<xzasvakix € S.ZaS C R kaZemo da je odozdo omeden ako postoji bar jedna donja
meda skupa S .

Definicija 1.2.7. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je infimum skupa S ako je a
najveca donja meda skupa S, to jest ako vrijedi sljedece:

1) a je donja meda skupa S

2) a > b za svaku donju medu b skupa S

Lako zaklju¢ujemo da je (ako postoji) infimum skupa S jedinstven.
Infimum skupa §, ako postoji, oznacavamo sa inf S.

Definicija 1.2.8. Neka je S C R. Za element skupa S koji je donja meda skupa S kaZemo
da je minimum skupa S .

Uoc¢imo: ako je @ minimum skupa S, onda je a i infimum skupa S .
Primjer 1.2.9. Neka je a € R. Tada je a infimum skupa {a, +o0).

Ocito je a donja meda ovog skupa.



1.2. NULTOCKE NEPREKIDNIH FUNKCIJA 9

Nadalje, ako je b donja meda ovog skupa onda mora vrijediti @ > b jer bi u suprotnom
imali a < b pa bi postojao x € R takav da je a < x < b, a to bi znacilo da postoji element
skupa (a, +c0) manji od donje mede tog skupa.

Dakle, a je infimum skupa (a, +0c0). Uoc¢imo da ovaj skup nema minimum.

Ako je S skup koji ima infimum, onda je S ocito odozdo omeden neprazan skup.

Propozicija 1.2.10. Neka je S odozdo omeden neprazan skup. Tada S ima infimum.

Dokaz. Neka je T skup svih donjih meda skupa S. Tadazasve x € S iy € T vrijedi x > y.
Prema aksiomu potpunosti postoji z € R takav da je x > z > y za svaki x € § i za svaki
y € T. Bududi da je x > z za svaki x € § imamo da je z donja meda skupa S .
S druge strane, ako je y neka druga donja meda skupa S ondajey e T, pajez > y.
Prema tome z je infimum skupa S. O

Lema 1.2.11. Neka je S C R, neka je c € S te neka je f : S — R funkcija neprekidna u
tocki c.

1) Pretpostavimo da je f(c) > 0. Tada postoji r > 0 takav da je f(x) > 0 za svaki
xeSN{c—rc+r).

2) Pretpostavimo da je f(c) < 0. Tada postoji r > 0 takav da je f(x) < 0 za svaki
xeSn{c—r,c+r)

Dokaz. 1) Neka je € = f(c). Tada je € > 0 pa postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi
sljedece:
ako jex € (¢ —6,c + 9),ondajef(x) € (f(c) — €, f(c) +€).

No, (f(c) — €, f(c) + €) =(0,2€) .
Prema tome, za svaki x € S N {(c — &, c + 9) vrijedi f(x) = (0, 2¢), to jest f(x) > 0.
2) Tvrdnju (2) dokazujemo analogno. (Uzmemo € = —f(c) > 0.) |

Teorem 1.2.12. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija
takva da je f(a) < 01i f(b) > 0. Tada postoji c € |a, b] takav da je f(c) = 0.

Dokaz. Nekaje S = {x € [a,b]|f(x) <0}. Skup S je neprazanjerjea € S.

Nadalje, b je gornja meda skupa S (jer je S C [a, b]). Dakle, S je odozgo omeden.

Prema propoziciji [I.2.5] postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum skupa S. Vrijedia < ¢
jer je a € S. Takoder imamo ¢ < b jer je b gornja meda skupa §, a ¢ je supremum skupa
S.

Prema tome a < ¢ < b, odnosno ¢ € [a, b].

Pretpostavimo da je f(c) > 0. Prema lemi[I.2.T1] postoji r > O takav da

za svaki x € [a,b] N {c —r,c + r)vrijedif(x) > O. (1.8)
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Broj ¢ — r nije gornja meda skupa S (jer bi u suprotnom supremum skupa S bio manji ili
jednak od ¢ —r, to jest ¢ < ¢ —r §to je nemoguce). Tada postoji x € S takavdajec—r < x.
Vrijedi x < cpaje x € (¢ —r,c+r). Imamo x € [a,b] jer je x € S. 1z (1.§) slijedi da je
f(x) > 0. S druge strane iz x € § slijedi f(x) < 0.

Kontradikcija.

Pretpostavimo da je f(c) < 0. Prema lemi[I.2.11] postoji r > 0 takav da

za svaki x € [a,b] N {c — r,c + r)yvrijedif(x) < 0. (1.9)

Znamo da je ¢ < b. No, ¢ # b jerje f(c) < 01 f(b) > 0. Stoga je ¢ < b. Slijedi da je
¢ <min{b,c + r}.

Odaberimo sada x € R takav da je ¢ < x < min{b,c+r}. Tadajec < x < b i
c<x<c+r. Sljedi x € [a,b]ix € (c—r,c+r). Iz (1.9 slijedi da je f(x) < 0. Stoga je
x € §. Iz ovoga slijedi da je x < ¢. Ovo je u kontradikciji sa ¢ < x.

Vidimo da pretpostavke f(c) > 01 f(c) < 0 vode na kontradiciju.

Stoga je f(c) = 0. O

Korolar 1.2.13. Neka su a,b € R,a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je d € R takav da je f(a) < d < f(b). Tada postoji c € [a, b] takav da je

f(o) =d.

Dokaz. Neka je g : [a,b] — R funkcija definirana pravilom g(x) = f(x) — d za svaki
X € [a, b].

Funkcija g je neprekidna kao zbroj neprekidnih funkcija.

Naime, neka je 4 : [a,b] — R funkcija dana sa h(x) = —d.

Prema primjeru[I.1.5|funkcija / je neprekidna pa iz g(x) = f(x)+h(x) za svaki x € [a, b]
i korolara[I.1.9[slijedi da je g neprekidna.

Vrijedi: g(a) = f(a)—d < 01g(b) = f(b)—d > 0 pa iz teorema[l.2.12]slijedi da postoji
c € [a, b] takav da je g(c) = 0, to jest f(c) —d = 0.

Stoga je f(c) =d. O

Korolar 1.2.14. Neka su a,b € R,a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je d € R takav da je f(a) > d > f(b). Tada postoji c € |a, b] takav da je

flo) = d.

Dokaz. Definirajmo funkciju g : [a, b] — R pravilom g(x) = —f(x).

Neka je h : [a,b] — R, h(x) = —1 za svaki x € [a, b].

Funkcija & je neprekidna, a vrijedi g(x) = h(x) - f(x) za svaki x € [a, b] pa iz korolara
slijedi da je g neprekidna funkcija.

Iz f(a) > d > f(b) slijedi —f(a) < —d < —f(b), to jest g(a) < —d < g(b) pa prema
korolaru [I.2.13| postoji ¢ € [a, b] takav da je g(c) = —d.

Dakle, —f(c) = —d paje f(c) = d. O
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Propozicija 1.2.15. Neka su S,S’ C R, neka je xy € S te neka je f : S — S’ funkcija
neprekidna u tocki xo. Pretpostavimo da je T C S takav da je xo € T. Tada je funkcija
flr: T — S’ neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § vrijedi:
ako je |x — x| < 0 onda je|f(x) — f(xo)| < €. (1.10)
Buduéidaje T C S, ocito je da za svaki x € T vrijedi (I.10), to jest vrijedi sljedece:
ako je |x — xo| < d ondaje|f|7(x) = flr(xo)l <€
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 1.2.16. Neka su S,S’ C R, neka je f : S — S’ neprekidna funkcija te neka je T
neprazan podskup od S. Tada je f|r : T — S’ neprekidna funkcija.

Teorem 1.2.17. Neka je a € R, a > 0 te neka je n € IN. Tada postoji jedinstveni x € R, x >
0 takav da je X" = a.

Dokaz. Ako su x,y € R takvi da je 0 < x <y, onda za svaki m € N vrijedi x" < y". To
lako dobivamo indukcijom.

Pretpostavimo da postoje pozitivni realni brojevi x iy takvidaje x" = a,y" = aix # y.
Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je x < y. Tada je x" < y", to jesta < a
Sto je nemoguce.

Zakljucak: postoji najvise jedan pozitivan realan broj x takav da je x" = a.

Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = x", za svaki x € R. Prema primjeru
[I.I.T1] funkcija f je neprekidna.

Odaberimo z € R takavdajea < zi 1l < z. Tadaje z < 7"

Naime, ovo je odito akojen = 1,aakojen > londajen—1¢€ N paje 1! < 77!, to
jest 1 < 7! pa mnoZzenjem sa z dobivamo z < 7". Slijedi a < z". Prema tome imamo

f0) <a< f(2). (1.11)

Prema korolaru [1.2.16] funkcija f |[0,Z] : [0,z] = R je neprekidna pa iz 1' i korolara
[T.2.13]slijedi da postoji x € [0, z] takav da je f(x) = a.
Dakle, x* = a. Iz ovoga i x > 0 slijedi x > 0. O

1.3 Cjelobrojni eksponenti

Propozicija 1.3.1. Neka je a € R. Tada za sve m,n € N vrijedi ™" = a™ - a".
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Dokaz. Neka je m € IN. DokaZzimo indukcijom po n € IN da je
am™"=d"-a" (1.12)

Zan =1 (1.12) vrijedi jer je @"*! = a™ - a po definiciji|l.1.10

Pretpostavimo da (1.12)) vrijedi za neki n € IN. Imamo

am+(n+1) — a(m+n)+l — am+n n+1

".dYa=ad"- (@ -a)=ad"-a""",

-a=(a

to jest

am+(n+1) — am . an+l'

Dakle, (1.12) vrijedi za n+ 1. Prema tome (1.12) vrijedi za svaki n € IN i time je tvrdnja
propozicije dokazana. O

Definicija 1.3.2. Neka je a € R,a > 0. Definiramo a° = 1. Na taj nacin imamo definirano
a" za svaki n € INy.

Uoc¢imo da iz definicije i propozicije slijedi da za svakia > Oisvem,n € N
vrijedi

Definicija 1.3.3. Neka je a > 0. Za n € N definiramo a™ = % Na ovaj nacin imamo
definirano a™ za svaki m € Z.

Neka je a > 0. Indukcijom lako dobivamo da je a” > 0 za svaki n € IN.
Stoga je a™ > 0 za svaki m € Z.

Propozicija 1.3.4. Neka je a > 0. Za sve m,n € Z vrijedi
am™"=d"-a". (1.13)

Dokaz. Neka sum,n € Z. Ako je m = 01ili n = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo dajem # Oin # 0.
Imamo nekoliko slucajeva:

1. slucaj
m,n > 0. Tada (1.13) vrijedi prema propoziciji[I.3.1]
2. slucaj
: : m+n _ 1 — 1 _ 1 _ 1 1 _ . m n
m,n<0.Tadajem+n<Opajed" = <%= —F5 === = =4d"-d.

Dakle, (I.13) vrijedi.

3. sluc¢ajm > 0,n < 0. Neka je k = m + n.

Imamo tri moguénosti:
1)k > 0. Iz k = m + n slijedi m = k + (-n) pa je prema propoziciji [[.3.1] " =
a*C" = gk a7 tojesta” = a*-a7" iz Cegasslijedi a* = a”- L., to jest ™" = a™ - d’.

a*n b
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1

a—n

2)k=0. Tadaje m = —n paje a™ = a™" iz Cega slijedi a™ -

am-at = g,

=1=a" =d", tojest

3)k <0.1zk =m+nslijedi —n = m + (—k). Imamo —n, m, —k € IN pa iz propozicije
slijedi a™ = a™ - a”*. Stoga je Lz = a™ - L. Dakle, a* = a™ - a". Prema tome
(1.13) vrijedi.

4. slucaj

n > 01m < 0. Analogno kao u slu¢aju 3 dobivamo da vrijedi (1.13)). O

Definicija 1.3.5. Neka je a > 0in € IN. Prema teoremu postoji jedinstven pozitivan
broj x takav da je x" = a. Za broj x kazemo da je n-ti korijen iz a i oznacavamo ga sa /a.

Propozicija 1.3.6. Neka je a > 0. Za sve m,n € N vrijedi
(@) =d"" (1.14)

Dokaz. Neka je n € N. Dokazimo indukcijom da (1.14) vrijedi za svaki m € IN.
Zam =1 (I.T4) ocito vrijedi.
Pretpostavimo da vrijedi za neki m € IN.
Imamo: (an)m+l — (an)m cad' =" gt = g"rtt = a(m+1)-n_
Dakle, (a")™! = a"*P". Prema tome vrijedi za svaki m € IN.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Neka su a,b > 0. Tada se lako indukcijom dobiva da vrijedi (3)" = Z—Z za svakin € IN.
Propozicija 1.3.7. Neka je a > 0. Za sve m,n € Z vrijedi
(a@)" =da"" (1.15)

Dokaz. Neka sum,n € IN. Tvrdnja je jasna ako je m = O ilin = 0.
Pretpostavimo stoga da je m # 01 n # 0. Imamo nekoliko slucajeva.
1. slucaj
n,m > 0. Tada (I.T5)) vrijedi prema propoziciji[I.3.6]
2. slucaj
n,m < 0. Tada je (a")" = ; L= = = - = (@)™ = a™" = g™, Prema

tome (I.15) vrijedi.
3. slucaj
m<0in>0. Tadajem n<O0teje (@) = mm = mm = g = @
Dakle, (1.15) vrijedi.
4. slucaj
m>0in<0.Tadajem-n<0teje(a")" = (5)" = L = 2 = 4y = @™

(a7 a=mm a—(mn)

Dakle, (I.T5) vrijedi. O
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Lema 1.3.8. Neka je a > 0, neka su k,n € N te neka je m € 7. Tada vrijedi: ({fa)" =
( Rfa)y
Dokaz. Nekaje: x = ({fa)" te y = ( "{a)*™. Imamo:

= [ay|" = Jaymr = [Kay]™ = ar

te

Y = [( »%)k-m]k‘” e [( n%)n.k]m'k e

Dakle, x*" = a™* i yk" = g™* pa je x*" = y*".
Iz teorema[I.2.17]slijedi x = y. Time je tvrdnja leme dokazana. m|

1.4 Racionalni eksponenti

m

Definicija 1.4.1. Neka je a > 0. Za r € Q definiramo a" na sljedeci nacin. Imamo r = =,
gdje jem € 7, an € IN. Definiramo a’ = ({/a)™.

Treba vidjeti da ova definicija ne ovisi o izboru brojeva m i n. Pretpostavimo da su
m' € Zin' € N takvida je r = °>. Tada iz ©* = = slijedi m - n’ = n - m’. Koriste¢i lemu

[[.3.8 dobivamo:
Va)" = ("Va)™" = ("Na)"" = (Na)"
Dakle, ({/a)" = ( ¥a)" pa vidimo da definicija broja a” ne ovisi o izboru brojeva m i
Uoc¢imo takoder da je a” > 0.

Primjetimo da se ova definicija broja @” podudara s definicijom kadajer € Z.

Propozicija 1.4.2. Neka je a > 0. Tada za sve ry, r, € Q vrijedi:

Iz

a't? =q4" . a”.

Dokaz. Nekasury,r, € QQ. Tada postoje m;im, € Ziten € N takvidajer; = % ir = %
Imamo:
rit+ry ﬂ+ﬂ _ e — I mi+my __ /! my L my __ o o — A1 r
a =a*" =a » =(a) =Ra)™ - Na)™ =a -a+ =a" -a”.
Dakle, a2 = g™ - a2 O

Lema 1.4.3. Neka je a > 0 te neka su m € Z te g,n € IN. Tada vrijedi:
1) Y@ = (§ar
2) yJ\fa= %fa



1.4. RACIONALNI EKSPONENTI 15

Dokaz. 1) Neka je ({/a)” = b. O¢ito je b > 0. Tvrdimo da je ¥a” = b. U tu svrhu
dovoljno je dokazati da je b" = a™. Vrijedi:

b = [(Yay"| = Jay"" = ay™ = [(Yay'|" = a".
Time je tvrdnja 1) dokazana.

2) Neka je 4/ V/a = b. O¢ito je b > 0. Tvrdimo da je “/a = b. U tu svrhu dovoljno je
dokazati da je b?" = a. Vrijedi:

o ]

Time je tvrdnja 2) dokazana.

Propozicija 1.4.4. Neka je a > 0 te neka su ri,r, € Q. Tada je
(@"y? =d"".

Dokaz. Imamo r| = ’;il‘ ir = ’:1’—22, gdje sumy,my € Z, ny,n, € IN. Vrijedi:

@ = (@n)n = Y(Namym = R Yamym = Namm = ann = anm = avn,
Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 1.4.5. Neka je a > 0 te neka su ri,r, € Q takvi da je ry < r;.

1) Ako je a > 1 onda je a"" < a™.

2) Ako je O < a < 1 onda je a* > a™.

Dokaz. 1) Lako indukcijom dobivamo da za svaki n € IN vrijedi a* > 1. Isto tako
zakljucujemo da za svaki b € (0, 1] i svaki k € IN vrijedi b* € 0, 1].

Neka je k € IN. Tvrdimo {/a > 1. U suprotnom bi vrijedilo {a € (0, 1] $to bi
povla&ilo da je (V/a)* € (0, 1] tojest a € (0, 1], a to je u kontradikciji s pretpostavkom
dajea > 1.

Iz ovoga je sada lako zakljuciti da je a” > 1 za svaki r € Q) takav da je r > 0.

Naime ako je r € Q, r > 0, onda je r = %, gdje sum,n € IN.
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Imamo:

r m n
n

a =ar = Va™.
Prema dokazanome vrijedi @™ > 1 te takoder far > 1.
Dakle, a” > 1.
Nekajer=r,—ri.Tadajere Q,r>0ir, =r +r.
Imamo a™ = a"*" =a" -a" > a" jerjea” > 1.
Dakle, a’ < a™.
1

2)IzO<a<lslijedil<£,tojest1<a‘.

Prema tvrdnji 1) vrijedi:
(a—l)rl < (a—l)rz

Opcenito za r € Q vrijedi
(a—l)r — a(—l)-r — (ar)—l =

Stoga je: - < ==, paje a” > a”.

1.5 Eksponencijalna funkcija
Definicija 1.5.1. Neka je a > 1 te neka je x € R\ Q. Definiramo
a* =supla |reQ,r<ux}.

Uocimo da je ova definicija dobra, naime skup {a" |r € @), r < x} ima supremum jer je
neprazan i odozgo omeden:

ako odaberemo ¢ € () takav da je x < g, onda za svaki r € () takav da je r < x vrijedi
r<gqgpajea < al, stoznacida je a? gornja meda promatranog skupa.
Lema 1.5.2. Neka je a > 1.

1) Neka sur e Qix e R takvida jer < x. Tada je a” < a*.

2) Neka su s € Qi x € R takvi da je x < s. Tada je a* < a*.
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Dokaz. 1) Tvrdnja je jasna ako je x € ), a ako je x € R\ QQ, onda tvrdnja slijedi
direktno iz definicije broja a*.

2) Ako je x € Q) tvrdnja je jasna, a ako je x € R\ ), onda za svaki r € Q) takav
dajer < x vrijedi r < s pa je a” < a’, Sto znaci da je broj @’ gornja meda skupa
{a"|r € Q,r < x} paslijedi da je a* < a”.

O
Propozicija 1.5.3. Neka je a > 1 te neka su x,y € R takvi da je x < y. Tada je a* < @
Dokaz. Odaberimo r € ( takav daje x < r < y.
Nadalje, odaberimo s € () takavdaje x < s <r. Imamo x < s < r < y.
Iz leme [1.5.2]i propozicije [1.4.5]slijedi a* < a® < a" < @’ paje a* < @’ i

Definicija 1.5.4. Neka su S i T podskupovi od R.
Za funkciju f : S — T kaZemo da je rastuca ako za sve x,y € S takve da je x <y

vrijedi f(x) < f(y).
Za funkciju f kazemo da je strogo rastuca ako za sve x,y € S takve da je x <y vrijedi

J) < 1)

Lema 1.5.5. Neka su S, T C Rte f:S — T rastuca funkcija te neka je xo € S. Pretpos-
tavimo da za svaki € > 0 postoje u,v € S takvi da jeu < xo <vi f(v) — f(u) < €. Tada je
f neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Prema pretpostavci postoje u,v € S takvidajeu < xo < vi

JO) = fw) <e
Neka je 6 = min {xo — u, v — xp}. OCito je 6 > 0.
Imamod < xp—uid<v—-xppajeu <xy—01ixy+0<viz Cega slijedi

(Xp = 0, X0+ 0) S (u,v). (1.16)

Bududi da je f rastuca vrijedi f(u) < f(xo) < f(v).
Tvrdimo da je f(xp) — € < f(u). Pretpostavimo suprotno.
Tada je f(u) < f(x0) — € < f(xo) < f(v).
Opéenito ako su a,b,c,d € Rtakvidajea<b<c<d,ondajec—-b<d-a.
Stoga je f(xo) — (f(x0) — €) < f(v) — f(u), to jest € < f(v) — f(u).
Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom f(v) — f(u) < €.
Dakle, f(xo) — € < f(u).
Analogno dobivamo da je f(v) < f(xg) + €.
Prema tome f(xy) — € < f(u) < f(v) < f(xo) + € paje

[f (), f")] € (f(x0) = €, fx0) + €) (1.17)
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Neka je x € S takav da je x € (xy — 6, xo + 6) . Tada prema x € {u,v) pa, bududi da je
f rastuca vrijedi f(x) € [f(u), f(v)], $to zajedno sa daje f(x) € {f(x0) — €, f(x0) + €).
Time smo dokazali da sa svaki x € § vrijedi sljedece:
ako je x € (xo — 9, xo + 0), onda je f(x) € (f(xg) — €, f(x0) + €).
Prema tome funkcija f je neprekidna u xy. O

Napomena 1.5.6. Neka je a > 1. Tada za svaki x € R vrijedi a* > 0.

Naime, ako je x € R onda uzmemo r € Q takav da je r < x pa je a” < a*, a znamo da
jea > 0.

Tada je a* > 0.
Definicija 1.5.7. Neka je a > 1 te neka je exp, : R — (0, +00) funkcija definirana sa

exp,(x) = a*, za svaki x € R.
Za exp, kaZemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.



Poglavlje 2

Svojstva eksponencijalne funkcije

2.1 Neomedenost eksponencijalne funkcije

Lema 2.1.1. Neka je € > 0. Tada za svaki n € N vrijedi
1+e">21+n-€
Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da zanekin € IN vrijedi (1 +€)" > 1+n-€
Imamo:

(1+e)"" = (1+€)"(1+€) > (1+n-€)(1+€) = 1+e+n-e+n-€ = 1+(n+1)e+n-€* > 1+(n + 1)-€
Dakle, (1 +e)"'>1+(n+1)-e
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 2.1.2. Neka je a > 1. Tada skup {a" | n € N} nije odozgo omeden.

Dokaz. Nekajee =a—1. Tadajee >0tejea=1+e€.
Neka je M > 0. Odaberimo n € N takav da je n > % Tada je n - € > M pa koristeci
lemu dobivamo

al=1+e)">1+n-e>n-e> M.

Dakle, a" > M.
Ovime smo pokazali da niti jedan pozitivan realan broj nije gornja meda skupa {a" | n € IN}.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. |

Podsjetimo se da je niz u nekom skupu S funkcija sa N u S. Ako je x nizu §, to jest
x:IN — §, ondazan € N umjesto x(n) piSemo i x,. Za funkciju x koristimo i oznake
(xn)nelN te (xn)'

Zaniz u R kaZemo da je niz realnih brojeva.

19
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Definicija 2.1.3. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R. KaZemo da niz (x,) tezi
ili konvergira prema a i pisemo x,, — a ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki
n > ngy vrijedi x, € {a — €,a + €) .

Primjer 2.1.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran sa x, = }l Tada x, — 0.
Naime, neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je i < ny.
Tada za svaki n > ng vrijedi % < npaje % < € to jest x, < € pa je x, € (—€,€).
Dakle, za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € (0 — €,0 + €) .

Definicija 2.1.5. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je rastuci ako je x, < x,.1, za svaki
n e N.

Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je padajuci ako je x, > x,1, za svaki n € IN.
Propozicija 2.1.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva.

1) Pretpostavimo da je niz (x,) rastuci te da je a = sup {x, | n € IN}. Tada x,, — a.

2) Pretpostavimo da je niz (x,) padajuci te da je a = inf {x,, | n € IN}. Tada x,, — a.

Dokaz. 2) Neka je n € IN. Dokazimo indukcijom po m > n da je x,, < x,,.
Za m = n tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da za neki m > n vrijedi x,, < x,,.

1z x4 < X, slijedi x4 < X,

Time smo dokazali da je x,, < x,, za svaki m > n.

Neka je € > 0.

Broj a je najveca donja meda skupa {x, | n € IN}, aa + € > a pa a + € nije donja meda
ovog skupa.

Stoga postoji np € IN takav da je x,, < a + €.

Neka je n > ny. Tada je x, < x,, paje x, < a+e€.

S druge strane oito jea —€ < a < x,, tojesta—e€ < x,paje x, €{a—€,a+¢€).
Dakle, x, € {a — €,a + €) za svaki n > ny.

Time smo dokazali da x, — a.

1) Tvrdnja 1) se dokazuje analogno.
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2.2 Neprekidnost eksponencijalne funkcije

Propozicija 2.2.1. Neka je a > 1. Tada niz ({/a),cn teZi broju 1.

Dokaz. Neka je n € IN. Tada je ﬁ < % paiz propozicije slijedi da je amt < ar, to
jest "Na < +/a.

Prema tome niz ({/a),cy je padajudi.

Nadalje, oito je 1 < +/a za svaki n € IN. Stoga je 1 donja meda skupa {\/5 |ne ]N}.

Neka je I = inf {{/a | n € N}. Vrijedi 1 <.

Pretpostavimo da je 1 < [. Imamo [ < {/a za svaki n € IN pa je I" < a. Ovo znadi da je
skup {I" | n € IN} odozgo omeden no to je u kontradikciji s propozicijom [2.1.2

Prema tome / = 1.

Iz propozicije slijedi da niz ({/a),c teZi prema L.
Dakle, niz teZi u 1. Time je propozicija dokazana. O

Teorem 2.2.2. Neka je a > 1. Funkcija exp, : R — (0, +o0) je neprekidna.

Dokaz. Neka je xy € R. DokaZimo da je funkcija exp, neprekidna u tocki xy.
U tu svrhu dovoljno je provjeriti da vrijede pretpostavke od leme
Neka je € > 0.
Iz propozicije [2.2.1] slijedi da postoji ny € IN takav da za svaki n > ny vrijedi

%e<1—i,1+i>. 2.1)
axo ax
Odaberimo bilo koji n € IN takav da je n > ny.
Iz (2.1) slijedi da je {/a < 1 + -5 paje {/a — 1 < % Sto povlalia® - (a - 1) < e.
Ocito je xg — ﬁ < Xo pa postoji u € (Q takav da je xo — i <u < xo. Slijedi xp < u + %
Definirajmo v = u + %
Dakle, u < xo < v. Vrijedi

exp,(v)—exp,(u) = a"—a" = a“ti—gt = g“ar—a" = a“(a%—l) = ad"(Va-1) < a*(fa-1) < e.

Dakle, exp,(v) — exp,(u) < €.
Iz leme[1.5.5]slijedi da je funkcija exp, neprekidna u tocki xo.
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Teorem 2.2.3. Neka je a > 1. Funkcija exp, : R — (0, +00) je bijekcija.

Dokaz. Neka su x,y € R, x # y. Tada je x < yili y < x pa je prema propoziciji [1.5.3|
a* < a ili @ < a*. U svakom slu€aju je a* # @, to jest exp,(x) # exp,(y). Prema tome
funkcija exp,, je injekcija.
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Dokazimo sada da je exp, surjekcija.

Neka je y € (0, +c0). Iz propozicije 2.1.2] zakljucujemo da postoji n € IN takav da je
y < a" (jer bi u suprotnome y bio gornja meda skupa {a" | n € IN}).

1z istog razloga postoji m € IN takav da je i <a™izcegaslijedia™ <y.

Nekajeu=-miv=n.Imamou <via*<y<a'.

Funkcija exp, |[u. : [, v] = (0, +00) je neprekidna prema teoremu 1 korolaru
1.2.16

Stoga je funkcija f : [u,v] — R, f(x) = a* neprekidna.

Vrijedi f(u) =a" <y <a’ = f(v).

Prema korolaru [I.2.13] postoji x € [u, v] takav da je f(x) = y.

Dakle, a* =y, to jest exp,(x) = y. Prema tome funkcija exp, je surjekcija pa je time
tvrdnja teorema dokazana. O

Lema 2.2.4. Neka je h : R — R neprekidna funkcija takva da je h(x) = 0 za svaki x € Q.
Tada je h(x) = 0 za svaki x € R

Dokaz. Neka je xy € R. Pretpostavimo da je h(xy) # O.
1) h(xp) > 0. Prema lemi [[.2.T1] postoji r > 0 takav da za svaki x € (xo — r, xo + 1)
vrijedi h(x) > 0. Znamo da postoji x € Q) takav da je x € {(xy — 8, xo + J), a za njega
vrijedi A(x) = O prema pretpostavci leme. To je kontradikcija s Cinjenicom da je
h(x) > 0.

2) h(xp) < 0 Analogno, koriste¢i lemu[I.2.T1]dobivamo kontradikciju.

Buduéi da smo u oba sluc¢aja dosli do kontradikcije zakljucujemo da je h(xy) = O. O

Propozicija 2.2.5. Neka su f,g : R — R neprekidne funkcije takve da je f(x) = g(x) za
svaki x € Q. Tada je f = g.

Dokaz. Nekaje h: R — R funkcija definirana sa h(x) = f(x) — g(x).

Funkcija 4 je neprekidna prema korolaru[I.1.9] naime & = f + (-g).

Ocito je h(x) = 0 za svaki x € (). Prema lemi [2.2.4] vrijedi da je h(x) = O za svaki
x € R.

Slijedi f(x) = g(x) za svaki x € R. Time je propozicija dokazana. O

Propozicija 2.2.6. Neka su S, T,V podskupovi od R te nekasu f : S - Tig: T -V
Jfunkcije. Pretpostavimo da je xy € S broj takav da je f neprekidna u x, te g neprekidna u

f(xo).
Tada je funkcija g o f : S — V neprekidna u x.
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Dokaz. Neka je € > 0. Buduci da je g neprekidna u f(xj) postoji 6 > 0 takav da za svaki
y € T vrijedi:

ako je y € (f(xo) — 6, f(xo) + 6), onda je g(y) € (¢(f(x0)) — €, 8(f(x0)) +€)  (2.2)
Nadalje, budu¢i da je f neprekidna u x, postoji 6" > 0O takav da za svaki x € S vrijedi:
ako je x € (xg — &', xo + &), onda je f(x) € (f(xo) — 0, f(x0) + O) (2.3)

Iz 2.2) i (2.3)) zakljucujemo da za svaki x € S vrijedi:

ako je x € (xo — &', xo + 6), onda je g(f(x)) € (g(f(x0)) — € 8(f(x0)) + €) .
Zakljucujemo da je funkcija g o f neprekidna u tocki x,. O

Korolar 2.2.7. Neka su S, T,V C Rtenekasu f:S — Tig: T — V neprekidne funkcije.
Tada je funkcija g o f : S — V neprekidna.

Propozicija 2.2.8. Neka je a > 1. Za sve x,y € R vrijedi a* = a* - @’.

Dokaz. Fiksirajmo y € Q. Definirajmo f,g : R — R, f(x) = a**, g(x) = a* - &’ za svaki
xeR.

Nekaje h : R — R, h(x) = x +y. Funkcija & je zbroj funkcija R — R, x — x 1
R — R, x — y koje su neprekidne prema primjeru [[.1.4]i primjeru [I.1.5] Prema korolaru
[I.1.9] funkcija 4 je neprekidna.

Prema propoziciji [2.2.6) funkcija f* : R — (0, +c0), f’ = exp, oh je neprekidna.

Zasvaki x € R vrijedi f'(x) = exp,(h(x)) = a*" = f(x), to jest f'(x) = f(x).

Stoga je i f neprekidna funkcija.

Funkcija g je neprekidna kao produkt neprekidnih funkcija. Neka je x € Q). Koristeci
propoziciju dobivamo:

f@=a™=a"a =gx).

Dakle, f(x) = g(x) za svaki x € Q.

Prema propoziciji vrijedi f = g. Stoga je f(x) = g(x) za svaki x € R , to jest
a™ =a*-a’zasvaki x € Risvakiy e Q.

Fiksiramo x € R . Definirajmo funkcije f,g : R = R, f(y) = a™™, g(y) = a* - &, za
svaki y € R.

Kao 1 maloprije zaklju¢ujemo da su f 1 g neprekidne funkcije.

Neka je y € Q. Prema dokazanom vrijedi a**” = a*-@”, to jest f(y) = g(y). Iz propozicije
2.2.5slijedi f = g paje f(y) = g(y) zasvakiy € R, tojesta™ = a*-a’ zasvakiy € Riza
svaki x € R. O
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Neka je a € (0, 1) . Prema propoziciji|l.4.4|za svaki r € ) vrijedi:
a = a(—l)-(—r) — (a—l)—r.

Uotimodajea™ > 1.Zax € R\ Q definiramo a* = (a™)™.
Na taj nacin imamo definiran a* za svaki x € R.
Za a € (0, 1) definiramo funkciju exp, : R — (0, +o0), exp,(x) = a* za svaki x € R.

Definicija 2.2.9. Neka su S i T podskupovi od R.
Za funkciju f : S — T kaZemo da je padajuca ako za sve x,y € S takve da je x <y

vrijedi f(x) > f(x).
Za funkciju f : S — T kaZemo da je strogo padajuca ako za sve x,y € S takve da je

x < yvrijedi f(x) > f(x).
Teorem 2.2.10. Neka je a € (0,1).

1) Za sve x,y € R vrijedi a* = a* - &’.
2) Funkcija exp, : R — (0, +0) je neprekidna, strogo padajuca bijekcija.

Dokaz. 1) Neka su x,y € R. Koriste¢i propoziciju [2.2.8 dobivamo:

ax+y — (a—l)—(x+y) — (a—l)—x+(—y) — (a—l)—x A (a—l)—y =a-d.

Dakle, a™ = a* - .

2)Nekaje h: R — R, h(x) = —x za svaki x € R. Prema korolaru funkcija 4 je
neprekidna.

Za svaki x € R vrijedi:
expa(-x) =a' = (a_l)_x = expa‘l(_x) = expa‘l(h(x))

Prema tome: exp, = exp,1 oh.
Iz teorema i korolara slijedi da je exp, neprekidna funkcija.

e Neka su x,y € R takvi da je x < y. Tada je —y < —x pa iz propozicije
slijedi (a™1)™ < (a™')7", to jest a* > a.
Time smo dokazali da je exp, strogo padajuca funkcija.

e Neka je y € (0, +00). Bududi da je funkcija exp,1 : R — (0, +00) surjekcija
(teorem postoji z € R takav da je (a™')* = y.
Neka je x = —z. Tadaje y = (™')™ = a*, to jest y = exp,(x). Prema tome exp,
je surjekcija.
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Iz Cinjenice da je exp, strogo padajuca funkcija slijedi da je exp, injekcija.

Dakle, exp,, je bijekcija.

2.3 Logaritamska funkcija

Lema 2.3.1. Neka je f : (0,+00) — R bijekcija.
Pretpostavimo da je f strogo rastuca ili strogo padajuca funkcija. Tada je f nepre-
kidna.

Dokaz. Pretpostavimo da je f strogo rastuca. Neka je xo € (0, +o0) .
Neka je € > 0.
Buduc¢i da je f surjekcija postoje u, v € {0, +o0) takvi da je
F) = f(xo) = §1 f() = f(x0) + £.
Tvrdimo da je u < x,. Pretpostavimo suprotno.
Tada je xo < u pa je f(xo) < f(u), to jest f(xo) < f(xo) — §, a to je oito nemoguce.
Prema tome u < x.
Analogno dobivamo da je xy < v. Vrijedi:

o) - fwy =5 <e

Dakle, za svaki € > 0 postoje u, v € (0, +o0) takvidaje u < xo <vi f(v) — f(u) < e.

Iz leme [I.5.5]slijedi da je funkcija f neprekidna u xo. Prema tome f je neprekidna.

Pretpostavimo sada da je funkcija f strogo padajuca.

Tada je funkcija —f : (0, +o0) — R strogo rastuéa pa je i injekcija.

Neka je y € R. Tada postoji x € (0, +o0) takav da je f(x) = —y iz Cega slijedi —f(x) =y,
to jest (—f)(x) = y. Prema tome funkcija —f je bijekcija.

Iz dokazanog slijedi da je funkcija — f neprekidna.

Prema korolaru [I.1.9]funkcija —(—f) je neprekidna.

Dakle, f je neprekidna. O

Definicija 2.3.2. Nekajeac R, a>0ia # 1.
Znamo da je funkcija exp, : R — (0, +o0) bijekcija. Inverznu funkciju od exp, nazi-
vamo logaritamska funkcija s bazom a i oznacavamo log,, .

Dakle, log, : (0, +00) — R 1exp, olog, = 1d(g +), log, 0o exp, = idR .

Slijedi da za svaki y € (0, +o0) vrijedi (exp, o log,)(y) =y, to jest exp,(log,y) = y.
Dakle, a2« = y za svaki y € (0, +00).

Nadalje, za svaki x € R vrijedi (log, o exp,)(x) = x, to jest log,(exp, x) = x.
Dakle, log, a* = x za svaki x € RR.
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Propozicija 2.3.3. Nekajeac R,a>0ia # 1.

1) Ako je a > 1 onda je log, strogo rastuca funkcija.
2) Ako je a € 0, 1) onda je log, strogo padajuca funkcija.
3) Funkcija log, je neprekidna.

4) Neka su x,y € {0, +c0) . Tada je
loga(-x : y) = loga X+ logay (24)

Dokaz. 1) Neka su x,y € (0, +c0) takvi da je x < y. Pretpostavimo da je log,y <
log, x.

Buduci da je funkcija exp,, strogo rastuca vrijedi
exp,(log,y) < exp,(log, x),
to jest y < x. Kontradikcija.
Prema tome log, x < log, y.
Stoga je log, strogo rastu¢a funkcija.
2) Neka su x,y € (0, +o0) takvi da je x < y. Pretpostavimo da je log, x < log, y.
Bududi da je funkcija exp, strogo padajuca vrijedi:
exp,(log,y) < exp,(log, x),
to jest y < x. Kontradikcija.
Prema tome log, x > log, y.

Stoga je log, strogo padajuca funkcija.

3) Ocito je log, bijekcija. Iz tvrdnji 1) i 2) i leme slijedi da je funkcija log,
neprekidna.

4) Neka je u = log,(x - y) te v = log, x + log, y. Zelimo dokazati da je u = v. U tu
svrhu dovoljno je dokazati da je exp, u = exp, v (jer je exp, injekcija). Imamo:

exp, u = exp,(log,(x 1)) = x - y.
S druge strane
expa V= av — aloga x+log, y — alogax . alogay =x-y.

Prema tome exp, u = exp, v. Dakle, u = v, to jest vrijedi (2.4).
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Definicija 2.3.4. Za svaki x € R definiramo 1* = 1.

Propozicija 2.3.5. Neka je f : (0, +c0) — R neprekidna funkcija takva da je

fx-y) = f(x) + f)

za sve x,y € {0, +00) .
Tada za svaki a > 0 i svaki x € R vrijedi

fla®) = x- f(a).

Dokaz. Nekajea > 0.

27

(2.5)

(2.6)

Dokazimo prvo indukcijom da vrijedi za svaki x € N. Za x = 1 ocito vrijedi.

Pretpostavimo da vrijedi za neki x € IN. Imamo

f(ax+l) — f(ax . Cl) — f(aX) +f(a) =x f(a) + f(a) = ()C+ 1) . f(a)

Dakle, f(a*™) = (x + 1) - f(a).
Prema tome (2.6) vrijedi za svaki x € IN.
Iz 2.5) za x = y = 1 dobivamo:

JA -1 = f(1) + f(D),

to jest f(1) = f(1) + f(1) pa je f(1) = 0.
Iz ovoga slijedi da vrijedii za x = 0 jer je

f@)=f1)=0=0- f(a).

Neka je n € IN. Dokazimo da je

f@™) =(=n)- fla)

Imamo:
0=f1)=f@"-a"=fa")+ fa"),
dakle 0 = f(a™) + n - f(a) iz Cega odmah slijedi (2.7).
ZakljuCujemo da (2.6) vrijedi za svaki x € Z 1 za svaki a > 0.

Nekasua>0in € IN.
Imamo a+ > 0 pa koristeci li dobivamo:

f@=f((@))=n-f(a)

(2.7)
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iz Sega slijedi f (a7) = L - f(a).
Neka je m € Z. Vrijedi:

~
—~
Q
=iz
SN—"
I

£((@)=mes (@) =me (@) =2 @

Dakle, f (a%) =" - f(a).
Prema tome (2.6) vrijedi za svaki a > 0 i svaki x € Q.
Iz (1) = O slijedi da vrijedi za a = 1 i svaki x € R.
Neka je a > 0, a # 1. Definirajmo funkcije u,v : R — R, u(x) = f(a*), v(x) = x - f(a).
Za svaki x € R vrijedi

u(x) = f(a*) = fexp, x) = (f o exp,)(x)

pajeu = f oexp,. Iz korolara[2.2.7slijedi da je u neprekidna.

Funkcija v je neprekidna kao produkt dviju neprekidnih funkcija.

Neka je x € Q. Imamo u(x) = f(a*) = x- f(a) = v(x). Dakle, u(x) = v(x) za svaki
xe Q.

Iz propozicije[2.2.5]slijedi u = v, to jest u(x) = v(x) za svaki x € R.

Dakle, f(a*) = x- f(a) zasvaki x € R |

Korolar 2.3.6. Neka jea >0, a # 1. Tada za svaki b > 0 i svaki x € R vrijedi :

log, b* = x - log, b.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije (tvrdnje 3) 1 4)) 1 propozicije [2.3. O
Propozicija 2.3.7. Neka je a > 0 te x,y € R. Tada je (a*)’ = a*”.

Dokaz. Tvrdnja ocito vrijedi ako je a = 1. Pretpostavimo da je a # 1.

Neka je u = (a*), v = a*”. OCito su u,v > 0.

Dokazimo da je log, u = log, v.

Iz ovoga i Cinjenice da je log, injekcija Ce slijediti da je u = v.

Koriste¢i korolar 2.3.6/ dobivamo:

log,u =log,(a*) =y-log,a" =y-x,
log,v =log,a” =x-y.
Dakle, log, u = log, v paje u = v, to jest (a*)’ = a*”. O
Propozicija 2.3.8. Neka sua,b,c >0, a # 1, c # 1. Tada je
log. b

log, b = .
log.a
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da je
log, b -log.a = log.b. (2.8)

Opcenito, za u,v € R vrijedi da je u = v ako 1 samo ako je ¢ = ¢” (zbog injektivnosti
funkcije exp,.).
Stoga je (2.8) ekvivalentno sa

cloga blog.a _ Clogc b.

Imamo, koristeci propoziciju(2.3.7
Clogab-log[,a — clogcb o (Clogcu)logub -bho alogab =bob=>b.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

2.4 Jedinstvenost eksponencijalne funkcije

Definicija 2.4.1. Neka je I C R. Za I kaZemo da je otvoreni interval ako je
I={a,byzaa,beR, a<b
ilil ={a,+x), zaa € R
ilil ={(—00,a),zaa R
ilil =1R.
Lema 2.4.2. Neka je I otvoreni interval, xo € i € > 0.

Tada postoji T € {0, €) takav da je xo —t€lixg+T€E

Dokaz. Pretpostavimo da je I = {(a,b), gdjesua,b € R, a < b.
Iz xp € I'slijedia < xop < b. Stogaje xo—a>0ib — xy > 0.
Neka je 7 = min {XO‘“ box e

2 072 2"
Ocito je T > 0. Nadalje, imamo 7 <
Isto tako vrijedi T < b — X917 < €.
Izt <xp—aslijedia<xy—tpajea<xy—7<xy<b,tojestxy—71€l
[zt <b—-xpslijedixg+7<bpajea<xy<xg+7T<b,tojestxyg+ 7€l
Ocitoje T € (0, ¢€) .

Pretpostavimo sada da je I = (a, +o0), gdje je a € R.

Iz xy € I slijedi a < xy paje xo —a > 0.

Definirajmo 7 = min x°2_ 2. 5t

Ocitojet € (0,€e)1 T < x9 —a, StopovlaCia < xo —Tpajexo— 7€ l.
Nadalje,a < xo < xp+tpajexo+7€l.

Na isti na¢in postupamo za I = (—o0,a), za a € R.

U sluCaju I = R moZemo uzeti 7 = 5.
Time je tvrdnja leme dokazana. m|

xXo—a

— < Xxp —a, dakle T < xo — a.
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Propozicija 2.4.3. Neka su 1 i J otvoreni intervali te neka je f : I — J bijekcija. Pretpos-
tavimo da je f strogo rastuca ili strogo padajuca funkcija. Tada je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Pretpostavimo da je f strogo rastu¢a. Neka je xo € I. Neka je € > 0. Imamo
f(xo) € J pa prema lemi[2.4.2| postoji 7 € <O, 5> takavdaje f(xo) —te€J1 f(xo)+T€J

Bududi da je f surjekcija postoje u, v € I takvidaje f(u) = f(xo) — 71 f(v) = f(x0) +T.

Vrijedi u < xj jer bi u suprotnom iz xo < u slijedilo f(xy) < f(u), to jest f(xp) <
f(xp) — 7 Sto je nemoguce.

Isto tako je xo < v.

Vrijedi f(v) — f(u) =21 <2- 7 =5 <e.

Dakle, za svaki € > 0 postoje u,v € [ takvidajeu < xo <vi f(v) — f(u) <e€.

Iz leme [1.5.5]slijedi da je funkcija f neprekidna u xo.

Zakljucak: f je neprekidna.

Pretpostavimo sada da je f strogo padajuca funkcija.

Nekaje J' = {—x| x € J}.

Tvrdimo da je J’ otvoreni interval.

UoCimodajexe J' & —x € J.

e Pretpostavimo da je J = {a,b),a,b € R, a < b.
Vrijedi:
xelJ & —xelJoa<-x<bo -b<x<-ao xe(-b,—a).

Dakle, J’ = (—b, —a) pa je J’ otvoreni interval.

e Pretpostavimo da je J = (a, +o0), a € R.

Tada posve analogno kao maloprije dobivamo da je J = (—oo0, —a), dakle J’ je otvo-
reni interval.

e Akoje J = (—o0,b),b € R, ondaje J' = (-b,+0), aako je J = Rondaje J = R.

Definirajmo funkciju i : J — J’ sa h(x) = —x.

Tvrdimo da je / neprekidna.

U tu svrhu je dovoljno dokazati da je funkcija & : J — R, h(x) = —x neprekidna.

Nekaje ! : J — R, I(x) = x. Funkcija [ je neprekidna prema primjeru pa iz
Cinjenice daje h = —[ i korolara slijedi da je funkcija & neprekidna.

Dakle, & je neprekidna.

Nadalje, neka je 4’ : J — J funkcija definirana sa h'(x) = —x.

Funkcija 4’ je bijekcija. Analogno kao u slucaju funkcije 4 zaklju¢ujemo da je funkcija
h’ neprekidna.
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Uoc¢imo daje i’ o h = id;.

Definiramo g : I — J', g =ho f.

Funkcija g je bijekcija kao kompozicija dviju bijekcija.

Neka su x,y € I takvi da je x < y. Tada je f(x) > f(y) (jer je f strogo padajuca) pa je
—f(x) < =f(y), to jest A(f(x)) < h(f ().

Dakle, g(x) < g(y). Prema tome funkcija g je strogo rastuca. Prema dokazanom funk-
cija g je neprekidna.

lzg=ho fslijedih"og=h o(ho f),tojesth’og=(h"oh)o fpazbogh' oh =id,
imamo /h’ o g = f paje f neprekidna kao kompozicija dviju neprekidnih funkcija. O

Lema 2.4.4. Neka je a > 0 te neka je f : R — R funkcija takva da je f(1) =ai

fx+y) = f(x)- ) (2.9)
za sve x,y € R. Tada za svaki x € Q vrijedi:
f(x)=a". (2.10)

Dokaz. Dokazimo prvo indukcijom da vrijedi za svaki x € IN.

Za x = 1 jednakost odito vrijedi.

Pretpostavimo da (2.10) vrijedi za neki x € IN.

Imamo f(x+ 1) = f(x)- f(1) = a*-a = a**!, dakle vrijedi za x + 1.

Time smo dokazali da (2.10) vrijedi za svaki x € IN. Kada u (2.9) uvrstimo x = 0 i
y = 1 dobivamo:

F) = f(0)- f(1),

tojesta = f(0)-apaje f(0)=1.

Prema tome (2.10) vrijedi i za x = 0.

Neka je n € IN. Kada u (2.9) uvrstimo x = niy = —n dobivamo:

fO) = f(m) - f(=n),

tojest 1 =a"- f(—n)paje f(—n) =a™.
ZakljuCujemo da je f(x) = a*, za svaki x € Z.
Tvrdimo da je f(x) > 0 za svaki x € RR.
Neka je x € R. Imamo:

(535 1) (2
pa je otito f(x) > 0.

Pretpostavimo da je f(x) = 0. Imamo:

1=f0) = flx+(=x) = f(x)- f(=x) =0 f(=x) =0,
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to jest 1 = 0, kontradikcija.
Prema tome f(x) > 0.
Neka je y € R. Tvrdimo da za svaki m € Z vrijedi:

flmy) = (fO)". (2.11)

Ocito (2.11)) vrijedi zam = 1.
Pretpostavimo da (2.11)) vrijedi za neki m € IN. Tada je :

f(m+ Dy) = fimy +y) = f(my) - &) = (FON" - fO) = (FON™.

Dakle, (2.11) vrijedi za m + 1. Zaklju¢ujemo da (2.11)) vrijedi za svaki m € IN.
Ocito (2.11)) vrijediizam = 0.
Ako je m € IN onda je

1= f(0) = f(my + (=m)y) = f(my) - f((=m)y) = ()" - f((=m)y)
iz Cega zakljucujemo da je:
J((=m)y) = f()™.

Prema tome (2.11) vrijedi za svaki m € Z.
Neka je n € IN. Koriste¢i (2.11)) dobivamo:

o)) 1

Dakle, (f(%))n =apa zbogf(%) > () zakljuujemo dajef(%) = {/a, tojestf(%) =an.
Neka je x € Q. Tada postoje m € Z in € N takvi da je x = =. Imamo:

f=r(%)= f(m' %) - (f(%))m — (@) =af = a"

Prema tome f(x) = a*, za svaki x € Q. O

Teorem 2.4.5. Neka je a > 0. Tada postoji jedinstvena neprekidna funkcija f : R — R
takvadaje f(1) =ai f(x+y) = f(x)- f(y) za sve x,y € R.

Dokaz. Ako je a # 1, onda je funkcija f : R — R, f(x) = exp,(x) neprekidna (teorem
2.2.2]i teorem[2.2.10). OCito je f(1) = a te za sve x,y € R vrijedi f(x +y) = f(x) - f).

Zaa = 1funkcija f : R — R, f(x) = 1 za svaki x € R ocito zadovoljava traZzene
uvjete.

Time smo dokazali egzistenciju trazene funkcije.

Dokazimo sada da je funkcija f s trazenim svojstvima jedinstvena.
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Pretpostavimo da je f : R — R neprekidna funkcija takvadaje f(1) =ai f(x+y) =
f(x)- f(y) zasve x,y € R.

Dokazimo da je f(x) = a* za svaki x € R.

Ako to dokazemo gotovi smo, to jest imat ¢emo da funkcija iz iskaza teorema mora biti
jedinstvena.

Prema lemi [2.4.4 vrijedi f(x) = a® za svaki x € Q).

Definirajmo funkciju g : R — R, g(x) = a* za svaki x € R.

Funkcija g je neprekidna (teorem [2.2.2)), a za svaki x € Q vrijedi f(x) = g(x). Iz
propozicije[2.2.5slijedi da je f = g.

Dakle, f(x) = g(x) za svaki x € R, to jest f(x) = a* za svaki x € R.

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Lema 2.4.6. Neka su f,g : R — R funkcije takve da je f neprekidna te da je f(x) = g(x)
za svaki x € Q. Pretpostavimo da je g rastuca ili padajuca funkcija. Tada je [ = g.

Dokaz. Pretpostavimo da je g rastuca. Neka je xy € R. Neka je € > 0.
Buducdi da je f neprekidna u xy, postoji 6 > 0 takav da za svaki x € R vrijedi:

ako jex € (xo — 6, xo + 6), onda je f(x) € <f(x0) _ g’f(xo) N §> _

Odaberimo u,v € Q takve daje xo — 0 < u < xy < v < X + 0.

Imamo f(u), f(v) € (f(x0) = £, f(x0) + §) 1 f(u) < F) Ger je f(u) = gu), () = g(v)
1 g je rastuca).
Opcenito sko sua,b,c,d € Rtakvidajea <b < c <d,ondajec—-b <d-a.Stoga je

F0) = f@) < (o) + 5) = (£ - 5) = e

Dakle, za svaki € > 0 postoje u,v € R takvidajeu < xo < vig(v) —g(u) < e.

Iz lemd.5.5slijedi da je g neprekidna u x.

Prema tome g je neprekidna funkcija.

Iz propozicije [2.2.5slijedi f = g.

Pretpostavimo sada da je g padajuca funkcija.

Tada je —g : R — R rastuéa funkcija, funkcija —f : R — R je neprekidna (korolar
1.1.9) i za svaki x € Q ocito vrijedi (—f)(x) = (—g)(x). Prema dokazanom vrijedi —f = —g.

Prema tome f = g. |

Teorem 2.4.7. Neka je a > 0.

1) Ako je a > 1 onda postoji jedinstvena rastuca funkcija f : R — R takva da je
) =aif(x+y)=f(x)-f(y), zasvex,yeR.
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2) Ako je O < a < 1 onda postoji jedinstvena padajuca funkcija f : R — R takva
daje f(1)=ai f(x+y) = f(x)- f(y), za sve x,y € R.

Dokaz. Nekaje f : R — R funkcija definirana sa f(x) = exp,(x).

Tadaje f(1) =ai f(x+y) = f(x)- f(y) zasve x,y € R.

Nadalje, f je rastuc¢a ako je a > 1, odnosno padajuéa ako je 0 < a < 1.
1) Pretpostavimo da je a > 1 te daje f : R — R rastuca funkcija takva da je
(D) =aif(x+y) = f(x)-f(y),zasve x,y € R.Nekajeg: R — R, g(x) = a*
za svaki x € R. Tada je f = g. Naime, prema lemi [2.4.4] za svaki x € Q vrijedi
f(x) = a*, to jest f(x) = g(x). Funkcija g je ocito neprekidna pa iz leme slijedi
f = g. Time je tvrdnja 1) dokazana.

2) Analogno kao pod 1) zaklju¢ujemo da za 0 < a < 1 postoji jedinstvena padajuca
funkcija f : R — R takvadaje f(1) =ai f(x+y) = f(x) - f(y), zasve x,y € R.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad je podijeljen na dva poglavlja.

U prvom poglavlju se proucavaju neprekidne funkcije i neka njihova svojstva te se
definira eksponencijalna funkcija.

U drugom poglavlju se dokazuju razna svojstva eksponencijalne i1 logaritamske funk-
cije.

Na kraju se dokazuju neki rezultati vezani uz jedinstvenost eksponencijalne funkcije.






Summary

This diploma thesis is divided into two chapters.

In the first chapter, we have studied continuous functions and their properties and we
have defined an exponential function.

In the second chapter we have proved various properties of exponential and logarithmic
functions.

At the and we have proved same results concerning the uniqueness of exponential fun-

ction.
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