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Uvod

Teorija slucajnih matrica je moderna grana matematike koja se aktivno razvija. Pocetak
teorije nalazimo u radovima Skotskog matematicara Johna Wisharta [10], koji ju je primje-
njivao u statistici. Ja¢i razvoj pocinje zahvaljujuc¢i madarskom fizicaru Eugeneu Wigneru,
koji je primjenu pronasao u nuklearnoj fizici. Jedan od prvih i najjednostavnijih rezultata
Wignerovog rada [9], Wignerov teorem za sluc¢aje matrice, glavna je tema ovog diplomskog
rada.

Prvo poglavlje rada zapocCinje kratkim pregledom osnovnih definicija i rezultata koji
¢e se koristiti u glavnom dijelu rada. Prvo se daje kratak uvod u Catalanove brojeve te
nekoliko ekvivalentnih formula za njih. Dokazi navedenih formula preuzeti su iz [8]. Zatim
se definira polukruzna razdioba (poznata i kao Wignerova polukruzna razdioba). U radu
¢e se koristiti isklju¢ivo standardna (tj. normalizirana) polukruzna razdioba. Takoder ¢emo
uvesti i pojam Diracove slucajne mjere, koja ¢e se koristiti kasnije u radu. Osim toga,
dajemo iskaz i dokaz Weierstrassovog teorema aproksimacije. Izneseni dokaz je varijanta
dokaza iz [4]. Na kraju poglavlja dajemo iskaz i dokaz Hoffman-Wielandtovog teorema,
slicno kao u [1]].

Glavni dio rada ¢ini drugo poglavlje i ono pocinje definicijom sluajne matrice, tocnije
definicijom Wignerove slu¢ajne matrice i njenim osnovnim svojstvima. U teoriji slucajnih
matrica posebno se razmatraju svojstvene vrijednosti takvih matrica. Wignerov teorem
za sluCajne matrice upravo opisuje jedno svojstvo tih svojstvenih vrijednosti. U ovom
radu dokaz teorema odvija se u nekoliko koraka te ¢e se uglavnom koristiti kombinatorne
tehnike. Glavna literatura koja se koristi za dokaz teorema su disertacija [3]] 1 knjiga [1].
Ovakav dokaz teorema veoma je slican originalnom Wignerovom dokazu, koji se moze
pronaci u [9]]. Za alternativne dokaze upucujemo Citatelja na preostale dokaze u [3]] i [1]],
kao 1 [6]. Nakon toga smanjujemo pretpostavke Wignerovog teorema, ali i jacamo tvrdnju
teorema. Na kraju dajemo 1 jednu jednostavnu posljedicu Wignerovog teorema za slucajne
matrice, koja govori o broju svojstvenih vrijednosti koje upadaju u dani interval realnih
brojeva.

U posljednjem poglavlju dan je kratak racunalni program koji simulira gore navedenu
posljedicu Wignerovog teorema. Kao rezultat programa dane su slike s histogramima
svojstvenih vrijednosti jedne realizacije Wignerovih slucajnih matrica zajedno s grafom
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funkcije gustoce polukruzne razdiobe. One prikazuju distribucije svojstvenih vrijednosti
Wignerovih sluc¢ajnih matrica redova 100, 250, 500, 750, 1000, 2500, 5000, 7500, 10000.



Poglavlje 1

Preliminarni rezultati

1.1 Catalanovi brojevi

Catalanovi brojevi tvore niz prirodnih brojeva koji se javljaju u mnogim kombinatornim
problemima. Niz Catalanovih brojeva definiramo tako da za svaki n € N stavimo:

()
" nln+ D!

3 1 (2n
T n+1\n/

Lema 1.1.1. Niz brojeva (B));2, zadan rekurzivnom relacijom:

k
By = 1, B, = Z B,_1Bi.., za k>1

m=1
Jje niz Catalanovih brojeva.

Dokaz. Neka je dana cjelobrojna mreza veli¢ine n X n. Promotrimo najkrace puteve na
takvoj mreZi od donjeg lijevog kuta u gornji desni kut, tj. puteve koji se krecu samo gore
i desno, takve da nikada ne prelaze iznad dijagonale u mrezi. Primijetimo da takvi putevi
uvijek kao prvi korak imaju desno, a posljednji gore. Takve dopustive puteve mozemo
prebrojiti na dva nacina.

Neka je B, broj dopustivih puteva u cjelobrojnoj mrezi veli¢ine n X n. Neka je dan do-
pustivi put za koji je j € {1, 2, ..., n} visina prvog dodira puta s dijagonalom nakon pocetka
puta. Primijetimo kako se put do tada sastoji od j koraka desno i j koraka gore, dakle do
gornjeg desnog kuta preostalo je n — j koraka desno 1 n — j koraka gore. Sada moZemo cje-
lobrojnu mrezu podijeliti na dva dijela — cjelobrojne mreze veliCine j X ji(n — j) X (n — j).
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Gore spomenuti dopustivi put podijelimo na dva puta obzirom na prvi dodir s dijagona-
lom, takvi novi putevi su dopustivi u novim mrezama. U cjelobrojnoj mreZi veliCine j X j
put dira dijagonalu samo u prvoj i posljednjoj tocki puta, tu mrezu mozemo smanjiti za
tocke na dijagonali i tako dobijemo mreZu veliCine (j — 1) X (j — 1) na kojoj je novi put
dopustiv. Takvih novih dopustivih puteva na cjelobrojnoj mrezi veli¢ine j — 1 X j — 1 ima
Bj_y, a na cjelobrojnoj mreZzi veliCine n — j X n — jih ima B,,_;. Jasno je da za cjelobrojnu
mrezu veli¢ine 0 (dakle mreZa koja se sastoji od samo jedne tocke) imamo samo jedan put
izmedu krajnjih toCaka i taj je dopustiv. Time smo pokazali da broj dopustivih puteva u
cjelobrojnoj mrezi veli¢ine n X n zadovoljava rekurziju iz iskaza leme.

S druge strane, broj dopustivih puteva moZemo prebrojati i tako da prebrojimo sve naj-
kra¢e puteve na mreZi 1 od tog broja oduzmemo broj nedopustivih najkracih puteva, tj.
broj najkracih puteva koji prelaze dijagonalu na mrezi. Jasno je da svaki najkraci put u
cjelobrojnoj mreZi veli¢ine n X n ima n koraka gore i n koraka desno. Dakle, broj svih
najkracih puteva je (2:) Prebrojimo sada najkrace puteve koji prelaze dijagonalu. Promo-
trimo prvu toCku koja se nalazi na nedozvoljenom putu(putu koji sjece dijagonalu) s krive
strane dijagonale. Nakon te tocke preslikavamo put tako da svaki pomak desno zamijenimo
pomakom prema gore i obrnuto. Buduc¢i da smo dosli jedno polje iznad dijagonale, dosad
smo ucinili kK pomaka prema desno i k+ 1 prema gore. Preostalo nam je n—k pomaka desno
in—k— 1 pomaka gore da bismo dosli do krajnje tocke. Reflektiranjem puta zamjenjuju
se brojevi preostalih pomaka pa ¢e takav modificirani put imati k + (n —k—1) = n—1
pomaka desno i (k+ 1)+ (n—k) = n+ 1 prema gore, dakle doc¢i ¢emo do tocke (n—1,n+1).
Svaki nedozvoljeni put mozemo tako modificirati na jedinstven nac¢in. Uo¢imo i da svaki
najkraéi put u cjelobrojnoj mrezi od pocetne tocke do (n — 1,n + 1) moZemo preslikati
u tocno jedan nedozvoljen put od pocetne tocke do krajnje toCke, reflektirajuci ga na isti
nacin ¢im prijede originalnu dijagonalu. Time smo uspostavili bijekciju izmedu skupa svih
najkracih putova koji sijeku dijagonalu skupa svih najkracih puteva u cjelobrojnoj mrezi
do tocke (n — 1,n + 1), kojih ima ( 2n ) Dakle, broj dopustivih puteva je:

n+l1
2n 2n B 1 (2n
n n+l1) n+1\n/

Lema 1.1.2. Za svaki k € N vrijedi C, < 4*.

Dokaz. Relacija vrijedi za slucaj k = 1:

C,=1<4=4
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Pretpostavimo da relacija vrijedi za neki k € N. Racunamo:

2k +2)!

~ (k4 D!(k +2)!

 (k+2)2k+ 1)  (2k)!

— (k+ Dk +2) KNk +1)!
2k +22k+1

Tk +22k+4k

Zbog pretpostavke da relacija vrijedi za Cy te zbog % < 1 slijedi:

Cri <445 =441

k+1

1.2 Polukruzna razdioba

Definicija 1.2.1. Neka je X neprekidna slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). KaZemo da slucajna varijabla X ima polukruznu razdiobu ako joj je funkcija
gustoce fxy : R — R dana s

2w
0 za |x| > 2.

1
fx(x) = {_ VA-x2 zalx <2,

Propozicija 1.2.2. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s polukruznom razdiobom.
Tada vrijedi:
C

0  za k neparan.

L oza k paran,

E[X*] = {
gdje je Cy k-ti Catalanov broj.

Dokaz. Primijetimo da je funkcija gustoée od X parna funkcija. Dakle, podintegralna funk-
cija u donjoj formuli za neparne k je neparna funkcija, tj. integral na simetricnom intervalu
[-2,2] je jednak 0. Dakle, E[X*] = 0.

Neka je sada k paran, tj. k = 2/ za neki / € N. Supstitucijom x = 2 sin ¢ racunamo:

E[X?*] = f“’ 2 fy(x)dx

[0e]

2

1
= — V4 - X2dx

B ) 2w

2 A 221 % )
= sin? t cos’ tdt.

T

(S]]
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Definiramo:

n

2
L = f sin? ¢ cos? tdt

2

Parcijalnom integracijom dobijemo sljedece:

(ST

b = f sin® ¢ cos? tdt

s
2
{u =sin*tcost

dv = cos tdt

s s

g L L
= sin?*' rcost|?, — 21 f sin® r cos® tdt + f sin®*? tdt
2 — —

s s
2 2

2
=0-2IL + f sin®*? tdt,

T
2

tj. dobili smo izraz:

N

f " sin?* 4di = (20 + Dy, (1.1)

%
Primjenom osnovnog trigonometrijskog identiteta sin® 7 + cos> = 1 dobijemo

n n

2 2
f sin®*? tdr = f sin? rdt — I,.
- -3

%
Sada kombiniranjem s (1.1))

n

1 2
I = in? tdt. 1.2
2 21+2I sin” 1d (1.2)

%
Uzastopnom primjenom formula (I.1)) i (I.2)), dobijemo:
_2-120-321-5 31
T2+2 20 20-2 647

Nadalje, iz poznatog tabli¢nog integrala:

21

I

2 n
IO:[ cosztdtzz

3
te proSirivanjem svakog razlomka iz prethodnog izraza redom s 2/, 2/ — 2, ... imamo:

@n!

_ T
T A0 D2
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iz ¢ega konacno dobijemo:

2. 221 5
E[X?] = f sin? 1 cos? tdt

T n

2
2.2 @) =«
n 4+ D2
e
S+ DI
:Cl.

1.3 Slucajne mjere

U ovom odjeljku pretpostavljamo da je (€2, ¥, P) vjerojatnosni prostor.

Definicija 1.3.1. Na izmjerivom prostoru (R, B(R)) i za danu tocku x € R definiramo mjeru
0, : B(R) = R pomocu relacije

za svaki E € B(R). Ovako definiranu mjeru zovemo Diracova mjera koncentrirana u tocki
X.

Kako integriramo u odnosu na Diracovu mjeru 6,7 Neka je f : R — R proizvoljna
neprekidna ogranicena funkcija. Tada vrijedi:

jl;fd&c = f(x).

Definicija 1.3.2. Neka je X : Q — R slucajna varijabla. Funkciju 6x koja svakom ele-
mentarnom dogadaju w € Q pridruZuje Diracovu mjeru 6x,, zovemo sluCajna Diracova
mjera.

Sto je sada integral u odnosu na 6y? Svakom w € Q pridruZzujemo realni broj fR fdoxw).
Dakle, fR fdox je realna funkcija definirana na Q.

Lema 1.3.3. Neka je f : R — R neprekidna ogranicena funkcija. Tada je fR fdox slucajna
varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
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Dokaz. Neka je B proizvoljan Borelov skup. Raspisujemo:

(ffd(sX)_l(B) = {(U eQ: ffdéx(w) € B}
R R

={weQ: f(X(w)) € B}

= (foX)"'(B).

Kako je f neprekidna, ona je i izmjeriva, pa je i f o X izmjeriva. Drugim rijeCima,

([, fdox)'(B) € F. O

Primijetimo da smo u gornjem dokazu takoder pokazali

ffd5x = f(X).
R

U ovom Ce se radu promatrati kona¢ne linearne kombinacije slu¢ajnih Diracovih mjera,
koje ¢emo nazivati slu€ajne mjere. Izostavljamo opcenitu definiciju slu¢ajne mjere, koju
se moze pronaci u literaturi, jer ¢e nam biti dovoljan prethodno spomenuti posebni slucaj.

1.4 Weierstrassov teorem aproksimacije

Teorem 1.4.1. Neka je f : R — R ogranicena neprekidna funkcija, neka sua,b € R, a < b
i neka je € > 0. Tada postoji polinom P na |a, b] takav da vrijedi:

|f(x) - P(x)| < €
za svaki x € [a, b].

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti 0 < a < b < 1. Naime, svaki
segment [a, b] mozemo linearnom transformacijom svesti na segment sadrzan u [0, 1]. U
tom slucaju, funkcija f ¢e 1 nakon te linearne transformacije ostati ograni¢ena i neprekidna,
a polinom P Ce 1 dalje ostati polinom istog reda.

Definirajmo novu funkciju f : R — R na sljedeéi naéin:

0 zax <0,

gf(a) zax € (0,a),
f(x) =) za x € [a, b],

1-x

=,/ zaxe®l),

0 zax > 1.
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Posto za svaki x € [a, b] vrijedi f(x) = f(x), slijedi da je dovoljno pokazati
[0 = POo| <€

za svaki x € [a,b]. Takoder, ovako definirana funkcija f je ograni¢ena i neprekidna na
cijelom R.
Uvedimo sljedecu oznaku:

1
J, = f (1 — u?)'du.
-1

Definirajmo sljedeci polinom P(x) stupnja 2n:

1 L. n
Py(x) = — j; Fo(1 -t - x?) at.

Neka je x € [0, 1], iz Cega slijedi [0, 1] € [-1 + x, 1 + x]. Definirali smo da za svaki
xe[-1+x,1+x]\[0,1] vrijedi f(x) =0, iz Cega dobijemo:

1 (. n
P =7 [ o=

_ Jl [ - Fo(1 == x7) dr.

1+x

Supstitucijom u = ¢ — x dobijemo:
1 (s
P,(x) = - f Ffu+ )1 - u?)'du. (1.3)
n J-1

Iz Jl f_ 11(1 — u*)"du = 1, mnoZenjem obje strane s f(x), imamo:

. 1 (.
flx) = T fl fo1 = u?)'du. (1.4)
Sada iz (1.3)) i (1.4) dobivamo:
. 1 (. .
|f(x) = Pu(x)| = - f 1 |fu+x) = F|(1 - u?Y'du. (1.5)

Kako je f neprekidna na R, slijedi da postoji 6 > 0 takav da je

|Fu+ ) - Fx)| < g (1.6)
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za lu| < §. S druge strane, kako je f ograni¢ena, slijedi da postoji M = sup | f (x)l, odakle

x€R
imamo:
|f(u + x) - f(x)| < 2M
za svaki u. Posebno, za [u| > 6 imamo 1 < g—z, iz Cega dobijemo:
~ ~ Ltz
[fatx) = fo] <2M (1.7)
za |u| > 6. Dakle, iz (1.6) i (1.7) slijedi:
[+ - fo)| < = + o™
2 62
za svaki u. Uvrstimo u (1.5) i dobijemo:
. 1 (e - 1 (' oMu? .
|f(x) = Pu(x)| < J—nL S =) du+J—nL (1 —1)'du
e 2M (! ) 2n
-5+ [ ea-wrau (1.8)

Rac¢unamo:

1
J, = f (1 - 2)'dt

1
= parcijalna integracijau = t,dv = t(1 — t)"dt

t(l _ t2)n+1 1 . 1 (1 _ t2)n+1
2n+1) 11 .1 2(n+1)
1
=VU+ —Jy
2+ 1)
< ! J
2+ )"

gdje posljednja nejednakost vrijedi jer 1 —u> < 1 zau € [-1,1], tj. J,41 < J, za svaki

n € N. Prebacimo li J, na lijevu stranu, dobijemo:

T 1
=< .
J, 2n+1)
Uvrstavanjem u (1.8) imamo:
. e 2MJ,
|f(x) - Pn(x)| < 5 + A
e 2M 1

<=+ = .
2 6 2n+1)
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Kako drugi sumand 3 5 2% 0, postoji ng takav da za svaki n > ng vrijedi:
~ € €
-Px)|<z+z=¢€
[f - P <5+ 5 =¢€
Kako smo pretpostavili da je x € [0, 1], zbog [a, b] C [0, 1] slijedi tvrdnja teorema. O

1.5 Hoffman-Wielandtov teorem

Definicija 1.5.1. Neka je My(R) prostor kvadratnih realnih matrica reda N. Funkciju

Il : My(R) — R definiranu s:
lAllF = Vtr(AAT)

zovemo Frobeniusova norma za kvadratne realne matrice. Pritom, AT oznacava matricu
dobivenu transponiranjem matrice A.

Teorem 1.5.2. Neka su A, B realne simetricne matrice reda N, sa svojstvenim vrijednos-
tima A} <A < <A i A < A8 <. < A8, Tada vrijedi:

N A _ B[ 2

-2t <A - Big.

i=1
Dokaz. 1z linearne algebre znamo da se svaka simetri¢na matrica moZe dijagonalizirati,
drugim rijeCima, postoje ortogonalne (pa posebno i regularne) matrice X, 1 Xp te dijago-
nalne matrice Dy 1 Dp takve da vrijedi A = XXIDAXA te B = X;DBXB. Takoder, matrica
D,, odnosno matrica D, na dijagonali imaju svojstvene vrijednosti matrice A, odnosno
matrice B. Odavde slijedi:

tr(A?) = tr(X;' D3 X,)
= (D3 X, X ")
= tr(D?)

N
= > (A
i=1
Analogno, imamo:
tr(B?) = tr(X;' D3 X5p)
= tr(D3XpX5")
= t(Dp)

N
= ) @M.
i=1
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Prisjetimo se da su matrice X4 1 Xp ortogonalne. Nadalje, produkt ortogonalnih matrica
je opet ortogonalna matrica. Neka je U = X,X;' = [u;;]. Sada imamo:

tr(AB) = tr(X;,' Dy X1 X3' DX 5p)
= tr(Da X4 X3' DpXpX3")
=tr(D,UDU™")

N
_ A4B 2
= > Ak,
ij=1
pritom smo koristili ortogonalnost u obliku U~! = U7, tj. [u; j]‘l = [uj;]. Kako je matrica
U ortogonalna, tj. U"U = UUT = I, vrijede 1 sljedece relacije:

Zuizjzl
J
Zuizjzl.

Dalje, imamo sljedece:

N
A

tr(AB) < sup Z A8y,

V,'_/'ZO

Zj Vl'jzl

2ivij=1

pri ¢emu smo oznacili v;; = ul.zj. Sumu s desne strane moZemo interpretirati kao linearni

funkcional dvostruko stohasticke matrice V = [v;;]. Iz Birkoff-von Neumannovog teorema

za dvostruko stohasticke matrice (vidjeti [2]), slijedi da postoje k € N, ay,...,a; € [0, 1]

1 matrice permutacija Py,..., P, takve daje V = a1 P, + ax P, + - - + a;P,. Sada, zbog

uredenosti svojstvenih vrijednosti A7 < A9 < -+ < A4 1A% < A¥ < --. < A%, slijedi da se
supremum u gornjoj nejednakosti poprima za V = [, tj. vrijedi:

ij=1

N
tr(AB) < ) AP,
i=1
Konac¢no imamo:
tr(A — B)* = tr(A?> — AB — BA + B%)
= tr(A?) + tr(B?) — 2tr(AB)

N N N
> DA+ Y @k -2yl
i=1 i=1 i=1

(40— 22).

M=

1l
—_
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Primijetimo kako smo zapravo dokazali:

N
\Jﬂ < |4 - Blly.
i=1

Specijalno, za svakii = 1,..., N vrijedi:
|4 - 22| < 1A - Bl

Sada vidimo da je preslikavanje A +— A;(A) koje svakoj realnoj simetri¢noj matrici A
pridruZuje i-tu svojstvenu vrijednost 4;(A) Lipschitzova funkcija, pa je stoga i neprekidna.



Poglavlje 2

Wignerov teorem za slucajne matrice

2.1 Wignerove matrice

Definicija 2.1.1. Neka su{Z; j}1<i<j i {Y;i}1<; dvije medusobno nezavisne familije nezavisnih,
Jjednako distribuiranih slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7 ,P) takve da
vrijedi
E[Z,,] =E[Y1]1=0
E[Z},] =1

te neka za svaki k € N vrijedi
r = max (E|Z; o EIY[) < co.

Neka je Xy N-dimenzionalna simetricna matrica s vrijednostima

Z; .
—, zai<j,
VN
Xn(j D) = Xn(@i, j) =
Y.

—, zai=j

N

Ovakvu matricu zovemo Wignerova matrica. Ukoliko su Z,; ; i Y; normalne sluc¢ajne varija-
ble, tada za Xy kaZemo da je Gaussovska Wignerova matrica.

Vidimo da su Wignerove slucajne matrice Xy : Q — My(R) funkcije definirane na
Q koje svakom elementarnom dogadaju w € Q pridruZuju realnu, simetricnu matricu. Za
svaki w € Q neka su /li) < - < AY (realne) svojstvene vrijednosti matrice Xy(w), islistane
onoliko puta kolika im je kratnost.

14
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Lema 2.1.2. Neka je Xy Wignerova matrica. Tada su funkcije Ay, ..., Ay : Q — R defini-
rane s A;(w) = /lfjJ za svaki w € Qi za svakii = 1,...,N slucajne varijable na Q. Ovako
definirane slucajne varijable zovemo svojstvene vrijednosti Wignerove matrice.

Dokaz. 1z Cinjenice da su svojstvene vrijednosti simetri¢ne realne matrice neprekidne funk-
cije njezinih elemenata, kao Sto je pokazano u poglavlju [I.5 slijedi dasu 4; : Q@ — R
Borel-izmjerive funkcije, tj. slu€ajne varijable na Q. O

2.2 Wignerov teorem

U narednim odjeljcima pretpostavljamo da je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor te Xy Wigne-
rova slu¢ajna matrica na tom vjerojatnosnom prostoru.
Nadalje, neka je Ly slu€ajna mjera na € definirana s:

gdje su Ay, ..., Ay svojstvene vrijednosti slu¢ajne matrice Xy.

Iz leme|I.3.3]slijedi da je integral u odnosu na Ly slucajna varijabla; to je naprosto line-
arna kombinacija slucajnih varijabli dobivenih kao integrali obzirom na slu¢ajne Diracove
mjere. Preciznije, za proizvoljnu neprekidnu, ograni¢enu funkciju f je fR fdLy slucajna
varijabla. Stovise, za nju vrijedi:

1 N
fR fdLy = % Z F).

Sljedeci teorem je centralni dio ovog rada. Radi se o jednom klasi¢nom rezultatu iz
podrucja teorije slucajnih matrica. Ime je dobio po madarskom fizicaru i matemati¢aru
Eugeneu Wigneru, jednom od zacetnika teorije slu€ajnih matrica. Wigner je, kao 1 brojni
fiziCari iz njegovog vremena poput Alberta Einsteina i Richarda Feynmana, radio na pro-
jektu Manhattan (razvoj atomske bombe). On je pomocu teorije slu¢ajnih matrica razvijao
modele jezgara teskih atoma.

Dalje ¢emo s C,(R) oznacavati prostor ograni¢enih neprekidnih funcija s R u R.

Teorem 2.2.1. (Wignerov teorem za slucajne matrice) Neka je (Xy) niz Wignerovih slucajnih
matrica i (Ly) niz pripadnih sluc¢ajnih mjera definiranih s Ly = # Zfil 04 Tada (Ly) ko-
nvergira slabo po vjerojatnosti prema polukruznoj razdiobi. Drugim rijecima:

(Vf € CR)(Ye > 0) lim P(| f fdLy - f fdo-| > e) -0,
R R
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gdje je o polukruZna razdioba, kao vjerojatnosna mjera na (R, B(R)), cija je funkcija
gustoce dana u|l.2.1

Dokaz teorema provest ¢e se kombinatornim tehnikama, u nekoliko koraka. Sam Wig-
ner je dokazao teorem na slican nacin u radu [9], a mi ¢emo dokaz prilagoditi prema [1]] 1
[3]]. Nesto manje elementarne (ali krace) dokaze Citatelj moZe naéi u knjizi [6].

2.3 Dokaz Wignerovog teorema

U prvom dijelu dokaza, uspostavit ¢emo vezu izmedu integrala potencija (tj. polinoma) u
odnosu na Ly i integrala u odnosu na o.

Propozicija 2.3.1. Za svaki k € N vrijedi:

lim E[ fR xdeN(x)] = fR Fdo(x).

Dokaz. Primijetimo prvo da iz propozicije [1.2.2] slijedi:

f oo (x) = {0 za k neparan,
R

Ci  zak paran.

S druge strane, imamo:

1 N
fR HdLy(x) = ;u»".

Takoder, iz linearne algebre se u teoriju slucajnih matrica prenosi da je trag simetri¢ne
matrice jednak zbroju njenih svojstvenih vrijednosti. Osim toga, znamo da za svaku si-
metricnu matricu S postoji njoj sliCna matrica koja je dijagonalna, tj. postoje regularna
matrica X i dijagonalna matrica A takve da vrijedi S = X 'AX. Nadalje, matrica A na
dijagonali ima svojstvene vrijednosti matrice S. Sada vidimo da se potenciranjem matrice
Sk = X~1A*X njen trag dobije kao suma potencija njenih svojstvenih vrijednosti:

tr(S%) = tr(X~'A*X)
= tr(A* XX
= tr(A").

Dakle, vrijedi sljedeca relacija:

1
f XdLy(x) = Nterli,,

R
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iz koje slijedi:

E| fR HdLy(x)| = %E[trXf,]
N
=~ 2 BIXnGn )Xy is) - XnGior iXnGi il (1)

gdje X5 (i, j) oznadava (i, j)-ti element matrice X},.

Primijetimo da ¢e sumandi E[Xy(i;, i) - - - Xy(ix, i1)] biti jednaki 0, osim ukoliko se
svaki od parova indeksa pojavljuje barem dva puta. Naime, pretpostavili smo da su ele-
menti matrice Xy nezavisne slucajne varijable s ocekivanjem 0. Dakle, ako se neka slucajna
varijabla Xy(i, j), za neke i, j € {1, ..., N}, u sumandu pojavljuje samo jedanput, ukupno
ocekivanje sumanda bit ¢e jednako 0.

Dalje razmatramo samo sumande koji su razli¢iti od 0. Vidimo da svaki takav sumand
ima najvise % razliCitih parova indeksa. Zbog simetri¢nosti matrice Xy, smatramo da su
parovi indeksa (i, j) 1 (j, i) jednaki jer nam daju iste elemente matrice Xy. U slucaju kada
je k neparan, imamo najvise % razlicitih parova indeksa.

Promotrimo nizove indeksa i = ijip--- i duljine k + 1 za i; € {1,..,n}. Postoji
bijektivna korespondencija izmedu ovakvih nizova indeksa i sumanada u gornjem izrazu
. Ovakve nizove moZzemo shvatiti 1 kao zatvorene puteve na skupu vrhova {iy, ..., i},
gdje bridove predstavljaju parovi indeksa ijij, .

U slucaju da je k paran za % razlicitih bridova imamo najvise ’5‘ + 1 razlic¢itih vrhova
i1, ..., ix, odnosno u slu¢aju kada je k neparan za % razlicitih bridova imamo najvise % +1
razli¢itih vrhova. Ako za neki niz imamo manje bridova nego je najviSe moguce, imamo
i manje razli¢itih vrhova nego je to najvise mogucée. Definiramo tezinu ¢ niza i kao broj
razlicitih vrhova iy, ..., iy. Za dva niza i 1 i’ kazemo da su ekvivalentni ako postoji bijekcija
na skupu {1,2, ..., N} takva da svaki i; preslikava u ', te takvi nizovi imaju jednake teZine.

Pokazimo sada da sumandi u , za koje pripadni nizovi imaju tezine t < '5‘ + 1,
teze prema O kada N — oo. Neka je i = ijiy---1; niz indeksa teZine t < ’g + 1. On
ima N(N —1)---(N —t+ 1) < N' ekvivalentnih nizova. Nizovi ove klase ekvivalencije ¢e
u sudjelovati s O(ﬁﬁ), zbog Holderove nejednakosti i pretpostavke da su svi k-ti
momenti elemenata matrice Xy konacni. Dakle, svi sumandi za koje su pripadni nizovi
tezine t < ’5‘ + 1 ukupno sudjeluju u izrazu SON"*') > 0za N — .

Dosad je pokazano da ¢e u izrazu (2.1), kada pustimo limes N — oo, ostati samo
sumandi za koje pripadni niz indeksa ima tezinu ¢t = % + 1. Stovise, pokazano je da ¢e, u
slucaju da je k neparan, sumandi teziti u 0 kada N — co. Time je zapravo dokazano:

lim E[

N—ooo

—

xdeN] =0



POGLAVLIJE 2. WIGNEROV TEOREM ZA SLUCAJNE MATRICE 18

za sve neparne k € N.

Za parne k € N kada pustimo N — oo, ostat ¢e nam samo sumandi za koje pripadni
niz indeksa i = iji,---i;i; ima § razlic¢itih bridova i ’5‘ + 1 razlic¢itih vrhova. Takve nizove
mozemo promatrati i kao zatvorene puteve na stablu s vrhovima iz {iy, ..., it}. Preciznije,
ti putevi prolaze svakim bridom to¢no dvaput, po jednom u svakom smjeru. Napomenimo
odmah da zbog uvjeta da imamo ’5‘ razli¢itih bridova i §+1 razlicitih vrhova te da niz poCinje
i zavrSava u istom vrhu slijedi da nemamo petlji, tj. u izrazu nemamo dijagonalnih
elemenata. Slijedi da je svaki preostali sumand:

1 . . 1 1
NE[XN(ZI,ZZ) e XnGi, 0] = N v
- N7

Dakle, preostalo nam je prebrojati te puteve i = iyi, - - - i1 S teZinom §+1 1S % razlicitih
bridova. Za takve puteve definiramo nizove [ = [/, - - - [; na sljedec¢i nacin:

1 j=1
lj==ql-y+1 j# 1ibridiji;, se pojavljuje prvi puta
liy—1 j# 1librdijij, se pojavljuje drugi puta

Kao 1 ranije, bridove smatramo jednakima 1 u slu€aju da su vrhovi suprotnog rasporeda.
Npr., za niz i = 132524231 pripadni niz / bio bi 12323210. Primijetimo da takvi nizovi,
osim S§to pocinju s 1, uvijek zavrSavaju s 0.

Za puteve kao gore kaZzemo da su ekvivalentni ukoliko imaju jednake nizove /. Svaka
klasa ekvivalencije takvih puteva ima N(N — 1)--- (N —t + 1) elemenata $to je asimptotski
jednako broju N* = N >+l kada N — oo. Pritom kazemo da su (Ay) 1 (By) asimptotski
jednaki ako vrijedi 1\1/1_1}1;) g—x = 1. Iz toga proizlazi:

lim E| f dLy(x)| = broj razligitih nizova [ duljine k.
—00 R

Neka By predstavlja broj gore opisanih nizova duljine 2k i neka je [ jedan takav niz.
Neka je j prvo mjesto u tom nizu u kojem se pojavljuje 0. Naravno, 0 se moZze pojavljivati
samo na parnim indeksima, tj. 2,4,6, ...,2k — 2,2k, tako da j moZemo zamijeniti s 2m
gdje m poprima vrijednosti iz {1, 2, ..., k}. Pomocu te 0 mozemo dobiti 2 podniza: [;l,---1;
duljine 2m il 1. - - - Iy duljine 2k — 2m. Prvi podniz ima 0 samo na posljednjem mjestu,
tako da tom prvom podnizu mozemo ukloniti prvi i posljednji element (koji su sigurno 1 1
0) te ostale elemente podniza smanjimo za —1. Tako smo dobili novi podniz duljine 2m—2 i
postoji bijektivna korespondencija izmedu takvih nizova duljine 2m —2 i podnizova duljine
2m dobivenih na gornji nacin. Slijedi da B zadovoljava rekurziju B, = kazl B,,_1Bi_.
Konacno, preostaje iskoristiti lemu [I.1.T kako bismo zakljucili By = Cy.

O
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Sljedec¢a propozicija je druga i posljednja pomoc¢na tvrdnja u dokazu Wignerovog te-

orema2.2.1]

Propozicija 2.3.2. Za svaki k € N i za svaki € > 0 vrijedi:

lim P(‘ L ¥ dLy(x) - E| fR xdeN(x)” > €)= 0.

Dokaz. 1z Cebisevljeve nejednakosti proizlazi:

0< P(' f dLy(x) - E| f xdeN(x)” > €
R R
< Var( [, ¥*dLy(x))

= é(E[( fR xdeN(x))z]—(E[ fR xdeN(x)])z),

tako da je po teoremu o sendvi¢u dovoljno pokazati:

tim (¢[( [ arnco)]- (8] [ Laraco]f) <o

U prethodnoj smo propoziciji pokazali:

1
XdLy(x) = —trX¥,
fR TN

iz ¢ega dobijemo:

e[ [ Harn)] = grEfexty]
N

= 5E[( D Xalin, )X ) -+ XisCisor, i XCie, 1)) |

1 . . . . o o LA
= B D) XnGinia) - Xl iDXnGir.i5) -+ XnGia )|



POGLAVLIJE 2. WIGNEROV TEOREM ZA SLUCAJNE MATRICE 20

a tako dobijemo i:

(8] [ Harv) = (Elexs])

R
1, & )
:ﬁ( Z B[ X (i1, i) Xiy(ias i) - X1, i0) Xy Civs 1))
1] yenes ir=1
1 N

= 2o E[XuG i) XuGe i) |[E[Xn G, 1) XnGpo )]

Uvedimo nove oznake radi kompaktnijeg zapisa:

i=C(y,1,...,0),

i = (i'l,i'z, ...,i,/c),
Xn(i) = Xn(iy, in) - - - Xy(ig, i1),
Xn(@') = Xn(iy, 1) - - Xn (g, 07).

Dakle, od sada nadalje razmatramo izraz:

1

2 (E[XN(i)XN(i’)]—]E[XN(i)]E[XN(i')]). (2.2)

N

Sli¢no kao u prethodnoj propoziciji, gledamo nizove indeksa i = (iy, 1, ..., i), I’ =
(i1, 1, ..., i;) 1 interpretiramo ih kao grafove sa skupom vrhova V.U V' = {i},i,...,i;} U
{i1, 15, ..., i} } 1 skupom bridova EUE’ = {iiy, ..., iyl }U{i]1}, ..., i} i} }. Zarazliku od prethodne
propozicije, u ovom slucaju nas graf nije nuzno povezan. Definiramo tezinu para nizova
indeksa s #(i, ") = [VUV’|. Osim toga, za dva para nizova indeksa (i,7) 1 (j, j') kaZzemo da su
ekvivalentni ako postoji bijekcija na skupu indeksa {1, 2, ..., N} takva da svaki odgovarajuci
indeks nizova i 17’ preslikava u odgovaraju¢i indeks nizova j i j’. Ekvivalentni parovi imaju
jednake teZine i daju nam jednake sumande u izrazu (2.2).

U kojem slucaju ¢e nam sumandi u izrazu (2.2)) biti jednaki 0? Zbog pretpostavke o
nezavisnosti slu€ajnih varijabli slu€ajne matrice Xy te pretpostavke da su ocekivanja tih
sluc¢ajnih varijabli O, slijedi da ¢e sumandi biti jednaki O ukoliko se neki brid za par nizova
indeksa (i, i) u sumandu pojavljuje samo jednom. Takoder, sumand Ce biti jednak O ukoliko
za par nizova indeksa (7, i") skupovi bridova E i E’ nemaju zajednickih bridova — tada zbog
nezavisnosti slijedi | Xy(i)Xx(1)| = E[Xy (i) [E[ Xx(1)].

Sada promatramo samo sumande razlicite od 0. Neka je (i,i") par nizova indeksa za
koje je tezina t < k + 1. Postoji N(N — 1)---(N —t — 1) < N**! takvih ekvivalentnih
parova. Nadalje, zbog pretpostavke da slucajne varijable koje su elementi slu¢ajne matrice
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Xy imaju konacne momente, svaki takav par indeksa u izrazu sudjeluje s O(#).
Dakle, svi sumandi zajedno svake klase ekvivalencije s teZinama ¢ < k + 1 ¢e konvergirati
prema 0 kada N — oo.

Sada gledamo sumande za koje pripadni par nizova indeksa ima teZinu t > k + 2. Kao
i ranije, svaka klasa ekvivalencije parova nizova indeksa tezine ¢ ima O(N’) elemenata. 1z
toga proizlazi da ¢e sumandi izraza pridonositi ukupnoj sumi s barem O(1). Zbog
toga, kako bi cijeli izraz konvergirao u 0 za N — oo, moramo pokazati da su svi
sumandi s teZinama ¢ > k + 2 jednaki 0.

Ranije smo ve¢ spomenuli kako je nuZan uvjet da sumand bude razli¢it od 0 da skupovi
bridova E 1 £’ imaju barem jedan zajednicki brid, tj. graf mora biti povezan. Takoder, svaki
par indeksa se u izrazu mora pojaviti barem dvaput (pri ¢emu parove indeksa i;ij. 1
ij+11; smatramo jednakima jer nam daju jednake elemente matrice Xy zbog simetri¢nosti).
1z toga slijedi da za sumand razlicit od 0 nuZno vrijedi da predstavlja povezan graf s najvise
k bridova. Medutim, takav graf ima najvise k+1 razlic¢itih vrhova, dakle sumandi s teZinama
t > k + 2 su jednaki O. O

U dokazu propozicije, usput smo pokazali i sljedecu lemu.

Lema 2.3.3. Za svaki k € N postoji C > 0 (ne ovisi o N) takav da vrijedi:

‘E[( fR HdLy() | - (Bl fR xdeN(x)])z‘ < % 2.3)

za dovoljno velike N.

Slijedi dokaz Wignerovog teorema koriStenjem propozicija 1

Dokaz. 1z Markovljeve nejednakosti dobijemo za svaki € > 0 vrijedi:

0 <P f 2 Lo sdLiy(x) > €)
R

f|xk|1|x|>5dLN(x)]
R
2%
f);_k]llx|>5dLN(x)]
R

1
< E—SkE[ L kadLN(x)]

N—oo j];%_XdeO'(X)
31 €5k

Cy 4k
= —< _—,

€Sk T €5k

<-E

<

E

1
€
1
€
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gdje smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili ¢injenicu da je C; < 4% za svaki k € N, a C;
je, kao 1 dosad, k-ti Catalanov broj.

Kako IP( & || 1 s sd Ly (x) > e) raste zajedno s k, a j’—; pada prema 0 kada k — oo,
nuzno slijedi:

1
lim P( f X1 o 5d Ly (x) > e) = lim —E[ f |xk|IL|x|>5dLN(x)] =0 (2.4)
N—oo R N-ooo € R
za svaki k € N.
Neka su sada f € Cp(R) 1 € > 0. Iz Weierstrassovog teorema aproksimacije dobijemo
egzistenciju polinoma Q(x) = 3%, ¢;x' za koji vrijedi:

|Q(x) — f(x)] < =, =zasvakixe[-5,5]. (2.5)

ANl ™

Raspisujemo:

Os‘fdeN—ffdo"
R R
S'fdeN_ffﬂ[—S,S]dLN‘+‘ffl[—S,S]dLN_fQIL[—S,S]dLN’
R R R R
+| f Ol _s5idLy — f QdLy| +| f QdLy - | f QdLy||
R R R R
+‘E[ f QdLy| - f Qdo"+' f Odo — f fdo".
R R R R

Definirajmo sljedece izraze:

p1 =B fR fdLy - fR fﬂ[_S,S]dLN'>§),

p2 = fR FlissidLy — fR Qﬂ[_S,SJdLN‘>§),
ps = B( fR Q1 ss5dLy fR 0dLy| > ).

ps = B( fRQdLN—E[fRQdLN]'> g)

ps =B([E fR QdLy| - fR Qda">§),

pe =B fRQda—fRfda‘>g).
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Pomocu gore definiranih izraza i raspisa dobili smo:

P(‘LdeN—Lfda‘ > ) < ipj.
=1

Pogledajmo Sto Ce se dogoditi sa svakim od p; kada pustimo N — oo.

p1 = P(| V[Rfﬂ[—s,s]chN' > g)
< B( L Il sspdLy > g)

Iz Markovljeve nejednakosti dobivamo dalje:

< SE[LUCM[—S,S]CC{LN]

te koristeCi pretpostavku da je f € C(R), tj. da postoji M € R takav da je M = sup|f(x)|
konacan:

< 6—ME[L1[—5,51061LN]

€

oM
< —E[f|xk|ﬂ[_5,5]chN(x)]
€ R

N—oo
— 0

23

za svaki k € N,
Za p, raspisujemo:

P2 = P(‘ fR(Q - f)]l[—iﬂdLN‘ > g)

€
<#( [ 10 fllisadLy > )
R

a iskoristimo li (2.5) dobijemo:

< B fR gﬂ[_s,s]dLN > g)

= P(Ln([-5.51) > 1)
= P(0)
=0,
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gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili ¢injenicu da za svaki w € Q mjera Ly(w)
poprima vrijednosti u [0, 1].
Pogledajmo Sto dobijemo za p;:

Py = L 01 sspdLy| > 7)
< P([R‘Qﬂ[—s,S]vdLN’ > g)

a iskoristimo li Markovljevu nejednakost dobili smo:

< SE[ fR |QI1(s.5dLy]

6 <« .
< ;;ME[ fR W[1ss0dLy]

N—ooo
—

3
gdje smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili (2.5).

Promotrimo sada py:
P(‘ fR OdLy - E[fRQdLN]‘ > 2)

ZL:POC,” fR xdLy ~ | fR xidLN]' > g)

i=0

B
;P(‘fo"dLN—E[fo"dLNH > %)

N—oo
—
2.3.2]

b

P4

IA

Nadalje, za ps imamo:

L
ps < ZP(|C,~|'E[ fR xdLy| - fR xida‘ > g)
i=0

1
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Konacno za pg vrijedi sljedece:

pe =P deO‘ ffda‘>—
R
jl; |1[ 55]d0'> 6)
= P(0)
=0,

gdje smo iskoristili relaciju:

— fll_s sido = — fldo.
leQ s 5idor leQ fldor

Naime, polukruzna razdioba o je koncentrirana na segmentu [-2,2] pa pogotovo pri-
druZuje mjeru 0 komplementu segmenta [—5, 5]. O

Primijetimo da smo dokazali i viSe, da tvrdnja teorema ne vrijedi samo za f € C,(R),
vec 1 ako je funkcija f polinom.

2.4 Wignerov teorem za slu¢ajne matrice uz slabije
pretpostavke

Definicija 2.4.1. Neka je C,(R) skup svih neprekidnih ogranicenih funkcija f : R — R.
Definirajmo sljedeci skup funkcija:

Lip(R) := {f e C®) : suplfl < 1, sup OISO }
x€R x#y [x _yl

Takve funkcije zovemo Lipschitzove ogranicene funkcije.

Napomena 2.4.2. Slaba konvergencija ekvivalentna je konvergenciji u odnosu na Lipsc-
hitzove ogranicene funkcije. Za dokaz ove tvrdnje Citatelja upucujemo na [\1].

Teorem 2.4.3. Neka su Xy Wignerove slucajne matrice definirane kao u definiciji|2.1.1} ali
umjesto pretpostavke da za svaki k € N vrijedi r, = max(E|Z, »|F, E|Y, ) < oo, pretpostav-
ljamo samo da je r, < co. Tada tvrdnja teorema[2.2.1]i dalje vrijedi.

Dokaz. Nekaje C > 0. Za svaki N € N definiramo nove simetri¢ne slu¢ajne matrice Xy sa
sljedecom relacijom:

Rni, ) = Xty D1 iy pisc E[XN(’? NI x/N|XN(i,j)|gc]~
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Nadalje, neka su A7, ;112\’ yeens /Al% (sluCajne) svojstvene vrijednosti slu¢ajne matrice Xy. Iz
njih definiramo slu¢ajnu mjeru Ly := £+ 3, 64.
Iz Hoffman-Wielandtovog teorema iz odjeljka[I.5imamo:

LS - o < Loy - 207
N;'i—i’_ﬁtr(N— N

Nekasui,je 1,2,...,N; raspiSimo sljedeéi izraz:

A 1 A
XyG, j) = X, j) = ﬁ( VNXy(i, j) = VNG, j)

1 . - . R A . .
= _\/N( \/NXN(l, ]) - E[ \/NXN(Z, ])] — \/NXN(Z, ]))
1 . - . .
= _\/N( \/NXN(I’ ])]1 \/N|XN(i,j)|ZC - ]E[ \/NXN(Z, J)ﬂ ‘/N|XN(i,j)|ZC])’
dje smo u drugoj jednakosti iskoristili pretpostavku da za sve i, j € 1,2,...,N vrijedi
gd £0]) ] pretp i

E[ VNXx(i, j)] = 0, a u posljednjoj jednakosti smo iskoristili definiciju slu¢ajne matrice
Xy i linearnost oéekivanja. Odavde dalje dobivamo:

1 -
WN = Ntr(XN - XN)2

1 A

= ﬁtr( \/NXN - \/NXN)Z
1 & 2

= D (VNXG DT iy se = BUVNXNG, DT g scl)

i,j=1
Kako smo pretpostavili da r, < oo, slijedi da niz brojeva

(E[( VNXy(i, j)*1 me(i,j)lzC])

NeN

konvergira prema 0 kada C — oo ito za svake i,j € 1,2,...,N. Dakle, za svaki € > 0
mozemo pronaci C dovoljno velik da za svaki N € N vrijedi:

P(|WN| > e) <e.
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S druge strane, na dogadaju {|Wy| < €} te za f € Lip(R) imamo:

fR fdLy - fR fdiy| =

(e - rad)

|~ I

i=

EN] [Feay = )|

Primijetimo kako na niz slu¢ajnih matrica Xy moZemo primijeniti originalan Wignerov
teorem Zajedno s napomenom [2.4.2] slijedi tvrdnja teorema. O

2.5 Wignerov teorem za slucajne matrice —
konvergencija gotovo sigurno

U ovom odjeljku dajemo jo§ jacu tvrdnju Wignerovog teorema. Naime, teorem[2.2.1|govori
kako niz slu¢ajnih mjera Ly konvergira slabo po vjerojatnosti prema polukruznoj razdiobi.
Medutim, vrijedi i jaca tvrdnja — niz slu¢ajnih mjera konvergira slabo gotovo sigurno prema
polukruznoj razdiobi.

Prije nego krenemo na dokaz gore navedene tvrdnje, prisjetimo se jednog klasi¢nog
rezultata opCe teorije vjerojatnosti.

Lema 2.5.1 (Borel-Cantellijeva lema). Neka je E1, E,, ... niz dogadaja u vjerojatnosnom
prostoru (Q, F ,P). Ako je suma vjerojatnosti tih dogadaja konacna, tj. ako vrijedi:

tada vrijedi:
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Dokaz. Za dokaz leme upucujemo Citatelja na [3]. O

Korolar 2.5.2. Niz slucajnih mjera Ly konvergira slabo gotovo sigurno prema polukruznoj
razdiobi o.

Dokaz. Pokazimo najprije da se tvrdnja propozicije [2.3.2) moZe prosiriti na konvergenciju
gotovo sigurno, tj. da za svaki k € N vrijedi:

(hm ' f FdLy(x) - f xdeN(x)]' :o): 1,

tj. za svaki € > 0 vrijedi:

P(hmsup‘ f XdLy(x) — B[ f xdeN(x)]‘ <e): 1, (2.6)
R

N—oo

Radi kompaktnijeg zapisa uvedimo sljedecu oznaku:

Xk = f XdLy(x).
R

RaspiSimo sljedeci izraz:

gdje smo u prvoj nejednakosti koristili Markovljevu nejednakost, u drugoj nejednakosti
smo iskoristili lemu [2.3.3] gdje je C; > 0 dovoljno velika konstanta, posto lema [2.3.3]
vrijedi tek za dovoljno velike N.

Sada iz Borel-Cantellijeve leme slijedi:

IP’( lim sup |X1kV - E[X1’§,]| > 6) =0,
N—co

Sto je ekvivalentno s (2.6).
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Zelimo dokazati da za svaku f € Cp(R) vrijedi:

P(grgc‘fRdeN—fRfda‘:o):l,

tj. za svaki € > 0 vrijedi:

P(limsup' f fdLy - f fd0'<e): 1, 2.7)
N—oo R R
Uvedimo sljedece oznake:
Xy = fdeN—fde'
R R

Xll\/ = fdeN_ffl[N’N]dLN‘ = ‘ff]l[N’N]CdLN
R R R

Xy = ff]l[—N,N]dLN - fQNIL[—N,N]dLN' = |f(f— QN)IL[—N,N]dLN',
R R R

va = »[RQNIL[—N,N]dLN_fRQNdLN':'LQNE[—N,N]CQILN
Xy = LQNdLN_E[LQNdLN]|,
Xy = [E| fR OndLy| - fR Ovdo

X§ = fR Ovdor - fR fdo| = | fR (Qn - Pido]| = fR (Qx = Pl 22dor],

gdje je Oy polinom iz Weierstrassovog teorema aproksimacije za funkciju f i segment
[-N, N]. Za svaki N € N vrijedi:

b

B

b

2

Xy < Xy + X3+ X3+ Xy + X5 + X5, (2.8)

Za nizove slucajnih varijabli (X} )yew 1 (X3)ven jasno vidimo kako gotovo sigurno ko-
nvergiraju prema degeneriranoj sluajnoj varijabli 0. Nadalje, zbog nacina na koji smo
odabrali polinom Qy, niz slu¢ajnih varijabli (X3 )yay takoder konvergira gotovo sigurno
prema 0. Sli¢no zaklju€ujemo 1 za niz brojeva (aggl,geN, . za svaki N > 2 1 za svaki

€ > 0 vrijedi X6 < ‘ oy - f)ﬂ[_N,N]da' < €. 1z (2.6) slijedi kako za svaki € > 0 vrijedi

N—oo

]P( lim sup X, > e) = 0. Konacno, iz propozicije[2.3.1{imamo lim X3 = 0.

N—-oo
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1z (2.8)) sada imamo za svaki € > O:

P(limsup’fdeN—fde’Ze)
N—oo ' JR R

=P

<P

lim sup Xy > e)

N—ooo

6
lim sup ( Z X]’V) > e)
i=1

N—oo

6
<P Zlimsuprv > e)
i=1

N—>co

6
< ZP(limsupX}'v > g)

=1 N—oo

0,

odakle slijedi (2.7).

2.6 Jedna posljedica Wignerovog teorema

30

Za kraj ovog poglavlja pokaZzimo jednu jednostavnu posljedicu Wignerovog teorema. Pri-
sjetimo se prvo definicije sluajne mjere Ly: za svaki w € Q definirano je Ly(w) : B(R) —

[0,1]. Nekasua,b € R, a < b. Sada je:

Ly(w)((a,b]) = f LapdLy(w)
R

1 N
= N Zl ]l(a,b]dé/lf\’(w)
1
= Ncard{i € {1,... N} : ) (w) € (a, b1},
iz Cega dalje slijedi:

Ly((a, b)) = %card{i € {l,..N}: A € (a. b1},

tj. Ly((a, b)) je sluajna varijabla &ije vrijednosti su udio 2 koje upadaju u interval (a, b].

Korolar 2.6.1. Za svake a,b € R takve da je a < b i za svaki € > 0 vrijedi:

lim P({w € Q: 'LN(w)((a, b)) - 0'((a,b])‘ > )= 0.

N—oo
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Dokaz. Nekasua,b € R, a < b, neka je € > 0 te neka su f, g € C,(R) takve da je:

—

0< g =< ]l(a,b] <h< (29)

1 takve da vrijedi:

0< fhd(f—fgd()'s < (2.10)
R R 3
1z (2.9) dobijemo dvije relacije:

fgdLNSf]l(a,b]dLN:LN((a’b])sfhdLN
R R R

fng' <o((a,b)]) < fth'.
R R

Sada imamo:
Dy = |Lv((a, b)) = o((a, b])|

< max “ fgdLN —o0((a, b))
R

| [ hazy - e
R

<| f gdLy - o((a,b)| + | f hdLy - o ((a, b))
R R

<| [ sary- [ sao]+| [ gder - ria.ons
R R R

+| f hdLy — f hdor| + | f hder - o ((a, b))
R R R

Kako je:
| f gder - o ((a, b)) = (@, b) - f gdo
R R

‘ f hdo — o((a, b])' = f hdo — o((a, b)),
R R

DNs'ngdLN—ngda'+'thdLN—thda'+(thda—ngda).

slijedi
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Dakle, dobili smo:

OSP(DN > €)

SP(‘LgdLN—LgdU‘> g)
+P('fhdLN—fhda‘ > g)
R R

+P(fhd0'—fgdo->§)
R R

N—ooco
— 0.

Naime, po Wignerovom teoremu prva dva pribrojnika konvergiraju u 0, dok je trec¢i upravo
jednak 0. Time je zavrSen dokaz korolara. O

Lijepa interpretacija korolara [2.6.1] je da se svojstvene vrijednosti Wignerove slucajne
matrice rasporeduju upravo prema polukruznoj razdiobi o. To ¢emo simulirati i ilustrirati
u iduéem poglavlju.



Poglavlje 3

Simulacija distribucije svojstvenih
vrijednosti Wignerove slucajne matrice

Posljednji korolar prethodnog poglavlja daje nam teorijsku podlogu za kratku racunalnu si-
mulaciju Wignerovih sluc¢ajnih matrica i njihovih svojstvenih vrijednosti. Jednom izraCunate
svojstvene vrijednosti prikazat cemo u histogramu kako bismo dobili ideju o distribuciji tih
svojstvenih vrijednosti.

Sljedeci kod napisan je u programskom jeziku R[|, open source okruZenju za racunarsku
statistiku.

generate_random_matrix <— function(dimension) {
random_matrix = matrix (rnorm(dimension*dimension ,
mean = 0,
sd = 1/sqrt(dimension)),
dimension)
random _matrix [lower. tri (random_matrix )] =
t(random_matrix )[ lower. tri (random_matrix )]
return (random_matrix)

}

wigner_semicircle_x = seq(from = -2, to = 2, by = 0.1)
wigner_semicircle_.y = (1/(2x*pi))=*
sqrt(4—wigner_semicircle_x*wigner_semicircle _x)
wigner_semicircle_.y = c(rep(0, 10),
wigner_semicircle_y ,
rep (0, 10))

'The R Project for Statistical Computing [[7]

33
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matrix_100
matrix_250
matrix_500
matrix_750
matrix_1000
matrix_2500
matrix_5000
matrix_7500
matrix_10000

eigenvalues_100

eigenvalues_250

eigenvalues_500
eigenvalues_750
eigenvalues_1000
eigenvalues_2500
eigenvalues_5000
eigenvalues_7500

eigenvalues_10000

hist(eigenvalues_100 ,

lines (seq(from

wigner_semicircle_y ,

hist(eigenvalues_250 ,

lines (seq (from

wigner_semicircle_y ,

h

eigen(matrix_100 ,
only . values
eigen(matrix_250 ,
only . values
eigen(matrix_500 ,
only . values
eigen (matrix_750 ,
only . values
eigen (matrix_1000
only . values
eigen(matrix_2500
only . values
eigen (matrix_5000
only . values
eigen (matrix_7500
only . values

only . values

eigen (matrix_10000 ,

generate_random _matrix (100)
generate _random _matrix (250)
generate_random _matrix (500)
generate_random_matrix (750)
generate _random _matrix (1000)
generate _random _matrix (2500)
generate _random _matrix (5000)
generate _random _matrix (7500)
generate_random_matrix (10000)

symmetric = TRUE,

= TRUE) $values
symmetric = TRUE,

= TRUE) $values
symmetric = TRUE,

= TRUE) $values
symmetric = TRUE,
TRUE) $values

, symmetric = TRUE,
TRUE) $values

, symmetric = TRUE,
= TRUE) $values

, symmetric = TRUE,
= TRUE) $values

, symmetric = TRUE,
= TRUE) $values

= TRUE) $values

freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
-3, to = 3, by = 0.1),
col="green”, lwd = 4)
freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
-3, to = 3, by = 0.1),
col="green”, lwd = 4)
freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))

hist(eigenvalues_500 ,

symmetric = TRUE,



POGLAVLIJE 3. SIMULACIJA DISTRIBUCIJE SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI

WIGNEROVE SLUCAJNE MATRICE 35
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, lwd = 4)

h = hist(eigenvalues_750, freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, Iwd = 4)

h = hist(eigenvalues_1000, freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, Iwd = 4)

h = hist(eigenvalues_ 2500, freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, lwd = 4)

h = hist(eigenvalues_-5000, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, lwd = 4)

h = hist(eigenvalues_7500, freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, Iwd = 4)

h = hist(eigenvalues_10000, freq = FALSE, xlim = c(-3.,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, Iwd = 4)

Analizirajmo pojedine dijelove koda:

generate_random _matrix <— function(dimension) {
random_matrix = matrix (rnorm(dimensionxdimension ,
mean = O,
sd = 1/sqrt(dimension)),
dimension)
random_matrix [lower. tri (random_matrix )] =
t(random_matrix )[ lower. tri (random_matrix )]
return (random_matrix )

U ovoj metodi generiramo realnu simetri¢nu matricu dane dimenzije. Prvo generiramo
slucajne brojeve iz normalne distribucije, a zatim popunimo matricu s njima. Na kraju, u
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donji trokut matrice prekopiramo brojeve iz gornjeg trokuta, kako bi kona¢na matrica bila
simetri¢na.

wigner_semicircle_x = seq(from = -2, to = 2, by = 0.1)
wigner_semicircle.y = (1/(2x*pi))=*
sqrt(4—wigner_semicircle_x*wigner_semicircle _x)
wigner_semicircle_.y = c(rep(0, 10),
wigner_semicircle_y ,
rep(0, 10))

Ovim naredbama smo izracunali koordinate grafa funkcije gusto¢e polukruzne razdi-
obe. Taj graf ¢emo kasnije dodati u histograme svojstvenih vrijednosti generiranih matrica
kako bismo usporedili distribuciju tih svojstvenih vrijednosti s polukruZznom razdiobom.

matrix_100 = generate_random_matrix (100)
matrix_250 = generate_random _matrix (250)
matrix_500 = generate_random _matrix (500)
matrix _750 = generate_random _matrix (750)

matrix_1000
matrix_2500

generate_random_matrix (1000)
generate_random _matrix (2500)
matrix_5000 generate _random _matrix (5000)
matrix_7500 generate _random _matrix (7500)
matrix_10000 = generate_random _matrix (10000)

Ovdje su generirane matrice pomoc¢u metode s pocetka. Generirane matrice su dimen-
zija 100 x 100, 250 x 250, 500 x 500, 750 x 750, 1000 x 1000, 2500 x 2500, 5000 x 5000,
7500 x 7500, 10000 x 10000.

eigenvalues_100 = eigen(matrix_100, symmetric = TRUE,
only . values = TRUE) $values
eigenvalues 250 = eigen(matrix_250, symmetric = TRUE,
only.values = TRUE) $values
eigenvalues_ 500 = eigen(matrix_-500, symmetric = TRUE,
only.values = TRUE) $values
eigen(matrix_750 , symmetric = TRUE,
only . values = TRUE) $values
eigen (matrix_1000, symmetric = TRUE,
only.values = TRUE) $values
eigenvalues_2500 = eigen(matrix_-2500, symmetric = TRUE,
only.values = TRUE) $values
eigenvalues 5000 = eigen(matrix_5000, symmetric = TRUE,
only.values = TRUE) $values
eigenvalues_7500 = eigen(matrix_7500, symmetric = TRUE,

eigenvalues_750

eigenvalues_1000
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only.values = TRUE) $values
eigenvalues 10000 = eigen(matrix_10000, symmetric = TRUE,
only.values = TRUE) $values

Svojstvene vrijednosti generiranih matrica raCunamo metodom eigen, koja u naSem
slucaju prima nekoliko dodatnih parametara. symmetric = TRUE govori metodi kako
je matrica simetri¢na, Sto omogucuje metodi koriStenje brzeg i efikasnijeg algoritma za
nalaZenje svojstvenih vrijednosti matrica. only.values = TRUE govori metodi kako je do-
voljno da nam izraCuna svojstvene vrijednosti matrice, bez raCunanja svojstvenih vektora,
Sto takoder znacajno ubrzava izvodenje programa.

hist(eigenvalues_ 100, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, lwd = 4)

hist(eigenvalues_250, freq = FALSE, xlim = c(-3.,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, lwd = 4)

hist(eigenvalues_500, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, Iwd = 4)

hist(eigenvalues_750, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, Iwd = 4)

hist(eigenvalues_ 1000, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, lwd = 4)

hist(eigenvalues_2500, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, Iwd = 4)

hist(eigenvalues_ 5000, freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_y , col="green”, lwd = 4)

hist(eigenvalues_7500, freq = FALSE, xlim = c(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
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wigner_semicircle_y , col="green”, Iwd = 4)

hist(eigenvalues_10000, freq = FALSE, xlim = c¢(-3,3))
lines (seq(from = -3, to = 3, by = 0.1),
wigner_semicircle_.y , col="green”, Iwd = 4)

Ovim naredbama dobivamo histograme izracunatih svojstvenih vrijednosti, zajedno s
grafom funkcije gustoe polukruzne razdiobe.

Na slikama koje slijede vidimo rezultate programa (razlikuju se sa svakim izvodenjem
zbog slucajnog odabira elemenata matrica). Primijetimo kako s rastom dimenzije dobi-
jemo finije histograme, koji sve vise poprimaju oblik grafa funckije gustoce polukruzne
razdiobe. Osim toga, vidimo 1 kako je moguce da neke svojstvene vrijednosti poprime vri-
jednost izvan intervala [-2, 2], ali s rastom dimenzije udio takvih svojstvenih vrijednosti
pada prema O.

N =100
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Sazetak

Slucajne matrice su koncept iz teorije vjerojatnosti, koji je motiviran numerickom linear-
nom algebrom, teorijskom fizikom, teorijom brojeva, matematickom statistikom i jo§ mno-
gim drugim granama matematike i fizike. U ovom radu obraduju se tzv. realne Wignerove
slucajne matrice, koje su simetricne matrice s medusobno nezavisnim jednako distribuira-
nim elementima na dijagonali i u gornjem trokutu. Ako su 4; < A, < --- < Ay svojstvene
vrijednosti takve matrice, promatraju se sluajne vjerojatnosne mjere % >N 6. Jedan od
najklasicnijih rezultata o slu¢ajnim matricama je Wignerov teorem, koji govori da niz tak-
vih mjera konvergira slabo po vjerojatnosti kada N — oo prema polukruznoj razdiobi, tj.
distribuciji s gustoCom o(x) = 21—” V4 — x? za =2 < x < 2. Glavni cilj ovog rada je dati
elementarni dokaz tog vaznog teorema.



Summary

Random matrix is a term from probability theory, inspired by numerical linear algrebra,
theoretical physics, number theory, mathematical statistics, and many other fields of mat-
hematics and physics. In this thesis we consider the so-called Wigner random matri-
ces, which are symmetric matrices with independent identically distributed diagonal ele-
ments and independent identically distributed upper triangular elements. Assuming that
Ay < Ap < --- < Ay are eigenvalues of such random matrix, we consider a probability me-
asure # >V 8, Wigner’s semicircle law states that this probability measure converges we-
akly in probability, as N — oo, to the semicircle distribution with density o-(x) = % V4 — x?
for —2 < x < 2. The main topic of this thesis is an elementary proof of this important the-
orem.
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