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Uvod

U ovom diplomskom radu vaznu ulogu ima skup prirodnih brojeva te pojmovi kona¢nog
i prebrojivog skupa.

U prvom ¢emo poglavlju, krenuvsi od aksioma, uvesti osnovne pojmove vezane
uz skup prirodnih brojeva kao sto su zbrajanje prirodnih brojeva i uredaj na skupu
prirodnih brojeva, a takoder dokazat ¢emo neke ¢injenice s tim u vezi. Pri tome ¢emo
iskazati i dokazati princip definicije indukcijom.

U drugom poglavlju uvodimo pojam kona¢nog skupa. Dokazat ¢emo osnovne
¢injenice vezane uz konac¢ne skupove. Nadalje, proucavat ¢emo beskonacne skupove
te ¢emo dokazati da je skup beskonacan ako i samo ako je ekvipotentan svom pravom
podskupu.

Pojam prebrojivog skupa je sredisnji pojam kojega obradujemo u tre¢em po-
glavlju. Ispitujemo razna svojstva ovoga pojma koji je svojevrsno poopcenje pojma
konacnog skupa. Izmedu ostalog dokazujemo da je unija prebrojive familije prebro-
jivih skupova i sama prebrojiva.



Poglavlje 1

Aksiomi skupa prirodnih brojeva

1.1 Princip definicije indukcijom
Neka su S i T skupovi te neka je ¢ C S x T. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:
(Vo € §)(Jly € T)takav da je(z,y) € ¢.

Tada za ¢ kazemo da je funkcijska relacija izmedu skupova S'i 7', a za uredenu trojku
(S, T, ) kazemo da je funkcija sa S u T. Ako je f funkcija sa S u T, onda pisemo
f:8 —=T. Za S kazemo da je domena, a za T da je kodomena funkcije f. Ako
je f: S = T, pri cemu je f = (5,7, ¢), onda za svaki x € S sa f(x) oznacavamo
(jedinstven) y € T takav da je (z,y) € ¢.

Primjer 1.1.1. Neka je S ={a,b,c}, T ={d,e}, a #b,a # ¢,b# ¢,d # e. Neka je
Y1 = {<a7 6)7 (b, 6)}

P2 = {<a7 6)7<b7 6)7(C7d)}
¥3 = {<a’6)7 (av d>’ (bv 6>’ (Cv 6)}
P4 = {(aad)v (bv d)7 (Cv d)}

Tada su s @ @4 funkcijske relacije 1zmedu skupova S ©T', a p1 @ w3 nisu funkcijske
relacije izmedu skupova S i T. Neka je fo = (S,T,ps) te fs = (S,T,p4). Tada su
fo i fa funkcije sa S u T. Vrijedi fo(a) = e, fo(b) = e, fo(c) = d, fs(a) = d, f4(b) =
d7 f4(0) =d.

Pretpostavimo da su zadani skup N i funkcija s : N — N takva da vrijede sljedeca
svojstva:
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(P1) s je injekcija i postoji 1 € N takav da je
s(N) = N\ {1}

(P2) (PRINCIP INDUKCIJE) Ako je S C N takav da je 1 € S'i s(z) € S, za svaki
x € 5, onda je S =N.

Teorem 1.1.2. Neka je S skup, neka je a € S te neka je g : S — S. Tada postoji
jedinstvena funkcija f : N — S takva da je f(1) = a i f(s(y)) = g(f(y)), za svaki
y € N.

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost. Pretpostavimo da su fi, fo : N — S funkcije
takve da je

fi(1) = a, f1(s(y))

fo(1) = a, f2(s(y)) =
za svaki y € N. Neka je T'={y € N| fi(y) = f2(y)}. Ocito je 1 € T'. Pretpostavimo
da jey € T. Tada je fi(y) = fa(y) pa je

9(f1(y)) = g(f2(v)),

tj.
fi(s(y) = fa(s(y))-

Stoga je s(y) € T. Dakle, 1 € T'i s(y) € T, za svaki y € T. Prema (P2) vrijedi
T = N. Dakle,

fily) = foly),
za svaki y € N. Prema tome,
fi=fe

Dokazimo sada da postoji funkcija f sa svojstvima f(1) =a i f(s(y)) = g(f(y)), za
svaki y € N. U tu svrhu dovoljno je dokazati da postoji funkcijska relacija ¢ izmedu
N i S takva da je (1,a) € ¢ te da za sve y € N, z € S vrijedi

(y,2) € p = (s(y),9(2)) € ¢.

Naime, pretpostavimo da postoji takva funkcijska relacija ¢. Definiramo f = (N, S, ¢).
Ocito je f funkcija sa N u S te da vrijedi f(1) = a. Neka jey € N. Oznacimo z = f(y).

Tada je (y,2) € ¢ paje (s(y),9(2)) € ¢, tj. f(s(y)) = g(2). Dakle,
f(s(y)) = 9(f(y))-
Prema tome, funkcija f zadovoljava f(1) =a i f(s(y)) = g(f(y)), za svaki y € N.
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Neka je R skup svih p C N x S takvih da je (1,a) € pte dazasvey e N, z € §
vrijedi
(y,2) € p= (s(y),9(2)) € p.
Uoc¢imo da je R # 0, naime vrijedi Nx S € R. Neka je ¢ = ﬂ p. Ocito je p T Nx S.
PER
Buduéi da je (1,a) € p, za svaki p € R, vrijedi da je (1,a) € ¢. Pretpostavimo da su
y € N, z € S takvi da je (y,2) € ¢. Tada je (y,z) € p, za svaki p € R, pa iz

(y,2) € p= (s(y),9(2)) €p
slijedi da je
(s(y),9(2)) € p,

za svaki p € R. Stoga, (s(y),9(2)) € ¢. Time smo dokazali da za sve y € N, z € S
vrijedi
(y,2) € o= (s(y),9(2)) € ¢.
Dokazimo sada da je ¢ funkcijska relacija izmedu N i S. U tu svrhu potrebno je

pokazati da
(Vy € N)(J!z € S)takav da je(y, z) € .

Ovu tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom. Preciznije, neka je T skup svih y € N za
koje postoji jedinstveni z € S takav da je (y,z) € ¢. Dokazimo da je T' = N.

Neka je po = {(1,a)} U ((N'\ {1}) x S). Ocito vrijedi pg € N x S te (1,a) € po.
Za svaki y € N vrijedi s(y) € N\ {1} pazasve y € N, z € S vrijedi

(s(y),9(2)) € (N\ {1}) x 5,
tj. (s(y),g(2)) € po. Prema tome, za sve y € N, z € S vrijedi
(y,2) € po = (5(y),9(2)) € po-
Zakljucujemo da je py € R. Iz definicije skupa ¢ slijedi ¢ C py, tj.
p € {(1a)} U((N\{1}) x5).

Znamo da je (1,a) € ¢, a iz prethodne inkluzije slijedi da ne postoji b € S takav da
jeb#ai(l,b) € p. Prema tome, 1 € T.

Pretpostavimo sada da je y € T. Zelimo dokazati da je s(y) € T. Postoji
jedinstveni z € S takav da je (y,2) € v. Iz (y,2) € ¢ = (s(y),g(2)) € ¢ slijedi da je

(s(y),9(2)) € ¢.
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Pretpostavimo da postoji w € S takav da je w # g(z) i (s(y),w) € ¢. 1z 1 # s(y)
slijedi da je (1,a) # (s(y),w) pa je

(1,a) € \ {(s(y), w)}.
Pretpostavimo da su ¢ € N, 2/ € S takvi da (v/,2) € ¢ \ {(s(y),w)}. Dokazimo da
je
(s(y'), 9(z) € o\ {s(y), w}.
Iz (y,2) € ¢\ {s(y), w} slijedi da je (¢, 2') € ¢ pa iz
(4,2) € p = (s(y),9(2)) € ¢

dobivamo da je
(s(y), 9(z) € .
Stoga, da bismo dokazali (s(y'), g(2’)) € ¢ \ {(s(y),w)}, preostaje dokazati da je
(s(¥), 9(z") # (s(y), w).

Pretpostavimo suprotno, tj. da je

(s(¥),9(2) = (s(y), w).

Tada je s(y') = s(y) pa zbog injektivnosti funkcije s dobivamo da je ¢y = y. Iz
(v, 2") € ¢ sada slijedi da je (y, 2") € ¢. No, znamo da je z jedinstveni element iz S
takav da je (y,z) € ¢. Stoga je 2’ = z pa je g(2') = g(2) iz ¢ega zakljucujemo da je
g(z") # w. To je u kontradikeiji sa (s(y'), g(2")) = (s(y), w). Time smo dokazali da je

(s(y), 9(=) # (s(y), w).

Zakljucujemo da vrijedi

(s(¥),9(2) € e\ {(s(y), w)}.

Dokazali smo dakle da (v, 2') € ¢\ {s(y), w} povlaéi (s(y'),g9(Z")) € ¢\ {s(y), w}
pa prema je prema tome
p\ {(s(y),w)} € R.

Iz definicije skupa ¢ sada slijedi da je

e Co\{(s(y),w)}

sto je oCito nemoguce. Prema tome, ne postoji w € S takav da je w # g(z) i
(s(y),w) € ¢. Time smo dokazali da je s(y) € T.
Dakle, vrijedi sljedece:
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e 1lcT
e Akojey €T, onda je s(y) € T.

Prema principu matematicke indukcije vrijedi da je T' = N. Stoga za svaki y € N
postoji jedinstven z € S takav da je (y,z) € ¢, §to znaéi da je ¢ funkcijska relacija
izmedu NiS. m

1.2 Zbrajanje u skupu prirodnih brojeva

Definicija 1.2.1. Neka je © € N. Neka je f, : N — N funkcija definirana sa
fe(1) = s(x) 1 fo(s(y)) = 5(fa(y)), y € N.

Uoc¢imo da je prema teoremu ova definicija dobra, tj. postoji jedinstvena funkcija
fe : N — N s navedenim svojstvima.

Definicija 1.2.2. Neka je + : N x N — N funkcija definirana sa +(x,y) = f.(y),
z,y € N. Umjesto +(z,y) obicno pisemo x +vy, x,y € N.

Uocimo sljedece: Ako je z € N, onda je z + 1 = f,(1) = s(z). Nadalje, ako su
z,y € N, onda je z + s(y) = f.(s(v)) = s(f=(y)) = s(x + y). Dakle, za sve x,y € N
vrijedi:

r+1=s(x)
z+s(y) = s(x +y).
Propozicija 1.2.3. Za sve x,y,2 € N vrijedi (x +y) + 2z =2+ (y + 2).

Dokaz. Neka suz,y € N. Nekaje S={z €N | (v +y)+2z=a+ (y+2)}. Zelimo
dokazati da je S = N. Imamo,

(z+y)+l=s(z+y)=z+sy)=rv+(y+1).

Dakle, 1 € S. Pretpostavimo da je z € S. Tada je (z+y)+2 = 2+ (y+ 2z). Imamo,
(+y)+s(2) =s((@+y)+2)=sle+y+2) =r+s(y+2) =2+ y+s(2).
Dakle, (x+vy) +s(z) = z+ (y+ s(2)). Prema tome, s(z) € S. Dokazali smo sljedece:

elecsS
e Ako je z € S, onda je s(z) € S.

Stoga je S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Lema 1.2.4. Za svaki x € N vrijedi x +1 =1+ z.

Dokaz. Neka je S={r € N|z+1=1+z}. Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je
x € S. Tada je x +1 = 1 + z. Koristedi propoziciju dobivamo:

s(x)+l=(x+1)+1=(142)+1=1+(x+1) =1+ s(x),
dakle,
s(x)+1=1+s(x).

Prema tome, s(z) € S. Dokazali smo sljedece:

e 1eS

e Ako je z € S, onda je s(x) € S.
Stoga je S = N. Time je lema dokazana. O]
Propozicija 1.2.5. Za sve z,y € N vrijedi x +y =y + x.

Dokaz. Neka jexz € N. Nekaje S ={y e N|x+y=y+a}. Prema lemi vrijedi
da je 1 € S. Pretpostavimo da je y € S. Dakle, x +y = y + x. Koristeé¢i propoziciju
.23 i lemu [[.2.4] dobivamo:

r+s(y) = v+(y+1) = (z4y)+1 = (y+2)+1 = y+(z+1) = y+(1+z) = (y+1)+z = s(y)+z.
Dakle,  + s(y) = s(y) + x. Prema tome, s(y) € S. Dokazali smo:

elcS

e Ako je y € S, onda je s(y) € S.
Prema tome, S = N i time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Propozicija 1.2.6. Za sve x,y € N vrijedi x + y # x.

Dokaz. Neka jey € N. Nekaje S ={r € N|z+y # z}. Imamo, 1 +y=y+ 1=
s(y) € s(N), a 1 ¢ s(N). Stoga je 1 +y # 1. Prema tome, 1 € S. Pretpostavimo da
jex € S. Tada je x + y # z pa buduéi da je s injekcija vrijedi s(z + y) # s(x). No,

s(fe+y)=s(y+x)=y+s(x)=s(x)+y.

Prema tome,
s(x) +y # s(z),

sto znaci da je s(z) € S. Dakle:
elcsS
e Ako jez € S, onda je s(z) € S.

Prema tome, S = N i time je propozicija dokazana. O
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1.3 Uredaj na skupu prirodnih brojeva

Definicija 1.3.1. Neka su x,y € N. Pisemo © < y ako postoji k € N takav da je
r+k=y. Uoc¢imo da je x < s(x), za svaki x € N.

Propozicija 1.3.2. 1. Neka je x € N. Tada ne vrijedi v < x.
2. Neka su z,y,z € N takvi da je x <y 1y < z. Tada je v < z.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je x < x. Tada postoji k € N takav da je x = = + k.
No, ovo je u kontradikciji s prethodnom propozicijom.

2. Postoje k,l € Ntakvidajey=x+kiz=y+[. Imamo,
z=y+l=(x+k)+l=a+(k+1),

tj. z=x+ (k+1) pajex < z. ]

Lema 1.3.3. Za svaki x € N takav da je 1 # x vrijedi 1 < x.

Dokaz. Neka je S = {x € N |1 <z} U{1}. Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je
x € 5. Imamo dva slucaja:

1°) 2 =1
Imamo, x < s(z), tj. 1 < s(x). Stoga je s(z) € S.

20)1 < 2
Iz x < s(x) i propozicije slijedi da je 1 < s(z). Stoga je s(x) € S.

Dakle, za svaki z € S vrijedi s(z) € S. Iz toga zaklju¢ujemo da je S = N. Time je
tvrdnja leme dokazana. O]

Propozicija 1.3.4. Neka su x,y € N takvi da je x #y. Tada jex <y iliy < x.

Dokaz. Neka je S;1 = {z € N | z < z}, S = {# € N | z < z} te ncka je
S = S U{z} US;. Dokazimo da je S = N. Ako jel = z, onda je 1l € S, a
ako je 1 # x onda prema lemi [[.3.3]1 < x paje 1l € 51, tj. 1 € S. Dakle, 1 € S.
Pretpostavimo da je z € S. Imamo tri slucaja:

10) S Sl.
Tada je z < x pa postoji k € N takav da je z = z+ k. Ako je k = 1, onda je x = s(2)
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pa je s(z) € S. Ako je k # 1, onda je k = s(l), za neki [ € N (jer je s(N) =N\ {1})
pa je
r=z+s)=z+(1+1)=24+1+1)=(z+1)+1=s(2)+1,

tj. x = s(z) + 1 iz ¢ega zakljuéujemo da je s(z) < x pa je s(z) € S, tj. s(z) € S.

2°) z = .
Tada je x < s(z) pa je s(z) € S, tj. s(z) € S.

30) S SQ.
Tada je x < z pa zbog z < s(z) imamo da je x < s(z). Stoga je s(z) € Ss pa je
s(z) € S.

Dakle, za svaki z € S vrijedi s(z) € S. Zaklju¢ujemo da je S = N. Stoga je
y € S pazbog r # y imamo da je y € Sy ili y € S5. Prema tome y < x ili x <y. [

Neka su z,y € N. PisSemo z <y akojex <y ilix =y.

Propozicija 1.3.5. 1. Za svaki v € N vrijedi x < x.
2. Ako su x,y € N takvi da je x <y iy <z, onda je x = y.
3. Ako su x,y,z € N takvi da je x <y iy < z, onda je x < z.
4. Za sve xz,y € N vrigedi x <y iliy < x.

Dokaz. Tvrdnja 1. je ocita.

2. Neka su z,y € N takvi da je < y iy < z. Pretpostavimo da je z # y.
Tada je x <y iy < x paslijedi z < x sto vrijedi po drugoj tvrdnji propozicije [1.3.2
no to je nemoguce po prvoj tvrdnji propozicije [1.3.2l Dakle, z = y.

3. Neka su z,y,2 € Ntakvidajex < yiy < 2 Akojex =y ili y = 2z, onda
je ocito x < z. U suprotnom imamo z < y iy < 2z pa je x < z, §to povlaéi x < z.

4. Neka su z,y € N. Zelimo dokazati da je z < y ili y < z. To je jasno ako je
x =1y, a ako je x # y tvrdnja slijedi iz propozicije [1.3.4] O]

Uocimo sljedec¢e: Ako su x,y € N takvi da je x < y, onda je x + 1 < y. Naime,
vrijedi y = x + k, za neki k € N. Ako je k =1, onda je x +1 = k, a ako je k # 1,
onda je k = s(l), zanekil € Npajey=ax+s(l)=x+ (I+1) = (z+ 1) +1 sto



POGLAVLJE 1. AKSIOMI SKUPA PRIRODNIH BROJEVA 10

povladi da je z + 1 < y. Nadalje, ako su z,y € N takvi da je z £ y (tj. takvi da ne
vrijedi # < y), onda je y < z. To slijedi iz propozicije Obratno, ako je y < z,
onda z £ y.

Propozicija 1.3.6. Neka su x,y € N takvi da je x < y. Neka je z € N. Tada je
r+z<y+z.

Dokaz. 1z x < y slijedi da postoji k € N takav da je y = k + z. Imamo,
y+z=@+k)+z=c+(k+2)=x+(z+k) =(r+2) +Ek,

tj. y+ 2z = (¢ + 2) + k. Prema tome, z 4+ z < y + 2. ]

Propozicija 1.3.7. Neka su x,y,z € N takvi da je x + 2z < y+ z. Tada je v < y.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. = € y. Tada je y < x pa iz propozicije m
slijedi da je y + 2 < x + 2. Ovo je u kontradikciji s * + z < y + 2. Prema tome,
x <. O

Korolar 1.3.8. Neka su x,y,z € N takvi da je x + 2 =y + 2. Tada je x = y.

Dokaz. Imamo x + 2 < y+z2iy+ 2z < x + 2 pa iz propozicije slijedi # < y i
y < z, a $to zajedno s propozicijom daje x = y. O

Ako su x,y, 2z € N takvi da je x + 2 < y + 2, onda je x < y. Naime, iz propozicije
1.3.7 slijedi da je x < y. Kada bi vrijedilo x = y onda bismo imali z + z = y + 2 §to
je nemoguce. Prema tome, r < y.

Uoc¢imo da za z,y € N ne moze vrijediti z < y i y < z. To slijedi iz propozicije
1.5.2



Poglavlje 2

Konacnost

2.1 Konac¢ni skupovi

Za skupove S i T kazemo da su ekvipotentni i piSemo S = T, ako postoji bijekcija
f:S—T.

Zan € Nneka je N, = {x € N|z <n}. Dakle, N, = {1,2,3,...,n}.

Za skup S kazemo da je konacan ako je S=0 ili postoji n € N takav da je S =< N,,.

Neka je n € N. Tada je N,,;3 =N, U{n+1}.
Ocito je

N’n, U {n + ]_} g N?’H—l'
Obratno, neka je = € N,,; ;. Pretpostavimo da je x # n + 1 te da = ¢ N,,. Slijedi da
jen<zix<n+l1. Izn <wzslijedin+ 1<z, atojeu kontradikciji s ¢ < n + 1.
Dakle, z € N,, U {n + 1} pa zaklju¢ujemo da je

Uoc¢imo takoder da je Ny = {1}.

Propozicija 2.1.1. Neka je S konacan skup. Tada za bilo koji a vrijedi da je SU{a}
konacan skup.

Dokaz. Ako je S=0), onda je SU{a} = {a} pa je ocito SU {a} = N;. Pretpostavimo
sada da je S # (). Tada postoji n € N takav da je S = N,,. Ako je a € S, onda je
SU{a} = S paje SU{a} konacan skup. Pretpostavimo da a ¢ S. Znamo da postoji
bijekcija f : N,, — T. Definirajmo funkciju g : N,,,; — S'U {a} pravilom

11



POGLAVLJE 2. KONACNOST 12

| f(z), ako je x € N,
g(x)—{ a, akojex =n+1

Neka su z,y € N, 1 takvi da je x # y. Ako je x = n + 1, onda je y € N,, pa je
g(x) =a, g(y) = f(y) € Spajeg(x)# g(y) (jer a ¢ S). Do istog zakljucka dolazimo
akojey=n+1. Akojex #n+1iy#n+1,ondasuz,yeN, pajeg(x)=f(z),
9(y) = f(y) te je g(x) # g(y) jer je f injekcija. Zakljucak: g je injekcija.

Neka je y € SU{a}. Tada jey € Sili y = a. Ako je y € S, onda postoji x € N,,
takav da je f(z) = y (jer je f surjekcija) pa je g(z) = y, a ako je y = a, onda je
g(n+ 1) = y. Prema tome, g je surjekcija.

Dakle, g je bijekcija pa zakljucujemo da je
Nn+1 = S U {(l}
Time smo dokazali da je S U {a} konacan skup. O

Propozicija 2.1.2. Ako je S skup, n € N te f : N, — S surjekcija, onda je S
konacan skup.

Dokaz. Neka je X skup svih n € N koji imaju sljede¢e svojstvo: ako je S skup i
f N, — 9 surjekcija, onda je S konacan skup. Dokazimo da je ¥ = N; ako to
dokazemo, gotovi smo. Ocito je ¥ C N. Ako je S skup i f : Ny — S surjekcija,
onda je f ocCito i bijekcija. Prema tome, 1 € Y. Pretpostavimo da je n € ¥. Neka
je S skup te f : N,.; — S surjekcija. Neka je T'= {f(z) | * € N,}. Funkcija
g: N, — T, g(xr) = f(x) je ocito surjekcija pa buduéi da je n € ¥ vrijedi da je T
konacan skup. Imamo,

S={f(x)[r e Npp} = {f(x) [z e N.JU{f(n+ 1)},

dakle,

S=TuU{f(n+1)}.
Iz propozicije slijedi da je S konacan skup. Prema tome, n +1 € ¥. Prema
principu indukcije vrijedi da je ¥ = N. 0
Korolar 2.1.3. Neka je S konacan skup te neka je T’ C S. Tada je T konacan skup.

Dokaz. Ako je T prazan skup tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je T neprazan skup.
Tada je i S neprazan pa postoje n € N i bijekcija f : N, — S. Odaberimo ty, € T
Definirajmo funkciju g : N,, — T pravilom
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f(z), ako je f(z) € T
9(z) = { to, ako :]f(x) ¢T

Funkcija ¢ je surjekcija. Naime, ako je y € T, onda postoji x € N, takav da je
f(z) =y (jer je f surjekcija). Imamo, g(z) = f(z) (jer je f(x) € T'), dakle, g(z) = v.
Iz propozicije slijedi da je T" konacan skup. O

Uocimo da iz propozicije slijedi ova tvrdnja: Ako je f : S — T surjekcija i
S konacan skup, onda je T konacan skup.

2.2 Beskonacni skupovi

Za skup S koji nije konacan kazemo da je beskonacan.

Aksiom izbora. Neka su X i Y skupovi te neka je F @ X — P(Y) funkcija
(gdje P(Y) oznacava partitivni skup od Y, tj. skup svih podskupova od Y) takva
da je F(x) # 0, za svaki x € X. Tada postoji funkcija f : X — Y takva da je
f(z) € F(x), za svaki v € X.

Teorem 2.2.1. Neka je S beskonacan skup. Tada postoji injekcija sa N u S.

Dokaz. Neka je ¥ skup svih funkcija f oblika f : N,, — S, gdje je n € N. Defi-
nirajmo funkciju F' : ¥ — P(3) na sljedeéi nacin: Neka je f € ¥. Tada postoji
jedinstveni n € N takav da je f: N, — S.

Definiramo F(f) = {h : Nyy1 — S| hln, = f,h(n+1) ¢ f(N,)}. Tvrdimo da
je F(f) # (. Funkcija f : N,, — S nije surjekcija (jer bi u suprotnom prema pro-
poziciji S bio konacan skup) pa postoji y € S takav da y ¢ f(N,). Definirajmo
funkciju h : N,y — S pravilom

| f(z), ako je z € N,
h(:c)—{ y, akojex =n+1

Ocito je h € F(f). Prema tome, F(f) # 0, za svaki f € ¥. Prema aksiomu izbora
postoji funkcija g : ¥ — X takva da je g(f) € F(f), za svaki f € ¥. Dakle, ako je
neXif:N, — S ondaje g(f) : Ny — 5 funkcija takva da je g(f)|n, = f
ig(f)(n+1) ¢ f(N,). Nadalje ako je f injekcija, onda je i g(f) injekcija. Naime,
neka su x,y € N,, .1 takvi da je z # y. Imamo nekoliko slucajeva:

1°)xz,y e N,
Bududi da je f injekcija vrijedi f(x) # f(y) pa zbog g(f)|n, = f vrijedi g(f)(x) #
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9(f)(x).

2°)x=n+1,yeN,
Tada je g(f)(y) = f(y) paje g(f)(y) € f(Nn). No, g(f)(x) ¢ f(N,) pa zaklju¢ujemo
da je g(f)(y) # g(f)(z).

F)y=n+1zeN,.
Analogno dobivamo g(f)(z) # g(f)(y).

Prema tome, za sve x,y € N, takve da je x # y vrijedi da je g(f)(z) # g(f)(v).
Stoga je g(f) injekcija.

Odaberimo bilo koju funkciju a : Ny — S (takva funkcija sigurno postoji jer je
S neprazan skup). Ocito je a € 3. Prema teoremu postoji funkcija & : N — ¥
takva da je ®(1) =ai ®(n+1) = g(P(n)), za svaki n € N.

Neka je T skup svih n € N takvih da je ®(n) funkcija sa N,, u S koja je injekcija.
Vrijedi ®(1) = a pa je ocito 1 € T. Pretpostavimo da je n € T. Dakle, vrijedi
®(n) : N,, — S i1 ®(n) je injekcija. Prema dokazanom znamo da je tada g(®(n)) :
N,+1 — S injekcija. No, g(®(n)) = ®(n + 1), dakle,

d(n+1): Ny — S

je injekcija. Prema tome, n + 1 € T. Prema principu indukcije zakljucujemo da je
T=N. Prema tome, za svaki n € N vrijedi da je ®(n) : N,, — S injekcija. Neka je
neN. Iz &(n+ 1) = g(P(n)) slijedi da je

O(n+1)|y, = ®(n).

Neka je n € N. Tvrdimo da za svaki k € N funkcija ®(n + k) prosiruje funkciju
d(n).

Neka je T skup svih k € N za koje tvrdnja vrijedi. Ocito je 1 € T'. Pretpostavimo
da je k € T. Tada je ®(n + k) prosirenje funkcije ®(n), a znamo da je ®((n+k)+1)
prosirenje funkcije ®(n+ k). Stoga je ®((n + k) + 1) prosirenje funkcije ®(n). Dakle,

E+1eT.

Zakljucujemo da je T = N i time smo dokazali da je ®(n + k) prosirenje funkcije
®(n), za svaki k € N. Neka su n,m € N takvi da je n < m. Tada je ®(m) prosirenje
funkcije ®(n). Naime, iz n < m slijedi da postoji k& € N takav da je n + k = m.
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Definirajmo funkciju f : N — S, f(n) = ®(n)(n). Tvrdimo da je f injekcija.
Neka su n,m € N takvi da je n # m. Tvrdimo da je f(n) # f(m). Prema propoziciji
1.3.4] vrijedi da je n < m ili m < n. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti
da je n < m. Tada je ®(m) prosirenje funkcije ®(n) pa slijedi da je

Funkcija ®(m) je injekcija pa je ®(m)(n) # ®(m)(m). Prema tome,

®(n)(n) # @(m)(m),

tj. f(n) # f(m). Dakle, f je injekcija i time je tvrdnja teorema dokazana. O

2.3 Karakterizacija beskonacnosti

Lema 2.3.1. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T bijekcija.

1. Neka sua,be S, a#b. Neka je g: S — T funkcija definirana sa

f(z), akojex € S, x #a, x#b
9(z) = 7). akoje x=a
f(a), ako jex =10
Tada je g bijekcija.

2. Neka je a € S te neka je h : S\ {a} — T\ {f(a)} funkcija definirana sa
h(z) = f(z). Tada je h bijekcija.

Dokaz. Tvdrnja 2. je ocita. Dokazimo tvrdnju 1. Dokazimo da je g injekcija. Neka
su x1,To € S takvi da je x; # x9. Imamo nekoliko slucajeva.

1°) z1,29 € S\ {a, b}
Tada je g(z1) = f(z1) # f(22) = g(x2), dakle, g(x1) # g(x2).

2°) x1, 29 € {a, b}
Tada jo () # g(z2) jor je f(a) £ F(b).

3°) x1 € S\ {a,b}, x5 € {a,b}
T(ade; je g(z1) = f(x1) & {f(a), f(b)}, a g(z2) € {f(a), f(b)}. Prema tome, g(z,) #
g\xra).
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4°) xq € {a,b}, xo € S\ {a,b}
Analogno kao u 3°) dobivamo da je g(x1) # g(z2).
Zakljucujemo da je g injekcija.

Neka je y € T. Bududi da je f surjekcija postoji x € S takav da je f(z) = v.
Imamo nekoliko slucajeva.

1°) x #a, z #b.

Tada je g(x) = f(z) = y.
2°)r=a

Tada je g(b) = f(a) = y.
3°) x =b.

Tada je g(a) = f(b) = y.

U svakom slu¢aju postoji ' € S takav da je g(z’) = y. Prema tome, g je surjekcija i
time smo dokazali da je g bijekcija. O

Teorem 2.3.2. Za svaki n € N vrygedi da skup N,, niyje ekvipotentan niti jednom
svom pravom podskupu.

Dokaz. Neka je S = {n € N | N, nije ekvipotentan niti jednom svom pravom
podskupu}. Imamo N; = {1} pa je 1 € S. Pretpostavimo da je n € S. Pokazimo
da je n+1 € S. Pretpostavimo da postoji pravi podskup 7" od N,,;; takav da je
N,.1 = T. Tada postoji bijekcija f : N,,; — T. Imamo dva slucaja.

1°)n+1¢T
Tada je T' C N,,. Ocito je T\ {f(n+1)} C T paje T\{f(n+1)} CN,. Prema lemi
2.3.1)vrijedi Ny, \ {n+ 1} = T{f(n+ 1)}, tj.

N, 2T\ {f(n+1)}.

Dakle, N, je ekvipotentan svom pravom podskupu, a to je u kontradikciji s ¢injenicom
dajen e S.

2)yn+1eT

Ocito je T\ {n+ 1} CN,. No vrijedii T\ {n+ 1} C N,,. U suprotnom bi vrijedilo
T\{n+1} =N, pa bismo imali N,, C T" §to bi zajedno s n+1 € T davalo N,,;; C T,
tj. N1 = T sto je nemoguce (jer je T C N,;1). Bududi da je f bijekcija postoji
a € N, takav da je f(a) = n+ 1. Tvrdimo da postoji bijekcija h : N,,uy — T
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takva da je h(n +1) =n+ 1. To je jasno ako je a =n + 1, a ako je a # n + 1, onda
je funkcija h : N,y ; — T zadana pravilom

f(z), akojex #a,z #n+1
h(z) = f(n+1), akojex =a
f(a), akojex =n+1

bijekcija (prema lemi [2.3.1)) takva da je h(n+1) = f(a) = n+1. 1z leme slijedi
N \ {n+1} =T\ {a(n + 1)}, tj.

N, 2T\ {n+1}.

Ovo prema T\ {n + 1} C N,, znaéi da je N,, ekvipotentan svom pravom podskupu.
To je nemoguce jer je n € S.

Oba slucaja dovode do kontradikcije pa zakljucujemo da ne postoji pravi podskup
T od N,;; takav da je N,,; = T. Stoga je n +1 € S. Prema principu indukcije
zakljucujemo da je S = N. Time je tvrdnja teorema dokazana. O]

Napomena 2.3.3. Ako su S, T iV skupovi takvi da je S = T ¢ T =V, onda
je S =2 V. Naime, ako su f : S — T i g : T — V bijekcije, onda je ocito
go f:S—V bigekcija.

Nadalje, ako su S i T skupovi, f : S — T bijekcija te A C S, A # (), onda je
A= f(A). Naime, funkcija g : A — f(A), g(x) = f(x) je bijekcija.

Teorem 2.3.4. Neka je S skup. S je beskonacan ako i samo ako postoji T C S takav
da je S = T.

Dokaz. Pretpostavimo da je S beskonacan skup. Prema teoremu postoji injek-
cija f: N — S. Neka je T =S\ {f(1)}. Ocito je T C S. Definirajmo funkciju
g : S — T na sljededi nacin:

_ x, ako x ¢ f(N)
g(z) = { f(n+1), ako je x = f(n)

Uocimo da je ova definicija funkcije dobra, naime, za svaki x € f(N) postoji jedins-
tven n € N takav da je z = f(n). Nadalje, za svaki x € S takav da x ¢ f(N) vrijedi
x €T, tj. g(x) € T, a za svaki n € N vrijedi f(n + 1) € T. Dokazimo da je g
bijekcija. Neka su z1,z9 € S takvi da je x; # xo. Tvrdimo da je g(x1) # g(x2).
Imamo nekoliko slucajeva.
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1°) 1,22 ¢ f(N)
Tada je g(x1) = 21, a g(@2) = 22 pa je g(x1) # g(z2).

2°) 11 & f(N), 25 € f(N)
Tada g(x1) ¢ f(N), a g(z2) € f(N). Stoga je g(x1) # g(x2).

3°) z1 € f(N), 22 ¢ f(N)

Analogno kao u 2. sluc¢aju zaklju¢ujemo da je g(x1) # g(z2).

4°) 1,72 € f(N)

Tada je 1 = f(n) i zo3 = f(m), za neke m,n € N. Iz x; # x5 slijedi m # n. Stoga je
m+1 # n+1 paiz ¢injenice da je f injektivna funkcija slijedi da je f(n+1) # f(m-+1),
tj. g(z1) # g(z2).

U svakom sluéaju imamo g(x1) # g(z2). Zaklju¢ujemo da je g injekcija.

Neka je y € T. Ako y ¢ f(N), onda je g(y) = y prema definiciji funkcije g. S
druge strane, ako je y € f(N), onda postoji n € N takav da je y = f(n). Znamo da
f(1) ¢ T pa je stoga n # 1 iz Cega slijedi da postoji m € N takav da je n = m + 1
(jer je 1 < n). Neka je x = f(m). Tada je

g(x) = f(m+1) = f(n) =y,
dakle, g(z) = y. Prema tome, za svaki y € T postoji x € S takav da je g(z) =y, a
to znaci da je g surjekcija.

Zakljucak: Funkcija g : S — T je bijekcija.

Pretpostavimo sada da postoji T" C S takav da je S = T. Dokazimo da je S
beskonacan skup. Pretpostavimo suprotno. Tada je S konacan skup pa, buduéi da
je o¢ito neprazan, postoji n € N takav da je S = N,,. Neka je f: S — N, bijekcija.
Bududi da je T' C S, vrijedi f(T) C N,,. Nadalje, T2 (7). Imamo,

N, =8=T=fT)

pa je N, = f(T). Ovo je u kontradikciji s teoremom m Prema tome, S je
beskonacan skup. O

Korolar 2.3.5. Neka je S skup. Tada je S konacan skup ako i samo ako ne postoji
T C S takav da je T = S.

Napomena 2.3.6. Ako su S i T skupovi te f : S — T injekcija, onda je S = f(S).
Naime, funkcija g : S — f(5), g(z) = f(x) je ocito bijekcija.
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Uocimo da iz teorema slijedi da je N beskonacan skup. Naime, funkcija
s : N — N je injekcija pa je N = s(N), a s(N) = N\ {1}. Dakle, N je ekvipotentan
svom pravom podskupu pa je prema teoremu N beskonacan skup.

Korolar 2.3.7. Neka je S skup. Tada je S beskonacan ako i samo ako postoji
injekcija N — S,

Dokaz. Ako je S beskonacan skup, onda prema teoremu [2.2.1| postoji injekcija N —
S. Obratno, pretpostavimo da postoji injekcija f : N — S. Vrijedi N =2 f(N)
(funkcija f : N — N je injekcija). Iz ¢injenice da je N beskonacan skup slijedi da
je f(N) beskonacan skup. Ocito je f(N) C S pa slijedi da je S beskonacan skup (po
korolaru . O



Poglavlje 3

Prebrojivost

3.1 Prebrojivi skupovi

Definicija 3.1.1. Za skup S kaZemo da je prebrojiv ako je S konacan ili S = N.

Propozicija 3.1.2. Neka je T skup te neka je T' neprazan podskup skupa T. Tada
postogi surjekcija h - T — T'.

Dokaz. Odaberimo a € T". Definirajmo funkciju h: T'— T" sa

a, akox ¢ T"
h(x)—{ x, ako jex € T’

Ocito je h surjekcija. O]

Korolar 3.1.3. Neka su S @+ T neprazni skupovi te neka je f : S — T injekcija.
Tada postoji surjekcija g : T — S.

Dokaz. Tmamo da je S = f(S) pa postoji bijekcija k : f(S) — S. Ocito je f(S5)
neprazan podskup od T pa prema propoziciji postoji surjekcija h : T — f(S).
Funkcija ko h : T — S je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. O

Propozicija 3.1.4. Neka su S i T skupovi te neka je f : S — T surjekcija. Tada
postoji injekcija g : T — S

Dokaz. Neka je G : T — P(S) funkcija definirana tako da za svaki y € T vrijedi
Gly) ={z eS| f(x) =y}

Uoc¢imo da je G(y) neprazan skup za svaki y € T, naime to slijedi iz Cinjenice da
je f surjekcija. Prema aksiomu izbora postoji funkcija ¢ : T — S takva da je

20
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g(y) € G(y), za svaki y € T. Uocimo da iz ovoga slijedi da je f(g(y)) = vy, za
svaki y € T'. Tvrdimo da je g injekcija. Pretpostavimo da su y,ys € T takvi da je
9(y1) = g(y2). Tada je

fl9(y1)) = f(g(12)),

tj. y1 = y2. Prema tome, g je injekcija. O]

Neka je S C N te neka je x € S. Kazemo da je x minimum skupa S ako je z < y,
za svaki y € S. Uoc¢imo da je minimum skupa S, ako postoji, jedinstven. Naime,
ako su x7, r9 minimumi skupa S, onda je 1 < y, za svaki y € S pa je x1 < x5 jer je
x9 € S. Analogno dobivamo da je s < xy, dakle x1 = z5. Minimum skupa S, ako
postoji, ozna¢avamo sa min S.

Teorem 3.1.5. Svaki neprazan podskup od N ima minimum.

Dokaz. Neka je T skup svih n € N sa sljede¢im svojstvom: Svaki podskup S od N za
kojega postoji k € N takav da je k € S'i kK < n ima minimum.

Dokazimo da je T' = N koriste¢i princip indukcije. Dokazimo prvo da je 1 € N.
Pretpostavimo da je S C N te da je k£ € S takav da je £ < 1. Tada je ocito k = 1,
dakle, 1 € S. Stoga je 1 minimum skupa S, tj. skup S ima minimum. Prema tome,
1eT.

Pretpostavimo sada da jen € T'. Dokazimo da jen+1 € T. Neka je S C N takav
da postoji k € S sa svojstvom k < n + 1. Imamo dva slucaja:

1°) S sadrzi neki element manji ili jednak od n. Tada iz ¢injenice da je n € T
slijedi da S ima najmanji element.

2°) Ne postoji element od S koji je manji ili jednak od n. Tada za svaki x € S
vrijedi n < x, tj. n+ 1 < x. Posebno, n + 1 < k, sto zajedno s £ < n + 1 daje
k=n+1 Dakle, n+1€ Spaizn+1 <z, zasvaki x € S, slijedi da je n + 1
minimum skupa S.

Prema tome, u oba slucaja dobivamo da S ima minimum. Stoga je n + 1 €
T. Prema principu indukcije zakljucujemo da je 7' = N. Time je tvrdnja teorema
dokazana. Naime, ako je S C N, S # (), onda postoji n € N takav da jen € S. Iz
¢injenice da je n € T slijedi da .S ima minimum. O]

Teorem 3.1.6. Neka je S beskonacan podskup od N. Tada je S = N.
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Dokaz. Neka je k € N. Tada postoji x € S takav da je k < x. Naime, u suprotnom bi
za svaki x € S vrijedilo x < k pa bi slijedilo da je S C Ni sto bi zajedno s korolarom
povlagilo da je S konacan skup $to je nemoguce. Dakle, skup {x € S | k < x}
je neprazan skup pa prema prethodnom teoremu ima minimum.

Neka je F': N — N funkcija definirana sa
F(k)y=min {z €S|k < z}.
Prema principu definicije indukcijom postoji funkcija f : N — N takva da je f(1) =

min S, f(n+ 1) = F(f(n)), za svaki n € N. Iz definicije funkcije F' je jasno da je
k < F(k), za svaki k € N. Stoga posebno za svaki n € N vrijedi f(n) < F(f(n)), tj.

f(n) < f(n+1).
Neka je n € N. Tvrdimo da za svaki k € N vrijedi f(n) < f(n+ k). Neka je
T'={keN]|f(n)<fin+k)}

Ocito da je 1 € T. Pretpostavimo da je k € T. Dokazimo da je k+ 1 € T. Imamo
f(n) < f(n+k) (erjekeT), te f(n+k)< f(n+ (k+1)). Stoga je

fn) < fln+(k+1)).

Dakle, £k +1 € T. Time smo pokazali da je T' = N. Dakle, za svaki £ € N vrijedi
f(n) < f(n+k).

Dokazimo da je f injekcija. Neka su m,n € N, m # n. Tada je m < n ili n < m.

°)ym<n
Tada postoji k € N takav da je n = m + k. Znamo da je f(m) < f(m + k), dakle
f(m) < f(n). Stoga je f(m) # f(n).

2°)n <m

Analogno dobivamo da je f(n) # f(m).
Zaklju¢ujemo da je f injekcija.

Dokazimo sada da je f(N) = S. Ocito je f(1) € S. Neka jen € N, n # 1. Tada
jen =m+ 1, za neki m € N. Imamo,

f(n) = f(m+1) = F(f(m)).
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Iz definicije funkcije F je ocito da je F'(k) € S, za svaki k € N. Stoga je f(n) € S.
Dakle, f(n) € S, za svaki n € N. Prema tome,

f(N)CS.

Neka je T skup svih n € N koji imaju sljedeée svojstvo: Za svaki x € S takav da je
x < f(n) vrijedi z € f(N). Tvrdimo da je 1 € T'. Neka je z € S takav da je x < f(1).
Tada je x < min S. Iz min S < z slijedi da je x = min S. Stoga je x = f(1), dakle,
z € f(N). Prema tome, 1 € T

Pretpostavimo da je n € T. Dokazimo da je n +1 € T. Neka je x € S takav da
je x < f(n+1). Zelimo dokazati da je 2 € f(N). Ako je x = f(n + 1), to je ocito.
Pretpostavimo da je © < f(n+1). Ako je x < f(n), onda je z € f(N) jer jen € T.
Pretpostavimo da je f(n) < . Imamo,

f(n) <z < f(n+1).

Imamo, f(n+ 1) = F(f(n)) paje f(n+1) = min {y € S| f(n) < y}. Ocito je
re{yesS| fin) <y} paje f(n+1) <z Ovo jeu kontradikciji s * < f(n + 1).
Dakle, z € f(N) pa zaklju¢ujemo da je n+ 1 € T'. Prema tome, T' = N.

Neka je z € S. Tada postoji n € N takav da je 2 < f(n). Naime, u suprotnom
bi za svaki n € N vrijedilo da je f(n) < x pa bismo imali f(N) C N,. No, f(N) =
N (funkcija f : N — N je injekcija) pa je stoga f(N) beskonacan skup sto je u
kontradikeiji s ¢injenicom da je f(N) C N, (podskup kona¢nog skupa je konacan). 1z
z < f(n)in €T slijedi da je x € f(N). Prema tome,

S C f(N).
Time smo dokazali da je f(N) = S. Dakle, S = N. O
Korolar 3.1.7. Neka je S C N. Tada je S prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S konacan skup tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da S nije konacan
skup. Tada je prema teoremu S = N. Stoga je S prebrojiv. n

Teorem 3.1.8. Neka je S neprazan skup. Tada je S prebrojiv ako © samo ako postoji
surjekcija f: N — S.

Dokaz. Pretpostavimo da je S prebrojiv. Tada je S = N ili S konac¢an. Ako je S = N
tada postoji bijekcija sa N u S, dakle postoji surjekcija sa N u S. Pretpostavimo da
je S konacan. Buduéi da je S # () postoji n € N takav da je S = N,,. Dakle, pos-
toji bijekcija h : N,, — S. Kako je N,, C N po propoziciji [3.1.2] postoji surjekcija
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g: N — N,. Sada je hog: N — § surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija.
Dakle, postoji surjekcija N — S.

Pretpostavimo da postoji surjekcija f : N — S. Tada prema propoziciji
postoji injekcija g : S — N. Ako je S konacan skup onda je oc¢ito prebrojiv.
Pretpostavimo da je S beskonacan. Vrijedi S = ¢(S). Stoga je g(S) beskonacan
skup. No, ¢(S) € N pa iz teorema slijedi da je g(S) = N. Stoga je S = N.
Dakle, S je prebrojiv. m

Propozicija 3.1.9. Neka je S skup. Tada je S prebrojiv ako i samo ako postoji
T CN takav da je S =T.

Dokaz. Pretpostavimo da je neki S prebrojiv skup. Tada je S konacan ili S = N.
Stoga je S =0 ili S = N, za neki n € N ili S = N. U svakom slucaju postoji T C N
takav da je S 2 T (T =0 ii T = N, ili T = N). Pretpostavimo sada da postoji
T C N takav da je S = T'. Iz korolara slijedi da je T prebrojiv pa je ocito i S
prebrojiv. O

3.2 Prebrojivost skupa N x N

Napomena 3.2.1. Neka je S skup. Uocimo da je ) x S = (). Nadalje, uocimo da
je O funkcijska relacija izmedu O 1 S. Dakle, f = (0,5,0) je funkcija izmedu @) 7 S.
Uocimo da je [ injekcija te da je f surjekcija ako 1 samo ako je S = 0. Nadalje, ako
jeg:0 — S, onda je g = (0,5,0), tj. g= f. Stoga je ) = S ako i samo ako S = 0.
S druge strane, uocimo da ne postoji funkcija S — () ako je S # ().

Fiksirajmo x iz N. Neka je h : N — N funkcija definirana sa h(a) = a + x, za
svaki a € N. Prema teoremu postoji jedinstvena funkcija g, : N — N takva da
je

9:(1) = =,
9:(s(y)) = h(g:(y)),
za svaki y € N. Dakle,
92(s(y)) = gu(y) + 7,

za svaki y € N. Definirajmo binarnu operaciju - na Nsa z-y = g.(y). Zasvakiz € N
vrijedi z - 1 = ¢,(1) = . Nadalje, za sve z,y € N vrijedi

z-(y+1)=g(y+1) =9:(5(y) = g (y) + = (v - y) + .

Dakle,
r-1=uz,
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z-(y+1)=(z-y) +u,

za sve x,y € N.

Napomena 3.2.2. Ubuduce éemo koristiti standardni dogovor da mnoZenje ima
Yvedi prioritet” od zbrajanja pa éemo npr. umjesto (x-y)+ (u-v) pisemo x-y+u-v.

Propozicija 3.2.3. Za sve a,b,c € N vrijedi (a+b)-c=a-c+0b-c.

Dokaz. Neka su a,b € N. Nekaje S={ceN|(a+b)-c=a-c+b-c}. Dokazimo
da je S = N. Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je ¢ € S. Imamo, (a +0b) - (c+ 1) =
(a+b)-c+(a+b)=(ac+bc)+ (a+b) =ac+ (bc+ (a+b)) =ac+ ((bc+a)+b) =
ac+ ((a+bc)+b) = ac+ (a+ (bc+b)) = (ac+a) + (be+b) =a-(c+1)+b- (c+1).
Prema tome, ¢ +1 € S. Dakle, S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.2.4. Za sve x,y € N vrijedi x -y =y - x.
Dokaz. Dokazimo prije svega da je 1-x = x, za svaki x € N. Neka je
T={xeN|l-z=ux}
Ocito je 1 € N. Pretpostavimo da je x € T'. Vrijedi,
l-(z+)=1-2+1=a+1,

tj. *+ 1 € T. Prema tome, T'= N. Dakle, 1 -z = z, za svaki x € N. Fiksirajmo
x € N. Neka je

S={yeN|z-y=y- =z}
Dokazimo da je S = N. Imamo, 1 € T (jer je x -1 =z, 1 -2 = x). Pretpostavimo da
je y € S. Koriste¢i prethodnu propoziciju imamo

r-(y+)=z-y+zx=y-z+z=y-z+1-2=(y+1)-
Dakle, y+1 € S. Dobili smo da je S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. [J
Propozicija 3.2.5. Za sve x,y,z € N vrijedi (z-y)-z=x - (y - 2).
Dokaz. Fiksirajmo z,y € N. Neka je
S={zeN[(@-y)-z2=z-(y 2)}

Dokazimo da je S = N. Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je z € S. Imamo,
(z-y)-+1) = () -2+zy=z-(y-2)+z-y=(y-2)r+y-z=(y 2+y) v =
(y-(z4+1)-z=x-(y-(2+1)). Dakle,

z+1€ 8.

Dobili smo da je S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O]
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Neka su z,y € N. Kazemo da z dijeli y i piSemo

zy

ako postoji k € N takav da je y = k- . Definiramo 2 =1+ 1. Za x € N kazemo da
je paran broj ako
2|z

Za x € N koji nije paran kazemo da je neparan.

Definirajmo funkciju g : N — N pravilom g(u) = 2u, za svaki u € N. Prema
teoremu([L.1.2]postoji jedinstvena funkcija f : N — Ntakvadaje f(1) = 2, f(k+1) =
g(f(k)), za svaki k € N. Dakle, f(1) =21 f(k+1) =2- f(k), za svaki k € N. Za
svaki k € N éemo pisati 28 umjesto f(k). Dakle, 2! =2 i 281 = 2. 2k,

Lema 3.2.6. Neka sua,b,c,d € N takvi da vrijedia < bic < d. Tada je a+c < b+d.

Dokaz. 1z a < bipropozicije[l.3.6[slijedi da je a+c¢ < b+c. Nadalje iz iste propozicije
ic<dslijedidajec+b<d+0. Dakle,a4+c < b+cib+c < b+d pa iz propozicije
T.3.2 slijedi a + ¢ < b+ d. O

Propozicija 3.2.7. Neka su x,y € N takvi da je x < y. Tada za svaki n € N vrijeds
xn < yn.

Dokaz. Neka je
S={neN|zn<yn}.

Dokazimo da je S = N. Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da jen € S. Tada je zn < yn,
a znamo da je x < y pa iz prethodne leme slijedi da je xn + x < yn + y. Dakle,

z(n+1) <y(n+1)

Sto znaci da je n + 1 € S. Zaklju¢ujemo da je S = N i time je tvrdnja propozicije
dokazana. n

Korolar 3.2.8. Neka su z,y € N takvi da je nx = ny. Tada je x =y.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. = # y. To znaci da je x < y ili ¥y < x. Prema
propoziciji |3.2.7 vrijedi zn < yn ili yn < xn, no to je u kontradikciji s nx = ny. [

Propozicija 3.2.9. 1. Neka su x,y € N takvi da z|y. Tada je x < y.

2. Neka su x,y,z € N takvi da x|y i y|z. Tada x|z.
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Dokaz. 1) Iz x|y slijedi da postoji k& € N takav da je y = k- z. Imamo 1 < k, a iz
prethodne propozicije slijedi 1 -z < k -z, tj. x <.

2) Imamo y = kx i z = ly, za neke k, ! € N. Koristeéi propoziciju dobivamo
z = l(kx) = (lk)x pa ocito x|z. O
Lema 3.2.10. Za svaki n € N vrijedi n < 2™.

Dokaz. Neka je
S={neN|n<2"}

Pokazimo da je S = N. Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je n € S. Tada je n < 2™.

Iz propozicije slijedi da je
2n < 22",

tj. 2n < 2"t Iz 1 < n slijedi
n+1<n+n,

tj. n4+1 < 2n. Iz toga i 2n < 2" slijedi
n+1< 2"
Dakle, n +1 € S. Prema tome, S = N i time je tvrdnja dokazana. O

Napomena 3.2.11. Neka su x,y € N takvi da y|x. Tada postoji jedinstveni z € N
takav da je x = z -y. Pretpostavimo da postoje z1,zo € N takvi da je x = z1y 1
T = 20y te 21 # z3. Tada je z1 < zy 1li 25 < z1. Ako je z1 < zy onda iz propozicije
slijedi yz1 < yze, odnosno x < x §to je nemogucée. Analogno zakljucujemo da
29 < 21 vodi na kontradikciju.

Neka je x € N. Tada postoji k& € N takav da 2F { 2. Naime, prema prethodnoj
lemi postoji k& € N takav da je z < 2% (npr. uzmemo da je k = x) pa slijedi 2% { =
(jer bi u suprotnom prema propoziciji vrijedilo 2% < 2, a §to je nemoguée zbog
x < 2F). Prema tome, za svaki n € N skup

{keN|2¥f2}
je neprazan pa prema teoremu [3.1.5] ima minimum.
Definirajmo funkciju f: N — N sa
f(z) =min {k e N| 2" {2}

Pretpostavimo da je x € N paran broj. Tada je f(z) # 1 (kada bi vrijedilo f(z) =1,
onda bismo imali 2!  z, tj. 2 { z $to je nemoguce jer je x paran broj). Stoga je
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1 < f(z) pa postoji jedinstveni [ € N takav da je f(z) =1+ 1. Ocito je I < f(z). Iz
definicije broja f(x) slijedi da
2.

Stoga postoji jedinstveni y € N takav da je z = 2" - 4.

Neka je P skup svih parnih brojeva. Definirajmo funkciju g : P — N na nacin
da za z € P definiramo g(z) = v, gdje je y € N takav da je x = 2! - y pri ¢emu je
[ € Ntakav daje l +1 = f(z).

Propozicija 3.2.12. Za sve k,l € N wvrijedi 2 = 2k . 2!
Dokaz. Fiksirajmo k € N. Neka je
S ={l e N|2t! =2F. 21
Dokazimo da je S = N. Imamo,
g+l _ ok .9 _ ok .9l
dakle, 1 € S. Pretpostavimo da je [ € S. Dokazimo da je [ + 1 € S. Imamo,
Qk+H(IHD) — (rt+1 — 9ktl) 9 — (9% . 9} . 9 = 9k . (21.2) = 2k . 9l+1,

dakle, 2F+(+1) = 2k . 941 Time smo dokazali da je [ + 1 € S. Prema tome, S = N i
time je propozicija dokazana. O

Napomena 3.2.13. Neka su x,y € N takvi da je x < y+ 1. Tada je v < y. Naime,
u suprotnom bi vrijedilo y < x $to bi povilacilo y + 1 < x, a to je nemoguce zbog
r<y+1.

Lema 3.2.14. Neka jen € N. Tada je f(2") =n+ 1.
Dokaz. Imamo 1 < 2 pa iz propozicije slijedi
2" < 2.2" 2" < "L
Iz ovoga i propozicije dobivamo da
2mthyon,

Neka je k € N takav da je k < n + 1. Iz prethodne napomene slijedi da je k < n.
Tvrdimo da 2¥]2". Ovo je jasno ako je k = n. Inace vrijedi k < n pa postoji | € N
takav da je n = k + [. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi

2n — 2k+l — 2k . 2l
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pa ocito 2¥|2". Dakle, 2¥|2" za svaki k € N takav da je & < n + 1. Iz ovoga
zakljuéujemo da je n + 1 najmanji element skupa {k € N | 2% 4 27} dakle,

f(2") =n+1.
O
Lema 3.2.15. Neka sun,y € N, pri cemu je y neparan broj. Tada je f(2"-y) = n+1
19(2"-y) =y
Dokaz. Tvrdimo da 2"! 42" .y. Pretpostavimo suprotno, tj.
2" |2 Ly,
Tada postoji | € N takav da je 2" -y = [ - 2"TL. Vrijedi,
[-2"th=].(2".2)=2"-(2-1)

paje 2" .y =2"-(2-1). Iz korolara slijedi da je y = 2l, dakle, y je paran broj.
To je u kontradikciji s pretpostavkom leme. Prema tome,

2n+1 T omn . Y.

Neka je k € N takav da je k < n+1. U dokazu prethodne leme smo vidjeli da 2¥|2", a
bududi da ocito 2"|2Y - y iz propozicije slijedi 2% - y. Zakljuéujemo, kao u dokazu
leme, da je

f@2"-y)=n+1.
Ocito je 2" - y paran broj. Oznacimo y' = g(2" - y). Tada je 2" -y = 2! - ¢/, gdje je
[ € Ntakav dajel+ 1= f(2" - y). Slijedi,

l+1=n+1
pajel=mn. Iz 2" .y = 2" .y slijedi
2"y =2"q
pa korolar povlaci da je y = ¢/. Dakle, g(2" - y) = y. H

Neka je z € N\ {1}. Tada postoji jedinstven y € N takav da je y + 1 = =
(jer s : N — N injekcija i s(N) = N\ {1}). Taj y oznacavamo sa x — 1. Dakle,
(r—1)+1==z. Akoje k € N, ondaje 1 < k pa po propozicijivrijedi 2-1 <2k,
tj. 2 < 2. k. Prema tome, za svaki paran broj x vrijedi 2 < z. Iz toga zakljucujemo
da 1 nije paran broj.
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Propozicija 3.2.16. Za svaki x € N wvrijedi da brojevi x © x + 1 nisu istovremeno
parni.

Dokaz. Nekaje S = {x € N | z, x+1 nisu istovremeno parni}. Dokazimo da je S = N.
Ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je z € S. Tvrdimo da je x+1 € S. Pretpostavimo
daz+1¢ S. Tada su brojevi x + 11 (x+ 1)+ 1 parni brojevi. Dakle, x + 2 je paran
broj pa postoji k € N takav da je x + 2 = 2k. Koristeéi propoziciju dobivamo

2=141<1+2<z+2=2k

dakle, 2 < 2k iz cega slijedi k # 1. Stoga postoji | € N takav da je k = [ + 1. Slijedi,
r+2=2-k=2-(+1)=2-1+2, dakle,

r+2=2-1+2

pa je © = 2k. Prema tome, = je paran broj, a znamo da je x + 1 paran broj (jer
jex+1¢ S). Ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da je z € S. Prema tome,
x+ 1€ .S. Time smo dokazali da je S = N. O

Definirajmo funkciju h: N — N

B flx+1), z¢ P
h(z) _{ flg(z)+1), z€ P

Neka je F': N — N x N funkcija definirana sa F'(z) = (f(x), h(z)).

Propozicija 3.2.17. Neka je (a,b) € N x (N\ {1}). Tada postoji x € N takav da je
F(z) = (a,b).

Dokaz. Ocito je b # 1. Imamo dva slucaja.
1°)a=1
Broj 27! je o¢ito paran pa je 27! # 1. Neka je z = 2°~! — 1. Imamo,

r4+1=2""

dakle, x + 1 je paran broj pa iz propozicije |3.2.16| slijedi da x nije paran broj. Dakle,
2!tz pa je f(z) = 1. Nadalje vrijedi,

h(z) = flz+1) = f(2)
pa iz leme slijedi h(z) = (b—1) 4+ 1, tj. h(z) =b. Prema tome,

Fa) = (f(x), h(z)) = (1,0),
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tj. F(z) = (a,b).

2°)a#1

Definirajmo x = 2¢71(2°~1 — 1). O¢ito je = paran broj. U prethodnom slu¢aju smo
vidjeli da je 2°~! — 1 neparan broj. Iz leme [3.2.15| slijedi da je f(z) = a. Nadalje,
koristec¢i opet lemu [3.2.15| dobivamo

M) = Flgle) +1) = 2 = 1)+ 1] = F2 1) = b,
Dakle, F(x) = (f(x),h(x)) = (a,b). O
Teorem 3.2.18. Skup N x N je prebrojiv.

Dokaz. Definirajmo I' : N — N sa

1, z=1
F<x)_{a:—1, r#1
Definirajmo G : N x N — N x N sa

G(r,y) = (2, T(y)).

Tvrdimo da je funkcija Go F' : N — N x N surjekcija. Neka je (a,b) € NxN. Vrijedi
G(a,b+1) = (a,I'(b+1)) = (a,b), dakle,

G(a,b+1) = (a,b).

Ocito je (a,b+ 1) € N x N\ {1} pa prema propoziciji |3.2.17| postoji = € N takav da
je F(z) = (a,b+1). Vrijedi, (Go F)(z) = G(F(z)) = G(a,b+ 1) = (a,b), dakle,

(G o F)(x) = (a,b).

Time smo dokazali da je G o F surjekcija. Iz teorema slijedi da je N x N
prebrojiv. O]

Neka je F skup ¢iji su elementi skupovi. Tada za F kazemo da je familija skupova.

Ako je F familija skupova definirano U F = {z | postoji F' € F takav da je

FreF
xr € F}.

Za U F kazemo da je unija familije F.
FeF
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3.3 Prebrojive familije prebrojivih skupova

Lema 3.3.1. Neka je n € N te neka je T skup takav da je T = N, 1. Tada postoje
T"CTiaeT tako daje T =T U{a} i T =N,.

Dokaz. Neka je f: N, 1 — T bijekcija. Oznacimo 7" = f(N,). Prema napomeni
2.3.6, Naime, funkcija g : A — f(A), g(x) = f(x) je bijekcija., vrijedi T" = N,,.
Oznac¢imo a = f(n + 1). Imamo:

T = f(Nos1) = f(NoU{n+1}) = f(N)Uf({n+1}) = F(N2)U{f(n+1)} = T"U{a}.

Dakle,
T=T U{a}.

Propozicija 3.3.2. Ako su S i T konacni skupovi, onda je S UT konacan skup.

Dokaz. Neka je S konacan skup. Neka je X = {n € N | za svaki skup T takav da je
T = N, vrijedi da je S UT konacan skup}. Iz propozicije slijedi da je 1 € X.
Pretpostavimo da je n € ¥. Neka je T skup takav da je T = N, ;1. Prema lemi [3.3.]]
postoji 7" C T'ia € T takav daje T =T U{a} i T" = N,,. Vrijedi,

SUT=SuU(T"U{a})=(SUT)U{a}.
IzneXiT =N, slijedi da je SUT" konacan skup. Iz propozicije slijedi da je
(SUT")U{a} konacan skup, dakle,
SUT

konacan skup. Time smo dokazali da je n 4+ 1 € X. Zakljucujemo da je ¥ = N. Neka
je T bilo koji konacan skup. Ako je T'= (), onda je ocito S U T konacan skup.

Pretpostavimo da je T # (). Tada postoji n € N takav da je T = N,,. Zbog ¥ = N
imamo da je n € X pa po definiciji skupa > vrijedi da je S UT konacan skup. Time
je tvrdnja propozicije dokazana. O]

Primjer 3.3.3. Neka je F = {{n}|n € N}. Tada je F familija konacnih skupova.

No, U F nije konacan skup jer je ocito U F =N. Uocimo da je funkcija N — F,
FeF FeF

nw— {n}, bijekcija. Dakle, N = F pa je F beskonacna familija (beskonacan skup).

Lema 3.3.4. Neka su F,G,H familije skupova takve da je F = GUH. Tada je

Ur=Jmnu m.

FeF Feg FeH
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Dokaz. Neka je x € U F. Tada postoji Fy € F takav da je x € Fy. Znamo da je
FeF
F =GUH paslijedi Fy € G ili Fy € H. Ako je Fy € G, onda je = € U F, a ako je
Feg
Fy € H, onda je x € U F. U svakom slucaju
Fer

re(|JP)u(l p.

Feg FeH

Obratno, neka je z € (U F)U(U F). To znadi dajexe(U F)ilixz € (U F).

Feg FeH Feg FeH
Pretpostavimo da je x € (U F'). Tada postoji Fy € G takav da je z € Fy. S obzirom
Feg
da je F = GUH slijedi da je Fy € F pajex € U F. Do istog zakljucka dolazimo
FeF

kada je z € U F. Dakle,

FeH

T € UF

Time je tvrdnja dokazana. O]

Propozicija 3.3.5. Ako je F konacna familija konacnih skupova (tj. F je konacan
skup éiji su elementi konacni skupovi), onda je U F' konacan skup.

FeF
Dokaz. Neka je ¥ = {n € N | ako je F familija kona¢nih skupova takva da je

F = N, onda je U F konacan skup}. Vrijedi 1 € ¥. Naime, ako je F familija

FeF
kona¢nih skupova takva da je F = Ny, onda je F = {A}, gdje je A konacan skup pa

17
U F=A
FeF

slijedi da je U F konacan skup. Pretpostavimo da je n € X. Pretpostavimo da je F

FeF
familija konacnih skupova takva da je F = N,,;1. Prema lemi [3.3.1] postoji 7/ C F i

A € F takav da je F = FFU{A} i F' = N,,. Koriste¢i lemu dobivamo

Ur=UY vl = nua

FeF FeF Fe{A} FeF
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Iz n € Nslijedi da je U F konacan skup pa iz propozicije|3.3.2[slijedi da je ( U U
FeF FeF!
A konacan skup, dakle,
UF
FeF

je konacan skup. Time smo dokazali da je n + 1 € ¥. Prema tome > = N.

Dokazimo sada tvrdnju propozicije. Neka je F konacna familija konacnih skupova.

Ako je F = (), onda je U F =0, dakle, U F' je konacan skup. Pretpostavimo da

FeF FeF

je F # (). Tada postoji n € N takav da je F = N,,. Imamo n € X (jer je X = N) pa

iz definicije skupa ¥ slijedi da je U I konacan skup. O
FeF

Teorem 3.3.6. Neka je F prebrojiva familija prebrojivih skupova. Tada je U F

FeF
prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je G = F\ {0}. 1z G C F slijedi da je U F C U F. S druge strane,

Feg FeF
ako je x € U F, onda postoji Fy € F takav da je x € Fy. Imamo, Fy # 01 F, € F
FeF
pa je Fy € G. Stoga je z € U F. Zakljucujemo da je U F C U F. Prema tome,
Feg FeF Feg
Ur=UF~r
Feg FeF

Stoga je dovoljno pokazati da je U F prebrojiv skup. Iz G C F slijedi da je G
Feg
prebrojiva familija prebrojivih skupova. Ako je G = (0, onda je U F = paje U F
Feg Feg
prebrojiv skup. Pretpostavimo da je G # (). Prema teoremu [3.1.8| postoji surjekcija
S:N — G. Zan € N neka je ¥, skup svih surjekcija sa N u S(n). Neka je

Y = U Y, te neka je F' : N — P(Y) funkcija definirana sa F'(n) = %,. Za svaki

neN
n € N vrijedi da je S(n) neprazan prebrojiv skup (jer je S(n) € G, a() ¢ G po definiciji
skupa G) pa prema teoremu [3.1.8 postoji surjekcija N — S(n). Dakle, za svakin € N
vrijedi 3, # 0, tj. F(n) # (). Prema aksiomu izbora postoji funkcija f : N — YV
takva da je f(n) € F(n), za svaki n € N. Dakle, f(n) : N — S(n) je surjekcija za
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svaki n € N. Definirajmo funkciju H : N x N — U F, H(n,i) = (f(n))(i). Za sve

Feg
n,i € N vrijedi (f(n))(i) € S(n) pa zbog S(n) € G imamo da je

(f)(@) e |J F

Feg

Dakle, funkcija H je dobro definirana. Tvrdimo da je H surjekcija. Neka je x € U F.

Feg
Tada postoji ' € G takav da je x € F'. Bududi da je S surjekcija postoji n € N takav

da je S(n) = F. Dakle, x € S(n) pa bududi da je f(n) : N — S(n) surjekcija

postoji i € N takav da je (f(n))(i) = x. Dakle, z = H(n,i). Prema tome, H je

surjekcija. Iz teorema [3.2.18| slijedi da postoji surjekcija h : N — N x N. Funkcija

Hoh:N — U I je surjekcija kao kompozicija dviju surjekcija. Prema teoremu
Feg

3.1.8| skup U F' je prebrojiv. Time je tvrdnja teorema dokazana. ]

Feg

Korolar 3.3.7. Neka su S i T prebrojivi skupovi. Tada je S UT prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je F = {S,T}. Ocito je F prebrojiva familija prebrojivih skupova.

Dakle, prema teoremu |3.3.6|slijedi da je U F prebrojiv skup. Tvrdimo da je
FeF

UF:SUT.

FeF

Neka je x € U F. Tada postoji F' € F takav da je x € F. 1z definicije od F slijedi
FeF

F=Sili F=Tpajexe SilizeT. Stoga je
xreSUT.

Obratno, neka je x € SUT. Tada je x € Sili z € T. U svakom slucaju, postoji
F € F takav da je x € F, dakle,

T € UF

Prema tome, U F = SUT vrijedi pa zaklju¢ujemo da je S UT prebrojiv skup. [J
FeF

Definicija 3.3.8. Za skup koji nije prebrojiv kazemo da je neprebrojiv.
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Primjer 3.3.9. Neka je S skup svih funkcija sa N u N. Turdimo da je S neprebrojiv
skup.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je S prebrojiv skup. Tada postoji surjekcija F :
N — S. Neka je f: N — N funkcija definirana sa f(n) = (F(n))(n) + 1. Imamo,
f € S pa postoji (jer je F surjekcija) n € N takav da je f = F(n). Stoga je
f(@) = (F(n))(i), za svaki i € N. Posebno, f(n) = (F(n))(n). Iz definicije funkcije
[ sligedi (F(n))(n) + 1 = (F(n))(n) sto je nemoguce po propoziciji[1.2.6

Dakle, S je neprebrojiv skup.

Propozicija 3.3.10. Neka je S skup. Tada ne postoji surjekcija sa S u P(S).

Dokaz. Tvrdimo da ne postoji surjekcija sa S u P(S). Pretpostavimo suprotno, tj.
postoji surjekcija f sa S u P(S). Neka je

A={zreS|xg f(x)}

Ocito je A C S, tj. A € P(S). Buduéi da je f surjekcija postoji zp € S takav da je
f(zo) = A. Pretpostavimo da je xy € A. 1z definicije skupa A slijedi da z¢ ¢ f(zo).
Dakle, zq ¢ A sto je u kontradikeiji s pretpostavkom da je zg € A.

Pretpostavimo da xy ¢ A. Iz definicije skupa A slijedi da je g € f(z0), tj.
xo € A sto je u kontradikeiji s pretpostavkom da zy ¢ A. Zakljuéujemo da ne postoji
surjekcija f sa S u P(9). H
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo skup prirodnih brojeva te pojam konacnog
i prebrojivog skupa.

U prvom smo poglavlju, krenuvsi od aksioma, uveli osnovne pojmove vezane uz
skup prirodnih brojeva kao Sto su zbrajanje prirodnih brojeva i uredaj na skupu
prirodnih brojeva te smo dokazali neke ¢injenice vezane uz to. Takoder, iskazali smo
i dokazali princip definicije indukcijom.

U drugom smo poglavlju uveli pojam konacnog skupa te dokazali osnovne ¢injenice
vezane uz to. Nadalje, proucavali smo beskonacne skupove te dokazali da je skup
beskonacan ako i samo ako je ekvipotentan svom pravom podskupu.

Pojam prebrojivog skupa je bio sredisnji pojam treceg poglavlja. Ispitivali smo
razna svojstva ovoga pojma te smo dokazali da je unija prebrojive familije prebrojivih
skupova i sama prebrojiva.

Navedeni pojmovi imaju vaznu ulogu u teoriji skupova, sto je prikazano i u ovom
diplomskom radu.



Summary

In this thesis we studied a set of natural numbers and the concept of a finite and a
countable set.

In the first chapter, starting with the axioms, we introduced basic concepts related
to a set of natural numbers such as the addition of natural numbers and the order
on the set of natural numbers, and we have proven the facts related to it. We also
demonstrated and proved the principle of definition by induction.

In the second chapter, we introduced the concept of a finite set and we proved the
basic facts related to it. Furthermore, we have studied infinite sets and we proved
that a set is infinite if and only if it is equipotent to its proper subset.

The countable set was the central notion of the third chapter. We examined the
various properties of this concept and we proved that the union of a countable family
of countable sets is countable.

These notions have significant role in the theory of sets, which is shown in this
thesis.
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