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Sazetak

Anyoni su Cestice Cija se svojstva kontinuirano interpoliraju izmedu bozona
i fermiona, a Cije je postojanje teorijski dozvoljeno u dvodimenzionalnom
svijetu. Prilikom zamjene dvaju anyona, njihova valna funkcija poprima
proizvoljnu fazu ™, gdje parametar o € [0, 1] opisuje statistiku sustava
(o = 0 odgovara Bose-Einsteinovoj, a « = 1 Fermi-Diracovoj statistici). Ra-
zvoj eksperimentalnih metoda omogucio je realizaciju efektivno dvodimen-
zionalnih sustava zamrzavanjem stupnjeva slobode u trecoj dimenziji, Sto
otvara mogucnost realizacije anyona kao kvaziCestica u takvim sustavima.
Glavna motivacija za proucavanje anyona je njihova potencijalna uloga u
realizaciji topoloskog kvantnog racunala.

U ovom radu proucena je dinamika neinteragiraju¢eg anyonskog sustava u
kontekstu ultrahladnih atomskih plinova kao jedne od mogu¢ih platformi za
njihovu realizaciju. Analiticki i numericki analizirana je slobodna ekspan-
zija anyonskog sustava iz svojstvenog stanja harmonickog oscilatora, sto je
jedna od standardnih metoda za proucavanje svojstava atomskih plinova.
Uocena je interpolacija jednocesticne prostorne gustoce (SD) i raspodjele
impulsa (MD) u ovisnosti o statistickom parametru «. Anyonska SD i MD ne-
maju isti oblik, za razliku od fermionskog i bozonskog slu¢aja. Dobivena je
vremenska ovisnost tijekom slobodne ekspanzije, koja pokazuje samosli¢no
ponasanje SD u vremenu, dok MD mijenja oblik i asimptotski postaje pro-
porcionalna pocetnoj prostornoj gusto¢i. Promjena MD u vremenu je do-
nekle iznenadujuca jer ona karakterizira interagirajuce sustave, i ukazuje na
znacajniju ulogu statistike Cestica o u vremenskoj evoluciji sustava.



Free Expansion of Anyons

Abstract

Anyons are particles with properties continuously interpolating from bosons
to fermions, which are theoretically allowed to exist in a two-dimensional
world. An exchange of two anyons causes the wave function to pick up
a phase ™, where the parameter « € [0,1] describes the statistics of the
system (o = 0 corresponds to Bose-Einstein, and o = 1 to Fermi-Dirac sta-
tistics). Developments in experimental methods have enabled freezing out
degrees of freedom in a system, thus creating effective two-dimensional sys-
tems. This opens up the possibility of realization of anyons as quasiparticles
in such systems. The main motivation for studying anyons comes from their
potential significance in fault-tolerant topological quantum computation.

In this thesis, the dynamics of a non-interacting anyon system was studied
in the context of ultracold atomic gases, as one of the possible platforms for
their realization. Free expansion of anyons, one of the standard methods
in studying atomic systems, was examined analytically and numerically. In-
terpolation of one-particle space density (SD) and momentum distribution
(MD) in dependence on the statistical parameter o« was obtained. Anyon
SD and MD do not have the same shape, unlike bosonic and fermionic case.
Time evolution during free expansion was obtained, and self-similar beha-
vior of SD in time was observed, while anyonic MD changes shape with time
and asymptotically becomes proportional to the initial SD. Change of MD in
time is somewhat surprising, as it is a property of interacting systems, and
indicates a greater role of statistics « in time evolution of the system.
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1 Uvod

U kvantnoj fizici, viSeCesti¢ni sustav opisan je valnom funkcijom koja zadovoljava
Schrodingerovu jednadzbu i ima odredena simetrijska svojstva s obzirom na zamjenu
identi¢nih Cestica. U trodimenzionalnom svijetu, dopustene su samo simetri¢ne i
antisimetri¢ne valne funkcije, Sto dovodi do postojanja dviju velikih grupa cestica:
bozona i fermiona [1]. Bozonske valne funkcije su simetricne na zamjenu Cestica,
dok su fermionske antisimetri¢ne. Bozoni imaju cjelobrojan spin i Bose-Einsteinovu
statistiku, a fermioni polucjelobrojan spin i Fermi-Diracovu statistiku. Fermioni za-
dovoljavaju Paulijev princip iskljucenja, iz Cega slijede obiljezja fermionskih sustava,
koja su znatno razli¢ita od bozonskih. Kemijski elementi i periodni sustav eleme-
nata imaju svoj izgled, strukturu i svojstva bas zbog toga $to su elektroni fermioni.
S druge strane, bozoni mogu tvoriti Bose-Einsteinove kondenzate, a laseri (kohe-
rentno zracenje) su mogucdi jer su fotoni bozoni [2,3]. Nemoguce je dovoljno naglasiti
vaznost bozonske i fermionske prirode Cestica u odredivanju svojstava visecesti¢nih
sustava.

Medutim, pokazuje se da je ova dvojnost prirode prisutna samo u trodimenzi-
onalnim sustavima. Jo$ prije Cetrdesetak godina, teorijski su konstruirane cestice u
dvije dimenzije koje nisu ni bozoni ni fermioni [4,5]. Pokazano je da je u dvodi-
menzionalnom svijetu moguca frakcionalna statistika i frakcionalan iznos spina, te
su takve Cestice nazvane anyoni [5]. Ako dva anyona zamijene mjesta, njihova valna
funkcija dobiva proizvoljnu fazu €™, gdje je a € [0,1]. Ovakvi anyoni nazivaju se
Abelovim anyonima. Postoje i tzv. ne-Abelovi anyoni, opisani nekomutativhom te-
orijom, kod kojih faza prilikom zamjene N anyona ovisi o redoslijedu zamjene (za
precizniju definiciju vidi [2]).

Iako je pokazano da ovakve cCestice postoje u dvodimenzionalnom (2D) svijetu,
ovo ne mijenja ¢injenicu da je na$ svemir trodimenzionalan i da se sastoji samo od
bozona i fermiona. Anyoni kao elementarne Cestice u 3D svijetu ne postoje. Medutim,
razvoj tehnologije i eksperimentalnih tehnika omogucio je realizaciju efektivno dvo-
dimenzionalnih sustava, u kojima su stupnjevi slobode u tre¢oj dimenziji zamrznuti.
U fizici ¢vrstog stanja, moguce je elektrone ograniciti na gibanje samo na granici dva
poluvodica, a kao rezultat dobiva se 2D elektronski plin [2]. U atomskoj fizici, ultra-
hladne atomske plinove moguce je laserima ograniciti na gibanje u dvije dimenzije,
uvodenjem jakog ogranicavajuceg potencijala u tre¢oj dimenziji [6].

Razvoj dvodimenzionalnih eksperimenata i dalje ne mijenja ¢injenicu da se na$
trodimenzionalni svemir sastoji samo od bozona i fermiona. Medutim, fizicari se na-



daju da ¢e u ovim dvodimenzionalnim sustavima biti moguce konstruirati anyone kao
kvaziCestice. Danas je ve¢ poznat jedan fenomen u kojem su kolektivha pobudenja
anyonska, a to je frakcionalni kvantni Hallov efekt, upravo u 2D elektronskom plinu
[3].

Interes za eksperimentalnom realizacijom anyonskih sustava je velik, ne samo
zbog njihove fundamentalne vaznosti u razumijevanju kvantne statistike, nego i zato
Sto su anyoni potencijalni kandidati za realizaciju topoloskog kvantnog racunala
[2,7]. Upravo se za ne-Abelove anyone pretpostavlja da bi mogli biti kljucni za
izradu topoloskog kvantnog racunala. Zbog toga Sto faza valne funkcije ovisi samo
o redoslijedu zamjene, a ne i o samim polozajima anyona, kvantna informacija bi u
ovakvim sustavima mogla biti topoloski zasti¢ena i otporna na perturbacije iz oko-
line, Sto je veliki problem u uobicajenim ne-anyonskim modelima kvantnih ra¢unala,
koji dovodi do brze dekoherencije sustava i ¢ini kvantni racun vrlo podloznim po-
greSkama. Naprotiv, anyonsko topolosko kvantno rac¢unalo bilo bi otporno na takve
greske (fault-tolerant) i samim time puno efikasnije [8].

Podrucje kvantnog racunanja s anyonima tek je u svom zacetku, a prvi korak u
daljnjem istrazivanju je eksperimentalna realizacija anyonskih sustava i mogu¢nost
precizne detekcije anyonske statistike i dinamike sustava [2].

U skladu s time napravljen je i ovaj rad. Cilj je bio prouciti ponasanje anyonskog
sustava u potencijalu harmonickog oscilatora i ispitati njegovu slobodnu ekspanziju,
odnosno ponasanje sustava nakon Sto se vanjski potencijal isklju¢i. Slobodna eks-
panzija ili time-of-flight metoda jedna je od metoda za detekciju kvantnih stanja u
ultrahladnim atomskim sustavima, koji su idealni za pripremu, manipulaciju i detek-
ciju kvantnih stanja [6]. Upravo zato okrec¢emo se atomskim sustavima i metodama u
kontekstu realizacije i detekcije anyona. Cilj je vidjeti moze li se anyonska statistika
sustava u slobodnoj ekspanziji eksperimentalno uociti i mjeriti. Dakle, analizirano
je ponasanje anyonskog sustava za koji smo pretpostavili da je realiziran u ultra-
hladnom atomskom sustavu te se za njega mogu Kkoristiti uobicajene metode. Samo
pitanje eksperimentalne realizacije nije bilo tema ovog rada.

Rad je strukturiran na sljededi nac¢in. U poglavlju 2 iznijet ¢u pregled osnov-
nih karakteristika anyona. U poglavlju 3 prikazat ¢u rjeSenje anyonskog problema
u potencijalu harmonickog oscilatora, koje je koristeno u daljnjoj analizi dinamike
anyonskog sustava. U poglavlju 4 analiticki ¢u ispitati problem slobodne ekspanzije
sustava i na temelju postoje¢ih analitickih metoda izvesti izraze za slobodnu ekspan-
ziju anyonske valne funkcije te jednocesti¢nih opservabli reducirane matrice gustoce
i raspodjele impulsa. U poglavlju 5 numericki su racunati izvedeni izrazi te su do-
biveni i diskutirani rezultati za slobodnu ekspanziju anyonskog sustava. Poglavljem
6 zakljuCujem ovaj rad te dajem pregled buducih kratkoro¢nih i dugoroc¢nih planova
istrazivanja vezanih za ovu temu. Na kraju se nalazi dodatak A, u kojem je detaljnije
izveden rezultat iz poglavlja 4, i dodatak B, u kojem je dan kod koji sam napisala u
sklopu ovog rada, koristen za dobivanje navedenih numerickih rezultata.



2 Osnovne karakteristike anyona

U ovom poglavlju ukratko su opisani najvazniji rezultati vezani za anyonsku prirodu
Cestica. Objasnjena je razlika izmedu dvije i tri dimenzije i zasto anyoni postoje u
2D sustavima [4]. Uveden je model anyona kao kompozitnih Cestica, pomocu kojeg
se moze dobiti anyonski Hamiltonijan za rjeSavanje proizvoljnih kvantno-mehanickih
problema [5]. Nakon toga, raspravljena su razli¢ita bazdarenja za prikaz anyonske
valne funkcije i Hamiltonijana.

2.1 Anyonska priroda dvodimenzionalnih Cestica

2.1.1 Frakcionalan spin

Anyoni su cCestice frakcionalnog spina i statistike. Moguc¢nost postojanja frakcional-
nog spina u dvije dimenzije posljedica je razlike izmedu algebre momenta impulsa u
dvije i tri (ili viSe) dimenzija. U tri dimenzije, algebra momenta impulsa definirana
je komutacijskim relacijama:

[Si, S;] = iheiiS; i =y, 2 2.1)

Jedna od posljedica ovih relacija je ogranicenje da spin moZze biti samo cjelobrojan
(bozoni) ili polucjelobrojan (fermioni) [1]. S druge strane, u dvije dimenzije moguca
je samo rotacija unutar xy ravnine, odnosno postoji samo jedna os rotacije i jedna
komponenta spina (S,). Dakle, u dvije dimenzije nema komutacijskih relacija koje
bi spin morao zadovoljavati, iz ¢ega slijedi da nema nikakvog ogranicenja na S, i on
moze poprimiti bilo koju vrijednost, sto odgovara anyonima.

Spin i statistika Cestice povezani su ,spin-statistika” teoremom prema kojem Cestice
cjelobrojnog spina slijede Bose-Einsteinovu statistiku, a ¢estice polucjelobrojnog spina
Fermi-Diracovu [1]. Primjenom teorema na anyonske Cestice frakcionalnog spina, sli-
jedi da njima odgovara frakcionalna statistika.

2.1.2 Frakcionalna statistika

Statistika Cestica odnosi se na fazu koju valna funkcija dobiva prilikom zamjene dviju
identic¢nih Cestica, pri cemu se zamjena Cestica odnosi na fizikalan, adijabatski tran-
sport jedne Cestice oko druge. Zamjenom bozona (fermiona), valna funkcija dobiva
fazu ¢ = 1 (ei™ = —1). Posljedi¢no, bozoni prate Bose-Einsteinovu, a fermioni
Fermi-Diracovu statistiku.



Proucavanjem konfiguracijskog prostora dviju Cestica moze se pokazati da su u
tri dimenzije to jedine mogucnosti, dok je u dvije dimenzije dozvoljena bilo koja
faza ™, a € [0,1] i frakcionalna statistika [4]. Neka je sustav dviju identi¢nih
Cestica u n dimenzija opisan vektorima ry i ro, r; € &,, gdje je &, n-dimenzionalan
Euklidski prostor. Ukupan konfiguracijski prostor para Cestica je £2/7,, gdje je Z,
cikli¢cna grupa dva elementa kojom se postize identifikacija to¢aka (ry,rz) i (rz,r1).
Prelaskom na koordinate centra mase i relativnog pomaka, R = (ry +r2)/2ir =
r; — re, konfiguracijski prostor moze se zapisati kao

&) Za = &n X <W) , (2.2)

gdje je &, prostor centra mase, invarijantan na zamjenu Cestica, a r(n, 2) je prostor
razapet relativnim vektorom. Iz tog prostora potrebno je izdvojiti ishodiste {0} (r, =
r2), jer se u protivhom trajektorije presijecaju i ne mozemo odrediti je li doslo do
zamjene. Osim toga, ciklichom grupom Z, potrebno je identificirati vektore r i —r
koji oznacavaju identi¢ne konfiguracije.

Kako je koordinata centra mase invarijantna na zamjenu Cestica, dovoljno je
proucavati samo relativni dio. Dvostruka zamjena Cestica u relativnom prostoru od-
govara zatvorenoj putanji jedne cestice oko druge. Zanima nas klasifikacija svih tak-
vih putanja, za $to se u teoriji grupa definira povezanost [9], koja odgovara broju
klasa na koje mozemo podijeliti zatvorene putanje u nekom prostoru, pri cemu svaku
klasu ¢ine krivulje koje se mogu kontinuirano deformirati jedna u drugu.

U tri dimenzije, relativan prostor dviju cCestica je (r(3,2) — {0,0,0}) /Z> i on je
jednostruko povezan [10], Sto znaci da se sve zatvorene putanje mogu svesti u istu
klasu i topoloski su ekvivalentne tocki. To znaci da je dvostruka zamjena Cestica u tri
dimenzije trivijalna transformacija koja ne moze u valnoj funkciji prouzrociti nikakvu
dodatnu fazu. Iz toga slijedi da jednostrukom zamjenom valna funkcija moze dobiti
samo fazu ¢% ili e, $to odgovara bozonskoj i fermionskoj prirodi trodimenzionalnih
Cestica.

S druge strane, relativan prostor u dvije dimenzije je (r(2,2) — {0,0}) /Z, i on je
mnogostruko povezan [10], sto daje beskona¢no mnogo klasa putanja, iz cega onda
slijedi i beskona¢no mnogo faza koje valna funkcija moze dobiti pri zamjeni.

Razlika povezanosti dvodimenzionalnog i trodimenzionalnog prostora moze se
lako razumjeti. U dvije dimenzije, izuzimanje ishodista dovodi do toga da se sve
zatvorene krivulje koje se namataju oko ishodista n puta ne mogu svesti na tocku
(jer ¢e uvijek unutar krivulje ostati ishodiste) i kao takve nisu ekvivalentne zatvore-
nim krivuljama koje ne okruzuju ishodiste, niti su ekvivalentne jedna drugoj jer klasa
putanje ovisi i o tome koliko je puta namotana oko ishodista. U tri dimenzije, izuzi-
manje ishodista nema isti u¢inak jer se svaka putanja, bas zbog dodatne dimenzije,
moze deformirati tako da zaobide ishodiste.

Graficki je ova situacija prikazana na sl. 2.1. U tri dimenzije, zatvorena putanja
jedne Cestice oko druge moze se transformirati u tocku bez prolaska kroz ishodiste

4



(a) Transformacija putanje u (b) Nemoguc¢nost transforma-
trivijalnu u tri dimenzije. cije u trivijalnu putanju u dvije
dimenzije.

Slika 2.1: Putanja jedne Cestice oko druge koja ilustrira razliku zamjene dviju Cestica
u dvo- i trodimenzionalnom prostoru.

(presijecanje putanje s drugom Cesticom), dok u dvije dimenzije to nije moguce.

Zamjena dvaju anyona uzrokuje u valnoj funkciji fazu ™, o € [0,1]. Faktor
« naziva se statisticki parametar i on ,mjeri” anyonsku prirodu Cestica, od @ = 0
za bozone do o = 1 za fermione. Anyonska valna funkcija nije jednoznacna niti
(anti)simetri¢na te za nju prilikom zamjene dviju Cestica vrijedi:

U(ra,r1) = €™ Y(rq, T2). (2.3)

2.2 Model anyona kao kompozitnih Cestica

Cestice koje zadovoljavaju anyonsku statistiku moguce je konstruirati kao kompozite
nabijenih Cestica naboja ¢ i magnetskog toka & (beskonacno tanka zavojnica koja
prolazi kroz cesticu) [5]. Ovakve kompozitne Cestice uzrokuju vektorski potencijal

P
A(r,p) = P (2.4)

Kada jedna takva cestica kruzi oko druge, njena ce valna funkcija pod utjecajem
vektorskog potencijala dobiti dodatnu fazu (Aharonov-Bohm efekt [11])

b(r, o+ Ap) = et S ALY (r, o) = T2 (r, o), (2.5)

Sto odgovara anyonima. U sustavu N kompozitnih 2D-Cestica, ukupan vektorski po-
tencijal koji osjeca jedna cCestica je

A= ZCDZX —rJ)’ 2.6)

e
JFi

gdje su r; polozaji Cestica, a z je jedinic¢ni vektor okomit na ravninu u kojoj se na-
laze Cestice. Za Hamiltonijan N neinteragiraju¢ih anyona mase m, modeliranih kao

5



kompozitne Cestice, moze se pisati:

N

1
H=2) o (pi—qAi)° 2.7)

=1

2.3 Bozonsko i anyonsko bazdarenje
Vektorski potencijal (2.4) moguce je eliminirati bazdarnom transformacijom:

A:D =A, —0,\=0, A = dp/2r. (2.8)
Istovremeno, valna se funkcija transformira u:

W (r, @) = €PP(r, ) = 2T (r, ). (2.9)

Nova valna funkcija nije jednoznacna i prilikom kruzenja jedne cestice oko druge,
$to odgovara povecanju kuta ¢ za 2w, dobiva fazu: ¢'(r,p + 27) = €“4%y’'(r, ), §to
odgovara anyonskoj statistici (u sustavu dviju ili viSe Cestica, koordinate (r, ¢) odnose
se na relativni vektor dviju Cestica koje izmjenjujemo).

Dakle, bazdarnom transformacijom moguce je eliminirati vektorski potencijal, no
njegov se utjecaj ipak pojavljuje i u novom bazdarenju, kroz ,¢udne” rubne uvjete
na valnu funkciju, koja sada vise nije jednoznac¢na. Prema tome, sustav kompozitnih
Cestica s vektorskim potencijalom bazdarnom je transformacijom moguce svesti na
sustav neinteragirajucih cestica opisanih nejednozna¢nom valnom funkcijom i anyon-
skom statistikom.

Naravno, ova dva bazdarenja su ekvivalentna i opisuju istu situaciju, samo je
razlika kako smo u kojem bazdarenju prikazali statistiku. Pretpostavit ¢emo da su
Cestice o kojima govorimo bozoni ukoliko je magnetski tok kroz tanku zavojnicu
nula. U prvom bazdarenju, Cestice medudjeluju vektorskim potencijalom i opisane su
jednoznacnim valnim funkcijama. Ovo bazdarenje stoga ¢emo zvati bozonsko ili regu-
larno bazdarenje [10,12], jer se valna funkcija ne mijenja zbog same zamjene Cestica,
ve¢ zbog postojanja vektorskog potencijala, u kojemu je sadrzana sva informacija o
statistici. Hamiltonijan sustava N neinteragirajuc¢ih anyona u ovom je bazdarenju
dan formulom (2.7).

Bazdarnom transformacijom prelazi se u anyonsko ili singularno bazdarenje, gdje
je interakcija medu cCesticama eliminirana (preciznije, prebacena u rubni uvjet za
valnu funkciju na zamjenu Cestica), ali je valna funkcija sad viSeznac¢na. Informacija
o statistici sadrzana je u fazi koju valna funkcija dobije prilikom zamjene bilo kojih
dviju Cestica:

Y(T1, oy Tjy oy Ty ooy IN) = €7(T1, oo, Thy oy T, ooy TN (2.10)

Hamiltonijan N neinteragiraju¢ih anyona u ovom je slu¢aju samo:

N o,
H=S P (2.11)

' 2m
=1
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Prelazak iz bozonskog u anyonsko bazdarenje postize se transformacijom valne
funkcije i Hamiltonijana [12]:

' (ry,...,rN) = Hexp {iaij} (11, ..., TN),

1<j

H = H exp {—iay;;} H H exp {iawpi;}

i<j 1<j

(2.12)

gdje je ¢;; kut relativnog vektora r; — r; u polarnom zapisu.

Prema tome, anyone je moguce prikazati kao ,,normalne” Cestice koje medudjeluju
dugodoseznim vektorskim potencijalom, ili kao neinteragirajuce Cestice opisane val-
nom funkcijom s neobi¢nim rubnim uvjetima. Pristupi su ekvivalentni i u oba slucaja,
situacija je kompliciranija od problema neinteragiraju¢ih bozona ili fermiona, kao sto
¢emo vidjeti u idu¢em poglavlju.



3 Anyoni u potencijalu harmonickog oscila-
tora

U ovom poglavlju, ukratko je opisan problem i rjesenje anyonskog sustava u potenci-
jalu harmonickog oscilatora. Dano je jedino poznato analiticko rjeSenje za osnovno
stanje - ono za dva anyona, koje je izvedeno u referenci [5]. Zatim je navedeno
i jedno od poznatih rjeSenja za tri anyona, koje ne predstavlja osnovno stanje [12].
Diskutirana je vaznost navedenog stanja te je ono odabrano za daljnju analizu anyon-
skog sustava. Na kraju su jos definirane jednocesti¢ne opservable od eksperimental-
nog znacaja, na Ciji se izracun koncentriramo u idu¢im poglavljima.

3.1 Dva anyona u potencijalu harmonickog oscilatora.
Osnovno stanje

Valnu funkciju dva anyona mozemo prikazati pomocu koordinata centra mase i rela-
tivnog pomaka:
R = (r1+r2)/2 = (R, @) (31)

r=ry—ro=(r,p) (3.2)

U ovim koordinatama, zamjena Cestica moze se jednostavno prikazati kao promjena
kuta ¢ za 7, te za valnu funkciju u anyonskom bazdarenju vrijedi:

Y(R,0,r, 0+ ) =e™P(R,0,r,0). (3.3)

Za o = 0 (1), dobivamo poznate zahtjeve simetri¢nosti (antisimetri¢nosti) valne funk-
cije za bozone (fermione). Anyonska priroda Cestica nema utjecaja na koordinatu
centra mase.

Bududi da je Hamiltonijan u potencijalu harmonic¢kog oscilatora frekvencije w u
koordinatama (R, r) u anyonskom bazdarenju takoder separabilan:

h2

h2 2 1 2 P2

1
~oi7 : 2+ —uwQTQ) , (3.4)

2

gdje je M = 2m ukupna masa sustava, a ;1 = m/2 reducirana masa, rjeSenje se moze
pisati kao umnozak valne funkcije centra mase, $to je obi¢can 2D harmonicki oscilator,
i valne funkcije relativne koordinate, za koju se moze pokazati da takoder odgovara
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harmonic¢kom oscilatoru, no u kojem je zbog zahtjeva (3.3) kvantni broj L zamijenjen
sal —«a[4,5,13]:

Y(R,0,7,0) = Nexp [iLf + i(L, — a)p] RElplEr=alx

2 2
— & (MR?+pr2) 1 Le MwR Ly—a [ HWT
X e 2k LNC o LNT o , (3.5)

E =hw(2+ N.+ N, + |L| + |L, — «),

gdje su N, N, = 0,1,2,..., L. = 0,+1,+2,... i L, = 0,£2, 44, ... kvantni brojevi,
Lk () je generalizirani Laguerrov polinom, a A je normalizacija.
U osnovnom stanju, svi kvantni brojevi su nula i valna funkcija je:

Wolz1,20) = N (21 — 25)* e~ 3 (sl izl

(3.6)
E =hw(2+a),

gdje su koordinate prebacene natrag u (ry, ry) i izrazene kao kompleksni brojevi r; =
21 = X1 + Y1, Ty = 29 = To + 1Ys.

Energija osnovnog stanja dva anyona linearno se interpolira izmedu bozonskog
(2hw) i fermionskog kraja (3hw). Valna funkcija osnovnog stanja ne moze se zapisati
kao umnozak jednocesti¢nih valnih funkcija, iako medu anyonima nema nikakve in-
terakcije. Dakle, ve¢ i na ovom jednostavnom primjeru uocava se komplikacija koja
se inace javlja kod visecCesti¢nih kvantnih sustava, a zbog anyonske prirode Cestica.
Stvar postaje jo§ kompliciranija za viSe anyona, te osim ovog i joS nekoliko jednos-
tavnih problema i potencijala, sustav N anyona ne moZze se rijesiti analiticki [12,14].

3.2 Trii viSe anyona u potencijalu harmonickog osci-
latora

Kada se sustav sastoji od visSe od 2 anyona, ponasanje valne funkcije kod zamjene
Cestica je komplicirano, ¢ak i kada se radi zamjena samo dvije Cestice, jer faza ovisi o
tome je li druga Cestica, na svom putu oko prve, obisla i neku od preostalih Cestica.

Za tri anyona u harmonickom oscilatoru, Hamiltonijan sustava u anyonskom
bazdarenju glasi:

M 21 ’
H=_-=" —mw? 2 3.7
m 2 0200 + 5w ;zzZ (3.7
gdje su koordinate Cestica opet, umjesto vektorima, prikazane kao kompleksni bro-
jevi:
0 1/ 0 0
i =2 =T+ Y, == —1 . 3.8
ri=2=x;+1y 9= 3 (axi Zay,») (3.8)



Y. S. Wu je pronasao jedno rjesenje Schrodingerove jednadzbe Hvy = E+ za ovaj
sustav, za proizvoljne nenegativne cijele kvantne brojeve [12]. Za sve kvantne bro-
jeve jednake nuli, njegovo rjeSenje svodi se na:

N
v=N H (zi — zj)" exp (—% Z |zi|2> : (3.9)
i—1

1<i#j<N

gdje je N = 3. Energija ovog stanja je
E = hw(3 + 3a). (3.10)

Stovise, valna funkcija (3.9) je rjeSenje harmonic¢kog oscilatora za proizvoljan broj
anyona [NV, a energija sustava u tom stanju je [15]:

Ezhcu(thsz). (3.11)

Medutim, ovo stanje nije osnovno stanje ni za tri ni visSe anyona. To se moze
odmah vidjeti iz izraza za energiju (3.10), jer se za 3 fermiona (o = 1) dobiva
energija &/ = 6hw, dok je energija osnovnog stanja 3 fermiona 5hw. S druge strane, za
bozone (o = 0) se dobiva ispravna energija osnovnog stanja 3/w. Postoji moguénost
da je ovo osnovno stanje u blizini & = 0 te da povecanjem « dolazi do presijecanja
nivoa (level-crossing) te se oko o = 1 javlja novo osnovno stanje [12].

Iako valna funkcija (3.9) nije osnovno stanje za N > 2 anyona, ipak je znacajna jer
predstavlja jedno egzaktno svojstveno stanje te omogucava detaljniju analizu kvantne
dinamike anyonskog sustava i usporedbu s bozonskim i fermionskim rjeSenjima, Sto
je i proucavano u nastavku rada.

3.3 Jednocesti¢na reducirana matrica gustoce i raspo-
djela impulsa

U nastavku je proucavan problem N anyona s valnom funkcijom (3.9). Za pocetak,
pitanje je kako se anyonsko stanje razlikuje od bozonskog i fermionskog. Kako se
radi o viSecesticnom 2D sustavu s 2V stupnjeva slobode, sama valna funkcija je ne-
prakti¢na jer se ne moZe niti eksperimentalno mjeriti niti graficki prikazati. Umjesto
toga, proucavamo jednocesti¢ne opservable, reduciranu matricu gustoce i raspodjelu
impulsa [16]. Ove veli¢ine dobiju se integriranjem po polozZajima svih Cestica osim
jedne, Sto u biti znac¢i da proucavamo ponasanje jedne Cestice u sustavu, ako je
polozaj svih drugih Cestica nepoznat, Sto eksperimentalno znac¢i mjerenje samo jedne
Cestice, neovisno o svim ostalima.

Jednocesti¢na reducirana matrica gusto¢e (OBRDM - one-body reduced density ma-
trix) dobije se integriranjem valne funkcije po stupnjevima slobode svih Cestica osim
jedne [17]:

p(x,y) = N/drz...drl\m/)*(x,1‘27 e 'N)U(Y, T2, o, IN). (3.12)
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Jednocesti¢na prostorna gustoca (SD - space density) je po(x) = p(x,x) i predstav-
lja vjerojatnost nalazenja Cestice na polozaju x, neovisno o tome gdje se nalaze druge
Cestice.

Jednocesti¢na raspodjela impulsa (MD - momentum distribution), definirana je
kao Fourierov transformat OBRDM [17]:

1 .
n(k) = - / dxdye™ ) p(x, y). (3.13)

T

Jednocesticne opservable SD i MD mogu se iskoristiti za proucavanje svojstve-
nog stanja anyonskog sustava u potencijalnu harmonickog oscilatora, a osim toga,
moze se proucavati i njihova dinamika tijekom slobodne ekspanzije, sto je detaljnije
analizirano u idu¢em poglavlju.
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4 Slobodna ekspanzija iz potencijala harmo-
nickog oscilatora

U eksperimentima s ultrahladnim atomima, jedna od standardnih metoda je slo-
bodna ekspanzija atomskog plina i postize se naglim isklju¢ivanjem vanjskog poten-
cijala [6]. Sustav, koji se do tad (f < 0) nalazio u svojstvenom stanju potencijala,
nakon isklju¢ivanja potencijala (¢t = 0) zapocinje vremensku evoluciju i ekspandira.
Ova metoda je znacajna zato Sto slika sustava nakon mnogo vremena ekspanzije
daje informacije o prirodi samog sustava, interakcijama medu Cesticama i pocetnom
stanju. Na primjer, u sustavima neinteragiraju¢ih bozona i fermiona, slobodna eks-
panzija pokazuje samosli¢no ponasanje valne funkcije [18].

U ovom poglavlju analizirano je ponasanje sustava anyona tijekom slobodne eks-
panzije. Prvo je opisana transformacija skaliranja, metoda za odredivanje vremen-
ske evolucije sustava u potencijalu harmonickog oscilatora promjenjive frekvencije
[19]. Ova metoda zatim je primijenjena na anyonski sustav te je odredena dina-
mika jednocesti¢ne reducirane matrice gustoce i raspodjele impulsa tijekom slobodne
ekspanzije. Diskutirana je ovisnost dobivenih izraza o bazdarenju i asimptotsko
ponasanje raspodjele impulsa.

4.1 Egzaktno rjesenje nestacionarnog problema u har-
monickom oscilatoru

Zanima nas rjesenje Schrodingerove jednadzbe:

ov 1020 1 5,
— = ———— + —w*(t)2°V, 4.1
o T Taae oW e (1)
gdje je m = h = 1 (odnosno, radimo u prirodnim jedinicama sustava harmonickog
oscilatora frekvencije w, gdje su duljine izraZene u jedinici ¢ = y/h/mw). Frekvencija
w ima proizvoljnu vremensku ovisnost, uz rubne uvjete
w_, t — —o0

w(t) — 4.2)
W, t — 00

Ako je £(t) rjeSenje klasi¢nog harmoni¢kog oscilatora & + w?(t)¢ = 0 uz pocetni uvjet
¢ x e~ tada se za £ moze pisati [19]:

E(t) = b(t)e™ ", (4.3)



gdje b(t) predstavlja prostornu skalu problema, a 7(¢) vremensku. Da bi izraz (4.3)
bio rjesenje klasi¢nog oscilatora, b(t) i 7(¢) moraju zadovoljavati sljedece relacije:

b+ w(t)b = w_/b°, (4.4)

T(t) = / t dt’ /b*(t"). (4.5)

Za rjesenje kvantnog harmonickog oscilatora tada se moze pretpostaviti rjeSenje
oblika [19]:

Wl 1) = (O] P O (F.7). (4.6)

gdje je x_ (£,7) rjeSenje za w = w_. UvrStavanjem ansatza (4.6) u pocetnu jed-
nadzbu (4.1), slijedi da je ® = bx2/2b. U slu¢aju slobodne ekspanzije, frekvencija
ima ponasanje u vremenu:

, t<0
wity=4"" 4.7)
0, t>0
Iz relacija (4.4) i (4.5), slijedi
b(t) =v1+1t2 7(t) = arctan(t), (4.8)

gdje je uzeto wy = 1.

Za cesticu koja se u vremenu ¢ < 0 nalazila u i-tom svojstvenom stanju har-
monickog oscilatora ®(z,t < 0) = &,;(z) tada slijedi vremenska evolucija tijekom
slobodne ekspanzije:

T 2

U(x, t) = b_%CI)Z- (—) exp [zl—)x— — BT, (4.9)

b b 2

gdje je F; energija i-tog stanja harmonickog oscilatora.

4.2 Poopcenje na sustav N anyona. Jednocesti¢na re-
ducirana matrica gustoce i raspodjela impulsa

Formulu (4.9) moze se lako poop¢iti na vise neinteragirajucih Cestica i viSe dimenzija
[20], jer su svi ti stupnjevi slobode medusobno nezavisni. Na primjer, za fermione se
valna funkcija moze pisati kao determinanta: ®(rq,...,rn) = (1/ m)detfkﬂ@j(rk, t),
iz Cega onda slijedi vremenska evolucija za N-Cesti¢nu fermionsku valnu funkciju u
d dimenzija:

b1
CIDF(rl,...,rN;t):b’%q)F(rl/b,...,rN/b;O)exp zl—);%—z;Eﬂ . (4.10)
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Za valnu funkciju N anyona moze se takoder pretpostaviti vremenska evolucija
zadana formulom (4.10), gdje je d = 2 i pocetna valna funkcija je anyonska valna
funkcija zadana formulom (3.9):

Dy(ry, .., t) = b VD a(ry /b, ..., v /b; 0) exp |i Z —iy Er|. (41D
J

Za valnu funkciju zadanu gornjom relacijom moze se pokazati da zadovoljava
anyonski rubni uvjet na zamjenu Cestica ¢ (rj,r;) = e (r;,r;) za svaki par i i j i
Schrodingerovu jednadzbu (4.1), gdje je frekvencija dana sa (4.7), Sto je pokazano
u dodatku A. Teorem o jedinstvenosti rjeSenja osigurava da je to trazeno rjesenje
slobodne ekspanzije anyonskog sustava.

Uvrstavanjem valne funkcije (4.11) u definicije (3.12) i (3.13), dobivamo izraze
za vremensku evoluciju OBRDM i MD u skaliranoj formi:

1 12
P yit) = o5p (% %;0) exp [ ;b (x*—y )] (4.12)

) :
n(k,t) = 4b—7r2/dxdyp(x,y; 0) exp [ib (k(x —y)— z'g(x2 - y2)>] : (4.13)

gdje je p(x,y;0) = N [drs...den®% (x, 2, ...,rn; 0)P4(y, T2, ..., rn; 0) matrica gustoce
u pocetnom trenutku.

Izraze (4.12) i (4.13) koristit ¢emo u iduéem poglavlju za numericku analizu
vremenske evolucije anyonskog sustava.

4.3 Pitanje ispravnog bazdarenja

Opservable nikad ne ovise o bazdarenju, pa je prema tome svejedno hocemo li anyon-
sku valnu funkciju prikazati u anyonskom ili bozonskom bazdarenju (poglavlje 2.3).
Na primjer, za prostornu gustocu py(x) se lako vidi da je ista u oba bazdarenja jer
faza iscezava kada stavimo x = y u formuli (3.12).

Medutim, veli¢ina definirana formulom (3.13) kao Fourierov transformat jedno-
Cesti¢ne reducirane matrice gustote p(x,y), $to smo nazvali raspodjelom impulsa,
ovisi o bazdarenju u kojem se racuna. Iako to na prvi pogled djeluje kontradiktorno,
to zapravo samo znaci da izraz (3.13) u razli¢itim bazdarenjima definira razlicite
velicine. Odnosno, prelaskom iz jednog u drugo bazdarenje ne mijenja se samo valna
funkcija, nego i definicije operatora (a ocekivana vrijednost - mjerena opservabla -
ostaje invarijantna). Postavlja se pitanje u kojem bazdarenju izraz (3.13) predstavlja
upravo raspodjelu impulsa mjerenu u laboratoriju.

Da bismo odgovorili na to pitanje, potrebno je razlikovati kineticki i kanonski
impuls. Kineticki je impuls onaj koji ima cestica i koji se moze mjeriti u eksperimentu
(dakle, on je opservabla i prema tome bazdarno invarijantan): p;, = mi. Kanonski
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je impuls konjugirana varijabla generalizirane koordinate u Lagrangijanu, i u prvoj
kvantizaciji on odgovara operatoru —iAV. U slucaju kada je potencijal uniforman,
ova dva impulsa se podudaraju [21]. U sustavu s elektromagnetskom interakcijom,
kanonski i kineticki impuls povezani su relacijom py.,, = pPrin+9qA, gdje je A vektorski
potencijal i ¢ naboj Cestice. Kanonski impuls nije bazdarno invarijantna veli¢ina [22].
S obzirom da je kanonski impuls onaj koji je konjugiran prostornoj koordinati,
raspodjela impulsa koju dobivamo kao Fourierov transformat OBRDM odgovara ras-
podjeli kanonskog, a ne kinetickog impulsa. Iz toga slijedi da formulu (3.13) mozemo
smatrati raspodjelom kinetickog impulsa samo u anyonskom bazdarenju, gdje nema
vektorskog potencijala i ta su dva impulsa jednaka. Prema tome, iako je za samu pros-
tornu gustocu svejedno u kojem se bazdarenju racuna, za dobiti raspodjelu kinetickog
impulsa, relevantnog za eksperiment, racun treba raditi u anyonskom bazdarenju.

4.4 PonasSanje raspodjele impulsa na velikim vreme-
nima

Puno vremena nakon pocetka slobodne ekspanzije, eksponencijalan ¢lan u izrazu
(4.13), proporcionalan s b = /1 + 2, postaje jako oscilatoran, te se za izra¢un inte-
grala u tom rezimu moZze upotrijebiti aproksimacija stacionarne faze.

Integral u n dimenzija [ d"rf(r)e") se u sluéaju jako velike varijable A\ moze
aproksimirati kao [23]:

N
: 1 1 2w\ 2
/dNrf(r)e“\g(r) = f(ro)|detA| ™2 exp (z’)\g(ro) + 22%0) (;) : (4.14)
gdje je
Vg’r:rg - O
82
A = <8T1§IJ> -
g = N+ — N_

pri ¢emu je N, ,_ broj pozitivnih/negativnih svojstvenih vrijednosti matrice A. U
nasem slucaju (4.13), integracija ide po Cetverodimenzionalnom vektoru r = (x,y) i
vrijedi:
f(r) = =p(x,y;0)
- 3(x* =y
A=V1+12
detA=10", =0
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Koristenjem aproksimacije (4.14), slijedi za raspodjelu impulsa na velikim vreme-

1
n(k, ) = po (k— @;o) (1+ ) (4.15)

nima:
b b 2
odnosno, u limesu tlim n(k) = po(k;0).
— 00
Raspodjela impulsa nakon puno vremena postaje jednaka pocetnoj prostornoj
gusto¢i (u prirodnim jedinicama sustava). Takoder, asimptotski izraz ovisi samo o

opservabli py(k; 0), a ona je invarijantna na bazdarenje. Dakle, nakon dovoljno dugo
vremena, izrazi za n(k, t) u dva razli¢ita bazdarenja se podudaraju.
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5 Numericka analiza slobodne ekspanzije sus-
tava anyona

U ovom poglavlju, numericki je analizirana slobodna ekspanzija anyonskog sustava iz
stanja opisanog valnom funkcijom (3.9). Numericki je evaluirana vremenska evolu-
cija jednocesti¢ne reducirane matrice gustoce i raspodjele impulsa, koriStenjem izraza
izvedenih u prethodnom poglavlju. U tu svrhu napisan je program u programskom
jeziku Julia u kojem su svi integrali evaluirani metodom Monte Carlo integracije. Na
pocetku je ukratko opisana Monte Carlo metoda kojom su izracunati svi integrali.
Zatim su dani analiti¢ki rezultati za bozonski i fermionski slucaj (stanje (3.9) sa sta-
tistickim parametrom a = 0 ili 1), koji nam sluZe kao test numerike. Nakon toga,
prikazani su numericki rezultati ekspanzije za razne statisticke parametre.

5.1 Monte Carlo integracija

U sustavima viSe Cestica, izracun bilo kakvih jedno- ili dvocesti¢nih opservabli, re-
levantnih za usporedbu s eksperimentom, zahtjeva racunanje visedimenzionalnih
integrala po cijeloj domeni tipa (3.12) ili (3.13). Kada je valna funkcija komplici-
rana i analiticko rjeSenje integrala nije poznato, okre¢emo se numerickim rjeSenjima,
medutim za jako velike dimenzije sustava (puno Cestica), obi¢na deterministicka
metoda integracije na mreZzi postaje vremenski jako zahtjevna i neefikasna. U tom
slu¢aju, puno je efikasnija metoda Monte Carlo integracije (MC), koja se temelji na
izvrjednjavanju funkcije u nasumi¢no odabranim tockama [24].

Kod je napisan na principu Monte Carlo importance sampling algoritma, koji oda-
bire nasumicne tocke, ali iz zadane distribucije. Ako je f(z) = g(z)h(z) funkcija ¢iji
nas integral zanima, pri cemu je g(z) neka distribucija, tada se integral moze aprok-
simirati kao srednja vrijednost funkcije i(z), evaluirane za razne z iz distribucije g

0o 1 ni
/_OO glah(a)de ~ - ; W), 5.1)
;€9

gdje je n; broj nasumi¢nih evaluacija funkcije h(z). Veéi n, daje precizniji rezul-
tat. Buduc¢i da se metoda temelji na nasumi¢nom generiranju brojeva, nijedna dva
izvrjednjavanja formule (5.1) nece dati isti rezultat. Konacan rezultat dobivamo
racunanjem izraza (5.1) n, puta i provodenjem racuna pogreske za tih n, rezultata.

S obzirom da je valna funkcija (3.9) oblika Gaussijanx polinom®, odnosno sadrzi
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¢lanove oblika e—*” za svaku dimenziju i Cesticu, integrale (3.12) i (3.13), moguce je
racunati gore opisanom Monte Carlo metodom.

Jednocesti¢na reducirana matrica gustoce

Konkretno, valna funkcija je (3.9), Sto znaci da je OBRDM:

p(X’ y) - N/drz...drNe_ ZZI\;2 ri2><

N
1
X [e 3 (2 4y?) H e — %) (zy — 2)" H |zi—zj]2a , (5.2)
i=2 2<iAj<N

gdje je ri = (u;,v;) = 2z € C, dry = duydy; 1 x = 2,y = 2,. Integral je 2(N — 1)-
dimenzionalan. Monte Carlo metodom, izraz (5.2) moze se izracunati generiranjem
nasumi¢nih vrijednosti varijabli u;, v; iz normalne distribucije $irine o = 1/v/2 i iz-
vrjednjavanjem izraza u uglatoj zagradi. Vremensku evoluciju OBRDM dobivamo
uvrStavanjem rezultata u (4.12), a SD dobivamo za x = y.

Raspodjela impulsa

Uvrstavanjem definicije matrice gustoce (3.12) u izraz za vremensku evoluciju ras-
podjele impulsa (4.13), dobivamo za n(k,t) 2(/NV + 1)-dimenzionalan integral:

n(k,t) N/dxldxzduz .duy exp (——ZX, > exp ( Zul )
=2

X [H(zl —w;) (2 —wy)? H |w; — wj|2a exp (ibk(xl —X3) + %(Xl2 - x22)>] ,

i=2 2<i£j<N

(5.3)

gdjeje x; = z; 1wy = w; (2;, w; € C). MC metodom, integral se izraCuna generiranjem
varijabli x; iz normalne distribucije sa ¢ = 1 i varijabli u; iz normalne distribucije sa
o = 1/4/2, te izvrjednjavanjem izraza u uglatoj zagradi.

Ova metoda implementirana je u programskom jeziku Julia te je napisan kod
za racunanje p(x,y,t) i n(k,t), koji je prilozen u Dodatku B. Rezultati prikazani u
nastavku odnose se na sustav N = 3 anyona.

5.2 Analiticki rezultati za bozone i fermione

Prije izlaganja rezultata numerickih simulacija, ovdje su dani analiticki rezultati za 3
bozona i fermiona, koriSteni za testiranje ispravnosti numeric¢kih rezultata.
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Bozoni

U slucaju 3 bozona (a = 0) u harmonickom oscilatoru, valna funkcija (3.9) predstav-
lja osnovno stanje:

1 1 2 2 2 2 2 2
_ — (@242t adtydradt
Up(x1, y1, T2, Yo, T3, Y3) = e~ 2 (tvitey bty (5.4)
/73

Za prostornu gustocu i raspodjelu impulsa lako se rjeSavanjem integrala (3.12) i
(3.13) dobije:

3
pp(,y;0) = ;e***“), (5.5)

3 2 2
np (ki hy; 1) = —e” ), (5.6)

Fermioni

U slucaju 3 fermiona (a = 1), valna funkcija (3.9) predstavlja prvo pobudeno stanje.
Ima oblik Gaussijanxpolinom, te se svi integrali mogu lako analiticki izraCunati u
programskom paketu Mathematica. Za prostornu gustoc¢u i raspodjelu impulsa do-

biva se:
1
pr(,y:0) = e I L4 (142?447 (5.7)
1 2 2

Raspodjela impulsa ne mijenja se u vremenu, Sto je karakteristika neinteragirajuc¢ih
sustava u slobodnoj ekspanziji. U ova dva slucaja, normalizaciju valne funkcije N/
moze se eksplicitno izraCunati, $to je i napravljeno te su gornji izrazi normirani.
U slucaju anyona, normalizacija se ne moze dobiti jednostavnim integriranjem jer
valna funkcija ima kompliciraniji oblik Gaussijanx polinom®. Normalizacija bi se u
tom slucaju mogla racunati numericki, ali je zbog jednostavnosti taj dio izostavljen i
proucavane su nenormirane anyonske valne funkcije.

5.3 Numericki rezultati za anyone

5.3.1 Prostorna gustoca u svojstvenom stanju harmonic¢kog osci-
latora

Za pocetak, na sl. 5.1 prikazana je prostorna gusto¢a SD u harmoni¢kom oscilatoru za
bozone i fermione, izracunata analiticki i numericki. Prostorna koordinata izrazena je
u jedinicama prirodne duljine harmonitkog oscilatora frekvencije wy, £y = /%/mwy.
S obzirom da je SD sferno simetricna za bozone i fermione (formule (5.5) i (5.7)),
crtan je samo presjek. U MC integraciji, koriteno je n; = 10° (broj nasumi¢nih
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Slika 5.3: Presjek prostorne gustoce za razne statisticke parametre, normirano tako

da je maksimalna vrijednost za svaki « jednaka jedinici.

evaluacija) i n, = 5 (za racun pogreske). Iz ovih grafova, koji nam sluze kao test,
vidimo da numericki racun s navedenim n; i n, daje odli¢no slaganje s analitickim
rezultatom, pa su ti brojevi onda koriSteni i za izracun anyonske SD. SD za razne
statisticke parametre prikazana je na sl. 5.2. Kao prvo, iz grafova vidimo da je

20



0:)/5
0:)/¢5%
0:)/¢5%

m(zy
m(zy
m(y

(@ a=0.0 (b) o =0.25 (©a=0.5

— t=0.0
— t=2.0
50 i tma.0 100

0;1)/45°
0:)/¢52

Y

mzy

(d) a=0.75 e a=1.0
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i anyonska SD sferno simetricna. Ovo nije iznenadujuce i grafovi su napravljeni
samo kao provjera, kako bi ubuduce i za anyone mogli crtati samo presjek, za koji
treba manje vremena, a i daje bolju predodzbu o izgledu funkcije. Bozonska SD
je Gaussijan, a fermionska vec i za tri fermiona pokazuje karakteristike Fermijevog
ruba. Anyonska SD postepeno se mijenja od bozonske do fermionske povecanjem a.

Na sl. 5.3 prikazane su SD za nekoliko razli¢itih « na istom grafu, normirane
tako da im maksimalna vrijednost bude jednaka jedinici, da se jasnije vidi prijelaz iz
bozona u fermione. Izmedu bozonske i fermionske prostorne gustoce postoji konti-
nuirani anyonski prijelaz. Za male «, anyonska funkcija nalikuje bozonskoj, dok se
povecanjem « prema jedinici svojstva priblizavaju fermionskim.

5.3.2 Vremenska evolucija prostorne gustoce tijekom slobodne
ekspanzije

Polaze¢i od SD danih na sl. 5.3, isklju¢ivanjem harmonickog potencijala zapocinje
slobodna ekspanzija sustava, a vremenska evolucija SD za razne statisticke para-
metre dana je grafovima na sl. 5.4. Vrijeme je izrazeno u jedinicama 1/wy. U
svim slucajevima uocCava se brza ekspanzija sustava, neovisno o statistici Cestica.
SD zadrzava pocetni oblik, iako sustav ve¢ nakon malo vremena jako ekspandira i
maksimum SD tezi u nulu.
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Slika 5.5: Raspodjela impulsa u dva bazdarenja.

5.3.3 Bozonskaifermionska raspodjela impulsa u dva bazdarenja

Na sl. 5.5 dane su jednocesti¢ne raspodjele impulsa MD u harmonickom oscilatoru za
bozonski i fermionski sustav, u dva bazdarenja, skupa s analitickim rezultatima (5.6)
i (5.8). Bozonska MD ne ovisi o bazdarenju, sto je i ocekivano jer je « = 0 i u tom
slucaju svejedno je u kojem bazdarenju radimo jer je sustav uvijek neinteragirajudi.
Fermionska MD u anyonskom bazdarenju odgovara analitickom rezultatu, dok se u
bozonskom razlikuje. Ovo potvrduje raspravu iz poglavlja 4.3, da MD u anyonskom
bazdarenju odgovara raspodjeli impulsa koja nas zanima u eksperimentu, te se na
racun u anyonskom bazdarenju i fokusiramo u nastavku.

5.3.4 Raspodjela impulsa u svojstvenom stanju harmonic¢kog os-
cilatora i tijekom slobodne ekspanzije

Na sl. 5.6 prikazana je raspodjela impulsa u harmonickom oscilatoru, odnosno u
pocetnom trenutku slobodne ekspanzije, za nekoliko razlic¢itih «, opet normirana

tako da maksimalna vrijednost bude jednaka jedinici. I u ovom slucaju, vidimo pos-
tepen prijelaz iz bozonske u fermionsku MD povecanjem statistickog parametra. Ovo
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Slika 5.7: Vremenska evolucija raspodjele impulsa. Puna plava linija predstavlja
numericke rezultate, a crtkana crvena analiticke.

potvrduje ideju da se anyonske velicine kontinuirano interpoliraju izmedu bozonskih
i fermionskih. Ipak, oblik anyonskih MD razlicit je od anyonskih SD (sl. 5.3), sto je
drukdije od bozonskog i fermionskog slucaja, gdje gustoce u realnom i recipro¢nom
prostoru imaju isti oblik.

Sto se ti¢e vremenske evolucije, na sl. 5.7 dana je MD za nekoliko vremenskih
trenutaka za bozone i fermione, gdje nam poznato analiticko rjesenje opet sluzi kao
test numerike. Za manja vremena, numericki dobivena bozonska raspodjela vrlo se
dobro slaze s analitickom. Medutim, za ve¢a vremena racun postaje neprecizan. To
je posljedica oscilatornog ¢lana u izrazu (5.3), kojemu je argument proporcionalan
s b = v/1+ 2, §to znadi da oscilacije poveéanjem vremena postaju sve veée. Zbog
velikih oscilacija i MC racun postaje neprecizniji, Sto se moze popraviti pove¢anjem
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Slika 5.8: Vremenska evolucija raspodjele impulsa za razne statistiCke parametre.

nq i ne, ali racun tada postaje vremenski zahtjevan.

Situacija je jo$ problematic¢nija na fermionskom kraju (sl. 5.7b), gdje je ratun
proveden s 10 puta viSe ponavljanja, a rezultati su na ve¢im vremenima jos nepreciz-
niji. Iz tog razloga, prilikom proucavanja anyonskih MD, nisu racunate raspodjele na
prevelikim vremenima.

Na sl. 5.8, prikazana je vremenska evolucija raspodjele impulsa u slobodnoj eks-
panziji za razne statisticke parametre. Prva stvar koja se moze uociti jest da se anyon-
ska MD mijenja u vremenu, odnosno, samo za « = 0 i 1, raspodjela je konstantna.
Ovo je donekle iznenadujuéi rezultat s obzirom na to da su Cestice neinteragirajuce,
i ukazuje na to da frakcionalna statistika ipak utjece na vremensku evoluciju tijekom
slobodne ekspanzije, kao da medu Cesticama postoji interakcija. Zapravo, sad kad
znamo ove rezultate, fermioni se mogu smatrati kao poseban slucaj anyona, za koji
je statistiCka interakcija to¢no takva da promjena MD iscezava, iako u opcenitom
slu¢aju to ne vrijedi (dok je u bozonskom slucaju statisticka interakcija jednaka nuli
pa nemijenjanje raspodjele u vremenu ne iznenaduje).

Osim same vremenske promjene, takoder uocavamo i promjenu oblika raspodjele
u vremenu - MD nakon puno vremena nije sama sebi sli¢na, kao u bozonskom i fermi-
onskom slucaju, ve¢ poprima oblik SD. Na grafu je prikazana i asimptotska vrijednost
n(k;t > 1), dobivena metodom stacionarne faze i dana formulom (4.15). Raspodjela
nakon dovoljno dugo vremena tezi u asimptotsku vrijednost, iako na ovdje racunatim
vremenima asimptotski rezim jos nije postignut.

Iz dobivenih rezultata, vidimo da je ve¢ pomocu ovih jednocesti¢nih opservabli
moguce detektirati anyonsku prirodu sustava. SD i MD se kontinuirano interpoliraju
izmedu bozonske i fermionske krivulje, i ta odstupanja od oc¢ekivanih bozonskih i fer-
mionskih grafova bi se mogla u nekom budu¢em eksperimentu koristiti kao potvrda
anyonske statistike. Osim toga, anyonska MD mijenja se u vremenu, ¢ak i za neinte-
ragirajuce anyone, Sto je znacajno razlikuje od stati¢nih bozonskih i fermionskih MD,
$to znaci da se i mjerenje raspodjele impulsa u slobodnoj ekspanziji sustava takoder
moze korisiti kao metoda detekcije anyonske statistike u sustavu.
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6 Zakljucak

U ovom radu prouceno je svojstveno stanje anyonskog sustava u potencijalu har-
monickog oscilatora i njegova dinamika tijekom slobodne ekspanzije sustava. Kon-
kretno, proucavane su jednocesti¢ne opservable, prostorna gustoca (SD) i raspodjela
impulsa (MD), a cilj je bio pronadi potpis anyonske statistike u tim veli¢inama. U
prostornoj gustoci, uocena je kontinuirana interpolacija izmedu bozonskog i fermi-
onskog kraja, koja postoji kako u harmonickom oscilatoru, tako i tijekom slobodne
ekspanzije, tijekom koje SD zadrzava isti oblik, ali uz skaliranje prostorne i vremen-
ske koordinate.

U raspodjeli impulsa uoCene su znacajnije razlike izmedu bozonskog/fermion-
skog i anyonskog slucaja. Anyonska MD mijenja se u vremenu, za razliku od kons-
tantne bozonske i fermionske. Promjena MD znak je da postoje interakcije u sustavu,
a kako smo mi radili s neinteragiraju¢im anyonima (slobodni Hamiltonijan), pro-
mjena MD u vremenu ukazuje na znacajniju ulogu statistike Cestica u vremenskoj
evoluciji. Stovise, u ovakvoj slici fermioni su samo posebna vrsta anyona, kod kojih
je statisticka interakcija to¢no takva da se ponisti promjena MD u vremenu, dok u
opcenitoj situaciji to ne mora biti tako. Anyonska MD pokazuje znacajno odstupanje
od bozonske i fermionske, sto znaci da se MD moze koristiti kao prvi korak u detekciji
anyonske statistike u sustavu.

Za daljnji smjer istrazivanja ove teme postoji nekoliko koraka. Cilj je joS ispitati
i ponasanje raspodjele impulsa za velike k, bududi da se interakcije na malim x u
realnom prostoru preslikavaju na ponasanje Fourierovog transformata u reciprocnom
prostoru. Ovaj je problem ispitan u slucaju 1D interagirajuc¢ih bozona [20], a sada je
cilj analizu proSiriti i na 2D anyone. Osim toga, ubuduce ¢e nas zanimati i dvocesti¢ne
opservable, na primjer korelacije polozaja dviju Cestica.

Cilj je i prosiriti numericki racun na N > 3, pri ¢emu bi ve¢i N ~ 10 bio dovoljno
dobar broj za simulaciju sustava mnostva Cestica. Postoje¢i kod napravljen je za
proizvoljan N, medutim zbog vremenske zahtjevnosti rezultati za veci broj Cestica
nisu prikazani. Zato je potrebno optimizirati postoje¢i kod. U ovom slucaju, bilo bi
zanimljivo vidjeti kako se mijenja jednocesti¢na ili dvocesticna prostorna gustoca i
raspodjela impulsa dodavanjem novih anyona u sustav, te prelazi li sustav u rezim
srednjeg polja za dovoljno velik broj Cestica.

I konacno, cilj je i pronaci pravo osnovno anyonsko stanje u harmonickom oscila-
toru. Sviracuni napravljeni u ovom radu odnosili su se na svojstveno, ali ne i osnovno
stanje. Iako su dali dovoljan uvid u anyonsku prirodu sustava, u konacnici nas ipak
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zanima osnovno stanje, koje je relevantnije za eventualnu buducu eksperimentalnu
realizaciju anyonskog sustava.

Osim navedenih planova usko vezanih za ovaj projekt, ostaje naravno i vrlo bitno
pitanje same eksperimentalne realizacije. Dosad su ve¢ objavljeni odredeni prijed-
lozi [25], no zbog zahtjevnosti eksperimentalno jo$ nisu napravljeni. Pitanje ekspe-
rimenata s anyonskim Cesticama ostaje i dalje otvoreno i jedan bitan smjer buducih
istrazivanja s anyonima.
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Dodaci

Dodatak A 4({r;},?) je rjesenje slobodne eks-
panzije

Po uzoru na valnu funkciju sustava N fermiona tijekom slobodne ekspanzije (4.10)
konstruirali smo anyonsku valnu funkciju (4.11):

b zi|? .
D u(21, ..., 2n5t) = b N ®A(21/D, ..., 25 /b; 0) exp [Zl;z]: | 2| —zzj:EjT ., (AD
gdje je
Zi  Zj\“ 1 &
. — ot 2 - |2
Daler/bo o 0:0) = ] <b b) exp ( 75 O | ) , (A.2)
1<i#j<N i=1

>_; E; = E je ukupna energija svih anyona, funkcije b(¢) i 7(¢) definirane su relacijom
(4.8), a koordinate Cestica opet su prikazane kao kompleksni brojevi, r; = z;. Opet
radimo u prirodnim jedinicama sustava, m = h = w = 1.

Valna funkcija (A.1) je trazeno rjesenje u slobodnoj ekspanziji ako zadovoljava
Schrodingerovu jednadzbu i anyonski rubni uvjet kod zamjene Cestica tijekom cijele
ekspanzije, Sto je pokazano u ovom dodatku.

Anyonski rubni uvjet

Bududi da valna funkcija (A.1) ovisi o statistici & samo kroz pocetnu valnu funkciju
D 4(z1/b, ..., 2n/b;0), koja zadovoljava anyonski uvjet zamjene cestica (2.10), trivi-
jalno slijedi da i valna funkcija tijekom svakog trenutka slobodne ekspanzije zadovo-
ljava isti uvjet, odnosno opisuje sustav anyona statistike «.

Schrodingerova jednadzba

Hamiltonijan sustava u slobodnoj ekspanziji je:
1 o o7
H=—= — + — A3
2 (32 * 2¢) =
Treba pokazati da valna funkcija (A.1) zadovoljava Schrodingerovu jednadzbu Hy 4 =
:0Ya
Z—

ot *°
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Za pocetak, umjesto u koordinatama (z;, y;), Hamiltonijan moZemo zapisati preko

82
H = —22 ( i az;> . (A.4)

)

koordinata (z;, z}):

Valnu funkciju moZemo podijeliti na 3 dijela:
Ya = ft) x P({zi}) x G({zi, 7} ;1) (A.5)

gdje je

P({=}) = [ (-2

1<iAj<N

1 — it o
G({zi,2]};t) = exp (— e szf) :
i=1

Djelovanje Hamiltonijana (A.4) na valnu funkciju tada daje:

P OG 892G
Hipy = —2f(t) Z ( Fmon PW) . (A.6)

Derivacije od G je lako izracunati:

9G 1—it\
5 = (~aam) == 0 (A7)
*G 1 — it 1—it\ ] ,
020z} =G <_2 + 2t2) |:1 + <_2 + 2t2) Ed ] = GA(1 + Alz[7), (A.8)
gdje je uvedena pokrata
Az—g = (A.9)

21212 24 2%t

Derivaciju od P moZemo zapisati kao:

or 0 [ _— o o
9 Da 1_[(2Z — 2;) H (zj — 2) H (2 — 25)7. (A.10)
¢ vlj=1 j=i+1 1<j<k<N
5. ki
Prvih i — 1 ¢lanova u uglatoj zagradi kad se deriviraju ¢lan po ¢lan, svaki ima deriva-
ciju
0 o 0w

i — Zj ’
Preostali ¢lanovi u uglatoj zagradi pri deriviranju daju

0 —a

5, (7= a)" = (2 = z)°

(A.12)
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Sve skupa, za derivaciju funkcije P dobivamo:

i—i N N
oP 1 1 1
=aP — =aP ) A.13
0z; @ Zzi—z] P @ Zzi—zj ( )
Jj=1 J=iti ];1'
VE=)

Uvrstavanjem derivacija funkcija P i G u izraz (A.6), dobiva se:

a) - +N+AZ|Z,|2] (A.14)

1,J#1 i=1

Hipy = =29 A

Prva suma u izrazu moze se izra¢unati:

> —Z( _Zl) Zl— NN 1), (A.15)

1,71 “i 7<i 7<i

Buduéi da je energija sustava N anyona u stanju (A.2) E = N 4 o>&=1 1) [15], slijedi
da se izraz (A.14) uvrStavanjem sume (A.15) svodi na:

Hipy = —2A1, E+AZ|ZZ-|2] : (A.16)
Preostaje jo$ izracunati vremensku derivaciju i0v 4 /0t:
OYa of
— = A.l
G iP ( f+G at) (A.17)
Vremenske derivacije funkcija f i G lako se dobiju lan¢anim deriviranjem ili u Mat-
hematici: of
= 2ifAE, A.18
e f (A.18)
oG
= — A— | A.l
- =G Z |22 (A.19)

Uvrstavanjem derivacija u izraz (A.17) dobiva se nakon sredivanja

%

or T s

E—l—AZ‘Zi’Q]. (A.20)

Kako su izrazi (A.16) i (A.20) jednaki, slijedi da je Schrodingerova jednadzba zado-
voljena te je valna funkcija (A.1) rjesenje anyonske slobodne ekspanzije.
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Dodatak B Kod za numericki izracun jedno-
Cesticnih opservabli

U ovom dodatku dan je kod napisan u sklopu ovog rada, u programskom jeziku Julia,
za racunanje jednocesti¢nih varijabli reducirane matrice gustoce i raspodjele impulsa
anyonskog sustava pomocu formula iz poglavlja 5. Kod je napisan za proizvoljan
broj Cestica u sustavu. Ovdje je dan samo dio koda u kojem se definiraju funkcije
za izraCun jednocesti¢ne reducirane matrice gustoCe, prostorne gustoce i raspodjele
impulsa, dok je dio koji se odnosi na crtanje raznih grafova izostavljen.

using Distributions
function mc_fi (x::Array{Float64,2}, alpha::Float64)
N = round(Int,length(x)/2)
fac =1
for i = 1:N
for j = (i+1):N
fac += ((x[3,1]1+1.0%im*x[3,2])—(x[1i,1]+1.0%im*x[i,2]))
end
end

return fac”alpha
end

function rho(N::Int, al::Float64, bl::Float64, a2::Float6d4, b2::Floatbd,
t::Float64, alpha::Float64, num::Int)

b sgrt (1+t"2)
b_deriv = t/sqrt(1+t"2)

sigma = 1/sqgrt(2)
function mc_integral ()

val = 0
for i = l:num
u = rand(Normal (0,sigma), ((N-1),2))
wl = zeros(N,2); w2 = zeros(N,2)
wl[l,1] = al/b; wl[1l,2] = bl/b
w2[1,1] = a2/b; w2[1,2] = b2/b
for i = 2:N
wl[i,1] = uli-1,1]; w2[i,1] = ul[i-1,1]
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66
67
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69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
9%
97
98
99

100

101

wl[i,2] = uli-1,2]; w2[i,2] = ul[i-1,2]
end
val += Nxconj(mc_fi(wl,alpha))*mc_£fi(w2,alpha)*
exp (—(1/(2+xb"2))*x(al”2+bl"2+a2"2+b2"2))
end
val /= num; val *= (sqrt(2xpi)*sigma)” (2% (N-1))
return val
end
# mean & error
rep = 5 # broj MC integracija za racun n2
srand (123)
vals_r = zeros(rep); mean_r = 0; err_r = 0
vals_1i = zeros(rep); mean_i = 0; err_i = 0
for i = l:rep
temp = mc_integral ()
vals_r[i] = real(temp); mean_r += vals_r[i]
vals_i[i] = imag(temp); mean_i += vals_i[i]
end
mean_r /= rep; mean_i /= rep
for i = l:rep
err_r += abs(vals_r[i] mean_r)"2
err_i += abs(vals_i[i]-mean_i)"2
end
err_r = (err_r/ (repx(rep-1)))"(0.5)
err_1i = (err_i/ (rep+ (rep-1)))"(0.5)
# rho(x,y,t) rho (x/b,y/b,0) x exp(-ib’ /2bx* (x"2-y"2))/b"2
fac =(exp(—(1.0ximxb_deriv/ (2+b))* (al”"2+bl"2-a2"2-b2"2)))/b"2
mean = (mean_r+1.0+im*mean_i) ~fac
return mean, err_r, err_i
end
# density rho(x,x,t)
function rho_diag(N::Int, al::Float64, bl::Float64, t::Float64,

alpha::Float64, num::Int)
return real (rho(N,al,bl,al,bl,t,alpha,num) [1])
end

# momentum distribution n(k,t)
function nt (N::Int, k::Float64, 1l::Float64, t::Floaté64,
alpha::Float64, num::Int)

sigmal = 1/sqgrt(2); sigma2 = 1

b=sqgrt (1+t"2); b_deriv=t/sqrt (1+t"2)

#integra
function mc_integral ()
val = 0
for i = l:num
u = rand(Normal (0, sigmal), ((N-1),2))
x = rand (Normal (0, sigma2), (2,2))
wl = zeros(N,2); w2 = zeros(N,2)
wl[l,1] = x[1,1]; wl[1l,2] = x[1,2];
w2[1,1] = x[2,1]1; w2[1,2] = x[2,2]
for i = 2:N
wl[i,1] = uli-1,1]; w2[i,1] = uli-1,1]
wl[i,2] = uli-1,2]; w2[i,2] = ul[i-1,2]
end
val += conj(mc_fi(wl,alpha))mc_£fi(w2,alpha)*
exp (+1.0ximxk+b* (x[1,1]-x[2,1])+1.0ximx1xbx (x[1,2]-x[2,2]))*

exp (~1.0+xim+b« (b_deriv/2) = (x[1,1]1"2+x[1,2]1"2-x[2,1]72-x1[2,2]72)) «b"2

end
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102 val /= num

103 val »= N« (sqgrt (2+pi)*sigmal) " (2% (N-1))* (sgrt (2+pi)+«sigma2) "4/ (2+pi) "2
104 return val

105 end

106

107 Fmee errc

108 rep = 5; srand(123)

109 vals = zeros(rep); mean = 0; err = 0

110 for i = l:rep

111 vals[i] = real(mc_integral()); mean += vals[i]
112 end

113 mean /= rep

114 for i = l:rep

115 err += abs(vals[i]-mean) "2

116 end

117 err = (err/(rep* (rep-1)))"(0.5)

118 return mean, err

119 | end

32



Literatura

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

G. Auletta, M. Fortunato, and G. Parisi, Quantum Mechanics. Cambridge Uni-
versity Press, 2009.

C. Nayak, S. H. Simon, A. Stern, M. Freedman, S. Das Sarma. Non-Abelian
Anyons and Topological Quantum Computation.// Rev. Mod. Phys. 80 (2008),
1083-1155.

A. Stern. Anyons and the quantum Hall effect - a pedagogical review.// Annals
of Physics 323 (2008), 204-249.

J. M. Leinaas, J. Myrheim. On the Theory of Identical Particles.// Nuovo Ci-
mento 37B (1977), 1-23.

F. Wilczek. Quantum Mechanics of Fractional-Spin Particles.// Phys. Rev. Lett
49 (1982), 957-959.

I. Bloch, J. Dalibard, and W. Zwerger. Many-Body Physics with Ultracold Ga-
ses.// Rev. Mod. Phys. 80 (2008), 885.

A. Kitaev. Anyons in an exactly solved model and beyond.// Annals of Physics
321 (2006), 2-111.

Graham P. Collins. Computing with Quantum Knots.// Scientific American 294
(2006), 57-63.

K. Kumericki, Grupe, simetrije i tenzori u fizici. Biljeske za predavanja. Zagreb :
Prirodoslovno-matematicki fakultet, 2012.

S. Rao. An Anyon Primer.// hep-th/9209066.
D. J. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics. Prentice-Hall, 1999.

Y. S. Wu. Multiparticle Quantum Mechanics Obeying Fractional Statistics.//
Phys. Rev. Lett. 53 (1984), 111-114.

F. S. Levin, An Introduction to Quantum Theory. Cambridge University Press,
2002.

S. Mashkevich, J. Myrheim, K. Olaussen, R. Rietman. Solution of the Three—
Anyon Problem.// Phys. Lett. B 348 (1995), 473-480.

G. Date, M. V. N. Murthy, R. Vathsan. Classical and Quantum Mechanics of
Anyons.// cond-mat/0302019v2.

D. Juki¢, B. Klajn, H. Buljan. Momentum Distribution of a freely expanding
Lieb-Liniger gas.// Phys. Lett. A 79 (2009), 033612.

33



[17]

[18]

K. Sakmann, Many-Body Schrodinger Dynamics of Bose-Einstein Condensates.
Springer, 2011.

N. Read, N. R. Cooper. Free expansion of lowest-Landau-level states of trapped
atoms: A wave-function microscope.// Phys. Rev. A 68 (2003), 035601.

[19] V. S. Popov, A. M. Perelomov. Parametric Excitation of a Quantum Oscillator.

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

I1.// Sov. Phys. JTEP 30 (1970), 910-913.

A. Minguzzi, D. M. Gangardt. Exact Coherent States of a Harmonically Confined
Tonks-Girardeau Gas.// Phys. Rev. Lett. 94 (2005), 240404.

H. Goldstein, C. Pole, J. Safko, Classical Mechanics. 3rd ed. Addison Wesley,
2001.

Charged Particle in a Magnetic Field, http://galileo.phys.virginia.edu/
classes/752.mf1i.spring03/ParticleMagneticField.htm, 14.6.2016.

J. P. McClure, R. Wong. Multidimensional stationary phase approximation: bo-
undary stationary point *.// J. Comput. Appl. Math. 30 (1990), 213-225.

Numerical methods for physicists, University of Freiburg, http://physics.
unifr.ch/fr/page/543/, 24.3.2016.

B. Paredes, P. Fedichev, J. I. Cirac, P. Zoller. % -Anyons in Small Atomic Bose-

Einstein Condensates.// Phys. Rev. Lett. 87 (2001), 010402.

34


http://galileo.phys.virginia.edu/classes/752.mf1i.spring03/ParticleMagneticField.htm
http://galileo.phys.virginia.edu/classes/752.mf1i.spring03/ParticleMagneticField.htm
http://physics.unifr.ch/fr/page/543/
http://physics.unifr.ch/fr/page/543/

	Uvod
	Osnovne karakteristike anyona
	Anyonska priroda dvodimenzionalnih cestica
	Frakcionalan spin
	Frakcionalna statistika

	Model anyona kao kompozitnih cestica
	Bozonsko i anyonsko baždarenje

	Anyoni u potencijalu harmonickog oscilatora
	Dva anyona u potencijalu harmonickog oscilatora. Osnovno stanje
	Tri i više anyona u potencijalu harmonickog oscilatora
	Jednocesticna reducirana matrica gustoce i raspodjela impulsa

	Slobodna ekspanzija iz potencijala harmonickog oscilatora
	Egzaktno rješenje nestacionarnog problema u harmonickom oscilatoru
	Poopcenje na sustav N anyona. Jednocesticna reducirana matrica gustoce i raspodjela impulsa
	Pitanje ispravnog baždarenja
	Ponašanje raspodjele impulsa na velikim vremenima

	Numericka analiza slobodne ekspanzije sustava anyona
	Monte Carlo integracija
	Analiticki rezultati za bozone i fermione
	Numericki rezultati za anyone
	Prostorna gustoca u svojstvenom stanju harmonickog oscilatora
	Vremenska evolucija prostorne gustoce tijekom slobodne ekspanzije
	Bozonska i fermionska raspodjela impulsa u dva baždarenja
	Raspodjela impulsa u svojstvenom stanju harmonickog oscilatora i tijekom slobodne ekspanzije


	Zakljucak
	Dodaci
	A("4266308 ri"5267309 ,t) je rješenje slobodne ekspanzije
	Kod za numericki izracun jednocesticnih opservabli

