Numeri ke simulacije Navier-Stokes-Fourierovog
sustava

Rudan, Petar

Master's thesis / Diplomski rad

2017

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademsWnivesgity afi stupar
Zagreb, Faculty of Science / Sveu iliate u Zagrebu, Prirodoslovno-matemati ki fakultet

Permanent link / Trajna phbhttpszfucmnsk.hr/urn:nbn:hr:217:523808

Rights / Prikveapyright

Download date / Datum pre 2020:09}24

RS R
& £
S G
é}o % Repository /| Repozitorij:
o =
%"—; E‘Jﬁ Repository of Faculty of Science - University of
3 2 Zagreb
% &
<, N
Q t’%-

L
Ay \
0. MATEMPS

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:523808
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:3828
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:3828
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:3828

Sveucilste u Zagrebu

PMF - Matematcki odjel

Petar Rudan

Numercke simulacije
Navier-Stokes-Fourierovog sustava

Diplomski rad

Srpanj 2017., Zagreb



Sveucilste u Zagrebu

PMF - Matematcki odjel

Petar Rudan

Numercke simulacije
Navier-Stokes-Fourierovog sustava

Diplomski rad

Voditelj rada:

doc. dr. sc. Boris Muha
Srpanj 2017., Zagreb



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

tavnckim povjerenstvom u sastavu:

1. , predsjednik
2. ,clan
3. ,clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisiclanova povjerenstva:

pred nas-



Sadraj

Uvod i
| Jednadbe mehanike kontinuuma 1
1 Uvod . . . . 1
2 Jednadzbe mehanike uida . . . .. .. ... .. ... L. 2
2.1 Zakon@uvanjamase . . . . . ... e e e 2
2.2 Zakon @uvanjaimpulsa . . . .. ... ... ... ... ... 3
2.3 Zakon promjene mehancke energije . . . . . .. ... ... .. 5
2.4 Zakon @uvanjaenergije . . .. ... e e 7
2.5 Zakon entropije . . . . . ... 8
2.6 Navier-Stokes-Fourierov sustav . . . . . . .. ... ... ... 8
[l Numercko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednaabi 10
1 Uvod . . . . 10
2 Metoda konacnih volumena . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 10
3  Metoda konanih elemenata . . . . . ... ... ... ... ... 12
[11 Autodesk Computational Fluid Dynamics 16
1 Autodesk CFD . . . . . . . . . . . ... e 16
2 Opis zadavanja i rjesvanja problema . . . . . .. ... ... ...... 17
2.1 Geometrija . . . ... 17
2.2 Zadavanje materijala . . . . ... ... ... .. .. L. 18
2.3 Postavljanje rubnih i inicijalnih uvjeta . . . . ... ... ... 19
24 Mrea . . .. . . . . e 20
2.5 Stacionarni i evolucijski problemi . . . .. .. .. ... .... 21
2.6 Fizikalniuvijeti . . . .. ... ... .. .. ... .. 22
2.7 Vizualizacija i analizareenja . . . . ... .. ... ...... 23
IV Primjeri 26
1 Uvod . .. 26
2 Poiseuilleovtok . . . . . .. .. ... . 26
3  Womersleyjevtok . . . ... . . 31
4  Provodenje topline . . . . ... 34
5  Vanjski kompresibilnitok . . . . ... ... oo 0oL 36



V Model krisne pei 40
1 Opisproblema. . .. ... ... .. . 40
2  Model . ... . 41
3 Rezultati. . . . . . .. .. . 45
3.1 Stacionarni problem . . .. ... ... o 0oL 45
3.2 Evolucijski problem . . . . . . ... ... o L 48
Zakljicak 50
Sazetak 52
Summary 53
Zivotopis 54



Uvod

Navier-Stokes-Fourierov sustav jednadzbi opisuje kretanje kompresibilnog, viskoznog
uida koji provodi toplinu. Sama matematcka teorija Navier-Stokes-Fourierovog
sustava je vrlo zahtjevna, te nepotpuna. Vee o Navier-Stokes-Fourierovom sustavu
maze se pogledati u [6]. Dokaz globalne regularnosti rjesenja inkompresibilnog Navier-
Stokesovog sustava spada pod Milenijske probleme Clay Instituta,sto dovoljno govori
0 zahtjevnosti teorijske analize. Vse o formulaciji problema mae se praitati u [2].
Tema rada su numercke simulacije Navier-Stokes-Fourierovog sustava u Autodesk
Computational Fluid Dynamics-u (CFD), cesto korstenom alatu za racunalnu me-
haniku uida u industriji.

U prvom dijelu rada je izlzena klastna teorija mehanike kontinuuma, gdjece biti
pojasnjeno kako iz zakona sauvanja dolazimo do jednadzbi mehanike kontinuuma.
Zatim, pomau primjera, slijedi opis diskretizacije i numerckog rjesavanja, kako bi
se lakse moglo razumjeti na koji nacin dobivamo rjesenja u CFD-u. Trece poglavlje
posvecujemo kratkom opisu funkcionalnosti alata, tj. pojasnjavanju kako postaviti
zikalni problem, rijesiti ga, te ga potom vizualizirati. Sam alat ne dopusta prikaz
jednadzbi koje rjesava, pa je potrebno uvjeriti se da stvarno radi dobro ukoliko mu
je zadana ispravna geometrija, rubni i paetni uvjeti, te ostala zikalna svojstva.
U cetvrtom poglavlju alatcemo isprobati na razlcitim stacionarnim i evolucijskim
primjerima, te na primjerima kod kojih znamo izrecunati egzaktno rjesenje, ali i na
primjerima gdje ono nije eksplicitno dano i gdje je neno ostaloniti na numercku
konvergenciju. U posljednjem poglavlju je predstavljena simulacija realnog zikalnog
problema, za koji imamo eksperimentalna mjerenja.

Prvo poglavlje se vecim dijelom oslanja na knjigu [3] i predavanja [5], a za drugo
poglavlje je korstena knjiga [4]. Praktcni dio, tj. poglavlja Ill, IV i V su origi-
nalna. Zbog slabe dokumentiranosti alata, trece pogavlje slwzi kao prircnik za lakse
korstenje.



Poglavlje |

Jednadbe mehanike kontinuuma

1 Uvod

U ovom poglavlju dan je kratki uvod u jednadzbe mehanike uida, te uvod u jed-
nadzbe zakona sacuvanja. Promatramo preslikavanjx = ( X;t) koje materijalnoj
tacki X u trenutku t pridrizuje prostornu lokaciju. De niramo skup R3 kao re-
ferentnu kon guraciju , tj. skup na kojem se nalazimo u trenutkut = 0, odnosno
na paetku promatranja kretanjacestice (materijalne tacke). Brzinu kretanjacestice
i akceleracijucestice (materijalne take) de niramo na sljedeci necin:

@

WX t) = @t(X;t); (1.1)
e @
a(X;t) = @(X,t). (1.2)

Ovako de nirana brzina i akceleracija je oznacena s tildom, jer nisu od interesa kao
funkcije materijalne tacke X, vec kao funkcije proizvolje prostorne tackex i vremena
t. Ozncimos := (). Sadaza(x;t)2 R deniramo brzinu v i akceleraciju
a zamjenom varijabli na sljedeci nain:

v(X;t) = v(X;t)jy - Ty a(x;t) =a(xX;t)jy - Ty

Uaimo da je v(x; t) brzina one materijalne tacke koja se u trenutkut nalazi u polazaju

X. Sada vrijedi:
d
v( (X)) = w(Xit) = at t(X):
Trajektoriju (ili putanju gibanja)cestice oznacavamo kao preslikavanjet 7! x(t), pa

onda brzinuv ma@emo zapisati kao:

d .\ _ "
X = vx();): (1.3)

Takoder, promatramo i krivulje  koje zadovoljavaju jednadzbu %x( )= v(x( );t),
te ih nazivamo strujnice .



Napomena 1.1. U slwcaju stacionarnog gibanja, gibanje ne ovisi o vremenu, sto
nam daje da se strujnice podudaraju s krivuljom gibanjacestice.

Vratimo se na brzinu kretanja materijalnecestice. Brzinu smo de nirali kao
St = vix(V:0); (1.4)
dt

iz toga proizlazi:
d d d
a(it) = S OG) = (v (X)) =

d (t:i(tX) ¥ %’ (OO0 = (r v)(xt) vixt)+ %’(x;t); (1.5)

=(rv)( v

dobivamo
dv
a=(rv)v+ a: (1.6)

U sljedecem poglaviju izvedene su jednadzbe mehanike uida. Rauni i izvodi
uglavnom su preuzeti iz knjige [3] i predavanja [5].

2 Jednadbe mehanike uida

2.1 Zakon @uvanja mase

Promotrimo materijalne cestice koje se nalaze u R3 kojeg nazivamo dijelom
kontinuuma. Masu tijela na racunamo preko njegove gustae . Vrijedi:
Z

m() = dx: (2.7)

Gustaa je funkcija koja ovisi o prostoru i viemenu = (x;t). Zakon sauvanja
mase keze sljedece:Brzina promjene mase u jednaka je brzini ulaska mase
u - brzina izlaska mase iz . Brzina promjene mase u je

d
MO 28)

R
sto nam daje da je brzina promjene mase = ¢  dx. Zbog zakona sauvanja

dt
mase slijedi da je 7
d d
am()— m dx =0: (2.9)

Ako domenu promatramo kao domenu gdje s jedne stranecestice ulaze, a s druge
izlaze, onda rub domene maaemo zapisati:

@= @'[ @ : (2.10)

Brzina kojom masa prolazi kroz rub * i je danasv ﬁdS, gdje je



v-brzina,

-gustcca,
ﬁ-jedint:na normala na plohu, tj. na rub,
dS-povsinski element ruba

Maemo zapisati:

R
BRZINA ULASKAMASEU = g .V fids,
BRZINA IZLASKA MASE 1Z = v AdS. Sada iz
4= 87
dt 7 dt ’
injedi da Z Z Z
d
— dx = v Ads v fAds:
dt @ + @
Iz toga proizlazi: Z 7
4 4+ v #ds=o: (2.11)
dt @
Primijenimo na taj izraz Teorem o divergenciji i dobivamo:
‘@
(@t+ div( v))dx =0: (2.12)

Kako dana jednakost mora vrijediti za svaki kontrolni volumen , slijedi da podinte-
gralni izraz mora biti jednak 0. Dakle, dobivamo prvu jednadzbu:

%t+ div( v)=0: (2.13)

Ta jednadzba, dobivena iz zakona ccuvanja mase, naziva SEDNAD ZBA KON-
TINUITETA

%t-brzina promjene mase u jedinici vremena,

div( v )-brzina povecanja mase uslijed konvekcije mase.

2.2 Zakon a@uvanja impulsa
Brzina promjene impulsa jednaka je sili koja djeluje na tijelo, odnosno:
E(mv) =F (2.14)
dt B '
R
Impuls je zadan gusta@om impulsav. Slijedi da je  vdx impuls nekog kon-
trolnog volumena . Koristeci drugi Newtonov zakon dobivamo da je BRZINA

POVE CANJA IMPULSA U JEDNAKA JE BRZINI ULASKA IMPULSA
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U MINUS BRZINA IZLASKA R PLUS DJELOVANJE VANJSKE SILE NA
. Posto je impuls dan s izrazom  vdx, slijedi da je brzina povecanja impulsa dana

S Z
% vdx: (2.15)
Kod zakona auvanja mase, vrijedi da je
Z Z Z
v fids v fds= v fds: (2.16)
@ @* @

Tim se integralom izrazava brzina transporta mase, no to se zakljwcivanje maze pre-
nijeti za bilo koju veltinu koja je zadana svojom volumnom gustaom. Za transport
neke veltine E kroz volumen vrijedi:
Z
E(v R)dS (2.17)

@
Primjenom prethodne formule na gustau impulsa dobivamo da je razlika brzine
ulaska i brzine izlaska impulsa konvektivnim putem dana:

z
v(v f)ds; (2.18)
@
a razlika brzine ulaska i brzine izlaska impulsa molekularnim transportom je dana:
V4
ds: (2.19)
@

je kontaktna sila i nizno linearno ovisi o vektoru jedintcne normale i ,Sto proizlazi
iz Cauchyjevog teorema, te m@emo pisati:

= TH

gdje je T tenzor naprezanja. Oblik tenzora naprezanja je dan pomau konstitutivnih
zakona. Tenzor naprezanja u uidu se uzima u obliku:

T= pl+T:

Dio pl predstavlja silu kojom uid djeluje u svim smjerovima, tj. tlak. Drugi dio
predstavlja efekt kohezijskih sila mdu molekulama.

T= (rv+(rv))+( g)div(v)l;
a koecijenti i su pozitivhe velcine koje opisuju viskoznost uida.
TR+ v(v A)= phA+ T+ v(v A): (2.20)
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Ukoliko oznacimo silu po jedinici mase kojaggjeluje na uid sf, onda je ukupna sila
koja djeluje na kontrolni volumen jednaka  fdx . Sada iz te jednakosti slijedi da
je

q z Z Z Z
= V(v A)dx= v(v f)ds Thds+  fdx: (2.21)
dt @ @
Koristeci Teorem o divergenciji, tu jednakost ma@emo zapisati kao
Z @ Z Z
@{ v)dx+ div(v v T)dx= fdx: (2.22)
Iz toga dolazimo dodiferencijalne jednaabe gibanja uida
@ z
@{ v)+div(v v T)dx= fdx: (2.23)
Koristeci komponentne dijelove tenzoraT, odnosnoT = pl + T°dobivamo formu-
laciju jednadzbe gibanja:
@ : .
@{v)+ div(v  v)+r p=div(T9Y (2.24)

Iz zakona sacuvanja impulsa slijedi zakon sacuvanja momenta impulsa koji je dan s
formulom:

o my=r F (2.25)

gdje jer radijvektor pol@aja materijalne take, a F sila koja na nju djeluje. Iz toga
proizlazi jednadzba

(%¥wrww:mvT+f: (2.26)

2.3 Zakon promjene mehancke energije

Iz zakona auvanja impulsa maemo izvesti zakon promjene mehancke energije. Di-
ferencijalnu jednadzbu gibanja

@@{v)+div( v v T)dx=f (2.27)
mnaimo s brzinomv te dobivamo sljedecu jednadzbu:
@ . . _
@{v) v+div(v V) v=div(T) v+ f wv: (2.28)
Iz jednadzbe kontinuiteta slijedi
@ _1@2 12@_1@2 1—2 .
lY) V= gl MI* VTG T St MO SWPdv(v): (229)
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te
-
div(v V) v=div( v)jvji2+ v T (%: (2.30)

Sada zbrajanjem ovih dvaju izraza dobivamo:

@

@{v) v+div(v V) v (2.31)
1@ . > vj? ivi
é@{ jvj©) + div( v)—+ vV or (7
1@ . j J )
= E@{ jvj9) +div( — v):

Zbog simetrcnosti tenzora naprezanjal i ako uvaZimo daje T = pl + TC slijedi:

%@@{ jvj?) + div( —J v) +div( pv) div(TY) = pdivy T%r v+ fv: (2.32)
Primijetimo, ako je vanjska sila potencijalna, tj. f = r , tada primjenom jed-

nadzbe kontinuiteta dobivamo:

f v= g{ ) div( v ): (2.33)
Sadacemo se, oznaiti gustau ukupne mehancke energije koja je dana s
vi?
&n = = +
Jednadzba se svodi na sljedeci oblik:
ey +div(pv TY) = pdivy TO%r v; (2.34)

gdje su:
@@t( em) -brzina povecanja ukupne mehancke energije,

div( e hv) -brzina dodavanja ukupne mehancke energije konvektivnim tran-
sportom,

div(T%) -brzina kojom viskozne sile vise rad nad uidom,

pdiv v -brzina reverzibilne konverzije kinetcke energije u unutarnju energiju
kompresijom,

T%:r v - brzina inverzibilne konverzije kinettke energije u unutarnju energiju
viskoznom disipacijom.



2.4 Zakon a@uvanja energije

Ukupna energija koju tijeloV emitira je zbroj njene potencijalne energije, kinetcke
energije 1 unutarnje energije. Unutarnja energijdJ tijela V je dana sljedecoj jedna-
kosti:
Z
Uuv)= (x; u(x; t)dx; (2.35)
Vi
gdje jeu(x; t) masena gustaca energij&(x; t). Naisticemo nain de nirati unutarnju
energiju kontrolnog volumena koji se u trenutku t nalazi u trajektoriji gibanja:
Z

U()= (x; t)u(x; t)dx (2.36)

Uzmemo li u obzir i transport toplinske energije kondukcijom, dobivamo da je ukupna
energija kontrolnog volumena dana s:
Z

(%jvj2 + u)dx; (2.37)

gdje jeu unutarnja gustaa energije. Brzina povecanja ukupne energije konvektivnim
transportom: 7

1 .
(EjVj2+ uv fds;
a brzina povecanja unutarnje energijg molekularnim transportom je dana s:

q ﬁdS;
@

gdje je g kontaktno polje toplinskog uksa. Brzina vsenja rada na sustavu moleku-
larnim mehanizmima je dana s:

Tﬁ vdsS;
@

a brzina vsenja rada na sustavuzvanjskim silama je dana s:

(f v+ r)dx;
gdje jer gustaa volumnog toplinskog uksa. Time smo dobili zakon sacuvanja
energije koji glasi:

d
dt

1 z 2 1
(Zjvji2+ u)dx+ g AdS+ (Zjvji+ u)v Ads= (2.38)
2 o 0,2

TR vds+ (f v+ rndx

@
Uzimajtci u obzir da je po=  div(q), prvi zakon termodinamike, Fourierov zakon,

dobivamo jednadzbu za toplinu koja je s ostatkom sustava vezana kroz brzinu

@ _
CV(@t+ vr) k =r (2.39)



2.5 Zakon entropije

Izrazitcemo entropiju sustava S preko njene gustae po jedinici mase:
z

S= dx; (2.40)

maemo zvati i specicna entropija. Oznacimo sa  produkciju entropije. Imamo

sliedeci izraz: v
di—S = dx:
dt '
Oznaimo entropijski uks s Jsus , te sljedecom jednakosti imamo zadanu promjenu
entropije: 7
ds
— = Jf|uks ﬁdS
st @
Sada imamo: q Z Z Z
= dx = Jnue AAS+  dx (2.41)
dt @
Uzimajwci u obzir Fourierov zakon, dobivamo:
1 k
Jfuks = V +=q= VvV —r (2.42)

2.6 Navier-Stokes-Fourierov sustav

Navier-Stokes-Fourierov sustav opisuje kretanje kompresibilnog, viskoznog uida koji
provodi toplinu. Promatramo uid na ograncenoj domeni i kako se rjesenje mijenja
evolucijski u vremenskom intervalu (QT). Nepoznanice za koje promatramo sustav
su:

= (t;x) - gustaa mase,
v = V(t; X) - polje brzine,
= (t;x) - apsolutna temperatura,
t2(0;T),x2 (R3
Sustav je opisan pomau sljedecih jednadzbi:
@ + divy(v)=0
@ Vv)+ divi(v  v)+ 1 p(; )= diviS(; T V) (2.43)

(q(;rx )):

@ s(; )+ div(s(; )v)+ div,

Uje =q Nje =0

8



de ds= Bzd;

gdje su nepoznanice koje nas zanimaju: tlag(x;t), brzina v(x;t) i temperatura
(x;t). Sada navodimo i pojasnjenje simbola iz ovog sustava jednadzbi:

p=p(; )-tlak,
s= s(; ) -specicna entropija,
- koltina proizvedene entropije,

S - viskozni stres tenzor, odnosno tenzor naprezanja koji sadei informacije o
viskoznosti uida,

q - toplinski tok.

Prepostavljamo da je viskozni tenzor naprezanja opisan pomau Newtonovog zakona:
S(irxv)= ()T(rxv)+ ()divyvl;
te da toplinski tok g zadovoljava Fourierov zakon:
q= ()r «: (2.44)

Uz pretpostavku da su sve veltine dovoljno glatke velcina proizvedene entropije
zadovoljava

= }(S(; [ xV)ir 4V M); (2.45)

Dani sustav jednadzbi, uz prethodne jednakosti nazivamblavier-Stokes-Fourierov
sustav .

Navier-Stokes-Fourierov sustav je opskrbljen i sljedecim inicijalnim uvjetima:
©;)= o
V(0; )= oVo;

s(; )05 )= oS( o; 0);
gdiesu ¢ 0, o> 0, te rubnim uvjetima zadanim na rubu domene , tj. na @:

Vie =0; njg =0;

gdje jen jedintha normala na @.



Poglavlje Il

Numercko rjesavanje parcijalnin
diferencijalnih jednadbi

1 Uvod

Jednadzbe mehanike kontinuuma su uglavnom nelinearne parcijalne diferencijalne
jednadzbe za koje u velikoj vecini slicajeva ne postoji formula koja nam daje egzaktno
rjesenje. Zato je aproksimacija tih rijesenja uglavnom najboljesto ma@emo dobiti. Za
numercko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi postoje razne diskretizacije
metode. Neke od tih metoda su:

Metoda konacnih razlika
Metoda konacnih volumena
Metoda konacnih elemenata

Metoda konanih volumena bazirana je na topolskim zakonima, odnosno aproksi-
macijama zakona sacuvanjasto jecini jednostavnom za rjesavanje. S druge strane,
metoda konacnih elemenata je znacajno eksibilniha metoda za rjesavanje parcijal-
nih diferencijalnih jednadzbi. Prednost metodne konanih elemenata je da prostorna
diskretizacija maze biti proizvoljna uz manje kvalitativnih ograncenja. Za razliku od
prethodne dvije metode, metoda konacnih diferencija temelji se na aproksimiranju
derivacija konanim razlikama.

2 Metoda konanih volumena

Za primjer diskretizacije metode konacnih volumena uzimamo Laplaceovu jednadzbu.
Uzmimo domenu R" na kojoj rjesavamo zadacu. Za domenu moraju vrijediti
sljedece tvrdnje:

8 i je zatvoren, poligonalan ograncen skup,

10



Int i\ Int ; =;,zai6 ],
[ =N =.

Poddomene ; nazivamoKONTROLNI (KONA CNI) VOLUMENI . Za primjer
metode konanih volumena uzetcemo najjednostavniju eliptcku parcijalnu diferen-
cijalnu jednadzbu:
4 u=f; u R? (2.1)
u=0; na @

De niramo kontrolne volumene za strukturiranu pravokutnu mrezu:
h
i=fx2 : x2 K(ai;i)g;

gdje je a; cvor pravokutne strukturirane mreze, a h diskretizacijska duljina izmedu
susjednih tacaka.

o Z Z
ii Oud = fdx (22)
k=1 @i\ iy i
slijedi:
x4 2 z x4 2 +a
,, oud =  fdx - Ou(L;*k)h 2.3)
k=1 @i\ gy i k=1 @i\ iy
ma@emo zapisati:
x £ 4 g
a +
- om%)h
k=1 @i\ gy
. . . . . . . . x4
U@, u@) u(@,) u@) u@) u(@.) u@) U@, -, u(a,)
h h h h o1
Konano, sustav izgleda:
X4
4u(a;) u(ay,) = f (a)h*: (2.4)
k=1

Dobiveni sustav je linearan s nepoznanicama = u(a) i dana matrica je rijetka.
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3 Metoda konanih elemenata

Za primjer diskretizacije konacnim elementima odabiremo stacionarni homogeni Sto-
kesov problem. Detaljniji raspis ovog primjera ma@e se nai u [4]. Sustav je dan na
sljedeci necin:

Naci (u;p) 2 H3()  L3() t.d.

u+rp=f; u (3.5)
divu=0; u

Zbog prelaska na slabu formulaciju sustava, de niramo prostore u kojima trazimo

rjesenje: Z
L?()= ff: ! R:f izmjerivai jf (x)j?dx< 1g (3.6)
Hi()= ff2L%): rf2L%) g (3.7)
HiO) = ff 2HY): fje =09 (3.8)
W™ ()= fu2 LP(): @u2LP(); zasvej | mg: (3.9)
W™2(y=" HM() : (3.10)

Napravimo slabu formulaciju i dobivamo sljedeci ekvivalentan sustav:
Neci (u;p) 2 Hg() ¥ L3() t.d.
a(u;v) (p;divv) = Hf;vi; 8v2 Hi() N (3.11)
(g;divu)=0; 892 L§() ;

gdje je a(u; v) bilinearna forma dana na sljedeci necin:

Z
a(u;v) = r ur vdx
I imamo de nirani skalarni produkt:
Z
(u;v) = uvdx

Za potrebe racuna de niramo sljedece norme:
Z
. ol
kuk o, = kuk, =[ ju(x)jfle

X 22 0ux)  @uy)p

o g e

- P
kukg,, = fkukp,. +

ixj=m
a micemo u daljnjem racunu uzetip = 2. Vee o LP prostorima i prostorima Soboljeva,
mae se nai u [1]. Sada za8h de niramo W, i Q;, dva konacnodimenzionalna
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prostoraW, HY) N, Q, L?(), te pretpostavimo da Q sadei konstantne
funkcije. Sada de niramo:

Xn =Wyl HIO) N =fv,2W,:vj =0 g
Z
Mp = Qp\ ch)(): fh 2 Qn: ¢hdx =0g

Pomau prostora Xy, i My, problem (3.6) aproksimiramo pomau:
a(un;vh)  (pn;divvy) = H;vpi; 8v,y 2 Xy, (3.12)

(oh;divuy) =0; 8g, 2 My, (3.13)

Pasto je div uy 2 L3(), primijetimo da je ( g;divuy) =0, 8¢, 2 My, ekvivalentno
jednadzbi (g,; divu,) =0, 8g, 2 Q. Sada ma@emo de nirati prostor

Vh = fvy, 2 Xy i (gh;divu,) =0; 8, 2 Qng (3.14)

Nakonsto smo de nirali prostor u kojem se ograncavamo na funkcije za koje vrijedi
(0h;divuy) =0, 8¢y 2 Qp, problem svodimo na rjesavanje sljedece zadace:

Naci up 2 Vi t.d. (3.15)

a(up;vp) = M vl 8vy, 2

Za prowavanje problema (3.10) trebamo poveznicu izndel neprekidnog i diskretnog
prostora. Tocemo ostvariti pomau sljedeceg Teorema, no prije havodimo hipoteze
kojece biti uvjeti Teorema.

Hipoteza 3.1 (Aproksimacijsko svojstvo prostoraX ;). Postoji operatorry, 2 L(H?() N; W)\
L(H2() \ Hg() N;Xp) i prirodni broj | t.d. vrijedi:

kv rpvk,  C h™kvk,,,. ;8v2H™() N1 m I

Hipoteza 3.2 (Aproksimacijsko svojstvo prostoraQy). Postoji operatorS, 2 L(L?(); Qn)
t.d.
kg Snok,, C hMkok, :8q2H™() ;0 m I

Hipoteza 3.3. Za svakig, 2 My, postoji v, 2 X, t.d.
(ch; div vi) = kak?,

ez € Kahko, ;
gdje jec > 0 neovisna oh; g, i V.

Sada m@emo izreci teorem.
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Teorem 3.1. Uz tvrdnje izH1., H2. i H3. problem
a(Un;Vh)  (Pn;divva) = Hvii; 8vh 2 Xp

(Gh;divun) =0; 8a, 2 My,

ima jedinstveno rjesenje (Un;pn) 2 Vi My i Uy je jedino rjesenje od a(un;vy) =
H;vhi, 8vy 2 V. Dodatno, (un; pn) tezi riesenju (u; p) paetnog problema

u+rp=f
divu=0
u sljedecem smislu:

hIimofj Up Ujg, + kpn pk, g=0:

De niramo skalarni produkt prostora L?() za bilinearnu formu c(; ):
z

c(p;g = p(x)a(x)dx:
De niramo i "penaliziranu” verziju sustava (3.10):

Neci funkciju u,, 2 Xy, t.d. (3.16)

a(uy,; vh) + }( n(div uy,); n(div vy)) = R vii; 8vy 2 Xy
gdje je » operator ortogonalne projekcije prostord.?() na Q. Crito je da postoiji
poveznica izmdu izrecunavanja p,, i U, na sljedeci nacin:
1 .
Pn= - n(divuy)

Primijetimo da ovakav oblik jednadzbe ima smisla samo ako je izrecunclanay(div uy,)
jednostavan.
Navodimo sljedeci teorem za egzistenciju "penaliziranog" sustava.

Teorem 3.2. Problem (3.11) ima jedinstveno rjesenjeu,, za sve > 0. Stovse, ako
vrijedi H3. tada 8 o dovoljno male vrijedi:
kup, uhkl; + pnt } h(div ug) C kfk 1
0;
gdje je konstantaC > 0 neovisna oh i
Sada de niramo niz UJ;pr) 2 Xn My, riesenje sustava:
a(up;vh)  (divvy;pn) =0; 8v,y 2 Xy, (3.17)
(divui;cn) = (PR *ioh); 8ch 2 Qn

Sljedeci teorem nam osigurava konvergenciju:
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Teorem 3.3. Pod uvjetima odH3., za sve prirodne brojeveM > 1i za sve
dovoljno male, vrijedi:

_ hd 1 X
ju, U "Upj + = adivu)+ pet M TP Ku M7 kfk o,
n=1 n=1 0;

gdje jeKy, konstanta neovisna d i
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Poglavlje IlI

Autodesk Computational Fluid
Dynamics

{\ AUTODESK.

1 Autodesk CFD

Autodesk Computational Fluid Dynamics (CFD) je industrijski komercijalni recunalni
alat za izradu numerckih simulacija na podriwcju mehanike uida. Ovaj konkretni
recunalni alat jesiroko rasprostranjen u raznim industrijama. Primjenjuje se u auto-
mobilskim i avio industrijama gdje je cilj optimizirati oblik pojedinih komponenti za
bolju aerodinamiku. Takader, primjenu pronalazimo u industrijama gdje su bitne
unutarnji tokovi uida, recimo proizvodnja plinskih i vodovodnih cijevi, proizvodnja

16



klima uredaja i motora s unutarnjim izgaranjem. Sto se tce projektiranja zgrada,
kiwca i ostalih stambenih i poslovnih prostora, CFD je korsten za simulaciju energet-
ske winkovitosti. Za izradu ovog diplomskog rada korsten je Autodesk CFD 2016
koji je besplatan za studente kroz dvogodsnju edukacijsku licencu.

Cilj ovog poglavlja je pomaicitatelju u boljem razumijevanju Autodesk CFD-a.
Osnovne stvari kaosto su npr. zadavanje rubnih uvjeta, zadavanje broja iteracija,
odabir tipa jednadzbi itd. bi se trebale mai lako koristiti nakonsto se pracita dano
poglavije.

2 Opis zadavanja i rjesvanja problema

2.1 Geometrija

Prednost ovakvih racunalnih alata je laksa konstrukcija domene i referentnog tijela,
odnosno volumena nego u znanstvenim alatima ili programima. Autodesk nudicitav
spektar alata za izradu geometrije baziranih na AutoCAD-u, a u konkretnom slicaju
odabramo Autodesk Inventor. Osim same izrade dvodimenzionalne i trodimenzi-
onalne geometrije, Autodesk Inventor ima i mogwcnost brze simulacije elastcnosti i
aerodinamcnosti modela. Gotovi model izgleda kao na sljedecoj slici.

Slika 2.1. Model napravljen u Autodesk Inventoru
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2.2 Zadavanje materijala

Nakonsto smo napravili geometriju i itali je u Autodesk CFD-u, najprije moramo
odrediti materijal pojedinog dijela geometrije. To radimo na nain da odaberemo
povisinu ili volumen i odaberemo jedan od pondenih materijala.

Slika 2.2. Postavljanje materijala
7] - ﬁ o200 Solver Manager 6’_) Direct b E_‘, Show All ==
& U @ @ I\O I::> @ Surface & Select Previous Eg; Deselect f

ﬁ Job Monitor

Geometry | |Materials| Boundary Initial  Mesh Motion | Solve Edit Remove
Tools Conditions Conditions Sizing (4 Motifications By Select Al B Deselect Al
| Setup Tasks | Simulation * | Selection |
Materials n
Property settings
Material Edit...
Material DB Name Default
Type Solid
[ S e :
Environment Brick ~
Steel
Copper
Alumina
Aluminum
ABS (Molded)
ABS (Polycarbonate)
Acrylic
Alumina v
.
l:‘ Steel (7] Remove Cancel

Osim prede nirane baze podataka koja sadei razne tipove materijala, od uida
do krutih materijala, m@emo napraviti i svoje materijal, te svoju bazu materijala.
Postupak je prikazan na idwce dvije slike:

Slika 2.3. Kreiranje novog materijala

Design Study Bar 5 X

' Mote ~

@ Design 1

4% Geometry (meter)

v E Scenario 1

¥ i Material

L

Collapse

« [ Edit..
Edit scenario environment reference...
Vo Mew material...

== FRemove all

+ s Select all

%, Deselect all

Odabirom sljedecih zikalnih svojstava materijala, napravili smo novi materijal.
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Slika 2.4.

& Material Editor *

Properties Favorites Databases

Material ¥-Direction
Type: |solid | @ Conductivity () Resistivity
MName: |Shee| |
Save to database: | :@ MOJA_BAZA_MATERIJALA - | Variation method: |F' wise Linear - |
Status: Saved
Color
emperature -
Properties |W.r'ﬂ1-K v||Cela'..|s v|
Conductivity Piecewise Linear
Conductivity Temperature
Conductivity Same as ¥-dir,
1 55 -0.15
Z-Direction Conductivity Same as X-dir. 2 52 99,85
3 43 199.85
T
4 45 299.85
Spedific heat 465 JfkgK - 5 42 399,35
Emsiity 03 ’ > e
7 31 799.85
e 8 2 999.85
ieardma < o s
0 meter v

5
i 1

<<lst | @ | Delete ok || save || dose |

2.3 Postavljanje rubnih i inicijalnih uvjeta

Sada maemo postaviti rubne uvjete. Odaberemo rub te postavimo rubni uvjet. Na
istom rubu moglce je postaviti vse rubnih uvjeta.

Slika 2.5. Ulazna rubna brzina i tlak

@ m @ éb @ E;Solverh‘lanaga

. . - kg Job Monitor
Materials| Boundary Initial | Mesh Motion | Solve
Conditions| Conditions Sizing [=) Motifications

Setup Tasks Sirmulation =

Edge: 6
[VelocityX(50 m/s),
Pressure(0 Pa Gagel]

Welocityx
Pressure

Unknown
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2.4 Mraa

Autodesk CFD nudi automatsko postavljanje mreze koje se dobije odabirom sljedece
naredbe:

Slika 2.6. Odabir automatske mreze

N = & % =
8 b O BIT
Geometry | Materials' Boundary Initial §|Mesh | Botion

Tools Conditions Conditior§} | Sizing
| Setup Tasks |

g
e

[7'“ Diagnostics

o )
M| Regions
Automatic Edit )
- ﬁ Enhancement
| Type | Automatic Sizing ~

Pro njenje mreze se maze raditi na dva naina:

uniformno pro njenje

lokalno pro njenje
A to se ma@e odabrati na sljedeci necin:

Slika 2.7. Uniformno pro njenje mreze
Mesh Sizes n

Property settings

Type Automatic

Automatic size Play macro

Size adjustment

i 55%89 Coarse

Use uniform Cancel

Apply changes| Spread changes

Automatic sizing refinement
[ surface refinement Gap refinement

Refine

Suppress Resume Resume all

Extrusion: |[Extrude mesh Remave

Approximate element count: 130K
Diagnostics Enhancement Advanced Regions
lgj Apply Remove Cancel
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Akozelimo samo lokalno pro njenje, tada je dovoljno odabrati "Apply changes”
nakonsto smo odabrali povsinu ili volumen na kojemzelimo progustiti mrezu. Na
kraju samo odabremo "Apply" i mreza je napravljena.

2.5 Stacionarni i evolucijski problemi

Kod rjesavanja zadaca mogwce je odabrati izmelu stacionarnog i evolucijskog pro-
blema. Odabirom na "Steady state" ili "Transient" odabiremo promatramo li pro-
blem u vremenu ili ne. Pto su jednadzbe koje CFD rjesava nelinearne, rjesavaju
se iterativnim algoritmima. Zato je potrebno zadati broj iteracija kod rjesavanja
zadace. Kod stacionarnog problema dovoljno je samo odabrati maksimalan broj ite-
racija, dok je kod evolucijskog problema potrebno odabrati t-velcina vremenskog
koraka, T-zadnje vrijeme, te broj unutarnjih iteracija, tj. maksimalan broj iteracija
kojice se izvsiti unutar svakog vremenskog koraka. Odabir je prikazan na sljedecim
slikama:

Slika 2.8. Stacionarni problem

Solve n

Control Physics Adaptation

Solution Mode Steady State
Save Intervals
Solver Computer MyComputer
Continue From 0
[terations to Run 1000 =
Solution contraol Result quantities
@ Solve
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Slika 2.9. Evolucijski problem

Solve n

Contral Physics Adaptation

Tirne Step Size 0.01 -
Stop Time -1
Inner lterations 5 =
Save Intervals
Solver Computer MyCormputer
Continue From 0
Tirne Steps to Run 100 =
Solution contral Result guantities
@ Solve

2.6 Fizikalni uvjeti

Prilikom rjesavanja problema nemamo uvid u jednadzbu koju CFD rjesava, ali oda-
birom nekim parametara ma@emo odrediti radi li se o prijenosu topline ili toku, te
radi li se o kompresibilnom ili inkompresibilnom uidu.

Slika 2.10. Primjer za kompresibilni uid koji prenosi toplinu

Solve n
Control ~ Physics  Adaptation
Flow
Compressibility '
Total Temp. 26.85
Total Temp. Unit Celsius
Heat Transfer
Auto Forced Convection |:|
Gravity Method Earth
Gravity Directicn 0,00
Radiation [
Turbulence Advanced Solar heating Free surface
@ Solve

Sto se tce toka uida, mogtce je odabrati radi li se o turbulentnom ili laminarnom
toku, te ako je u pitanju turbulentan tok, koji model se koristi.
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Slika 2.11. Tipovi turbulentnog toka

Contral Physics Adaptation

Flow [
. Turbulence >
() Laminar (® Turbulent
Cancel
Turb. model; k-epsilon -
k-epsilan Advanced...
Auto startup: | ge7 k-omega
| S5T k-omeqga SAS @
Turb/Lam ratio: |geT k-omega RC (Smirnov-Menter) =
55T k-omega RC (Hellsten)
S5T k-omega DES
RMG
Turbulence Free surface
] Mixing Lenath
L 7]] Eddy Viscosity Solve

2.7 Vizualizacija i analiza rjesenja

Nakon sto je problem rijesen, tj. nakon sto je problem iskonvergirao u rjesenje,
trebamo ga vizualizirati. Postoje razni neacini da se vizualiziraju odrdene velcine.

Nakonsto se program izvsio, nalazimo se u sekciji "Global" gdje vidimo globalno
rjesenje.

Slika 2.12. Prikaz globalnog rjesenja

S @ @ @ @ [5 Status File 124 (Last) -

EEl s Fil
Global| Planes |so Surfaces  Wall Parts Points | Report ummary File | 4 4 B> >
Calculator Generator Eﬁ‘ Setup File =5 Solve

Results Tasks - Reporting Review - Iteration/Step

(1) Velocity Magnitude - mmJ/s
12696.7

10000
8000
65000
4000
2000
1]

Frarne: 100/100
Zelimo li pogledati kako izgleda rjesenje unutar geometrije, odaberemo sekciju
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"Planes"” koja prikazuje odabranu zikalnu velcinu u ravnini koju odaberemo.

Slika 2.13. Fizikalne veltine u ravnini

5@ @ @ () StatusFile | 124 (Last) .
7

Summar_\,rFiIe d0 <1 = [0

Global |Planes| lso Surfaces.  Wall Parts Points | Report
Calculator Generator | [£f Setup File =5 Solve
| Results Tasks « | Reporting | Review v | [teration/Step

(1) Velocity Magnitude - mm/'s
12696.7
10000
8000
6000
4000
2000

0

Frame: 100/ 100

Takoder, ako promatramo brzinu uida, moglwce je odabrati i prikaz silnica te
tako vizualiziramo i smjer brzine.

Slika 2.14. Prikaz silnica brzine

A [% Status File 124 (Last) *| Global Result:
@ @ @ @ E%Summaryﬁle 40 < = 0 Global Vector:

lobal( Planes |so Surfaces.  Wall Parts Points| Report
Calculator Generator Eﬁ' Setup File = Solve A Vector Settings

| Results Tasks + | Reporting | Review | Iteration/Step ‘

(1) Velacity Magnitude - rmm/s
12696.7

11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000
o

Rezultati se spremaju na sljedeci necin:
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Slika 2.15. Spremanje rezultata u tackama diskretizacije

D Export the mesh or results for use in other tools
Mew

Universal Mesh
Export only the mesh in ldeas
E Open @ﬂ\ Universal file format, Mote that a mesh
that contains enhancement layers
cannot be imported into ldeas.

MNodal Results
Export results on every node in the
maodel {csv format)

ﬁ Save As ¥
= Export b

Autodesk
Vault

TecPlot Results
Export the results in Tecplot file format

-

Export the results in FieldView file
farmat

SELERlan CFD Data Package

Export the results in CFDPKG file

L
e
format
@ Print

Lal 1L S pepe——

[%
B
Ry Toverme
5

!

| Cptions | | Exit CFD|

Rezultat spremljen pomau naredbe "Nodal Results" je .csv datoteka koja sadei
sve veltine koje su se raunale u svim tackama diskretizacije.
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Poglavlje IV

Primjeri

1 Uvod

Svrha ovog poglavlja je isprobati Autodesk CFD na raznim primjerima, te provijeriti

radi li dobro. Psto nemamo pristup jednadzbama koje alat rjesava, kao i metodama
koje koristi,zelimo se uvjeriti da ispravno rjesava zadane probleme. Takoce neki od
primjera biti jednadzbe kojima znamo egzaktno rjesenje, dokcemo za druge trebati
provjeriti numercku konvergenciju te tako pokazati da rjesenje doista konvergira.

Rjesavat cemo stacionarne zadace, ali i evolucijsku, te cemo u probleme ukljiciti i

probleme s kompresibilnim, inkompresbilinim tokom, ali i toplinom.

2 Poiseuilleov tok

U ovom poglavlju rjesavamo stacionarnu Navier-Stokesovu jednadzbu u cilindru, od-
nosno Poiseuilleov tok. Problem je dan na sljedeci necin:

1
= K(0; Z) [0;10] R
Oznacimo ulazni i izlazni dio domene s:
1
in = K(0; é) 0
1
out = K (0; é) 10

U toj domeni rjesavamo sljedeci rubni problem:

2

1
ry u= -rp+ r-uu

divu=0; u (2.1)
p,=40Pa; p,, =0 Pa:
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v(x;y;2)=0; na@nf in [ oud
Prelaskom na polarne koordinate dobivamo sljedeci sustav:

ru ur+u72: }%ﬁ (r %u, lrj—; rZZ%U
ruu+ o rur = ri%& (r 2u lrJ—2+ r%%j (2.2)
ru u,= }%g r2u;
a jednadzba divu = 0 prelazi u
%@@I(rur)+ 3%* %E‘Z_o 2.3)

Trazimo tlak za koji pretpostavljamo da je linearna funkcija po aksijalnoj komponenti,
tj. po z komponenti, pa vrijedi da je %p: %f: 0, pavidimodaibrzinau, =u =0
zadovoljava prve dvije jednadzbe. Sada slijedi da je

ru u, = U, @é)gz (2.4)
pa iz toga slijedi:
1
uz%gz— P+ r2u, (2.5)
1z jednadzbe kontinuiteta slijedi da je ; @‘ﬂ =0, pa vrijedi:
1@ @u, _ P
2 .
r“u, = r@|( @ ; (2.6)
tj.
@ @u _ P
@'( ar” —r: (2.7)
Integriramo por dva puta i dobivamo:
P 2
u, = 4—r + cln(r) + c; (2.8)
a koristeci rubne uvjete u,(r =0) < 1 iu, =0 zar = aslijedi
U, = 4B(a2 r?); (2.9
gdie je = ,aP = 25 7ana cilindar duljine L = 10m s radijusomr = 1,

=1 i tlakom na lijevom rubu P; = 40Pai P, = 0Pa na desnom rubu, slijedi da je

brzina po z-osi dana s:
— 1 2. 1 1 .
u(r)= 5 15 r2f 550 (2.10)

27



sto nam daje brzinu u, = 0 na rubovima cilindra i u, = 0:25 zar = 0, gdje je brzina
najveca. Tlak je linearna funkcija koja ovisi 0z komponenti, te je dana linearnom
funkcijom

p(z) =40 4z; z2][0;10] (2.11)
sto daje @
_ Pp_,.
P= G4 (2.12)

Slika 2.1. Brzina i tlak izracunati u CFD-u

(1) Velocity Magnitude - m/s

0.250442
0z

0.6

0.12

0.08

0.04

V]

(5) Static Pressure - Pa

40
30
24
18
12
6

0
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Na sljedecoj slici je gracki prikazana numercka greska:

Slika 2.2. Usporedba egzaktne i numercki dobivene brzine

Aproksimacija iz CFD-a Egzaktno riegenje: f(}{)=[l.25—r2
0.3 0.25
0.25
0.z
0.2
=
0.05
0 +  podaci 0.05
— Aproksimacijska krivulja
-0.05 : 1]
0.5 a 05 0.5
%
w107 Gregka
0.3 ]
0.25
0.2 05
0.1a
-1
0.1
0.05 AE
n — Egzaktno
— Aproksimacija
-0.05 : -2 :
0.5 1] 045 0.5 0 0.4a

Na sljedecoj slici se maze vidjeti udaljenost numerckog rjesenja od egzaktnog u
ovisnosti 0 broju tacaka mreze. Analiza je napravljena za 8287 i 50997 tacaka.
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Slika 2.3. Usporedba rjesenja za razlcitu gustacu mreze
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3 Womersleyjev tok

U ovom poglavlju predstavljamo numercko rjiesenje evolucijskog Poiseuilleovog toka,
odnosno Womersleyjevog toka. Vee 0 opisu problema, te izvod egzaktnog rjesenja
mae se nai uclanku [6].

Domena u kojoj rjesavamo bitice kao u prethodnom primjeru:
1
= K(0; é) [0; 10]
Jednadzba koju rjesavamo u cilindru :

%\t/ virp=0;u ;t>0

divv=0; u (3.13)
v=0;na@; t> 0

P(X; t)ix=0 = Po(t);  P(X;t)jx=1 = pi(t):

po(t) =40 +40sin(t); p(t)=0:

Egzaktno rjesenje brzine za na primjer gdje rjessavamo problem evolucijskog toka
savisenog plina u cilindru duljine 10m i radijusa %m je dano s:

Sy — Po(t) Jo(ri®?) . 4
u(r;t) = Refi—[l m]e‘ g; (3.14)

gdje jer udaljenost od centra cilindra, tj. r 2 [0; %], a Jo Besselova funkcija prvog
reda, nultog stupnja. Time je egzaktno rjesenje tlaka dano s:

vz = PO P 4 g, 315)

Sljedeca slika prikazuje tok u razlcitim vremenskim trenutcima.
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Slika 3.4. Evolucijski tok u cilindru u razlcitim trenutcima
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Slika 3.5. Womersleyjev tok u odrdenim trenucima

Slika 3.6. Relativna greska u razlcitim vremenskim trneutcima
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4 Provo denje topline

U ovom primjeru rjesavamo rubni problem gdje je zadana iskljicivo toplina. U Auto-
desk Inventoru napravljena je jednostavna geometrija lonca. S donje strane se lonac
zagrijava na 200C, dok je s gornje strane rubni uvjet od OC.

Slika 4.7. Primjer prijenosa topline u loncu

Analiza rjesenja napravljena je za razlciti broj tacaka, te je rjesenje s "najguecom
mrezom" uzeto kao egzaktno. Za usporedbu smo gledali vrijednosti nacvorovima koji
prolaze kroz sredinu lonca, kao na slici:

Slika 4.8. Primjer prijenosa topline u loncu

Na sljedecoj slici je prikazana konvergencija rjesenja:
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Slika 4.9. Primjer prijenosa topline u loncu
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5 Vanjski kompresibilni tok

Za primjer kompresibilnog toka korstena je dvodimenzionalna domena presjeka avi-
onskog krila NACAO0012ciji je oblik dan sljedecim funkcijama:

ki(t) = 0:17735 pf 0:075597 t 0:212836 t>+0:17363 t> 0:06254 t*

ko(t)= 0:17735 P t+0:075597 t +0:212836 t? 0:17363 t°+ 0:06254 t*

Analiza problema optjecanja oko avionskog krila poznati je problem, a parametriza-
cija krila preuzeta je s linka u [7]. Problem rjesavamo u domeni:

=[ 22] [ 22]

gdje su
1=f 29 [ 22]

2= 221 f 29
s=[ 22]f 29
4= f(tka(t) [ (tko(t) 1 2 (0;1)g

s=f29 [ 22]
Zadani su sljedeci rubni uvjeti:

V,=Vv,=v_ =50m/s
p,=0Pa

Vii[ ke = 0 m/s

Na rubu s je stavljen rubni uvjet "unknown" koji simulira neograncenost domene
na tom rubu. Za simulaciju smo odabrali kompresibilan tok.
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Slika 5.10. Domena dvodimenzionalnog problema kompresibilnog toka

Presjek avionskog krila, odnosno rub s brojem 4 je postavljen na brzinu u svim
smjerovima u iznosu od 03, odnosno "no-slip" rubni uvjet koji simulira da se uid
lijepi na rub krila. Na sljedecoj slici vidimo brzinu nakon simulacije.
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Slika 5.11. Brzina uida

Slika 5.12. Tlak uida

U MATLAB-u smo prikazali brzinu kao trecu dimenziju i interpolirali plohe te ih
tada uspordivali po tackama.
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Slika 5.13. Brzina predstavlja trecu dimenziju

Slika 5.14. Numercka konvergencija s obzirom na broj tacaka diskretizacije

Iz prethodne slike ma@emo zakljiciti da Autodesk CFD dobro rjesava problem
kompresibilnog vanjskog toka.
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Poglavlje V

Model krisne pei

1 Opis problema

U ovom poglavlju predstavliamo simulaciju realnog modela krisne peci. Rezul-
tate necemo provjeravati, niticemo promatrati konvergenciju rjesenja pro njavanjem
mreze, vec simulaciju izvsavamo za samo jednu uniformnu mrezu. Zbog praktcnih
ograncenja Autodesk CFD-a, moramo zadati temperaturu na ulaznom rubu, te br-
zinu naizlaznom rubu. Ukoliko se nigdje ne zada brzina razlcita od 0, alat ne racuna
brzinu, tece postavlja brzinu 0 na cijeloj domeni. Brzinu i razliku temperatura znamo
iz eksperimentalnih mjerenja.
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2 Model

Geometrija peci je napravljena u alatu Autodesk Inventor, koji koristi funkcionalnosti
AutoCAD-a. Model je zamsljen kao jednostavna rekonstrukcija stvarne krisne pei,

koja je dana na sljedecoj slii.

Slika 2.1. Stvarni model

Slika 2.2. Pojednostavljeni model napravljen u Autodesk Inventoru
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Pec je napravljena od cigle, te je taj materijal prede niran u bazicvrstih materi-
jala. Osim cigle od koje je napravljena pec, dodana su vratesca odzeljeza.

Slika 2.3. Materijali geometrije

Nasce zanimati koliko je sama geometrija dobra, kako izgleda distribucija topline
i kretanje uida. Eksperimentalna mjerenja iz stvarne pei imamo, tecemo navesti
ona mjerenja kojacemo koristiti za simulaciju:

brzina uida na izlazu: 1 %

Razlika temperature na izlazu i "ulazu": 400K, odnosno 40C

To znai da na izlaz, tj. dimnjak, stavljamo brzinu od 1T, na unutarnjim rubo-

vima stavljamo takozvani "no-slip” uvjet, odnosno da je brzina jednaka O u svim
smjerovima.
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Slika 2.4. no-slip rubni uvjet na unutrasnjosti peke

Slika 2.5. Izlazna brzina od %

Temperaturu zadajemo na donjem rubu i na izlazu iz peke (dimnjaku), te cemo
staviti razliku u temperaturama od 400C, odnosno na donjej pravokutnoj plohice
biti 430 C, a na izlazu 30C.
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Slika 2.6. Zadane temperature na ulazu i izlazu

Za simulaciju je odabran stacionarni problem, te je uid (zrak) odabran kao kom-
presibilan.
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3 Rezultati

3.1 Stacionarni problem

Nakon izvsene simulacije promatramo polje brzine, silnice brzine i temperaturu u
peki.

Slika 3.7. Prikaz polja brzine i silnica

Ccekivano, stlecivanje uida je rezultiralo njegovim ubrzanjem u dimnjaku.

Slika 3.8. Distribucija topline

Kako bi provjerili gdje se peka vse zagrijala, na samome kraju ili kod zeljeznih
vrata, prikazujemo distribuciju topline na pravcu.
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Slika 3.9. Vrijednost temperature na zadanom pravcu

Vrijednosti su dane na sljedecem grafu:

Slika 3.10. Graf temperature

Jedna od metoda rjesavanje Navier-Stokes-Fourierovog sustava je "Auto Forced
Convection" koja slwi za odvojeno rjesavanje toka brzine i prijenos topline. Odabi-
rom metode "Auto Forced Convection” CFD prvo rjesava problem toka, tj. brzine,

a nakon toka problem distribucije temperature. To zadajemo kao na sljedecoj slici:
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Slika 3.11. Auto forced convection

Rubni uvjeti za brzinu, tlak i temperaturu su zadani na dvodimenzionalnim plo-
hama, dok je "Film Coe cient" zadan na volumenu peke i predstavlja svojstvo ma-
terijala, tacnije, propusnost materijala.

Slika 3.12. Temperatura zadana na dvodimenzionalnoj povsini
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3.2 Evolucijski problem

U ovom poglavlju ispitujemo kako se peka zagrijava, te na koji nacin se hladi. Rubni
uvjet na rubu Kkoji zagrijavamo dan je na sljedeci necin:
8

230+80t; t 50
in () = . 430 40t 50); 50<t< 150
30t 150

Na izlazu, tj. na dimnjaku je dana konstantna toplina od 30C. Sljedeca slika poka-
zuje distribuciju topline i silnice brzine u trenutku t = 50 kada je peka maksimalno
zagrijana ( = 0).

Slika 3.13. Polje brzine i silnice te distribucija topline u trenutkut = 50

Kako se linearno smanjivala temperatura na podrwcju izvora topline, tako se i
peka hladila. Nakon 160 minuta, peka se j& nije potpuno ohladila, iako se vee
ne zagrijava. Iz slike zakljlcujemo da se cigla oko mjesta zagrijavanja sporije hladi
od zraka u peki. Na sljedecoj slici je prikaz zagrijavanja i hldenja peke u nekim
trenutcima.
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Slika 3.14. Zagrijevanje i hldenje peke
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Zakljwcak

Nakon korstenja komercijalnog alata Autodesk Computational Fluid Dynamics za
numercke simulacije Navier-Stokes-Fourierovog sustava nailazili smo na razne poteskae.
Zbog stcelja koji ne dopusta pristup algoritmima niti jednadzbama koje CFD koristi,
morali smo se uvjeriti da alat radi onosto acekujemo. Slaba dostupnost korisnckih
priricnika je tako der jedan od problema s kojom smo se susretali tijekom pisanja
ovog rada. Ipak, nakon niza raznih simulacija uvjerili smo se da alat racuna ono
stozelimo. Jednostavnost izrade geometrije, prede niranost materijala, postavljanje
rubnih uvjeta prednost su Autodesk CFD-a. Simulacija koju smo napravili u pos-
ljednjem poglavlju bila bi iznimno zahtjevna za rjesavanje u nekom od matematckih
alata, dok je njeno rjesavanje u CFD-u bilo prilcno jednostavno.
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Saetak

Ovaj rad podijeljen je u dva dijela, teorijski i praktcni dio. Teorijski dio se satoji od
dva poglavlja i pokriva uvod u jednadzbe mehanike kontinuuma te teoriju numerckih
metoda rjesavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Drugi, praktcni, dio se sa-
toji od uvodnog poglavlja za korstenje Autodesk Computational Fluid Dynamics-a,
poglavlja sa primjerima napravljenim u istome te zadnjeg poglavlja gdje radimo nu-
mercke simulacije za stvarni model i analiziramo rezultate.
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Summary

This paper is divided into two parts, theoretical and practical part. The theoretical
part consists of two chapters and covers the introduction to equations of continuum
mechanics and the theory of numerical methods for solving partial di erential equ-
ations. Practical part consists of introductory three chapters. First is manual for
using Autodesk Computational Fluid Dynamics, second contains examples created
in Autodesk Computational Fluid Dynamics and last chapter is simulation of real
model and analysis of results.
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