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Sazetak

Tema obuhvaca primjenu renormalizacijske grupe na kvantnu elektrodina-
miku (QED), kvantnu kromodinamiku (QCD) i standardni model (SM).
Izracun divergentnih dijagrama za prvi red racuna smetnje proveden je di-
menzionalnom regularizacijom, u MS-shemi, za renormaliziranu perturba-
cijsku teoriju. IzraCunate su beta funkcije i efektivne konstante vezanja za
QED, QCD i SM na nivou jedne petlje. Za SM i minimalni supersimetri¢ni
standardni model (MSSM) ispitana je moguc¢nost ujedinjenja konstanti veza-
nja.



Renormalization Group

Abstract

The thesis includes the application of the renormalization group to quantum
electrodynamics (QED), quantum chromodynamics (QCD) and the Standard
Model (SM). One-loop level calculation of radiative corrections was made
using dimensional regularization in the MS scheme, employing the renor-
malized perturbation theory. The beta functions and the effective coupling
constants of QED, QCD and the SM were calculated at one-loop level. The
unification of the coupling constants of the SM and the Minimal Supersym-
metric Standard Model (MSSM) was tested.
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1 Uvod

Tehnike renormalizacije u kvantnu teoriju polja uvedene su zbog pojave divergen-
cija na visokim i niskim energijama, koje su se prirodno pojavile zbog uvodenja u
kvantnu teoriju specijalne teorije relativnosti, koja sa sobom donosi beskonacan broj
stupnjeva slobode. Divergencije od interesa jesu ultraljubicaste (UV) divergencije,
uzrokovane velikim fluktuacijama polja na viSim energijama. Povijesno je otkrice di-
vergencija 1930-ih prvo dovelo do zaklju¢ka da je potrebno mijenjati fundamentalne
fizikalne principe u svrhu njihovog otklanjanja. Desetak godina kasnije, Feynman,
Dyson i ostali uveli su renormalizaciju za Abelove teorije koja je rezultirala u fizi-
kalnim rezultatima, tako Sto su divergencije implementirali u redefiniciju fizikalnih
veli¢ina. U okviru tog pristupa predviden je g-faktor elektrona na to¢nost od dvanaest
decimala, sto je jedan od najpreciznijih teorijskih rezultata u povijesti fizike. Ovakav
uspjeh nije se uklapao u sliku renormalizacije kao tehnickog alata za otklanjanje di-
vergencija. Uskoro je uslijedio i dokaz t'Hoofta o renormalizabilnosti Yang-Millsovih
teorija. Uvodenjem renormalizacijske grupe renormalizacija je dobila status samo-
konzistentnog mehanizma koji opisuje fiziku u Sirokom rasponu skale energije. Da-
nas ju shvacamo kao posljedicu principa koji kaze da u fizikalnom procesu na nekoj
zadanoj energiji ne sudjeluju stupnjevi slobode visih energija. Opcenito, lagranzijan
bilo koje teorije mozemo rastaviti na dva dijela

L= L(p)+AL(),

gdje je p renormalizacijska tocka ili skala. Promjena skale mijenja parametre te-
orije, a veza skale i parametara opisana je renormalizacijskom grupom (RG). Drugim
rijeCima, RG opisuje ovisnost fizikalnog sistema o energiji.

Renormalizacija je reparametrizacija teorije koja fizikalne veli¢ine ¢ini kona¢nima,
red po red u perturbacijskoj teoriji. Konkretan odabir renormaliziranih parametara
definira shemu renormalizacije. U ovom radu gole i renormalizirane parametre po-
vezali smo uvodenjem kontraclanova, drugim rije¢cima, radimo u okviru renorma-
lizirane perturbacijske teorije (RPT). Kontraclanove smo fiksirali tako da se sastoje
samo od beskonacnih ¢lanova koji ¢ine teoriju kona¢nom, koriste¢i MS-shemu, koja
implicira uvodenje skale mase . koja ulazi u proces dimenzionalne regularizacije, i
dodatno, drzi konstante vezanja bezdimenzionalnima. Kontraclanovi u sebi sadrze
renormalizacijske faktore koje smo izracunali u prvom redu racuna smetnje. Nakon
izraCuna faktora uvrstavali smo ih u vezu gole i renormalizirane konstante vezanja,
i derivirajuci izraz po skali ; dobili smo tzv. beta funkcije, koje integracijom daju
ovisnost konstanti vezanja o teoriji. Ispostavilo se da su beta funkcije za prvi red
racuna smetnje definirane polom prvog reda, pa smo samo taj doprinos izdvajali iz
korekcija. Razlog zasto je dana prednost MS-shemi, umjesto, recimo, Cesto koriStenoj
on-shell fizikalnoj shemi (Cije su renormalizirane mase i naboji jednaki fizikalnima)
lezi u ¢injenici da su u MS-shemi beta funkcije neovisne o skali, ¢ime se daju trivi-
jalno integrirati.



Nakon teorijskog uvoda u renormalizacijsku grupu u poglavlju 2, renormalizacijsku
grupu primijenili smo na kvantnu elektrodinamiku (QED), kvantnu kromodinamiku
(QCD) i standardni model (SM), redom u poglavljima 3, 4 i 5. U poglavlju 2 objasnili
smo uvodenje renormalizacijskih faktora, nakon ¢ega smo primjenom RPT-a dobili
Wardov identitet i vezu golog i renormaliziranog naboja. Nadalje smo proveli stan-
dardnu proceduru, iz korekcija u prvom redu izdvojili smo renormalizacijske faktore,
iz njih beta funkciju i konacno iz beta funkcije efektivnu konstantu vezanja. U poglav-
ljima 3 i 4 prije standardne procedure objasnili smo strukture teorija, s naglaskom
na ne-Abelovu prirodu teorija i uvodenje duhova. U Yang-Millsovim teorijama veze
medu renormalizacijskim faktorima nazivamo Slavnov-Taylorovim identitetima, koje
smo koristili za provjeru to¢nosti renormalizacijskih faktora. U poglavlju 3 na samom
smo kraju uveli primjenu renormalizacijske grupe na ispitivanje ujedinjenja konstanti
vezanja u teoriji. Isti postupak ponovljen je za SM i minimalni supersimetri¢ni stan-
dardni model (MSSM) na samom kraju 5. poglavlja.



2 Teorijski okviri renormalizacijske grupe

2.1 Opéa grupna svojstva

Renormalizacijska invarijantnost podrazumijeva da su fizikalne opservable neovisne
o izboru renormalizacije koja se bira za teorijske proracune [1]. Pretpostavimo da bi-
ramo odredenu renormalizacijsku shemu R i neka je I'; R-renormalizirana Greenova
funkcija. Tada je ona sa golom (eng. bare) Greenovom funkcijom povezana kao

Tr(..) = Z(R)T(...), (2.1)

gdje Z(R) podrazumijeva pripadaju¢i produkt renormalizacijskih konstanti za R-
renormalizaciju. Analogno tome za neku novu renormalizacijsku shemu R’ vrijedi

Tr(..) = Z(R)D(...). (2.2)

Iz (2.1) i (2.2) definiramo vezu izmedu dvije renormalizacijske sheme kao

Tro(...)=Z(R,R)r(...), (2.3)
gdje je /
Z(R,R) = Z(é?i)) 2.4)

Promotrimo sada set svih mogu¢ih elemenata Z(R', R). U takvom setu vrijede svoj-
stva

Z(R".R) =Z(R',R)Z(R R), (2.5a)
Z7Y(R',R) =Z(RR), (2.5b)
Z(R,R) =1, (2.5¢)

koja redom predstavljaju pravilo kompozicije, postojanje inverza i jedini¢nog ele-
menta. Produkt (2.5a) oblika Z(R;, R;) Z (R, R;) element je grupe iskljucivo u slucaju
kada je j = k. Stoga set razlicitih renormalizacijskih shema tvori grupoidnu struk-
turu [1].

2.2 Klizna skala

Model koji opisuje sistem elementarnih Cestica odreden je svojim lagranzijanom, iz
kojeg se izvodenjem Feynmanovih pravila konstruiraju sva polja, propagatori i vr-
hovi koje teorija sadrzi. Uz svaki vrh stoji pripadajuc¢a konstanta vezanja koja spada
u parametre teorije. Pod renormalizacijskom grupom u uZem smislu podrazumije-
vamo metode koje omogucavaju proucavanje tih parametara na razli¢itim skalama
energije. Od znanstvene je vaznosti proucavati kako se parametri teorije ponasaju na



skalama koje su (trenutno) nedostupne eksperimentu. Tu se u prvom redu podrazu-
mijevaju visoke skale energija, odnosno male udaljenosti.

Renormalizacijsku grupu uveli su Gell-Mann i Low zbog nemogu¢nosti funkcioniranja
perturbacijske teorije u QED-u na jako visokim energijama [2]. Primjerice, amplituda
dijagrama vakuumske polarizacije u sebi sadrzi faktor

> \"

I,.(q) 2 (anﬁg) , (2.6)
Sto znaci da perturbacijska teorija na velikim prijenosima impulsa ¢ ne moze funk-
cionirati iako je konstanta fine strukture « mala. U takvim sluc¢ajevima koristi se
modificirana perturbacijska teorija koja redefinira konstante vezanja, ne drzi ih fik-
snima, nego ih uvodi kao parametre g, definirane na kliznoj skali mase p (koja ne
ovisi o0 masama Cestica). Ako se u izabere da bude reda veli¢ine energije £ koja je
tipiCna za promatrani proces, logaritamski faktor u npr. (2.6) vise ne divergira. Ako
je g, mali, ponovno mozemo koristiti perturbacijski racun.
Procedura je sljedeca: ako je poznata konstanta vezanja na skali p, perturbacijskom
teorijom mozemo izracunati amplitude na energiji p + dy i koristiti ih za ra¢un kons-
tanti vezanja na istoj skali. Integriranjem dobivene diferencijalne jednadzbe moguce
je povezati konstante vezanja na skali koju proucavamo s njihovim uobicajeno defi-
niranim vrijednostima. Efektivno, pomicanjem skale ; mijenja se raspon stupnjeva
slobode koji se uzimaju u obzir u konkretnim racunima. Metoda renormalizacijske
grupe ilustracija je principa po kojem treba eliminirati sve stupnjeve slobode koji se
pojavljuju na energijama visim od one na kojoj racunamo.

Razmotrimo sada kliznu skalu u detalje. Definiramo renormaliziranu konstantu
vezanja na skali ¢ koja ne ovisi o skali m na kojoj se nalaze fizikalne mase u teoriji
(barem za slucaj ;1 > m). Tada parametri teorije (za koje smo sigurni da nisu IR-
divergentni) mogu biti prikazani kao funkcije od s i g,. Takva funkcija, npr. ukupni
udarni presjek, ima oblik [2]

I'(E,z, g, m,p) = EDF(l,x,gﬂ,%,%) 2.7)
U (2.7) = podrazumijeva sve ostale bezdimenzionalne veli¢ine o kojima I" moze ovi-
siti, npr. prostorne kuteve. Kako je p potpuno proizvoljan parametar, biramo tocku
@ = F itada (2.7) postaje

I'(E,z, g, m,p) :EDF(l,x,gE,%,l). (2.8)
Ovim izborom eliminiramo singularitete kada je m = 0 jer gg ne ovisi o m, zbog Cega
se ne pojavljuju divergentni logaritmi i moguce je koristiti perturbacijsku teoriju. Pre-
ostaje izracunati g, Sto ¢inimo u diskretnim koracima: g, moze se izratunati preko
gr ako je omjer ;/m blizu jedinice, g, moZe se izratunati preko g, ako je omjer '/
takoder infinitezimalno oko jedinice, i tako redom sve do gx. Diskretne korake pus-
timo u nulu ¢ime dobivamo kontinuiran tok od polazne vrijednosti konstante vezanja

4



gr do g, konstante vezanja na nekoj skali energije koja nas zanima (najcesc¢e pod
tim podrazumijevamo visoke energije nedostupne eksperimentu). Klizna konstanta
vezanja g, funkcija je oblika

pom

g/:G’(g ,—,—). (2.9)
I W

Provodimo standarnu proceduru, deriviramo (2.9) po /' i izvrijednimo u ¢/ = p ¢ime

se dobije diferencijalna jednadzba

/L%gu = %G(Qw 25 %)

5(gu %) (2.10)

z=1

Za p > m jednadzba se pojednostavljuje i ima oblik

d
u@gu = B(gu,0) = B(gu), (2.11)

i u literaturi je poznata kao Callan-Symanzikova jednadzba [2]. Separacijom varijabli

jednostavno dolazimo do rjeSenja koje glasi
E 9% dg

In— =
"M, Blg)

pri ¢emu je vazno naglasiti da integracija krece od skale = M koja se bira tako da

(2.12)

bude dovoljno velika da mase fizikalnih ¢estica budu zanemarive i dovoljno mala da
logaritmi ne divergiraju kako bi bilo opravdano koristiti perturbacijski racun. Razma-
tranja za (3-funkciju ne ovise neposredno o perturbacijskoj teoriji, nego se ona koristi
kao metoda za izracune.

2.3 Minimalna suptrakcija

Dimenzionalna regularizacija kao jedna od najmoc¢nijih metoda regularizacije u kvant-
noj teoriji polja ¢uva bazdarnu invarijantnost i, Sto je vazno, daje alternativnu defini-
ciju za kliznu skalu.

Pravilo je da se UV-divergencije javljaju kao polovi u amplitudama kada se dimenzija
prostor-vremena D priblizava svojoj fizikalnoj vrijednosti D — 4. Da bi ovi polovi
bili poniSteni, gole konstante vezanja g'; moraju imati polove iste vrste sa rezidu-
umima fiksiranima na nacin da su fizikalne amplitude kona¢ne kada D — 4. Kako
je prvi uvjet koji konstrukcija lagranzijana mora zadovoljiti taj da umnozak svakog
¢lana mora biti dimenzije D (Sto proizlazi iz bezdimenzionalnosti akcije koja je inte-
gral lagranzijana po D-dimenzionalnom prostor-vremenu) ako su fizikalne konstante
vezanja bezdimenzionalne, moramo napraviti preskripciju (reskaliranje) golih kons-
tanti vezanja gk (D), koje nisu nuzno bezdimenzionalne, nego su dimenzije A;(D).
Stoga uvodimo bezdimenzionalnu veli¢inu [2]

gi(D) — gls(D)p 1P, (2.13)

5



gdje je p klizna skala dimenzije mase. Sada reskalirana gola konstanta vezanja moze
biti prikazana kao suma fizikalne konstante vezanja i polova do beskona¢nog reda

- 1
n=1

Koeficijenti b, odredeni su uvjetom da se u fizikalnim amplitudama ponistavaju sin-
gulariteti za D — 4. Sada deriviramo (2.14) po p i pomnoZimo cijeli izraz sa x da
dobijemo (-funkciju, ¢ime izraz uz pokrate

d l _nl
! _ abfl(g)

i zamjenu LHS sa RHS u (2.14) postaje

~A(D) (g + > ﬁbﬂg)) =59, D)+ 33 gyt (9579 D)
" (2.16)
Vidimo da je ' funkcija ne samo svoje konstante vezanja ¢'(u, D), nego svih kons-
tanti ¢"(u, D) koje se javljaju u teoriji. Sada koristimo ¢injenicu da je A;(D) uvijek
linearna funkcija u D (npr. D = 4 — ¢), Sto znaci da mozemo uzeti

Lijeva strana jednadzbe (2.16) uz koristenje (2.17) i djelomic¢nu ekstrakciju ¢lana
n = 1 iz sume postaje

- [Azgl +0(9)p'| = gt (D —4) =)

n=1

D—ay |:plbfz+1 + Albf@(g)]- (2.18)

U (2.18) vidimo da je najviSa potencija s kojom se pojavljuje D jedan, $to implicira
da i desna strana iste jednadzbe, koja sadrzi 3, mora biti linearna u D, odnosno

B'(g. D) = B'(g) + (D — 4)a'(g). (2.19)

Sada usporedivanjem c¢lanova na lijevoj i desnoj strani dobivamo relaciju
a(g) = —pg', (2.20)
i jednakost za /3 koja je od kljucne vaznosti, a dobijemo je uzimajuci ¢clanove koji stoje

uz nultu potenciju faktora D — 4, i ona glasi

Bilg) = —Aug' = (9o + DD 0 ,u(9)pmg™ (2.21)

n=1 m

Preostali nizi ¢lanovi potencija daju rekurzivnu relaciju

pbh1(9) =D pmg Vs n(9) = = A (g) = D b, (9)8™(9)- (2.22)

m



U (2.21) vidimo da ( ovisi samo o koeficijentima koji stoje uz pol prvog reda u
golim konstantama vezanja. To podrazumijeva da ¢emo u konkretnim racunima za
amplitude u prostor-vremenu dimenzija

D =4— 2, (2.23)

Sto je konvencija preuzeta iz [6], traziti samo ¢lanove koji stoje uz divergenciju, od-
nosno pol prvog reda 1/e i te ¢lanove koristiti za nalazenje -funkcija za pojedine
konstante vezanja. Iako je predmet ovog rada izracun divergencija na nivou jedne
petlje, napomenimo da bi analiza na nivou dvije i vise petlji dala korekcije viseg reda
na (-funkciju, no ona bi ponovno bila definirana polom prvog reda. Minimalna sup-
trakcija (eng. MS scheme) odstranjuje beskonacne ¢lanove u amplitudama stavljajuci
ih u tzv. kontraclanove (eng. counterterms), koji stoje uz negativne potencije e¢. Prvi
¢lan, kako je ve¢ receno, definira -funkciju.

3 Renormalizacijske grupne jednadzbe (RGEs) za QED

3.1 Renormalizirana perturbacijska teorija na primjeru QED-a

U teorijama polja javljaju se divergentni dijagrami. Pri racunu amplituda za procese
ve¢ u prvom redu racuna smetnje javljaju se divergentni integrali koji zahtijevaju po-
sebne matematicke metode. Divergencije mogu biti infracrvene (IR) i ultraljubicaste
(UV). IR-divergencije se pojavljuju iz dva razloga. Prvi je emisija mekih (niskoener-
getskih) fotona, bilo slobodnih ili u petljama. Bloch i Nordsieck su prvi zakljudili [7]
(a Weinberg je ponovio analizu u okviru perturbacijske teorije [8]), da se doprinosi
virtualnih fotona i emisije mekanih fotona krate, ¢ime amplitude poprimaju konacne
vrijednosti. Drugi razlog je slucaj kada su dvije bezmasene cestice kolinearne, od-
nosno njihovi impulsi zadovoljavaju p; = cps, Sto rezultira u divergencijama kod
fazne integracije. Jedan od razloga divergencija je i postojanje petlji. Na primjer, u
kvantnoj elektrodinamici u najnizem redu racuna smetnje javljaju se dijagrami prika-
zani na slici 3.1. Prvi predstavlja vakuumsku polarizaciju, drugi tzv. vlastitu energiju
elektrona, a tre¢i popravku na vrh u najnizem redu ra¢una smetnje.

W@Wﬁ%

Slika 3.1: Divergentni QED dijagrami u najnizem redu

Svaka petlja u amplitudi sadrzi integraciju po impulsu

> qPl
/O oL 3.1)
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Kako gornja granica nije omedena, amplituda divergira za velike prijenose impulsa
(tzv. UV-divergencija). Razumno je gornju granicu integracije ograniciti uporabom
regulatora A, nakon cCega se provede renormalizacija teorije u kojoj se eliminiraju
nefizikalni parametri te se u konacnici regulator ukloni limesom A — oco. Renorma-
lizaciju je moguce provesti preko dva ekvivalentna postupka: metodom gole pertur-
bacijske teorije i renormalizirane perturbacijske teorije [10].

Renormaliziranu perturbacijsku teoriju u detalje ¢emo objasniti na primjeru kvantne
elektrodinamike [2]. QED je Abelova bazdarna teorija sa U(1) kao grupom sime-
trije. Originalni QED lagranzijan (gusto¢u lagranzijana konvencionalno nazivamo
lagranzijanom) jest

L= —EFWF’“’ + (i) — mp) — epty P A,, (3.2)

gdje su mp i eg gola masa i goli naboj (eng. bare) nerenormalizirani, odnosno neo-
pservabilni parametri teorije, a F),, = d,A, — 0,A, jakost fotonskog polja. Renor-
malizacija polja proizlazit ¢e iz racuna renormalizacija fermionskog i fotonskog pro-
pagatora. Definirajmo prije izracuna jednocesticne ireducibilne dijagrame (1PI) kao
dijagrame koji se ne mogu razdvojiti u dva odvojena dijagrama prekidanjem jedne
linije. Iustracija definicije prikazana je na slici 3.2.

S, S
%0 LS

Slika 3.2: Primjer jednocesti¢nog ireducibilnog (1PI) i jednocesti¢cnog reducibilnog

dijagrama.

Na primjer, standardno Feynmanovo pravilo za propagator poznato u literaturi [3]

_ i(p+m)

P p— (3.3)

u principu predstavlja samo dominantni ¢lan beskona¢ne sume propagatora u teoriji
s medudjelovanjem [4] koja ima oblik prikazan na slici 3.3.

O = -+ @ -+ 1PI @ + ...

Slika 3.3: Fermionski propagator kao beskona¢na suma 1PI-dijagrama

Dijagram na lijevoj strani jednakosti predstavlja potpuni propagator u slici medudjelovanja
i za sve redove racuna smetnje. Ako sa —iX oznacimo sumu svih 1PI-dijagrama sa
dvije vanjske fermionske linije, slika 3.3 postaje ekvivalentna izrazu

Py = g + g (—iX) =i, + ... (3.4)



Prvi dijagram ima jednostavni pol u p*> = m%, dok naredni dijagram ima dvostruki
pol u istoj tocki, i tako redom. Suma svih dijagrama ¢ini geometrijski red. Kako
vrijedi da je p? = pz, sumu zapisSimo u jednostavnijem obliku i izvrijednimo, $to daje

o i X(p) ’ B i
pr—m3+p—m3<p—m3> +'"7p—m3—2(p)' (3.5)

Potpuni propagator ima dakle jednostavan pol pomaknut za %(p). Polozaj pola koji

rezultat

predstavlja fizikalnu masu m rjeSenje je jednadzbe

p—mp — E(p)]‘ﬁ_ . (3.6)
U blizini pola nazivnik u (3.5) ima oblik
dx
—m)(1- = —m)?). .
( m)( 7 ‘¢:m> +O((§—m)?) (3.7)
Uvedimo definiciju renormalizacije
Zsl=1- @‘ , (3.8)
dp p=m
¢ime potpuni fermionski propagator mozemo zapisati kao
4
=2 4 (3.9)
p—m
gdje m sada predstavlja fizikalnu masu. Stoga slijedi da ¢e fermionsko polje biti re-

. . 1/2
normalizirano faktorom ZQ/ .

Fotonski propagator renormaliziramo analogno. Shematski prikaz fotonskog propa-
gatora u teoriji s medudjelovanjem prikazan je na slici 3.4.

W@Amzw\/\/\/\/\/v+++...

Slika 3.4: Fotonski propagator kao beskonacna suma 1PI-dijagrama

Neka je iI1*” suma svih 1PI-dijagrama sa dvije vanjske fotonske linije [4]. Wardov
identitet
g, I =0 (3.10)

zahtijeva da je II*” proporcionalan projektoru (¢" — ¢“q"/q?). Stoga IT** mozZemo
raspisati kao tenzorsku strukturu zadanu oblikom

1" (q) = (g™ — ¢"q")IL(¢?). (3.11)

Fotonski propagator beskonacna je suma

—iG,  —t , - - —iGoy
P, = qgu + qguﬂ i(¢°g” — ¢°q )H(q2)] qg + .. (3.12)
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koju prepoznajemo kao geometrijski red

P mrEy e ) T .13
U racunu za S-matricu fotonski propagator mora se vezati na fermionsku liniju. Po
zahtijevima Wardovog identiteta svi ¢lanovi u propagatoru proporcionalni sa g, i g,
moraju i$¢ezavati, stoga ¢emo ih ispustiti. Pol propagatora nalazi se u ¢*> = 0, od-
nosno foton ostaje bezmasen u svim redovima racuna smetnje. Definirajmo reziduum
pola ¢*> = 0 kao

1
J3=—"—. 3.14
"= T-Ti) (3.14)
U niskoenergetskim rasprSenjima stoga za fotonski propagator mozemo uzeti
—17 y
P7:%+... (3.15)

Stoga slijedi da ¢e fotonsko polje biti renormalizirano faktorom Zé/ 2,

Koriste¢i rezultate (3.9) i (3.15) polja iz lagranzijana zamjenjujemo renormalizira-
nim poljima

v = 2,4, (3.16a)
Al = 712 An (3.16b)
Novi lagranzijan ima oblik
B 1 N2 — . 1/2 7 M
L= —ZZ;),(FT ) + ZQ@ZJT(Za - mB)@DT - 6BZ2Z3 @Z)T’yuwTAr' (317)

Skaliramo fizikalni naboj uvodenjem dodatnog faktora skaliranja Z; na nacin
e = 777,73 % (3.18)

Sada lagranzijan razdvajamo u dva dijela

£ = —i(Fﬁw)Q + d;r(za - m)@zjr - G@ETVMwTAﬁ

1 ) ) (3.19)
+ (—153(F,f‘”)2 + 1, (1050 — G 1br — 010,70, AY),
gdje delte predstavljaju renormalizacijske konstante
(51 = Zl — 17 (3203)
(52 == ZQ - 1, (320b)
(53 = Z3 — 1, (320C)
5m = ngB —m. (320d)

Prvi red u (3.19) prestavlja renormalizirani, opservabilni dio teorije dok drugi pred-
stavlja divergentne ¢lanove poznate pod nazivom kontraclanovi (eng. counterterms).
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Iz lagranzijana (3.19) sada se mogu lako iS¢itati Feynmanova pravila, a svaki kon-
traclan odreden je svojim renormalizacijskim uvjetom. U konkretnom slucaju ti su
uvjeti da je elektronska i fotonska jakost polja jednaka jedan u totkama p = m od-
nosno ¢> = 0, da je fizikalni naboj definiran u ¢* = 0, te da je masa definirana sa
(3.6). Sa zadanim uvjetima mogu se odrediti renormalizacijske konstante (3.20) u
perturbativhom racunu smetnje. Postupak je iterativan, odnosno svaki red racuna
smetnje posebno se racuna.

Za izracun renormalizacijskih grupnih jednadzbi dovoljno je poznavati veze izmedu
golih i fizikalnih parametara teorije. Renormalizirana perturbacijska teorija primje-
njena na modele kompleksnije od QED-a generirat ¢e veze medu renormalizacijskim
faktorima 7 koje mogu sluziti kao provjera to¢nosti racuna.

3.2 Radijativne korekcije QED-a na nivou jedne petlje

U prvom redu racuna smetnje u kvantnoj elektrodinamici pojavljuju se dijagrami
prikazani na slici 3.1. Za izracun S-funkcije dovoljno je iz amplituda izdvojiti 1/
doprinose, koji ¢e se u okviru renormalizacijske perturbacijske teorije pojaviti kao
¢lanovi u renormalizacijskim faktorima 7, Z, i Z3. U racunu ¢emo se upoznati s
metodama koje su potrebne za izracun divergentnih integrala, a dane su u Dodatku
A.

Dijagram vlastite energije fermiona prikazan je na slici 3.5

Slika 3.5: Vlastita energija fermiona

Amplituda raspisana po Feynmanovim pravilima (Dodatak B) i uz ¢*’v, = ~* ima
oblik

o0 le 4-D o
v — —62/ f ol +m)y . (3.21)
o (@mP (2—=m?)((l-p)*—m3)
Iz antikomutacijske relacije za ~-matrice slijedi

Iy =1(2 = D), (3.22)

dok Feynmanovu parametrizaciju (A.1) primijenimo tako da vrijedi
L =1 — px (3233)
A =—((1—x)’m®+miz). (3.23b)
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Uporabom Wickove rotacije (A.2), integrala (A.4) i razvoja I'-funkcije (A.7) te eks-
trahiranjem ¢lana uz 1/¢ dobije se kineticki ¢lan

ie?

1
—i2(p) 2 — 3.2
) 2 ¢ b (3.24)
iz Cega slijedi da je renormalizacijski faktor 7, u najnizem redu racuna smetnje
e? 1
lyg=1— —=—. 3.25
2 (4m)% € ( )

Za izracun renormalizacijskog faktora Z; potrebno je izvrijedniti dijagram vakuum-
ske polarizacije prikazan na slici 3.6.

p+1

Slika 3.6: Vakuumska polarizacija

Dijagram je izraz oblika

 qPlA=D T +1+mn (] +
T (p) = _62/ p P Trly(p+ 1+ m)y (] wly (3.26)
o (@mP (B=m?)((p+1)?—-m?)
koji ima konac¢nu strukturu
. . 2 —e? 1
ZH;W(p> 2 Z(Q,pr - puPu)ﬁE- (327)
Renormalizacijski faktor Z; do prve radijativne korekcije ima oblik
e? 1
Zy=1-— 193 e (3.28)

gdje smo od doprinosa petlji u obzir uzeli samo 1/e ¢lan. Preostaje izracunati faktor
71 iz korekcije vrha. Primjetimo da se izraz (3.18) moze prikazati shemom na slici
3.7.

Amplituda procesa prikazanog na slici 3.8 zadana je izrazom

IS T R RS RS F

er? @-m)(( 4 - —mh) O

Nazivnik u (3.29) sadrzi doprinos tri propagatora pa se Feynmanova parametrizacija
provodi uz supstitucije

k=1+p'z+ py, (3.30a)
A=—((1—-2)>*m*+m22). (3.30b)

v
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Zy % =

Slika 3.7: Renormalizacija QED vrha

Slika 3.8: Korekcija za QED vrh u najnizem redu

Iz antikomutacijske relacije za v matrice i primjenom kutne integracije nalazimo

(2-D)?

B~V — l2
Yl [y 5

7, (3.31)

Sto za rezultat ima uz 1/e ¢lan strukturu oblika

—i% D ———~ M. 3.32
= (47?)2’y (3.32)

Nerenormalizirani, goli QED vrh zadan je Feynmanovim pravilom —iey* Sto zadaje
renormalizacijski faktor 7,

e? 1
Zit=1+ e e (3.33)
Primijetimo da vrijedi
2717, = 1. (3.34)

Izraz slijedi iz Ward-Takahashijevog identiteta [4] i vrijedi za svaki red ra¢una smet-
nje.

3.3 RGE i efektivna konstanta vezanja za QED

Renormalizacijske grupne jednadzbe za QED izvest ¢emo u potpunosti prateci for-
malizam Machaceka i Vaughna [6]. Provodenjem dimenzionalne analize nad la-
granzijanom QED-a tako da se polazi iz uvjeta bezdimenzionalnosti akcije

5— / APl (3.35)
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slijede dimenzije polja i konstanti vezanja te dimenzije faktora za reskaliranje kons-
tante vezanja u skladu sa (2.13)

[A,] = ?, (3.36a)
Y] = ?, (3.36b)
s = [A] = * 57, (3:360)

iz cega slijedi skaliranje fizikalnog naboja u prostor-vremenu dimenzije 4 — 2¢
e =77 7,73 Pepp . (3.37)

Uvrstimo rezultate iz radijativnih korekcija i rastavimo goli i fizikalni naboj po uzoru
na (2.14)

e 1 —1/2 e? 1\~3 e? 1
eni =22 2 P = e(1- £50) Tre(14 510 ). (3.38)

U kontekstu dimenzije (2.23) i uz izraze (2.15a) i (2.19) za -funkciju vrijedi

ug—z = [ — ee, (3.39a)
d 0 de 0

gdje je u posljednjem redu raspisana totalna derivacija d/du. Izvod za (-funkciju
QED-a polazi od primjene operatora ud/du na izraz (3.38)

e ed 1
Ry
. 3e? 1
—elepp™ ) =B —ec+ 2472 2(5 — ee) (3.40)

ed 1 e? 1
— (et gpag) T Aot galf- o)
iz Cega slijedi rezultat na nivou jedne petlje (uz zanemarivanje 1/¢ ¢lana uz S-

funkciju)

e3

1272
Rezultat se slaZe sa literaturom [2] [4] i predstavlja jedno od mogudih asimptotskih

(3.41)

Boep =

ponasanja u kojem porastom energije S-funkcija divergira, odnosno ima Landauov
pol. Efektivhu konstantu vezanja izracunamo integriranjem S funkcije u skladu s
(2.12), uz a = €?/4x u prirodnom sustavu jedinica. Ovisnost konstante fine strukture
« o energiji glasi
2 @0
alp’) = ———— (3.42)

o 2.\
1 — 22in(L)
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gdje E, prestavlja proizvoljno odabranu donju granicu integracije dok je oy = e%/4m ~
1/137.036. Ovisnost je prikazana na slici 3.9. Kako je i o¢ekivano, konstanta vezanja
raste s energijom. Na konac¢noj energiji

lio, = EgV/ e300, (3.43)

konstanta fine strukture ima Landauov pol. Perturbacijska teorija ¢e se slomiti prije
nego Sto se dosegne energija ovog iznosa [2]. Razlog vjerojatno lezi u ¢injenici da se
perturbacijska teorija primjenjuje na skalama na kojima vise ne vrijedi. QED je dakle
strogo perturbativna teorija.

Fizikalno objasnjenje porasta konstante fine strukture s energijom nalazi se u ¢injenici
da je zbog stvaranja virtualnih elektron-pozitron parova (npr. u dijagramu vakuum-
ske polarizacije) fizikalni naboj zasjenjen kao Sto je prikazano na slici 3.9. Povecanjem
energije zasjenjenje ima sve manji efekt i vrijednost (izmjerenog) naboja raste.

5 10 15 20

loglp/me]

Slika 3.9: Ovisnost inverza konstante fine strukture o energiji i ilustracija efekta
zasjenjenja naboja

Ovisnost konstante fine strukture o energiji viSe je puta eksperimentalno provjerena
te je potvrdeno slaganje s teorijskim predvidanjima. Na razli¢itim skalama energije
ovisnost su provjerile kolaboracije TOPAZ, VENUS i L3 [9].

4 Renormalizacijske grupne jednadZbe (RGEs) za QCD

4.1 Struktura teorije i bazdarenje za duhove

Teorija koja valjano opisuje jake interakcije polazi od ¢injenice da se kvarkovi, fer-
mioni necjelobrojnog iznosa naboja, pojavljuju u tri boje. Kako smo u kvantnoj elek-
trodinamici polazili od Abelove U(1) grupe simetrija, razumno je pretpostaviti da
¢e SU(3) grupa simetrija dobro opisati jake interakcije kvarkova i gluona. Kako je
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broj generatora Lieve grupe n? — 1, za SU(3) ¢e to biti osam Gell-Mannovih matrica.
Kako je grupna operacija mnozenje matrica, grupa je ne-Abelova. Vidjet ¢emo da to
u QCD unosi nove vrste interakcija, odnosno nove vrhove u odnosu na QED. Kre-
nimo od QED lagranzijana kao predloska za teoriju interakcije fermiona i bazdarnih
bozona uz neabelovsko poopcenje

{Dy=0,+ieA,} = {Dy =0, + igAZT“}, (4.1)

gdjejea = 1,...,8, a T su generatori SU(3) grupe (Dodatak C), koji zadovoljavaju
komutacijsku relaciju

[T, T = if*Te, (4.2)
gdje su fe¢ potpuno antisimetri¢ne i realne strukturne konstante. Gluonsko polje
dobiva se iz fotonskog zamjenom

{Fw = 0,4, — 0,A,} = {F}, = 0,A, — 0, A, — gf“bCAZAf,}. (4.3)

Iz kvadriranja (4.3) proizlazi da se u QCD-u pojavljuju trogluonski i ¢etverogluonski
vrhovi. QCD lagranzijan uz minimalne modifikacije ima oblik

L= B, PP 4 (i) — m)g (4.4
Teorija, da bi bila fizikalna, mora postivati da vanjske linije propagiraju samo fizi-
kalne stupnjeve slobode, kao $to su transverzalni fotoni u QED-u. S druge strane,
unutarnje linije, koje se pojavljuju u petljama, predstavljaju sve stupnjeve slobode,
Sto je dopusteno jer se nefizikalne komponente poniste uporabom Wardovog iden-
titeta, pa ne doprinose zatvorenim petljama. Kako u QCD-u postoje trogluonska i
cetverogluonska vezanja ovo pravilo, (barem u ovoj fazi izvoda) nije zadovoljeno.
Ako promotrimo lijevi dijagram na slici 4.1, svaka unutarnja linija mora imati neki
doprinos u ukupnoj amplitudi koji ¢e ponistiti nefizikalne gluonske doprinose za tu li-
niju. To se moze posti¢i uvodenjem dodatnog dijagrama prikazanog na desnoj strani
slike 4.1. Isprekidane linije predstavljaju duhove (eng. ghosts), nefizikalne Cestice
koje se pojavljuju samo kao unutarnje linije. Kako se doprinosi lijevog i desnog dija-
grama moraju dijelom ponistavati, petlja s duhovima mora imati negativan predznak.
To implicira da ¢e duhovi postivati Fermi-Diracovu statistiku iako ¢e, kao $to ¢emo
vidjeti, imati i neka bozonska svojstva. U teoriju ih se uvodi koriStenjem Faddeev-
Popov trika [2], pa se jos nazivaju i Faddeev-Popov duhovi.

@m%m Q000000;  ACXOTTO00Y
Slika 4.1: Dijagram s trogluonskim vrhovima i njegova popravka uvodenjem duhova
Akcija za jakost gluonskog polja F};, ima oblik
1 a v,a
S[A] = / d%( — S F P ) (4.5)
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Infinitezimalna bazdarna transformacija za gluonsko polje sada ima i ne-Abelov do-
prinos
(A%)5, — A — g@ua“ + fabcAz ‘= Al — gchac, (4.6)
gdje je
Do = 0,6 — gf* A (4.7)
Cilj nam je izracunati vakuumske ocekivane vrijednosti bazdarno invarijantnih ope-
ratora [12]. Biramo Feynman-t'Hooft-Landauovo bazdarenje

G(A) = 0"Aj + W, (4.8)
koje uz infinitezimalnu transformaciju postaje
1

G(A%) = 0"(AL — ;Dzbab) + W (4.9)

Vakuumska oc¢ekivana vrijednost op¢enitog operatora O zadana je izrazom

J 4 DAO[Alexp(iS[A]) ‘

(QITO[A]|Q) = . DAexp(iS[A))

(4.10)

Primijetimo da J-funkcija integrirana po cijelom prostoru daje identitetu, odnosno da
trivijalno vrijedi izraz
dG
1= [ dad —_—. A1
/ ad(Gla) 4.11)
Poopc¢avanjem (4.12) dolazimo do izraza koji predstavlja prvi dio Faddeev-Popov
trika u kojem identitetu raspiSemo kao funkcionalni integral oblika

- / Daé(G[Aﬂ)det(éi[ja}) (4.12)
i ubacujemo je u nazivnik izraza (4.11)
/ DAO[Alexp(iS[A]) = / DA / Daé(G[Aﬂ)det(%)O[A]exp(z’S[A]).
A A a

(4.13)
U ne-Abelovom slucaju determinanta u izrazu ne bi ovisila o A, pa bi je izvukli ispred
funkcionalnog integrala, no kako u ovom slucaju vrijedi

5G 1 u L ., abe
b = g0 == (00— g f O AL (4.14)

ne mozemo izvrsiti taj zahvat. Napravimo sada trik preimenovanja koji nece narusiti
bazdarnu invarijantnost: DA, S[A] i O[A] najprije pretvorimo u veli¢ine koje ovise o
infinitezimalno transformiranom gluonskom polju DA®, S[A“] i O[A?] i nakon toga
preimenujemo A* u A. Jednadzbu (4.14) sada moZemo prepraviti u oblik

/A DAO[Alexp(iS|A))

= </Da> / DA(S(@“AZ + w“)det( — 18“DZ”) O[Alexp(iS[A]).
A g
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Ako obje strane jednadzbe (4.16) funkcionalno integriramo Gaussijanom oblika

/Dw exp /d4 (222) (4.16)

gornji dio, neovisan o w, samo ¢e biti pomnozen nekim fakorom proporcionalnim sa
¢ dok ¢e nam taj zahvat na donjoj strani jednadzbe omoguciti integraciju ¢-funkcije,
¢ime dobijemo dodatno pojednostavljenje

/ DAO[Alexp(iS[A]) =

(4.17)
( / Da) / DAdet( - —8“Dab>O[A]exp(iSGF[A]),
gdje je Sqr akcija fiksirana bazdarenjem (eng. gauge fixing)
_ 4 1 a ppv.a i LAY
Serl[A] = /d w( TFF 560" 45) ) (4.18)

Determinantu raspisemo uzimajuci u obzir da se op¢enito determinanta svakog (di-
ferencijalnog) hermitskog operatora moze prikazati kao integral po stazama [4], Sto
predstavlja drugi dio Faddeev-Popov trika

det B = <H/d9;“d9,-> exp(—0; By;0;), (4.19)

odnosno u nasem slucaju

det<—$aﬂng> — / DéDc exp <7, / d*x ( ¢(—s%0)cb gf“bccaa“(A;c"))) (4.20)

Ovdje ¢ i ¢ predstavljaju kompleksna antikomutiraju¢a Lorentzova skalarna polja,
gdje su ¢*(x) i ¢*(x) Grassmanovi brojevi. Oni predstavljaju duhove u teoriji. Vidimo
da kao antikomutirajuce strukture postuju Fermi-Diracovu statistiku dok s druge
strane zadovoljavaju Klein-Gordonovu jednadzbu, Sto je svojstvo skalara. Posjedo-
vanje fermionskih i bozonskih svojstava istovremeno dopusteno je jer je rijeC o is-
kljuc¢ivo virtualnim Cesticama. Konstanta vezanja g iz determinante apsorbirana je u
definiciju duhova. Konacno akcija postaje

Spp[A] = / dia ( 4F§VF“”‘ 5(aﬂAz)?+aa(—5abm)cb—gj-‘abccﬂlaﬂ(A;cb)). (4.21)

Lagranzijan QCD-a postaje potpun dodavanjem kvarkovskog dijela i glasi

1 1
Locp = — 5o, F0 — = (9" AL)? + c(=0™0)c" — gf e 0" (Ac?) + G(il) — m)q.

4 m 2&
(4.22)
te ¢e na ovom obliku biti primjenjena renormalizirana perturbacijska teorija.
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4.2 Renormalizirana perturbacijska teorija za QCD

Dimenzionalna analiza QCD lagrangijana daje nam sljede¢e dimenzije veli¢ina u la-

grangijanu:
D -2
[A,] = —5 (4.23a)
D -1
lq] = 5 (4.23b)
[ = —D; & (4.23¢)
4—D
5] = [A] = ——. (4.23d)

Duh se po dimenziji ponasa kao i bozonsko polje. Multiplikativhom renormalizacijom
dobijamo sljedece relacije izmedu nerenormaliziranih i renormaliziranih veli¢ina:

q= Z;/qu, (4.24a)
Are = 732 pima, (4.24b)
c = (Z5)Y?¢,, (4.24¢)

i preimenujmo polja u ¢, — ¢ radi jednostavnosti zapisa. Radi preglednosti interak-
cija, raspisat ¢emo jakost gluonskog polja prema jednadzbi (4.3) te provesti renorma-
lizaciju. Renormalizirajmo lagranzijan ¢lan po ¢lan. Jakost gluonskog polja izrazena
preko renormaliziranih polja glasi

1
— 2 Z3(0, A5 — 0,A%)? + 732 g f0e0, ALARY AVC - 72 g% fobe fade AL AC Amd Ave  (4.25)
dje drugi i tre¢i ¢lan predstavljaju renormalizaciju trogluonskog i ¢etverogluonsko
gd) g % Jaj y g g g g
vrha, dok za bazdarni ¢lan, uz pretpostavku da se parametar bazdarenja ne renorma-
pretp p y
lizira, vrijedi jednostavno

_%Zg(am;)? (4.26)

Dio s duhovima sada je jednak
Zse(—00) e — Z52y* gpet freor(AS ), (4.27)

i konac¢no kvarkovski dio glasi
Zq(i = m)g — 223" gua A" T"q. (4.28)

Opceniti izraz za reskaliranje konstante veze (primjenjen u 3.37) moZemo zapisati
kao

9Br = Zsgu‘, (4.29)

gdje je Z, oznaka za renormalizacijski faktor zadane strukture, a gz, gola konstanta
vezanja sa pripadnim renormalizacijskim faktorima proizaslim iz renormalizacije po-
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lja. Vrijedi:

Z 95 = Z¥gu, (4.30a)
Zigy = Z\g°u*, (4.30b)
7273 g8 = Zigus, (4.300)
252 g = Zigu, (4.30d)

redom za trogluonski, Cetverogluonski, antikvark-gluon-kvark i antiduh-gluon-duh
vrhove. Svakom vrhu, kako je vidljivo, i dalje pridodajemo renormalizacijski faktor
7. Ako ove identitete izrazimo preko gole reskalirane konstante vezanja, vrijedi

gpp = 20259 = 2025 2, P9 = 75(25) 7 2, g = (21)' 25, (43D
ili ekvivalentno preko renormalizacijskih faktora,
277" = 739770 = Z8(Z5) 7 = (Z19)\ 2 22 (4.32)

Jednadzba (4.32) u literaturi [11] se poistovjecuje sa Slavnov-Taylorovim identite-
tima, koji su u opéenitijem smislu ne-Abelova analogija Wardovom identitetu u QED-
u. Vidimo da oni osiguravaju univerzalnost renormalizirane konstante vezanja. U
praksi su korisni kao provjera to¢nosti racuna. Do renormalizacijskih grupnih jed-
nadzbi najjednostavnije ¢emo do¢i racunajuéi Z;, Z, i Z3, koje ¢e imati doprinose
analogne QED-u, do na razlike proizisle iz struktura SU(3) algebre.

4.3 Radijativne korekcije QCD-a na nivou jedne petlje

Za izracun renormalizacijskih grupnih jednadzbi za QCD izabrat ¢emo, medu radija-
tivnim korekcijama u najnizem redu, one doprinose koji se odnose na relaciju

gpp = 2125 2. (4.33)

Renormalizacijski faktor Z, izracunat ¢emo iz dijagrama vlastite energije kvarka pri-
kazanog na slici 4.2. Konstantu vezanja za kvantnu kromodinamiku oznacit ¢emo sa

Js-

Slika 4.2: Dijagram vlastite energije kvarka

Amplituda raspisana po Feynmanovim pravilima ima oblik

_in = —g? /OO Pl P T+ mT,
0

2m)P (12 =m?)((l = p)* = mg)’

(4.34)
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i potpuno je analogna amplitudi vlastite energije elektrona, odnosno razlikuje se u

faktoru
N? -1

2N
Sto predstavlja sumu umnozaka dva generatora SU(3) algebre, Sto je u ovom slucaju

T,T, = Co(f) = (4.35)

svojstvena vrijednost Casimirove invarijante za fundamentalnu reprezentaciju. Iznos
renormalizacijskog faktora Z; na nivou jedne petlje je jednostavno

(4.36)

Do
A | =

Zy = 1— Cy(f) (497;2

Vlastita energija gluona na nivou jedne petlje sastojat e se od Cetiri doprinosa prika-
zana na slici 4.3.

Slika 4.3: Dijagrami vlastite energije gluona

Za izracun renormalizacijskog faktora Z; moramo dakle izracunati i sumirati sva
Cetiri doprinosa. Analogno QED-u, ocekujemo proporcionalnost do na tenzorsku
strukturu

et (p) = (p*g" — p"p”)T(p*)6. (4.37)

[—p

Slika 4.4: Dijagram vlastite energije gluona - kvarkovski doprinos
Prvi dijagram prikazan na slici 4.4 ima amplitudu zadanu s

, (4.38)

% = 2 /°° dPLA=P Tr(T*T*)Tr(y ([ + m)y™(] — p +m))
v P (= m) (I~ p)? — m?)

Uz standardnu Feynmanovu parametrizaciju i rezultat za trag Cetiri y-matrice [5] te
ostale procedure (Dodatak A i C), izdvajanjem 1/¢ ¢lana uz strukturu (p?g" —p*p*)6%
kao rezultat za prvi doprinos dobije se

= (4.39)
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gdje je C'(f) Dynkinov indeks za reprezentaciju f, odnosno skalar koji se javlja u
izrazu Tr(T*T*)6% (T* su generatori iste reprezentacije), $to daje prvi doprinos re-
normalizacijskom faktoru oblika

Lzg =1~ (4.40)

AC(f)Ny g2 1
3 (4r)2e’

pri ¢emu je N, broj okusa kvarkova koji sudjeluju u procesu na nekoj zadanoj energiji.
Idudi doprinos je dijagram sa dva trogluoska vrha, prikazan na slici 4.5.

[+ p

Slika 4.5: Dijagram vlastite energije gluona - prvi gluonski doprinos

Amplituda raspisana po Feynmanovim pravilima ima oblik

gz ) leHALfD fMdbedS(l,p)
_7/0 2m)P (> =m?)((L + p)* —m?)’

-TTab
’LHW =

(4.41)

gdje je S(I, p) struktura za dva trogluonska vrha oblika

(gup(p— Do+ 9po (2L +D)y + gou (—1 = 2p)p> <gZ(—p+ )7 +g" (=2l —p)u+gn(l +2p)">~
(4.42)

Konacni rezultat doprinosa iznosi

2
. ¢ 1/19 ., 11
or(@o (B M, 443
iCs(G) e \? P PP (4.43)
i vidimo da ne posjeduje bazdarno invarijantnu formu (p?¢g"” — pp”)6*, kao $to smo
i ocekivali. Dijagram s duhovima konac¢no ¢e ponistiti nefizikalne gluonske stupnjeve
slobode za unutarnje linije ili, drugim rije¢ima, ukupan doprinos dijagrama u prvom
redu sastojat ¢e se od bazdarno invarijantne forme do na konstantu proporcional-
nostil.
Dijagram s ¢etverogluonskim vrhom prikazan je na slici 4.6.
Amplituda ovog dijagrama ima strukturu

g: [ d°u'™" S(f,9)

e = =5 .
Hyw 2 J, @nP (Z—m?) (4.44)

gdje je S(f,g) gluonski Cetverovrh, funkcija strukturnih konstanti i metri¢nih ten-
zora. Ocito je da ovaj doprinos iSCezava jer postojanje jednog propagatora rezultira
u integralu (A.4) zan = 1.
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Slika 4.7: Dijagram vlastite energije gluona - doprinos duhova

Dijagram vlastite energije gluona s petljom duhova prikazan je na slici 4.7.
Amplituda ovog dijagrama je struktura:

oo jD7j,,4—D cbd fdac
e T 445)
o (2mP (2 —mg)((l+p)* —mg)
Sto rezultira u doprinosu
2 1,1 1
~CG5abgs__,u1/2__uu. 46
iC2(6) (47r)2e<12g b 6“’) (4.40)

Doprinos duhova i gluonski doprinos vlastitoj energiji gluona zatvaraju se u bazdarno
invarijantnu strukturu, sa renormalizacijskim faktorom

Zzp =1+

2
5C2(G)Ny g3 % (4.47)

3 (4m)?

Svi doprinosi sumirani daju nam rezultat za renormalizacijski faktor gluonskog pro-
pagatora 73 koji glasi:

2
g: 1 4 5)
Zy=1 s (- ZC(f)N;+ = . .
Renormalizacijski faktor Z; ra¢unamo iz popravki QCD kvark-gluonskog vrha u pr-
vom redu. Faktoru doprinose dva dijagrama prikazana na slici 4.8.

Amplituda prvog procesa izraz je analogan korekciji QED elektron-foton vrha do na
razlike u algebri i glasi:

o) le 4-D 7bab (] + 4 m(L 4+ 9%+ v
i, — —g;”’/ 1 Wl + ¢ +m)y (L +p+m)y 4.49)
0

(2m)P (12 = mg)((L + p)* = m?)((L + p)* —m?)’

!Renormalizabilnost u kontekstu renormalizirane perturbacijske teorije podrazumijeva da u svim
redovima racuna smetnje strukture ostaju o¢uvane do na konstantu proporcionalnosti.
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Slika 4.8: Dijagrami korekcije QCD vrha u najnizem redu

te e se rezultat razlikovati do na T°T*T? = (Cy(f) — Co(G)/2)T*. 1zdvajanjem 1/e
¢lana dobije se doprinos

g 1 i
=% 2 L (o) = 506 ) (=g T°). (4.50)

Izraz u posljednjoj zagradi predstavlja goli QCD vrh.
Amplituda drugog procesa je struktura

o jDj,4—D abchTc v(] + P QH
%, = 2'9?/ o 4 T S, : (4.51)
o @mP @ -=m?)((-p)*—m?)((—p)—m?
gdje je S, trogluonski vrh
St =gb(l+p—20)p+ gup(=2l+p+ ) +gh(l—2p+ 1), (4.52)
Relevantni doprinos ovog ¢lana je
—iY, D =2 —igAMTY). :
ZZb_€(47T)2< 5 >( igsyHT?) (4.53)
Zbroj ova dva doprinosa kona¢no nam daje izraz za renormalizacijski faktor Z; koji
glasi
2
-1 _ gs 1
2t =14 s (02( )+ @(G)). (4.54)

U ovoj fazi imamo sve informacije potrebne za izracun renormalizacijskih grupnih
jednadzbi.
4.4 RGE:s i efektivna konstanta vezanja za QCD

U prethodnom poglavlju za renormalizacijske faktore u prvom redu racuna smetnje
dobili smo rezultate:

o g: 1
7' =14 (M)Zg(cz(fwcz(e)), (4.55a)
g
2y =1- 2 Ol (4.55b)
2 1 4 5
Zs :1+(42:)22(—50(f)1vf+§02(a)). (4.55¢)



Veza izmedu gole i renormalizirane jake konstante sada postaje

2

gont ™ = 9.7025" 25 = g, (1+ ( 4{;)2 %(—02<f>—02<G>+c2<f>+§c<f>Nf—§CQ<G>>)
(4.56)

Primjetimo da se u izrazu 7,7, ' ¢lanovi Cy( f) krate, §to odgovara Wardovom iden-

titetu (3.34) u QED-u.

Radi jednostavnosti zapisa uvodimo

3

e g, 12 _
gsB,u - gS + (471')2 € (BC(f)Nf

U kontekstu dimenzije (2.23) i uz izraze (2.15a) i (2.19) za g-funkciju vrijedi

11 _ g9 L
gcﬂG)) =gst (4r)? Ebgs : (4.57)

dg,
= = B = e, (4.58)
14

Izvod za QCD S-funkciju polazi od primjene operatora ud/dy na izraz (4.57)

3

—c g5 L.
[P =(gs+ -b )
B (4m)2e o |yt

e 392 1
_E(gsB,u ) = 5 —€gs + (45.)2 Ebéi)(ﬁ - 695)7 (459)
3 2
gs 1 (1) 395 1 (1)
—e(gs “pY = 3 — ¢q, ~b —€gs),
(g + (4m)2 e = )=B—cgs+ (4m)2 e = (B = €g:)

iz Cega slijedi rezultat na nivou jedne petlje (uz zanemarivanje 1/¢ ¢lana uz S-

funkciju?) ; - .
_ 95 51 — Is = o
faco = () = ( SC(HN; = @(G)). (4.60)

Izraz se slaZe s literaturom [2]. UvrStavanjem C(f) = 1/2 i C3(G) = 3 dobije se
transparentni izraz

gs (2
fac = 7155 (g ;- 11), (4.61)
iz kojeg se vidi da je 5-funkcija za QCD negativna u teoriji koja sadrzi Sest okusa. Ne-
gativnost implicira smanjenje konstante vezanja s povecanjem energije, odnosno na

dovoljno visokim energijama teorija ulazi u rezim asimptotske slobode [2]. U ovom
slucaju, na visokim energijama i dalje je opravdano koristiti perturbativni racun. Pol
se sada javlja na niskim energijama, u tzv. rezimu zatocenja, gdje ga nije opravdano
koristiti. Zanimljivo je primijetiti da bi j rasla s energijom kada bi N; > 16.

2Sakupljanje ¢lanova uz iste potencije e-a generira neovisne jednadzbe. Da bi se izratunala j3-
funkcija uz ¢lan 1/¢ potrebno je provesti racun u iduéem redu rac¢una smetnje i tako redom za svaku
potenciju.
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Rjesavanjem jednadzbe i biranjem granica integracije od neke donje granice A (u
rezimu zatocenja) do neke gornje granice . kao rjeSenje dobijemo
127

s %) = NG .62
@ r) (33— 2N;)In(2) (4-62)

sto implicira da konstanta vezanja opada s energijom.

Opadanje konstante vezanja s povecanjem energije povlaci da je teorija ne-Abelova
[2]. Fizikalno objasnjenje ove Cinjenice lezi u sljede¢em: kao i u QED-u, i u QCD-u
postoji polarizacija vakuuma stvaranjem kvark-antikvark virtualnih parova koja uz-
rokuje zasjenjenje naboja. Kad bi ovo bio dominantni efekt u teoriji (bilo da postoji
> 16 okusa kvarkova ili da nema medusobnog vezivanja gluona), QCD bi pokazivao
isto ponasanje kao i QED. Upravo zbog medusobnog vezivanja gluona, vakuum je
takoder popunjen virtualnim parovima gluona koji, naravno, nose boju. Time je na
ve¢im udaljenostima, odnosno na manjim energijama, efektivni naboj (boja) vedi.
Ovaj efekt poznat je kao antizasjenjenje. Medusobno vezanje gluona, prisjetimo se,
pojavilo se kao posljedica ne-Abelove strukture teorije.

Otkri¢e asimptotske slobode (Gross, Politzer i Wilczek 1973.) opravdalo je
koristenje perturbacijske teorije na visokim energijama, Sto je omogucilo kvantita-
tivna predvidanja fizikalnih opservabli (npr. udarnih presjeka) za visokoenergetske
hadronske procese. S druge strane, u rezimu zatocenja koristi se tzv. QCD na resetci
(eng. Lattice QCD), koji, iako daje rezultate, nije matematicki dokazan ab initio>.
Eksperimentalno proucavanje promjene jake konstante vezanja s energijom pro-
vodilo se nizom eksperimenata, primjerice proton-antiproton sudarima, elektron-
pozitron sudarima, neelasticnim lepton-hadron sudarima itd. [13]. Sakupljanje re-
zultata na razliCitim energijama daje ovisnost poznatu iz renormalizacijskih grupnih
jednadzbi.

4.5 RGE:s i ujedinjenje konstanti vezanja

Receno je ve¢ kako je renormalizacijska grupa uvedena u fiziku zbog nemoguénosti
funkcioniranja perturbacijske teorije u kvantnoj elektrodinamici na visokim energi-
jama. Uskoro se ispostavilo da ona, prikazuju¢i ponasanje parametara teorije na
razlic¢itim skalama, efikasno pokazuje je li u nekoj teoriji moguce ujedinjenje para-
metara, odnosno postoji li energija na kojoj sve konstante vezanja imaju jednaku
vrijednost. Osim kriterija jednakosti parametara vezanja u nekoj tocki, napomenimo
da u kriterij ujedinjenja spada i pretpostavka da su te konstante vezanja dio neke
vece jedinstvene grupe, koja iznad tocke jednakosti valjano opisuje prirodu. Drugim
rijeCima, iznad tocke ujedinjenja renormalizacijske grupne jednadzbe opisuju kons-
tantu veze te natkrivajuce grupe.

Povijesno gledano, ujedinjenje elektriciteta i magnetizma, ili elektromagnetske i slabe

31z osnovnih matematickih principa.
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sile, navelo je na razumnu pretpostavku da bi teorija koja valjano opisuje prirodu
trebala biti definirana parametrima koji za neku odredenu energiju imaju jednake
vrijednosti, pa time pripadaju i nekoj opcenitijoj grupi. To bi se moglo shvatiti tako
da u prirodi postoji jedinstvena sila kojoj na nekoj odredenoj energiji nije slomljena
simetrija. Uzmimo za primjer rezultate za QED i QCD, pri ¢emu ¢emo QED rezul-
tat poopciti za sve naboje koji se pojavljuju u prirodi. Ustanovili smo da se njihove
konstante vezanja u odnosu na energiju ponasaju prema sljede¢em pravilu:

&%)

a(p?) = ~ 5, (4.63a)

-5 Q?ﬁln(g—g)
127

(33 — 2Np)In(45)’

as(pu?) = (4.63b)

Njihovo ponasSanje graficki je prikazano na slici 4.9, uz uvrstavanje eksperimentalnih
vrijednosti na skali Z bozona [17], gdje je Ny = 5 [2] i >, Q? = 20/3, evoluiranje
konstanti vezanja do skale mase top kvarka m;, i uvodenje novih stupnjeva slobode
nakon tog praga, Ny = 61 Y, Q7 = 8. Prag je oznacen okomitom linijom.
140 ‘
120
100 T~
80 -
60 ~
40 ~_
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Slika 4.9: Ovisnost inverza konstanti vezanja za QED i QCD o skali energije

Vidimo da na grafu postoji tocka ujedinjenja, odnosno energija na kojoj obje kons-
tante vezanja imaju jednaku vrijednost. Lijevo ili desno od tocke ujedinjenja jakosti
vezivanja poprimaju razliite vrijednosti.

Renormalizacijske grupne jednadzbe ubuduce ¢e nam dakle sluziti i za proucavanje
mogucnosti ujedinjenja parametara teorije.

5 Renormalizacijske grupne jednadZzbe (RGEs) za
standardni model

5.1 Struktura teorije

Standardni model (SM) teorija je koja obuhvaca elektromagnetsku, jaku i slabu silu.
Kao teorija polja konzistentan je s kvantnom mehanikom i specijalnom teorijom re-
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lativnosti. Pokazao se kao izuzetno uspjesna teorija za predvidanje i objasnjavanje
velikog broja poznatih fenomena te je samokonzistentan u teorijskom smislu. Iako
ne obuhvaca gravitaciju i neke eksperimentalno potvrdene fenomene poput neutrin-
skih oscilacija i ubrzanog $irenja svemira®*, zbog velike povijesne vaznosti, uspjeha
i matematicke konzistencije i danas ostaje teorija na ¢ijim se temeljima grade novi
modeli. U kontekstu ovog rada od klju¢ne je vaznosti da posjeduje i svojstvo renor-
malizabilnosti. Standardni model je direktan produkt grupa simetrija

Gsu =SUB)c @ SUR2)w @ U(1)y. (5.1)

Eksperimentalna zapazanja matematicki su valjano opisana unitarnim grupama
razli¢itih dimenzija: SU(3) se odnosi na jaku silu koja posjeduje tri razli¢ita na-
boja (boje), SU(2) na slabu silu i U(1) na elektromagnetsku, gdje Y oznacava hi-
pernaboj, linearnu kombinaciju elektri¢cnog naboja i tre¢e komponente izospina. U
kontekstu kvantizirane bazdarne teorije, bazdarni bozoni su kvanti bazdarnih po-
lja, Sto implicira da je broj bazdarnih bozona jednak broju generatora bazdarnih
polja. Kako SU(N) grupa ima N2 —1 generatora, SU(3) zahtijeva osam bazdarnih bo-
zona (gluona) G, SU(2) tri bozona W i konacno, U(1) samo jedano bozonsko polje,
B. S obzirom na Lorentzove transformacije, fermioni se transformiraju kao spinori
te medudjeluju izmjenom spomenutih bazdarnih bozona, koji se transformiraju kao
vektori. Higgsov bozon transformira se kao skalar. Pregled cestica standardnog mo-
dela i interakcija medu njima prikazan je na slici 5.1.

Slika 5.1: Standardni model - Cestice i njihove interakcije

Lagranzijan standardnog modela izvest ¢emo u interakcijskoj bazi, za prvu genera-
ciju, bez loma simetrije. Za sada nam je poznato da ¢e se lagranzijan standardnog
modela sastojati od jakosti polja za bazdarne bozone B, W i G, njihovih ¢lanova
dobivenih bazdarenjem (eng. gauge fixing terms) po uzoru na (4.18), te od Faddeev-
Popov duhova za polja W i GG, koja predstavljaju ne-Abelove strukture u standardnom
modelu.

Za slabe interakcije eksperimentalno je poznato da narusavaju paritet, zbog Cega

4Zbog tinenice da standardni model ne obuhvacéa sve poznate fenomene danas se smatra efektiv-
nom teorijom polja.
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¢emo fermione rastaviti na lijeve i desne komponente [14]. Moramo uzeti u obzir da
se leptoni (gdje su lijevi dubleti, a desni singleti) s obzirom na SU(2) transformiraju
po pravilu

er — € =e€p, (5.2a)
gL—> K/L :€7iwaTa€L. (52b)

Stoga su desne komponente uy, dg, ¢r i vy invarijantne na SU(2) transformacije i ne
vezu se na bazdarne bozone W, W7 i W?. Primijetimo da desni neutrinski singlet
vr ne interagira ni slabom ni jakom interakcijom, niti posjeduje elektri¢ni naboj;
kako je ve¢ receno, standardni model ne uzima u obzir neutrinske oscilacije, pa time
ni masu neutrina. Odsustvo interakcija za vg implicira da su za standardni model
bespotrebni®. Lagranzijan ¢e sadrzavati fermionske dublete i singlete oblika

u v
qr = < L) , U = ( L) ;  Ug,dpg,eR, (5.3)
dL er,

gdje su u, d, v i e redom gornji kvark, donji kvark, neutrino i elektron. Iz njih ¢emo
graditi kineticke ¢lanove za fermione (i ¢lanove za Yukawina vezanja nakon uvodenja
Higgsovog polja).

Maseni ¢lanovi fermionskih polja se u lagranZijanu pojavljuju uz strukture oblika /1)
ili po komponentama ;1 r + Vg, $to otito nije invarijantno s obzirom na SU(2).
Masa bi se trebala generirati interakcijama koje mijenjaju kiralnost, Sto u standard-
nom modelu ne moze biti zadovoljeno s obzirom da lijevi fermioni nemaju desnog
partnera unutar iste SU(2) reprezentacije i obrnuto, odnosno ne postoje partneri sa
suprotnim slabim hipernabojem. Pod uvjetom da je on o¢uvan u interakcijama, fer-
mioni ne mogu mijenjati kiralnost i u teoriji moraju ostati bezmaseni. Isto je tako
eksperimentalno poznato da W i Z bozoni imaju masu, no maseni ¢lan oblika npr.
W,W* ovisi o izboru baZdarenja. Stoga fermioni i bozoni standardnog modela mo-
raju dobiti mase nekim drugim mehanizmom. Oba problema rjeSavaju se uvodenjem
Higgsovog polja, ¢iji je prvi ¢lan u lagranzijanu

Litiggs = (D) (D) — 1261 — M9'9). (5.4)

Posljednja dva ¢lana gornjeg izraza predstavljaju Higgsov potencijal koji je invari-
jantan na SU(2) transformacije. Skalarno dubletno polje ¢ nakon fiksiranja lomi tri
globalne simetrije ¢ime generira tri bezmasena Goldstonova bozona, koji ¢e postati
longitudinalne komponente 1/ bozona. Fermioni ¢e dobiti masu interakcijama s Hig-
gsovim poljem preko Yukawinih vezanja, Sto predstavlja drugi ¢lan u lagranzijanu u
kojem se pojavljuje Higgsovo polje (vidi (5.5) i (5.12)).

SEksperimentalno je opaZeno samo postojanje lijevih neutrina. U slu¢aju da postoje desne kompo-
nente, one su ili jako masivne ili interagiraju vrlo slabo.
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Kona¢no mozemo sloziti lagranzijan standardnog modela (bez sloma simetrije, u in-
terakcijskoj bazi), koji glasi

1 v 1 a v,a 1 A v,A
£SM - - ZBHDB# - ZW/,WWH - ZG/WGH
1 1 1
. "B 2 HIT7aN\2 e YAN2

+ &y (—0*O)c5y + ge™ ey M (Whehy) + ca(—07“0)cG + g. [P 50" (GR cg)
+ qriilDqri + riilPug; + drilPdg; + CLilPlr; + egii e
+ (Dud)(DH9) + 1200 — A9 9)?
- (QL@(Yd)idej + Liioad* (Ya)ijur; + Lrid(Ye)ijer; + h-C->-
(5.5)

Prvi red predstavlja jakosti polja za U(1), SU(2) i SU(3) bazdarne bozone, drugi
red Clanove fiksirane bazdarenjem, tre¢i duhove za SU(2) i SU(3), Cetvrti kineticke
fermionske ¢lanove, peti lagranzijan Higgsovog polja i zadnji Yukawine ¢lanove za
interakciju fermiona i Higgsovog polja, gdje indeksi ¢, j u (Y);; predstavljaju gene-
racije fermiona koji se vezu na Higgsa, te je h.c. hermitski konjugat za Yukawine
clanove. Kovarijantne derivacije za fermione i Higgsov bozon definirane su sa:

iDylqr] =0, — g.GLT* — gWiT* — ¢’ B, Y, (5.62)
iD,[ug] =10, — gSGﬁTA — ¢ B, Tu,, (5.6b)
iDy[dR] =10, — g.GiT" — ¢’ B, Yy, (5.60)
iDu[tr] =i0, — gWiT" — g'B,Yy,, (5.6d)
iDuler] =10, — ¢'B,Yey, (5.6e)
iDul¢]  =i0, — gWiT" — ¢'B, Y, (5.6f)

gdje Y predstavlja slabi hipernaboj. U definicijama kovarijantnih derivacija zorno se
vidi da kvarkovski dubleti interagiraju svim trima silama dok kvarkovski singleti ne
interagiraju slabom silom. Jaka sila ne razlikuje dakle lijeve i desne Cestice. Leptoni
opcenito ne interagiraju jakom silom, dok leptonski singleti, kako je ve¢ re¢eno, ne
vide ni slabu silu. Higgsovo polje se zapisuje kao SU(2) dublet i ne interagira jakom
silom. Spomenimo jo$ da je veza bazdarnih bozona sa fizikalnim ¢esticama definirana

kao
1
Wt = —2(W1 TiW?), (5.7a)
Z, = cos@WWlf — sinbw By, (5.7b)
A, =cosbwB, + sin@WW/i’, (5.7¢)

gdje je 0y Weinbergov kut ili kut slabog mijesanja, koji rotacijom bazdarnih bozona
daje fizikalni foton i Z bozon.
Da pripremimo lagranzijan za renormaliziranu perturbacijsku teoriju, potrebno je jo$
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raspisati jakosti bazdarnih polja i iskombinirati ih s ¢lanovima iz bazdarnog fiksiranja
te raspisati kineti¢ki ¢lan Higgsovog polja. Clanove za U(1) baZdarno polje B* zapisat

¢emo kao
- EBHVBMV — L(@“BHV
4 2¢p
1 9 1 1 9 (5.8)
I 1 - ) = =
= 5(0,B") (1 £B> 5 (0.B,)"

Clanovi za SU(2) bazdarno polje W*, s raspisanom kovarijantnom derivacijom imaju
oblik,

1

1 a a abeyyrbyyrcy2 a\2
= 1O = 0 — ge W W) — e (0"
1 1y 1
=@ W (1= ) - 5@y (5.9)
2
+ gee g Wby — L cobecodeyybyyeyymdyyve

4
a ¢lan za SU(3) gluonsko polje G* analogno raspisujemo kao
L
28
1

= 5@ (1- ) - 5061 (5.10)

2
+ gsfabcauGu;l GM,BGmC . %fABCfADEGngGM’DGV’E.

1 aoc
— 10,6 = .G} — g fGRAT — S (0"G)’

Raspi$imo jo$ i kineti¢ki ¢lan (D,¢)'(D*¢) za Higgsovo polje:

— —
O 0, —igWiT* —ig' B, Ty)( 9" + igW"*T* 4 ig' B*Y )¢

R~ <=
= 0,6'0"¢ — igW i T* 9 "¢ — ig' Ty B," 0 "¢ (5.11)
+ gQVVSW“’beTTaTbgb + 299/T¢W§BN¢TT(1¢ + g,QTiBMBMQSTQb

Lagranzijan standardnog modela sa definicijama kovarijantnih derivacija i raspisima
za Clanove bazdarnih polja i kinetickog ¢lana za Higgsovo polje sada je u formi u
kojoj ¢ce se njemu provesti standardna procedura u kontekstu renormalizirane per-
turbacijske teorije. Preglednosti radi, rastavit ¢emo jo$ lagranzijan (5.5) na

LS]V[ = £gauge+fixing + Lghost + Efermion + LHiggs + ﬁYukawaa (512)

gdje prvi Clan predstavlja prva dva reda, a ostali ¢lanovi zadani su svakim idu¢im
redom u (5.5). Nakon definicije renormalizacijskih konstanti renormalizirat ¢emo
standardni model ¢lan po ¢lan zadan u (5.12).
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5.2 Renormalizacijska perturbacijska teorija za standardni model

Iz uvjeta bezdimenzionalnosti akcije slijede dimenzije za bozonska bazdarna polja,
duhove i fermione standardnog modela u dimenziji 4 — 2e:

(B =Wl =[Gl =[] = [ew] = [ec] = P52 =1 —¢, (5.13a)
lgz] = [ur] = [dr] = [(1] = [er] = B5* = § —«. (5.13b)
Gole konstante vezanja imaju dimenzije:
l9B] = [9sB] = [9B] = [Yuae = ¢, (5.14a)
Ag] =26, [u3] =2. (5.14b)

—_

Za lagranzijan (5.5) podrazumijevamo da se sastoji od nerenormaliziranih polja i go-
lih konstanta vezanja. Standardno, fermionska polja i duhove ¢emo renormalizirati
faktorom 75, bozonska faktorom Z3 dok renormalizacijski faktor 7, pripada vertek-
sima modela. Definirajmo renormalizaciju polja redoslijedom kako se pojavljuju u
lagranzijanu standardnog modela:

(ZyV) Gig = (Z§)'*Gy; (5.15a)
2ca chp = (ZsV2c4; (5.15b)

(Z;LR>¥/2UR]‘, dRiB = (ZSR)}]/Qde; (515C)

(Z5")

Vers; o= 250, (5.15d)

Sto predstavlja redom renormalizaciju bazdarnih bozona, duhova, kvarkova, leptona
i Higgsovog bozona.

Renormalizirajmo sada ¢lanove lagranzijana za bazdarna polja, koji nakon renorma-
lizacije polja imaju oblik

1 1
*Cgauge—&—fixing = _Z“fB,u(gm/D - aH@V(l - _>>BV
2 B
1 1
+ —Z?&alef (g“”D — 0" (1 — —))Wf
2 Sw
1 1
+ §Z3G(5ABG;l (g’“’D — 0" (1 — g))Gf

+ (23" gpe 0 W W W (5.16)
— (Zé/V)Z%eabceadewﬁwswmdwyye

+(Z8) g [ 0.GL GG

(2L AR pADEGEGE G0 G,

Prethodni izraz daje nam veze medu renormalizacijskim faktorima za prvi ¢lan:

(2 Pgp = Z3W g, (5.17a)
(Zy gy = Z{Vg'u*, (5.17b)
(Z$) g5 = Zi%gau, (5.17¢)
(Z$)q2s = Z{Cg2u*. (5.17d)



Renormaliziranje polja za ¢lan s duhovima daje rezultat

Lghost = 25" &y (—60) ey — Z5 (23 )P gpe™™orey, W)es,

(5.18)
+ chéé(—(?ABD)cg — Z;G(Z?)I/Qgsgf“bcﬁ“ééchg,
S$to generira nove veze medu renormalizacijskim faktorima:
ZsW(Zy ) Py = Z7V g, (5.19a)
Zs¢(ZS) g = ZiCgopc. (5.19b)

Renormalizaciju kinetickih ¢lanova za fermione provest ¢emo koriste¢i pune defini-
cije kovarijantnih derivacija (5.6),

L termion = (23 qriidqr; — ng(Zg)l/QgsB@LiQ;ATAqLi
— Z3( 2 2 gpariW T qri — Zgz‘L<Z3B)1/2g§3(jLiBTqLQLi)
+ (ZyRupidup; — Z%R(Z;?)l/QgsBﬂRia:ATAURi
- Z;iR<Z3B)1/29,BaRiETuRuRi)
+ (ngJRii@dRz‘ — Zng(Z§)1/2gsBJRi$ATAdRi (5.20)
- ng(z??)l/QQ;BCZRiBTdeRi)
+ (ZgiLZLiiéWLi — Zy(ZY)V gl WO T
- ZﬁiL<Z§B)1/29%ZLiET€L€Li)
+ (Zstepider; — Z;f(Zf)l/2ngéRiBTeReRi)a
gdje zagrade odvajaju razlicite vrste fermiona, iz Cega se generiraju veze medu re-
normalizacijskim faktorima proizisle iz fermionskog sektora:

G € w €
Z3(Z§)V g = ZU g, Z3H(ZY) Pgp = Z{EY g,

(29 gy = Z1EP g s (5.21a)
ZiM(Z§) Pgp = ZiFCgus,  ZsR(Z9) g = ZiPg s (5.21D)
Zyr(Z§) g = ZiF% g, Zof(Z8) g = ZiP g (5.210)

Zyi(Z) Pgn = 23V s Zof(2) e = ZiPgnts (5.21d)
Z55(Z) gy = 237 g e (5.21e)

Dvostruki indeksi za renormalizacijski faktor vrha Z; oznacavaju vrstu fermiona i
bozona u opcenitoj fermion-bozon-antifermion interakciji.
Renormaliziranje ¢lanova za Higgsov bozon uz raspis kinetickog ¢lana daje rezultat:

N a (ZH - <_>
Lhiggs = 250,000 ¢ — iZ5 (23 ) PgsWio T 0§ — i Z3(Z5)" g Y s Bud' 9
+ Z§ZY GEW AW GTTOT g+ 229 (Z3V )2 (Z8) P gpgly X sWeB 6 T
+ Z3ZPgi 2B, B 6 ¢ + Z3 1h ot — (Z25)*Ap(9' ).
(5.22)
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Iz (5.22) proizlaze sljedece veze medu renormalizacijskim faktorima:

Z3(ZW)W Vg =27V g, (5.23a)
Z3(Z9) Py = 27w, (5.23b)
AV = 7P g? i, (5.23¢)

Z3( 2y Z8) Papgy = 27V Pgg 1, (5.23d)
737893 = 7P g, (5.23¢)
AST = 7P, (5.230)

(25)* A5 = 7"\, (5.23g)

Renormalizacija polja u Yukawinom sektoru transformira lagranzijan u sljededi izraz:

S

Lyurava = = (Z8)(Z8)3* Yan)u(257)1] Qridd,
—(Z )1/2(quLT);f(YuB)kz(Z%‘R)lj/ qLito2Q UR, (5.24)
- (Zgj)lm(ZgLT)%Q(YeB)kl(ZSR)ZIJ-/QZLZ-qSeRj + h.c.,

Vg

$to nam daje zadnju grupu relacija medu renormalizacijskim faktorima:

()2 ((Z41) 2 (Yag) (257)12) ;= (212 (Ya) s (5.252)
(Z3) (23 2 (Yap) (Z37)12) ;= (217 (V) gt (5.25D)
(28) 2 (22 (Yep)(Z57)12) ;= (2190 (Yo)) gt (5.250)
(282 (28, B>*<ZSL>1/2)JZZ<<Y><ZWR> b, (5.25d)
< DVR((Z5) A (Yap) (281)17) ;= (V)N e, (5.25€)
V(25T A2 P (V) (Z50) 2 = (V) (207 Do, (5.250)

Kona¢no mozemo sistematski zapisati veze izmedu golih i fizikalnih konstanti vezanja
u standardnom modelu:

gpp = (Zy )PPV g = (Z)) N (Z7) Py
(25 YR E g — (2 2R
(2RI g — (22
( ) 1/2(ZW) 1/2(Zf2W)1/2‘g

(5.26)

gonp™ " = (Z5) P20, = (25) 71 (219)" g,
= (Z56) "N (Z§) V2 zie gy = (Z8F) N (28) VP28 g, (5.27)
= (Z3) 1 (28) 221 g, = (258) 7N (28) P 2y,

= (Z30) 712 P2 Py = (48) N Z8) P2y
= (271 (25) P2y = (25 (25) T P2y (5.28)
= (Z57) N (Z5) P2y = (2)7 (25) A

( 2

) 1/ (Z ) 1/2(Z¢QB)1/29/

g
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gpgpn 2 = (23) (2 Z8) 2] P gy (5.29)

za konstante vezanja g, g, i ¢’. Iz Higgsovog dijela preostaju veze:

uh = (Z9) 7z, (5.30a)
Mg = (Z9)2 20N, (5.30b)

i konacno za Yukawin dio imamo poopcenu relaciju:

(Ywderp)igh = (Zg))_m((Zgl)_l/22{1¢f2(Yu,d,e)(Zgg)_l/Q)ij (5.31)
gdje su f; i fo fermioni koji se vezu na Higgsa. Primijetimo da kroz izvod nismo
mijenjali poredak renormalizacijskih faktora u ¢lanu s Yukawinim vezanjima.

U izrazu ispod sustavno ¢emo popisati relacije koje vezu renormalizacijske faktore u
standardnom modelu, koji kao posljedica Slavnov-Taylorovih identiteta osiguravaju
univerzalnost renormalizirane konstane vezanja, a slijede iz (5.26), (5.27) i (5.28).

(Z) 12 = (23 VR (22
= (Zgv) Tz = (Z3) 2 (5.32a)
= (Z) Y = (z) "
= (Z5) V2 (Z2{" )2,

(Z5)7127¢ = (2§) 12 (2{%)"?
= (Z5¢)712{¢ = (Z3r) 1z (5.32b)
= (Z8)71 208 = (250) 7 23,

VA A VAR VAT
e VA A VA D A (5.320)
= (Zsp) ' ZRP = (29) ' zZyP

= (28R,

Veze medu renormalizacijskim faktorima koriste kao pomo¢ u odabiru onih radijativ-
nih korekcija preko kojih se najjednostavnije dobiju izrazi za izracun $-funkcija te kao
provjera to¢nosti racuna. Takoder mogu posluziti za izracun onih renormalizacijskih

faktora Ciji je eksplicitan ratun sloZeniji (npr. za etverovrhove®).

%Veze medu renormalizacijskim faktorima jamstvo su renormalizabilnosti teorije. To se u praksi
moze lijepo vidjeti kada se slozeni racuni za npr. Cetverovrhove na kraju svedu na izraz proporcionalan
jednom golom vrhu.
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5.3 Radijativne korekcije standardnog modela na nivou jedne pet-
lje I (vlastite energije)

Dijagrame vlastitih energija racunat ¢emo redom kojim se Cestice pojavljuju u la-
granzijanu standardnog modela. Nakon raspisa amplitude po Feynmanovim pravi-
lima izdvojit ¢emo relevantni 1/e ¢lan iz svake amplitude. Na kraju poglavlja popisat
¢emo renormalizacijske faktore koje ¢emo prepoznati kao faktore proporcionalnosti
koji se pojavljuju uz inverze propagatora teorije. Generacijske indekse oznacit ¢emo
sa i ij, a spinorne indekse sa « i 3, a QCD naboj (boju) sa ¢;. Kako je standardni
model kompleksnija teorija od onih koje smo do sada obradivali, uz svaku liniju ili
petlju oznacit ¢emo koju Cesticu predstavlja. Za svaki se dijagram podrazumijeva da
impuls p ulazi s desna. Mase zanemarujemo.

Dijagrami vlastite energije B bozona u standardnom modelu imaju sedam doprinosa,
prikazanih na slici 5.2, gdje prvi dijagram podrazumijeva sve fermione koji se javljaju
u teoriji (indeks boje odnosi se samo na kvarkove).

l—p jpBc l—p B .
B B B O B SN
/
’\/\/\/\/\4{1¢€)’\/\/\/\f Buv_ v B
: ~'= SNNNN VNN
liac l

Slika 5.2: Dijagrami vlastite energije B bozona u najnizem redu

Amplituda za kvarkovski dublet ¢; ima oblik

< dP1yt=P Tr(y*[v" (I — p)Pr)
T _ 25
1 [qL] g (5115(1045(:101/0 (27T)D l2<l _p)2

pri ¢emu je d;; = ng, 6o = 21 0., = n. redom broj generacija, spinorna dimenzija i

, (5.33)

broj boja. Opc¢enito ¢e u uglatim zagradama na lijevoj strani jednakosti stajati Cestica
koja tvori petlju. Doprinosi ostalih fermionskih petlji potpuno su analogni, do na
razliku u ova tri faktora. Izdvajanje 1/¢ ¢lana za prvi dijagram na slici 5.2 daje

rezultate:
ill™[qr] 2 i(g"p? — ptp¥) ( _2§3L (4g:)2> %2ncng (5.34a)
ill™ug] 2 i(g"'p? — ptp¥) ( _2512”{ (49:)2> %ncng (5.34b)
il [dg] 2 i(g"'p* — p'p”) ( _2§3R (5:)2 ) %ncng (5.34¢0)
d ] 2 (g p® — p“py)<_23T%L (49:)2) %2% (5.34d)
™ [eg] 2i(g"p* — php") ( _2;[ o (49:)2 ) %ng (5.34e)



gdje, naravno singleti ne nose spinorne indekse i leptoni ne nose boju. Primijetimo
invarijantnu strukturu g"*p? — ptp” kakvu smo i oekivali u ra¢unu vlastite energije
bazdarnog bozona. Amplituda sa Higgsovim dubletom ima oblik

< dPlutP (20— p)* (2l = p)”

- v 2 2
i[g] = g &miglé e B (5.35)

i rezultira doprinosom

(5.36)

_2T?¢ 912 > 1

Z’H“”Mzi(g“”p?—p“p”)( 3 ) e

Poslijednji dijagram na slici 5.2 sadrzi jedan propagator i iS¢ezava, Sto smo ve¢ do
sada susreli u QCD-u. Ubuducde ¢e dijagrami tog tipa biti prikazani na slikama, no
u racunu ¢emo ih zanemariti jer znamo da iS¢ezavaju. Zbroj svih doprinosa, uz 1/e
¢lan, za vlastitu energiju B bozona iznosi

-1 12

i (B) 2 ilg" v —p'p) (5

1
3 (4m)? 7

) (men (22,472, +T3, ) 4nyg (203, +T2,)+273 ) -
(5.37)
pri ¢emu je uzeto u obzir da je 2n, = ny, gdje je n; broj okusa’. Prethodni izraz

implicira renormalizacijski faktor ZZ, koji glasi:

1
zf=1-3 (ncnfm; FY2 4T )+ ng (22 402 )+ m) 2. (5.38)

Idudi se u teoriji pojavljuje SU(2) bazdarni bozon W. Dijagrami koji doprinose nje-
govoj vlastitoj energiji prikazani su na slici 5.3.

1—p jBe l—pod
w w w 7] v w
" b g l W v W
liac Lpc a b
l*[))c l_p/B P
IS > AN
AMAME AN Wy Y/ S8
1% 1%
JB v \AAAAQg(ﬁiQﬁAAAﬁ o e ow
iF S ANANNNSANNNN
ld | o a b

Slika 5.3: Dijagrami vlastite energije I/ bozona u najnizem redu

Oznaka na prvom dijagramu f sada obuhvaca samo lijeve fermione teorije, dublete
qr, i/, buduci da W bozon ne interagira sa singletima. Stoga se popravka na vlastitu
energiju W bozona u najniZem redu sastoji od ukupno sedam doprinosa, od kojih

7U standardnom modelu postoji Sest kvarkovskih i $est leptonskih okusa. Okus ¢estica moze se
mijenjati elektroslabim interakcijama.
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dva, koja sadrze jedan propagator (sasvim desno na slici 5.3) iS¢ezavaju. U rezulta-
tima o¢ekujemo invarijantnu formu oblika (¢"*p* — p"p”)dap, no analogno slucaju u
QCD-u drugi i Cetvrti dijagram na slici 5.3 zatvarat ¢e ju tek u zbroju svojih dopri-
nosa. Rezultati ¢e biti potpuno analogni onima za B bozon, do na razlike proizisle iz
SU(2) algebre.

Korekcija na vlastitu energiju W bozona sastoji se od doprinosa

. v . v C 1

% (g 2i(g™p® — pHp” )5ab( 3( 2) 9 ( 4W)2>Encng, (5.39a)
_— oo , —20(f,2 1

L] 2 (g™ — P o= ?E ) 9 (4w)2>gng, (5.39b)
o . —C(f,2) ¢ \1

Il o] 2 i(g" p* —pp” )5ab< E,)f ) (4%?)2)? (5.39¢)

19 1 @2 \1

STV uv, 2

L, W] 2 (129 p 5ab(02 47r) ) (5.39d)
il [ew] 2i(— ! —g"p° + 1p“p”)(s (C (G, 2) g° )1 (5.39¢)

ab LW 12 6 ab 2 ) (47’()2 E’ .

koji zbrojeni zatvaraju invarijantnu formu

2
iy (W) 2 i(g"'p* = pp")da (497)2@02(6*,2) :1)) (f, 2)(1+2ng(1+nc)))%, (5.40)

iz ¢ega i$¢itavamo renormalizacijski faktor Z}",

(5.41)

7V =1+ (gC’z(G, 2) — %C(f, 2)(1 +nf(1+nc))> (49;)2%

Popravka u prvom redu racuna smetnje na vlastitu energiju bazdarnog SU(3) bo-
zona, gluona, prikazana je na slici 5.4 pri cemu f oznacava fermione s kojima gluon

l—pjﬁcz l—pO’d
G G G v v G
A B B
liOéCl lpc
l—_]gC
G P G
G v G ’\/\/\/\/\/\\MC 1 Z2AVAVAVAVAVA
AN G,
A B D

Slika 5.4: Dijagrami vlastite energije G bozona u najnizem redu

interagira, odnosno kvarkovski dublet ¢; i singlete u i dg. To obuhvaca ukupno Sest
doprinosa, od kojih tre¢i po redu dijagram na slici 5.4 iScezava. Ponovno mozemo
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iskoristiti ve¢ poznate rezultate za W bozon i modificirati ih u skladu s pravilima
SU(3) algebre. Rezultati slijede:

iysla]) 2 i(g"p* — p“P”)5AB(_4C§f7 3) (fE)Q)%ng, (5.42a)
iy [dr] 2i@fﬁf—4Wpﬂ5AB(_QC§ﬁ3)GﬁiQ)%nm (5.42b)
iy plur] 2i@“@”—ﬂ%@&w(_ﬂgﬂgxiiﬂénm (5.42¢)
iG] 2 z‘(%g“”ﬁ - %p“p”)éAB Ca(G3)7 495)2)%, (5.42d)
ilyp[ecl 2i(f§¢”p2+-ép“ﬁU5AB<C&«?ﬁﬂ(ify>%n (5.42e)
i daju ukupan doprinos oblika

iT,(G) 2 i(g™p* — pﬂp“)éAB% (oG 3) - s0(3m) s (5.43)

iz ¢ega iS¢itavamo renormalizacijski faktor Z$ koji glasi:
29 =1+ (Seue.s) - J0U ) Lt (5.44)

Sto se ti¢e bozonskog dijela, preostaje nam izvrijedniti dijagrame vlastite energije u
kojima se B bozon pretvara u W bozon ili obrnuto. Dijagrami za ove procese prika-
zani su na slici 5.5. Sada f predstavlja ¢;. Za treci dijagram znamo da iScezava, no

l=pjp l=p B .
B w B N 4 o
7 AVaVaVaYs ;

o VI T ANANATRANANR

lia l « a

Slika 5.5: Dijagrami vlastite energije za B — W prijelaz u prvom redu

isto vrijedi i za prva dva. Naime, vrhovi standardnog modela g\ q i ¢"W ¢ sadrzavaju
SU(2) generator T, dok vrhovi ¢Bq i ¢'B¢ sadrzavaju d,5. Time zajedno zatva-
raju formu 7¢ , koja naravno, i$¢ezava®

aoad

. Dakle, nijedan od ovih dijagrama nema
neiscezavajuci doprinos, niti rezultira u novim renormalizacijskim faktorima (primi-
jetimo da se renormalizacijski fakori takvog tipa nisu pojavili tokom renormalizacije
lagranzijana). Time smo obuhvatili sve bozonske vlastite energije u teoriji.

Idudi se u lagranzijanu standardnog modela pojavljuju duhovi. Kako svaki duh inte-
ragira samo sa svojim bozonom, dakle ¢y, sa W bozonom i ¢ sa G bozonom, svaki
¢e od duhova doprinijeti s jednim dijagramom, koji ¢e potpuno definirati njegov re-
normalizacijski faktor u prvom redu. Dijagrami za duhove prikazani su na slici 5.6.

Prvi dijagram ima amplitudu

8U fundamentalnoj reprezentaciji SU(n) grupe generatori su opéenito hermitske kompleksne n x n
matrice kojima trag iS¢ezava (eng. traceless matrices).
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LaS> W _____ b AS .5 B
Cwl c Cal C

Slika 5.6: Dijagrami vlastitih energija za duhove standardnog modela

00 le:U’4_D Eachbcdpul'u

-yab 2
%) (CW)_g/O BT PI— g (5.45)

koja sadrzava 1/e¢ ¢lan oblika

. . 1 g 1
__syab D _ip2seb | Z - .
iX(cw) 2 —ip“o (202(G7 2)) e (5.46)
dok drugi dijagram ima analogni doprinos
—ix4B(cq) D —ip*etP Lo (G, 3) g: 1 (5.47)
G) = 9 2 ) (47T)2 E’ .
iz Cega iS¢itavamo renormalizacijske fakore 75V i Z5¢:
1 g* 1
cw __ _ —
ZsW =1+ 2CQ(G,2) ane (5.48)
256 =14 2056, 3) g: 1 (5.49)
2 2 2N um e .

Prate¢i lagranzijan standardnog modela, na red dolaze vlastite energije fermiona.
Doprinosi vlastitoj energiji kvarkovskog dubleta ¢; prikazani su na slici 5.7. Prvi

l—p l—pa [—p A

% % %
I vV qL 2 v qL M v qrL

iaey  kyes jBe,  tac  kyes  jBcy iac;  kyes  jBea

l=p~ l=p~
//»\\ T N
// dR \ QL // UR\ QL
tacy  k ocg JjBeo tac;  k cs  jBes

Slika 5.7: Dijagrami vlastitih energija za kvarkovski dublet ¢,

dijagram ima amplitudu:

> dPlpt=P Py Pl Prry, Py,
_iYIB ) 10 CCTZ / [ 5
v [ ] g 6]5 55 1€2 —qp, 0 (27_[_)1) l2(l _p)2 ) (5 O)
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koja sadrzi 1/¢ ¢lan

g/2 1
(4m)2 €

—iS[B] D ipPy(81j0ap0ere, T2, ) (5.51)

Analogno, do na razlike u faktorima, moZemo napisati rezultate za drugi i tre¢i dija-
gram sa W i GG bozonom,

—iB[W] 2 ipPr(0:j0a50016,C2(f.2)) tir e (5.52a)
—iB[G] 2 iPPr(0ij0ap0ere,Ca(f. 3)) iz L, (5.52b)
i konacno, rezultate za posljednja dva dijagrama:
_Zz[dRa (b] 2 ZpPL (%(Ydyj)ijéaﬁ(sqcz) (4711.)2 %7 (5533)
—i¥[up, @] 2 ipPr(5(YaY)ij0ap0ccr) e (5.53b)
Svi dijagrami zajedno rezultiraju u ukupnom doprinosu
—13(qr) 2 ipPr <5a65clcz (6:(9%72, + g°Ca(f.2) + g2Ca(f, 3))
+ 5(( Yy )ij + (Yu “””DW?
iz Cega iS¢itavamo renormalizacijski faktor (Z3*),;:
, 1 11
(285 = 1= (85 (902, +9°Calf, 2)+62Ca(£,3)) +5 (YaV{+Y.Y ] )ij)wg. (5.55)

Vlastita energija gornjeg kvarka up sastoji se od tri doprinosa prikazana na slici 5.8.
Doprinosi ova tri dijagrama analogni su onima za ¢y, sa dvije razlike: kako se radi o

l—p [—p A l—pp

B G BRI
iz vV UR M vV UR / qr \ Ur
iy kes  Jea (X kes  jeo  icr kacs  jeo

Slika 5.8: Dijagrami vlastitih energija za kvarkovski singlet uy

singletu lijevi projektor P, prelazi u desni Pp, i izostavljamo d,5. Rezultati su stoga

: : s\ g% 1
_ZE[B] 2 ZpPR((SijéchTuR) (47‘(‘)2 Z,
2
_ : 9s 1
—iX[G] 2 szR((SijdclcQCg(f, 3)) (47r)2? (5.56)
. . 1 1
_ZE[qLa ¢] 2 ZpPR((YJYu)ij5clcg) (471')2 E?
i ukupno doprinose sa:
. ‘ , 1 1
—iX(ur) 2 ipPr (5@02 (035 (9”75, + g3Ca(£,3)) + (Yqu)ij)> anic’ (5.57)
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$to daje renormalizacijski faktor (Z,%);;:

(Z5%)i; = 1= (655(4° o, + g2Ca(f,3)) + (YV,[Ya)i)) (5.58)

Na slici 5.9 prikazani su doprinosi vlastitoj energiji donjeg kvarka dg, za prvi red
racuna smetnje. Rezultat trivijalno slijedi iz onog za gornji kvark, do na zamjenu

l—p l—p A I—pp

B G SRR
u%v dn MSNM%ZV de " a4 dr
(XS keg  Jeo (X kes jea  icr kacs  jes

Slika 5.9: Dijagrami vlastitih energija za kvarkovski singlet dg

indeksa slabog hipernaboja i Yukawine matrice iz gornjeg u donji. Amplitude ukupno
doprinose s

. . , 11
_ZE<dR) 2 ZPPR (50152 (51']‘(9 2T¢213 + ggc?(fv 3)) + (YdT}/d)ZJ)) (47‘(‘)2 g’ (5.59)
$to implicira da je renormalizacijski faktor (Z5%),;:
, 11
(Z§7)i; = 1= (6:5(9° Y5, + g2Ca(f,3)) + (Y] Ya)is) aric (5.60)

Od fermiona standardnog modela preostali su leptoni. Rezultati ¢e ponovno biti
analogni onima za kvarkove, uz odsustvo boje, odnosno bez J.,.,. Dijagrami vlastite
energije leptonskog dubleta ¢, prikazani su na slici 5.10. Dijagrami redom sadrze 1/¢

l—0p l—pa I—p~

Slika 5.10: Dijagrami vlastitih energija za leptonski dublet ¢,

clanove zadane s

12 1
—i2[B] D ipPp(56457T2,) (57)22, (5.61a)
2
—iS[W] D ipPL(6:0a5Cs(f,2)) ( 497T e (5.61b)
1 11
—iXler, 9] 2ipPL(E(Yew)ij(saﬁ)(zm)Q? (5.61¢)
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iz tega i§titavamo renormalizacijski faktor (Z3*);;:

(Z5")ig =1 — (855(9° Y7, + g°Ca(f,2)) + %(YeYj)ij) - (5.62)

Dijagrami vlastite energije leptonskog singleta ey, prikazani na slici 5.11, sadrze dva

[ —p l—pp
B IR
M;M%ZV CR [ b\ cr
i k j i ko J

Slika 5.11: Dijagrami vlastitih energija za leptonski singlet eg

1/e ¢lana oblika

. . ) 11
—i%(er) 2 szR<(5ij(92TzR) + (VY m) e (5.63)
iz ¢ega proizlazi renormalizacijski faktor (Z5%);;:
. , 1 1
(Z5%)ij =1~ ((%(gQTﬁR) + (YJYZ)M)) r)ic’ (5.64)

Od dijagrama vlastitih energija preostalo nam je jos izvrijedniti popravku na Higg-
sovo polje ¢. Svi moguci dijagrami u prvom redu racuna smetnje prikazani su na slici
5.12. Fermioni f7 i fr predstvljaju redom parove q; i ug, g1, i dg i konacno leptonski

l=p j7e b au lap
e . ?
a p W , ,
11 o l<_7 ————— 5 — —a—<—— VA S _4__6_
/Lv\ I—p Y
;PN
N STEYy,
I S A R~ S o ___ a0
“ B« B« B

Slika 5.12: Dijagrami vlastitih energija za Higgsov dublet ¢

par /; i eg, pri cemu zadnji par ne nosi indeks boje. Amplituda prvog dijagrama
struktura je oblika:
© P pAP Tr(PrlPL(] —P)

—q — _ t
ZZQB [qL, UR} TT(YuYu )5a550101 /0 (27T)D lg(l — p)2 y (565)
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Sto rezultira u 1/¢ ¢lanu zadanom sa

1 1

—iYagqr, ur] 2 ip*6ap (TT(YUYJ)> Wznc, (5.66)

iz Cega proizlaze analogni doprinosi za ostale dvije fermionske kombinacije:

. . 1 1
—iYaslqr, dr] 2 ip*Sas (Tr(YdeT)> W;nc, (5.67a)
. 5 Ay 11
—iSagllnen] 2 ip*das(Tr(v.Y)) P (5.67b)
Amplituda drugog dijagrama ima strukturu:
* dPUptP (p 4 1)(p + )
_q — _ 42 7
XapW] = —g°Ca(/, 2)@;/0 e Bl (5.68)
i RGE relevantni doprinos
. . 9 92 1
_zEa/B[W] 2 —ip 5a/3 (202(f> 2)>(47)22 (5.69)

Iz ovog rezultata slijedi analogni doprinos za dijagram s B bozonom koji glasi

2
1
~iTaglB] 2 —ip*as (213) 5. 5.70
L 5[ ]— wp B ¢ (471')26 ( 7)
Dijagrami na slici 5.12 sasvim desno i donji dijagram lijevo ne doprinose. Ukupan

doprinos svih dijagrama stoga je izraz

~i%as(8) 2 —ip*ag  — no(Tr(VY]) + Tr(Yav])) = Tr(vy)
11 (5.71)
+2(g°Co(f,2) + 9'2T1)> (apc

Zadnji renormalizacijski faktor Z, standardnog modela stoga glasi

1

(4m)2 €
(5.72)
Iz vlastitih energija bozona i fermiona u standardnom modelu izdvajanjem 1/e do-

Z9=1- (nc(Tr(YuYJ) +Tr(YaY))) + Tr(Y.Y) — 2(g%Ca(f,2) + g’QT;))

prinosa u amplitudama, izracunali smo redom renormalizacijske faktore 73 i Z5. Za
izratun renormalizacijskih grupnih jednadzbi, odnosno (-funkcija, preostalo nam je
izraCunati renormalizacijske faktore 71, i to iz najnizih popravki na sve moguce vr-
hove u standardnom modelu.
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5.4 Radijativne korekcije standardnog modela na nivou jedne pet-
lje II (vrhovi)

Vidjeli smo da su se u jednostavnim teorijama poput kvantne elektrodinamike i
kvantne kromodinamike pojavili jedan odnosno dva moguca trovrha. Standardni
model, opisan grupom simetrija (5.1), kompleksnija je teorija u kojoj ¢e se javljati
dvovrhovi, trovrhovi i ¢etverovrhovi (eng. two, three, four point vertices). Tim redom
¢emo ih renormalizirati, uvodedi ih redom kako se pojavljuju pripadne cestice u la-
granzijanu.

Jedini dvostruki vrh u standardnom modelu je onaj u Higgsovom ¢lanu uz p?, prika-
zan na slici 5.13. Dvostruki vrh kojeg ¢emo oznaditi sa V(¢'¢) ima, u prvom redu,

l—pap

m
e 5 0

o Yol Y2 I5;

Slika 5.13: Dijagram popravke ¢¢ vrha

popravku oblika
Vs (07 0) = 1200397 Ca(f,2) / dl()glf: ;D v (;)Q(‘;“_;)ih, (5.73)
koja daje 1/e ¢lan oblika
Vas(619) 2 12005 (Calf.2)) %% (5.74)
Iz ovog doprinosa slijedi renormalizacijski faktor (Z*)~!
(P =1+ (Cz(f, 2))%% (5.75)

U ovom dijelu poglavlja prelazimo na trovrhove standardnog modela. Opc¢enito ¢emo
ih oznacavati s V(aBb), gdje ¢e a biti bozon, antifermion, antiduh ili kompleksno
konjugirano Higgsovo polje, B bazdarni bozon ili kod Yukawinih ¢lanova Higgsovo
polje, i konacno b bozon, fermion, duh ili Higgs. Impulsi propagatora, ukoliko nisu
naznaceni na slici dijagrama, bit ¢e jasni iz nazivnika u amplitudama. Tijekom re-
normalizacije pojavit ¢e se velik broj analognih racuna, $to ¢e olaksati popisivanje
doprinosa koji ¢e u nekim slucajevima biti jasni odmah iz dijagrama. U standardnom
modelu postoje 22 razliCita trovrha koja ¢emo renormalizirati na nivou jedne petlje.
Provodit ¢emo standardnu proceduru, iz popravke u prvom redu izdvojit ¢emo ¢lan
1/e iz amplituda, zbrojiti doprinose svih mogucih procesa, i u konacnici prepoznati
i izdvojiti renormalizacijski faktor, tako da otklonimo goli vrh. Pod golim vrhom u
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ovom kontekstu podrazumijevamo vrh u nultom redu racuna smetnje (na primjeru
QED vrha u ovom slucaju golim vrhom nazivamo strukturu —iev*, a ne —iegy* kao
inace).

U skladu s lagranZijanom (5.5) prvo ¢emo renormalizirati vrhove oblika V' (VVV)
gdje je V bazdarni bozon. Kako je B Abelov bazdarni bozon, ne postoji vrth V/(BBB).
Prvi trovrh sastavljen samo od bozona koji se javlja u teoriji je oblika V(W WW). Svi
procesi koji doprinose korekciji vrha u najnizem redu prikazani su na slici 5.14. Prvi

’ . N \ " N “ \
------- 6 L
bupa  cpps bup; cpps bups  cpps

Slika 5.14: Dijagrami popravke W W W vrha

dijagram sastoji se od dva doprinosa, koja podrazumijevaju dva smjera fermionske
linije, pri ¢emu su fermioni lijevi (odmah popisujemo sve doprinose ¢, i /). Prvi
dijagram prikazan na slici 5.13. je struktura oblika

dPlpt=P Tr(y (I = p)v I (L = p) Pr)

(2m)P Bl —p)*(l —p')? ’
(5.76)

dok se drugi, koji se razlikuje u tome sto fermionska linija ide u suprotnom smjeru

Via(WWW) = —g%6,06,Tr(T°T"T) /

(nije prikazan na 5.14), razlikuje u predznaku i poretku generatora. Oni zajedno
zatvaraju formu

Tr(TT T —T*TT") = Tr(T[T°,T¢)) = iTr(T€"T?) = i"5*C(f,2) = iC(f)e™,

(5.77)
i sadrze 1/e ¢lan
‘ 1 g* 1
Vi(WWW) D Spp(p1, p2, pg)(gc*( £.2) (e + 1)) e (5.78)
gdje smo izdvojili goli vrh koji ima oblik
Spup(p17p27p3) - g€abc(g,uu(p2 - pl)p + ng<p3 - p2)u + gp#(pl - p3>l/)7 (579)
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gdje smo zbog postizanja simetri¢nosti oblika S, uvelip; = p—p', po = —pips =p'.
Drugi dijagram po redu ima samo jedan doprinos zadan sa

Z‘/Q _ / le,U4_D Su0203 (plal + D2, —l + p3)Sl/0'102 (p27 la -l — p2)Sp0'30'1 (p?nl — D3, _l)

(2m)P Bl —p)(l —p')? '
(5.80)

Nakon poduzeg algebarskog racuna i integracije po impulsu umnozak tri vrha re-
normalizira se svodenjem na izraz proporcionalan golom vrhu, $to rezultira u 1/e
doprinosu

2

g
e (5.81)

—_

Z%(WWW) 2 Suup(pl7p27p3) <§C(f, 2>02(G7 2))

Tredi dijagram na slici 5.14 sastavljen je od tri doprinosa jer se bozonska petlja moze
pojaviti na bilo kojoj od tri vanjske noge. Primijetimo i da svaki dijagram ima faktor
1/2, zbog simetrije na zamjenu bozonskih linija u petljama. Dijagram ima strukturu
oblika

le[LZliD SMO’lO’QSVULDUQ
eIP B-p)?

pri ¢emu je S, 0, Cetverovrh za W bozon, u ovom slucaju izraz

(5.82)

Va(WWW) = [

dbc _ddyds
€ (gl/mgpcm - nggpm)

gupgalo'z - guazgalp) (583)
YvpYosor — 91/01902/)))'

. 2
SV01P02 = —g (6
+ 6dbdl 6dCd2<

+ Edbdg Edcdl(

Umnozak trovrha i Cetverovrha svede se na izraz proprorcionalan golom vrhu, Sto
rezultira u 1/¢ doprinosu za prvi dijagram ovog tipa

. 3
Z%Q(WWW) = geabc(g/“’plp - gﬂpp1V> (5(1 + O2(fa 2))02(G’ 2)) (471')2 Za (584)
dok se ostala dva dijagrama dobiju ciklickom zamjenom
(a’nuvpl) — (bv V7p2) - (Cv p7p3)7 (585)
$to u sumi daje ukupan doprinos
. 3 g* 1
Z%(WWW) 2 S/Wp<plap27p3)( - 5(1 + C<f7 2)>02(Ga 2)) (471')2 E (5.86)

Dijagram s tri duhova propagatora ponovno ima dva doprinosa, koji se razlikuju u
smjeru petlje duhova. Dijagram na slici 5.14 ima amplitudu oblika

leILL4_D €d2d3a€d1d2b€d3dlc(l _ p,)p,(l _ p)l/lp
(27)P (= p)2(l—p)? ’

i zajedno sa dijagramom u kojem je petlja suprotnog smjera zatvara 1/e ¢lan oblika

iVi(WWW) =ig? / (5.87)

VAWIWW) 2 Syup(pr,ps,p) — 500 (G, 2)) g (5.39)
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Predzadnji dijagram na slici 5.14 ponovno se pojavljuje u tri varijante, na nacin da
se skalarna petlja moze pojaviti na bilo kojoj od tri vanjske noge. No, ako raspiSemo
Feynmanova pravila za ovaj dijagram, vidimo da je on u nazivniku neparan u [/, od-
nosno iz vrha V(¢'W¢) pojavljuje se faktor (21)*. MoZe se pokazati da ovaj dimen-
zijski integral iS¢ezava, ¢ime ni jedan od ova tri dijagrama ne doprinosi. Posljednji
dijagram na slici 5.14 ima amplitudu oblika

leM4_D (20 —p— p/)#(2l — ), (2] — p/)p
(2m)P (1 —p)*(l—p)? '

Kada mu se pridruzi drugi dijagram sa skalarnom petljom u suprotnom smjeru, za-

(5.89)

i%ﬂﬂﬂﬁ:fﬂ@@%j/

jedno doprinose sa 1/e¢ ¢lanom:

. 1 g* 1
VoWIW) 2 Sy 01,22.15) (3002)) s - (5.90)
Zbrajanjem svih doprinosa dobijemo ukupan 1/e ¢lan koji glasi
. 1 13
ZV(WWW) 2 Suup(pl,p2,p3> (gc(f7 2)<Tlc + 1) + Zc(f7 2)02(G7 2)
3 1 1 2 1
(5.91)

Izraz ¢emo dodatno pojednostavniti uzimanjem da je Dykinov indeks za funda-
mentalnu reprezentaciju C'(f,2) = 1/2, iz ¢ega izdvajamo renormalizacijski faktor
(Z7")~,

2
(") =1+ (é((nwl)nfﬂ) —éca(a, 2)) ! (5.92)

(4m)2 €
Sljededi je na redu vrh s tri gluona, trovrh V(GGG). Dijagrami koji doprinose po-
pravci ovog vrha prikazani su na slici 5.15. Impulse i dalje ozna¢avamo na isti nacin
kao npr. na slici 5.14, a indekse u petljama numeriramo pocevsi od donjeg, u smjeru

kazaljke sata. Svakako, kako poznamo doprinose za V(W W W), popravke za troglu-
onski vrh bit ¢e potpuno analogne, do na zamjene

6ULbc N fABC

CQ(G, 2) — CQ(G, 3)
C(f,2) = C(f.3)
g — Gs

(5.93)

odnosno do na razlike proiziSle iz prelaska SU(2) algebre u SU(3) algebru, i razlike
u jakostima vezanja. Prvi dijagram podrazumijeva kvarkove ¢, ug i dg, i svaki od
njih ima dva doprinosa, do na obrtanje fermionske linije. U njemu ¢e se pojaviti
faktor 4n /3 koji proizlazi iz srukture ns(2 4+ 1 + 1)/3 gdje faktor dva proizlazi iz ¢,
a jedinice iz up i dg. Tre¢i dijagram ima tri doprinosa, gdje se gluonska petlja moze
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A,upl A,upl

Bups  Cpps Brps  Cpps vp2 Cpps §Byp2 Cpp;é

Slika 5.15: Dijagrami popravke GGG vrha

pojaviti na bilo kojoj vanjskoj nozi. Konacno, zadnji dijagram ima dva doprinosa,
po jedan za svaki smjer petlje duhova. Analogne doprinose mozemo odmah popisati
koriste¢i prethodne rezultate:

, 4 g> 1
VAGGG) 2 Suelpioeops) (3003 (s e (5.942)
, 13 g> 1
iVa(GGG) 2Suu,;(pl,pz,pg)(ZO<f,3>02<G,3>)W;, (5.94b)
. 3 g: 1
Z‘/IS(GGG) 2 S,lwp(plap27p3)< - 5(1 + C<f7 3))02(G7 3)) (471')2 E (594C)
. 1 gs 1
/LV;L(GGG) 2 S,ul/p<p17p27p3) ( - Ec(f7 3)02<G7 3)) (471')2 E? (594d)
Sto daje ukupan doprinos oblika
. 1 2 gs 1
ZV(GGG) 2 S/Wp(plap%p?)) (gnf0<f7 3) - 502(G7 3)) (47’(’)2 Ea (595)
iz ¢ega iS¢itavamo renormalizacijski faktor (Z7¢)71,
. 2 2 g> 1
3G\—1 __ “ _“ s =
(2361 =1+ (an SCQ(G,?))) Ao (5.96)

Prelazimo na korekciju vrha V(¢ Weyw ), koji ima dva doprinosa prikazana na slici
5.16. Prvi je dijagram struktura

dPlp*P Sy, (p) = p,l = p', =1+ p)p"l?

Vi@ Wew) = —ig?C(f,2)Ca(G2) /

(2m)P P =p)2(l—p) ’
(5.97)
koja sadrzi 1/e ¢lan:
R 1 g* 1
> 1 abe _ - .
Vi(ewWew) 2 gp'te ((1 S)C(f,2)Ca(G, 2)) e (5.98)
Drugi dijagram ima amplitudu:
. ' leluzL—D p/u(_l + p,)“(—l + p)
_ _ _ 3 2 2 abc/ v 5.
Z‘/Q(CWWCW) tg C(f7 )CQ(Gv )6 (27T)D l2(l _ p)2(l _ p/)2 ) ( 99)
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Slika 5.16: Dijagrami popravke ¢y W ey, vrha

iz koje izdvajamo RGE relevantni ¢lan

. — /1L _abc 1 92 1
iVo(ewWew) 2 gp*e <BC’(f, 2)Cy (G, 2)> - (5.100)

Oba dijagrama ukupno doprinose s

2
- = / aoc 1
iV (EwWew) D gp™e® (C(f, 2)C(G, 2)) (497T)22, (5.101)
iz ¢ega proizlazi renormalizacijski faktor (Z7") ™!
_ 1 g* 1
cw 1 _ - -
(Z) L =1+ (26’2(G, 2)) e (5.102)

Korekcija vrha V' (¢zGeg) ima dva doprinosa prikazana na slici 5.17. Koristeéi za-

Slika 5.17: Dijagrami popravke ¢;Gcg vrha

mjene (5.93) i prethodni rezultat, mozemo odmah popisati oba 1/¢ doprinosa koji

glase
. _ /1 £ ABC 1 g? 1
iVi(caGea) D gap™f ((1—5)C(f,3)Cg(G,3)) Qe (5103
. _ 1 pABC 1 gg 1
iVa(caGea) D gop™f (EC(f,B)CQ(G,3)) ape (5.103b)

Zbroj oba doprinosa i otklanjanje golog vrha daje renormalizacijski faktor (Z7¢)~1,

1 21
(Zi) =1+ (30:(6.9)) e (5.104)
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Prelazimo na klasu trovrhova antifermion-bozon-fermion, oblika V' (fV f). Pratedi la-
granzijan (5.5), prvi vrh koji renormaliziramo je V' (g, Bqy,), ¢iji su doprinosi prikazani
na slici 5.18. Za ovaj primjer raspisat ¢emo amplitudu svakog dijagrama i pripadajuci
1/e doprinos dok ¢emo doprinose za sve ostale vrhove ovog tipa popisivati analogno,
pazeci na boje, SU(2) indekse, pripadajuce jakosti vezanja i reprezentaciju. Prvi dija-

ip X6’ JB (xe!

%u

¢4'l \\QZ)

Slika 5.18: Dijagrami popravke ¢, Bqr, vrha

gram na slici 5.18 raspisan po Feynmanovim pravilima, uz izdvajanje konstanti ispred
integrala, ima oblik

dPlut=P v P (=] +,¢’)7“PL(—Z +pP)vPr

V(G Ba) — —dP Y 5,6 / 5.105
(3 I(QL QL) g qr%1j%pB (27T>D l2(l —p)2(l —p’)2 P ( )
iz Cega slijedi 1/¢ doprinos
4 . , g% 1
Z‘/l((jLBqL) 2 —1g ’}/MPLTthsaﬁ(siquL (4’”)22 (5106)

Ostala dva dijagrama imaju identi¢nu strukturu, a razlikuju se u konstantnim fakto-
rima: svaki vrh V(fV f), u slu¢aju da je V ne-Abelov bazdarni bozon, sadrzi genera-
tor, koji ¢e se s generatorom drugog vrha zatvoriti u Casimirovu invarijantu. Stoga
su njihovi doprinosi

92

| =

Z%(gLBgL) D —ig/V“PLTqLaa/g(sijCQ(f, 2) (471')2 6, (51073)
2

. — -/ S 1

iVa(@Bar) 2 —ig'y" Py, 0a505Co(f, 3) ( 497T e (5.107b)

Ista struktura (identican dimenzijski integral) javlja se i u naredna dva dijagrama sa
Higgsovim propagatorom, do na razliku $to se u V(f¢f) umjesto ;; nalazi Yukawina
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matrica (Y7),;, odnosno imamo doprinose

T, 1 11
V(G B D —igy"PY,, 6 Y, Y] - 5.10
iVi(qrLBqr) 2 —igy" P Zaon =5 (YY) e (5.108a)
Vi(GBqy) 2 BPLT, Byt 1(YYT) L1 (5.108b)
iVs(quBqr) 2 —ig " PLYy, a,BT o\fd (47T)2€, .

gdje smo hipernaboje raspisali tako da zadovoljimo proporcionalnost do na goli vrh.
Posljednji dijagram na slici 5.18 struktura je

dPlp* =P [PL(2l —p — p')*
Ve (qLBar) = g’ T s0as(YoY, / 5.10
? G(QL QL) g ) 5( u)] (27_")1) l2(l_p)2(l_p,)27 ( 9)
Sto rezultira u 1/e ¢lanovima (za ugr i dg):
. _ S T¢ .I. 1 1
iVe(qrBqr) 2 —ig' v PLY 00— T, (YY )ij (477)2? (5.110a)
R r o T¢ t 1 1
iVz(qrBqr) 2 —igy'PLY,, 6a5T —(YaY))i; e (5.110b)
Doprinos svih sedam dijagrama glasi
iV(@1Bas) 2 =ig'y" P T 005 ((67T2, + 6°Ca(f,2) + 62Ca(£.3)) 5
Lo T 1 (5.111)
+ 5LV +Yar])y) e
pri ¢emu smo Koristitli ¢injenicu da je
Yo —Yo=Yu, +Tp=7,, (5.112)

Sto je zadnja Cetiri doprinosa dovelo u kompaktnu formu. Iz sume svih doprinosa
izdvajamo renormalizacijski fakor:

1 1
(4m)2 €

(5.113)
Iduéi je na redu vrh oblika V' (ugzBug). Dijagrami koji doprinose korekciji ovog vrha

' 1
(ZP)5 =14 (9772, + 5°Cal£.2) + g2Ca(£.3)) 8y + 5 (VY] + YY)y

u najnizem redu racuna smetnje prikazani su na slici 5.19. Rezultati su potpuno

Slika 5.19: Dijagrami popravke @z Bug vrha

analogni onima za V' (g, Bqr,) vrh, uz ¢injenice da lijevi projektor u golom vrhu postaje
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desni, mijenja se hipernaboj i izostavljamo SU(2) indekse, Sto rezultira odsuutstvom
dop- Uz pomo¢ prethodnih rezultata popisujemo doprinose:

12
1
iVi(ipBug) 2 —ig"PpYu, 052 (f e (5.114a)
s
o . 2
iVa(arBug) 2 —ig 7" PaYu,d5,Co(f,3) (fw e (5.114b)
iV3(ugBugr) 2 —ig'y"PgY Yo, (YY) L1 (5.114c¢)
3 R R = R uRT (47'(')2 67 *
iVi(agBug) 2 —ig " PrY ﬁ(yfy)--L1 (5.114d)
4s(urbur) 2 R URTUR u “”(47T)26 .

Primijetimo da u zadnja dva doprinosa nema faktora 1/2, koji se pokratio s d,, koji
se pojavljuje zbog Higgsa. Zbroj svih doprinosa, uz koristenje (5.112) iznosi

: p 1 1
iz ¢ega slijedi renormalizacijski faktor (Z!#" )”
11
urB _ 12~n2 T U |
(2005 =1+ (8 (9™ T2, + g2Calf, ))+(YUYU)U>(4W)2€. (5.116)

Dijagrami koji doprinose korekciji vrha V (drBdg) prikazani su na slici 5.20. Dopri-

PN NP

¢4l, \\4 ¢>
Slika 5.20: Dijagrami popravke dyBdy vrha

nosi su identi¢ni kao u prethodnom primjeru. To implicira da odmah znamo napisati
renormalizacijski faktor, jer se mijenjaju jedino hipernaboj i Yukawina matrica. Re-
normalizacijski faktor (Z/%" );; dakle glasi
1 1
(Z{2)5" = 1+ (0,5(g™ X%, + 92Ca(£.9)) + (V]Ya)y) e (5.117)
Prelazimo na interakcije B bozona s leptonima. Korekcije na vrh V (¢, B¢}) prikazani
su na slici 5.21. Uz minimalne zamjene u odnosu na rezultat za V' (§;, Bqy,), doprinosi

glase:

_ g% 1

VI(CLBLL) D —ig' " PpY e, 00p0i Y7, (4’ (5.118a)
2

- 1
Z‘/YQ(ELBKL) 2 _Zg/’yuPLTfLéaﬂél]02<f7 2) (49 )22 (5'118b)
. 3 - o T 1 T 1 1
iVs({,Blr) 2O —ig'y PLT&‘SaBT 2(YY )ij (4702;, (5.1180)
Vi (0, Bl "“PTéTlYYT L1 118d
Vil Blr) 2 —igy*PrYy, aﬁTZL ( )ij (47)2? (5.118d)
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J6 i
Slika 5.21: Dijagrami popravke /; B(; vrha

Zbroj svih doprinosa i otklanjanje golog vrha daje nam renormalizacijski faktor

(Z2P) =1 koji glasi

ij 2
1
(2075 =1+ (80P T3, + g°Calf,2) +

1 1
5

Yeyg)ij)wg. (5.119)

Zadnji vrh sa B bozonom koji nam preostaje je V(egBeg), ¢ija su tri doprinosa pri-
kazana na slici 5.22. Pratedi rezultate renormalizacije vrhova V (g Bug) i V({1 B(}),

Slika 5.22:

popisujemo doprinose:

/2

o . 1

iVi(erBer) 2 —igy"PrYoyd Y2, ( 49@ - (5.120a)

Va(enBer) D —igh"PaTe, L (v1Y,), L 5.120b

(3 Q(eR eR) = _Zg "Y R ER TeR( e 6)7,] (47]')2 Z’ ( . )

. . 1 1

iVs(erBer) 2 —igv*PrY., » (Y1Y,) (47r)2g’ (5.120¢)
iz ¢ega slijedi renormalizacijski faktor (Z%” )U , koji glasi

1 1
ZerB) =1 (5 J2T2 ) + (v, )—— 5.121

Prelazimo na grupu vrhova sa W bozonom. Prvi takav vrh, V (g, W ¢, ) sastoji se od
Sest doprinosa prikazanih na slici 5.23. Prva tri doprinosa odmah mozemo napisati
koristeéi rezultate za V (g, Bqy) vrh:

12
o 1
Vi(@War) 2 —igy" P02, ( fﬂ) -, (5.122a)
2
s . 1
Vo(qLWar) 2 —igy" PLTs0:( 2(f,2)—§C'2(G,2)) ( 497T e (5.122b)
2
o . 2]
Wal@Waw) 2 =ig" PuTipd (Calf.3) = e (5.122¢)
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/Z’ﬁ\
Jp e Jp e
asH a % Iz a % %
¢4 <¢ ¢44¢
qL / . UR . N / . dR . N
i8 io JB i JB i
Slika 5.23: Dijagrami popravke ¢, W ¢ vrha
gdje smo u drugom izrazu koristili
brarb 1 a
T'TT" = (Calf.2) = 5C2(G.2))T (5.123)

Cetvrti dijagram na 5.23 je struktura oblika

o , . dPlp*=P 4, PLy,PLS"*(p) — p,l —p' — 1+ p)
Vi(qrWar) = ig*(T°T )ocﬂ/ (2m)D = ?2([ —<p)2(l — /)2 '

(5.124)
koja sadrzi 1/¢ doprinos
- ‘ a 3 ¢ 1
Vi(@Waqr) 2 —igy" pLTaﬁaij(fZ(G, 2)) e (5.125)
Doprinosi zadnja dva dijagrama ponovno su nam analogno poznati:
o o a L ; 1 1
WVa(@War) 2 —igy" P55 (YY) @ e (5.126a)
R . W 1 1 1
Va(@War) 2 —igy" PLTo5 (YaY])ss e (5.126b)

Zbrajanjem svih doprinosa i odstranjivanjem golog vrha dobivamo renormalizacijski
fakor (Z1W)1

iy

<

(Zi");' = 1+(5z--(g’2T 7. T 97 (Ca(f.2) + Ca(G,2)) + g2Cs(f,3))
11 (5.127)

(4m)2 e

(YuYuJr + Yde)Z’J’)

DN —

_l_

Dijagrami koji doprinose korekciji vrha V (¢,W¢;) prikazani su na slici 5.24. Svi
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PN
lr €R
J6 i ip el Jp ia
Slika 5.24: Dijagrami popravke ¢, W ¢, vrha
doprinosi analogni su onima u prethodnom primjeru i iznose
- B ' ) g/2 1
iVi(eWie) 2 —zg’y“PLTgﬁdijTeL (4#)22’ (5.128a)
- . “ 1 g* 1
V(b Wer) 2 —igy" PLTe 504 (Co(f, 2)—502((;, 2)) e e (5.128b)
iVs((LWHL) D —igy" P T 5~(§C (G,3)) g° 1 (5.128¢)
s\eLWerp) =2 ’YLaﬁzy22 5 (m)ze’ .
. ) 1 1 1
iVy(LWeL) D —zg’y"PLTaﬁE(YeYJ)ij e (5.128d)
Zbrajanje doprinosa i otklanjanje golog vrha daje renormalizacijski faktor (ZfLW);jl,
77 =14 (05 (%2 + 3 (Ca(f,2) + Co(G, 2 Ly L1
(205 =14 (S0, + 6 (Cal£.2) + oG, 20) + 5 0¥ i) o
(5.129)

Iz klase antifermion-bozon-fermion interakcija preostalo je renormalizirati vrhove
u kojima gluoni interagiraju s kvarkovima. Prvi takav vrh, oblika V(g,Gq.), u
najnizem redu racuna smetnje sadrzi Sest doprinosa prikazanih na slici 5.25. Dopri-

Slika 5.25: Dijagrami popravke G, Gq; vrha

nose i$¢itavamo iz rezultata renormalizacije za V' (g, W ¢y ) vrh, pri ¢emu se jednakost
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(5.123) primjenjuje na trecem dijagramu:

2
o gc 1
ZVYI(QLGqL) 2 _ng'yMPLT 50&651jT3L (47‘(‘) e (51303)
e
1
iVo(qrGar) 2 —igsy" PLT 64501 (Ca(f, 2)) (47T> (5.130b)
g2
o g: 1
Vs(qrGar) 2 —igsy" PLT0as0i;(Colf,3) — —02(G 3)) e (5.130c)
iVi(qrGqr) 2 —ig" PLTAS 5~(§C (G,3)) g: 1 (5.130d)
4\YL L = s L afBlij 2 2 ) (471')267 .
. : 1 11
ZVE’)(QLGQL) ) _ZQSVHPLTAéaﬁé(YuYJ)ij (47‘_)2;, (51306)
. : 1 11
iVe(GrGaqr) 2 —2957HPLTA5Q5§(YdeT)ij (4#)22 (5.1300)
Iz zbroja doprinosa slijedi renormalizacijski faktor (77 qLG)Z] ,
(289)5" = 14 (65 (9772, + 5PCo(£,2) + G2(Ca(£,3) + Ca(G,3)))
1 11 (5.131)
- f BNy =
S WY+ Yar])y) e

Korekcije u prvom redu ratuna smetnje za vrhove V (izGug) i V(drGdg) prikazane
su na slici 5.26°. Doprinosi korekcija za V (iizGug) glase:

Slika 5.26: Dijagrami popravke izGup i dgGdy vrhova

2
o g- 1
iVi(ugGug) 2 —ng’y“PRTA%TiR (Un)2c 5= (5.132a)
2
. . g5 1
Z‘/Q(URG’LLR) D) —ngv“PRTA&j (Og(f, 3) — §CQ(G, 3)) (471_)2;, (5132b)
Vy(anGun) D —igey PaTAd (Co(G3)) 2] (5.132¢)
iV3(urGugr) 2 —igsy" Pr zg(§ 2(G, )) (47r)2? . C
1 1
e , A
Z%(URGUR) 2 —ng")/MPRT (YJYU)” (47‘_)2;, (5.132(1)
iz Cega slijedi renormalizacijski faktor (7 “RG)U ,
1 1
(ZuRG) -1 + (5 ( /QTiR + gz(CQ(f, 3) + CQ(G, 3)) + (YJYU)”> —(47r)2; (5133)

°0Oznaka qr na tre¢em dijagramu podrazumijeva uy za vrth V(ipGug) i dg za vrth V(drGdR).
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Zamjenom hipernaboja i Yukawine matrice slijedi renormalizacijski faktor (Z¢% G)U ,

1 1
(ZdRG) — 14+ <5” (9,2T3R + 93(02(]0, 3) + CQ(G, 3)) + (}/J}/cl)zg> WZ (5134)
Time je zavr$ena renormalizacija vrhova oblika V (fV f). Idu¢a je na redu klasa oblika
V(s'Vs), odnosno interakcije Higgsovog bozona, skalara, sa bazdarnim, vektorskim
bozonima. Prvi takav vrh je oblika V(¢'B¢). Svi dijagrami koji doprinose korek-
ciji ovog vrha u prvom redu racuna smetnje prikazani su na slici 5.27. Prvi i drugi

%u gu /éf\

/
RN BN R
B 3 3 S
7 N /
) ﬁwa\ W N
/ /-)’ a
2 Y
w
fR/L fR/L / \ /N
\ /gb \
7 . 2
4 L/R \ Y \
o\ B a

Slika 5.27: Dijagrami korekcije ¢! B¢ vrha

dijagram sadrze ve¢ poznatu strukturu pa njihov doprinos slijedi analogno. Tre¢i di-
jagram po redu u brojniku je neparan u impulsu, to¢nije sadrzava (I + p — p')*, stoga
dimenzijski integral iS¢ezava. Dijagrami s fermionskom petljom sadrze kombinacije
kvarkovskskih dubleta s kvarkovskim singletima ¢.qrqr i ¢rqLqL, i kombinacije lep-
tonskih dubleta sa singletima ¢ egeg i eglil;, gdje je qr = ug, dr, Sto daje ukupno
Sest doprinosa. Zadnja dva dijagrama na slici 5.27. sadrze po dva doprinosa jer
se bozon-Higgs petlja moze pojaviti na bilo kojoj od dvije Higgsove vanjske noge.
Izratunom 1/¢ doprinosa za svaki ¢lan i njihovim zbrajanjem dobije se rezultat

V(6'BY) 2 —ig (p+ 1) Todas ( — 20713 — 26°Cs(£.2)

(5.135)
F Tr(na (VY] + YY) + YY)

1
(47)?

a | =

gdje trag potjece od fermionskih petlji. Otklanjanjem golog vrha dobijemo renorma-
lizacijski faktor (Z{”)~*!

11
e (5:136)

(Z0%)7 = 14 (=212 -20°C( £, )+ Tr(no (VY] +Yar )+ YY)
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N
W s AN
ﬁw\\ /s AN
/5 « //)) a
aéu asp
a g W
/ \ %74
o A Yy ¢ fL fL /N
AN / /4¢ \
7N 7 N
RN o r s Y \
Boa I B o\ B o

Slika 5.28: Dijagrami korekcije ¢"W¢ vrha

Zadnji bozonsko-skalarni vrh, oblika V (¢'W¢) u prvom redu ra¢una smetnje sadrzi
korekcije prikazane na slici 5.28. Racuni za prva dva dijagrama analogni su prethod-
nim slu¢ajevima. Treéi dijagram po redu u brojniku sadrzi faktor e®¢{7T%, T*} ¢ime
njegov doprinos i$¢ezava. Cetvrti dijagram zbog neparnog impulsa u brojniku am-
plitude takoder iScezava. Dijagram s fermionskom petljom sadrzi kombinacije dva
fermionska dubleta sa singletima, posebno za kvarkove i leptone, Sto rezultira trima
doprinosima. Zadnji dijagram sadrzi Cetiri doprinosa: do na zamjenu smjera petlje
bozon-skalar i do na permutaciju petlje po Higgsovim vanjskim nogama. Svi RGE
relevantni doprinosi zatvaraju strukturu

iV(e'We) 2 —ig(p + p’)“ﬂ%( — 29”07 + ¢*(Ca(G, 2) — 205(f, 2))
L 1 (5.137)

(4m)% €’

+Tr(ne (YY) + Yoy + YeYeT))

$to daje renormalizacijski faktor (Z¢")~1:

1 1
(Z0")7 = 1+ (=20 T3 +4* (Co(G. 2)2Ca( £, D)+ Tr(ne (VLY +YaY ) +Y. X)) e

(5.138)
Posljednje su na redu interakcije fermiona s Higgsovim poljem, Sto ¢e rezultirati re-

normalizacijom Yukawinih vezanja. Prvi na redu je vrh oblika V (G, ¢“ur). Svi do-
prinosi korekciji ovog dijagrama prikazani su na slici 5.29. Prvi dijagram sastoji se
od dva doprinosa, gdje se u petljama redom nalaze kombinacije ¢; B¢ i ur¢B. Treci
dijagram sastoji se takoder od dva doprinosa, za B i G bozon u petlji. Svi doprinosi
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qL UR

B/G

Slika 5.29: Dijagrami korekcije G, ¢°ur vrha

zajedno zatvaraju 1/¢ ¢lan oblika:

iV (@9°ur) 2 (g 4Ty, Yup + T2) + 6°C(£.2)

11 (5.139)
+ 492Ca(f,3)) + (Ya¥])ax ) (=i(Yo)jéas Pr)

iz Cega slijedi renormalizacijski faktor (Zde’”R);jl:
(ZfL(z)UR)i_jl =1+ <6ij(g/2(4TQLTUR + T?ﬁ) + 9202(f7 2) + 49302(fa 3))
11 (5.140)

+ (YdeT)z‘j> e

Doprinosi korekciji vrha V (g, ¢dgr) prikazani su na slici 5.30. Doprinosi su potpuno

ks

18 o

Slika 5.30: Dijagrami korekcije G, ¢dg vrha

analogni prethodnom rezultatu, iz ¢ega odmah moZemo napisati renormalizacijski
faktor (Z1+#*m)~1:

(Z10) 5 = 1 (35(9% (400, Y+ X2) + PColf,2) + 4°Ci(£,3))
T 11 (5.141)
+ (YY) )ij) e
Zadnji trovrh standardnog modela oblika je V(¢ ¢er). Njegov renormalizacijski fa-
kor odmah mozemo napisati iz prethodnog rezultata, uzimajuéi u obzir da leptoni
ne interagiraju jakom silom i da je desni elektron jedini mogudi leptonski singlet.

Renormalizacijski faktor (Z:2%%)~! dakle glasi

(5.142)

(25 =1+ (5ij(9/2(4T6LTeR +75) +9°Calf, 2)))
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Yukawina vezanja sadrze i hermitski konjugirane ¢lanove. Doprinosi za takve vrhove
razlikuju se od prethodno izracunatih u ¢injenici da su goli vrhovi u gornjim dijagra-
mima takoder hermitski konjugati golih vrhova koji se pojavljuju u korekcijama za
hermitski konjugirane ¢lanove. Stoga su i renormalizacijski faktori (koji su u ovom
slu¢aju matrice (vidi 5.25)) takoder hermitski konjugati. Njihov skalarni faktor pro-
porcionalnosti je identi¢an.

Preostaje nam izracunati korekcije za Higgsov Cetverovrh V(¢¢p¢p¢), ili skra¢eno
V(4¢), koji ¢e nam omoguditi izracun g-funkcije za vezanje A\. Za popis dijagrama
potrebno je razmotriti kakva je topologija Cetverovrha, prikazana na slici 5.31. Na-

AN QG
XX O _OX

Slika 5.31: Toplogija cetverovrha

kon Sto nam je poznata toplogija popisSemo sve dijagrame s Cetiri Higgsove vanjske
noge. Dijagrame konstruiramo tako da su propagatori u petljama dopusteni golim
vrhovima standarnog modela. Na slici 5.32 prikazan je po jedan primjer za dijagram
s Cetiri propagatora (eng. box diagram), dijagram sa tri propagatora (eng. triangle di-
agram) i dijagram s dva propagatora. Provodenjem standardne procedure, raspisom

\, v s 3 7\\ ot \v/ 5]
P . - P

wi @ 7B o1 10
¢ w - AN s/

/6 a0 S 6,/ ™ @

Slika 5.32: Primjeri doprinosa korekcijama c¢etverovrha za Higgsov bozon

Feynmanovih pravila, koriStenjem relacija za umnoske generatora (vidi Dodatak C) i
izdvajanjem 1/e¢ ¢lana dijagrami s redom cetiri, tri i dva propagatora daju doprinose:

11

iVo(4¢) 2 i(8aydps + (50155/37)]05@2 (5.143a)
11

ZVA(4¢) D) i(5a7(555 + 50“55,37)][ EE’ (5.143b)

. 1 1

ZVO (4¢) D) ((Safy(Sg(; -+ 50{5557)]00 47‘(‘ E (5.143¢c)
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gdje su f skalarni faktori za svaku klasu dijagrama oblika

fo = —2Tr(n (YY) + (Ya¥,)2) + (Y.Y))?) + 29474 (5.144a)
+g2P T2 - X)) + 9 (T — & o),

fo==4g"T3 = 20" T32 = 5) =" (" —F +52)  (5.144b)

—4g” TN — 4g° M5 — 3

fo = 4g4(% — % + ﬁ) + 89’292Ti(1 %) -+ 8g’4T35 +24X2. (5.144¢)

Otklanjanjem golog vrha oblika —2iA(6a,085 + 0asds), UvrStavanjem N = 2 i zbraja-
njem svih doprinosa dobijemo renormalizacijski faktor (Z;%)~"

3
(Z) 1 =14 ( — 120+ 5¢% + 2977

1 14~n4 3 /2 2 9 4
(=397 - T3 - 5.145
+)\< 39 ¢ 2 16 ( )
11
FTr (VYL + (YY) + () ) 1o

U ovoj fazi imamo dovoljno informacija za izracun g-funkcija za tri konstante ve-
zanja standardnog modela te za Yukawina vezanja i Higgsovo vezanje \. Integra-
cijom ¢emo nakon toga izracunati efektivne konstante vezanja standardnog modela
i ispitati mogucnost ujedinjenja. Prije samog izvoda za renormalizacijske grupne
jednadzbe provjerit ¢emo to¢nost renormalizacijskih faktora iz Slavnov-Taylorovih
identiteta za standardni model (5.32).

5.5 Provjera i popis renormalizacijskih faktora standardnog mo-
dela

Sada kada nam je poznata vrijednost gotovo svih renormalizacijskih faktora za stan-
dardni model uvrstimo ih u relacije (5.32), pri tom koriste¢i razvoj

(14 2)* ~ 1+ ma. (5.146)
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Rezultati slijede:

(z5) 2
= (ZsW) 1z = (Zg)tzE (5.147a)
= ()oY =z 2

= (Z5) 2 (2,

= 1—Cy(G,2) Lyt

am?

m

()71 2

= (Z5e)\zZ¢ = (Z4) ' Z8¢ (5.147b)
:<Z§2R) 2 = (Zélf) 123,

VA A VAT AT
= (Zgm)1ZiP = (23012 (5.147¢)
= (Zsp) Rt = (29) 1 zZ{"P

=1

Primijetimo da iz relacija (5.32) nuzno slijedi

1
(ZV)ZE 1 - Cy(G2) (4‘1)2;, (5.148a)
2
1
(9T = 1= CalG3); 49;)2;, (5.148b)
(Z5)" Pz =1 (5.148¢)

$to implicira rezultate za renormalizacijske faktore ¢etverovrhova (7)1, (Z{¢)~1
s (792By\-1
i1 (Z777)

1 2 1
(Zi")™ =14 2(C(f,2)(ny(ne +1) + 1) + Co(G, 2)) (4%2 - (5.149a)
Gy-1 g1 g: 1
(Zi9)7" =1+ 5(4C(f,3)nys + Co(G, 3))(47T)2 g (5.149b)
11
(ZPP)t =1+ (TT(nc(Yu,dYJ,d) + YY) — 2(4*Ca(f,2) + 9’2T2)> e
(5.149¢)

Moze se pokazati da isti rezultati slijede iz eksplicitnog racuna.
Prije racunanja renormalizacijskih grupnih jednadzbi popiSimo sve rezultate za re-
normalizacijske faktore standardnog modela:

1
Z (nensg(202, 402, 4 05,) 4 np(203, +02) +203) =
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859”5, + 9°Ca(f.2)) +

(ulaX2) + (1Y) (et

Tr(ng(YoaY ) + Yo¥]) = 2(6°Calf,2) + 4°T3))

g 1
€

Go(f,2))

—
=~
3
SN—
[\

| — ml»—t

(G, 3)> (49;)2 €’

1

/‘\ N~ N~ W O~
o

613 /2T2 +9302 f7

)
0i; (9”3, + g2Ca(f,3)) + (YY) U)
)

(9
(9
55 (902, + 4°Ca(f,2)) +
(
(9
(9

5 (9%Y2) + (YIYe)y

"5, + 97 (Calf, 2)+C2(G 2)) +9.Ca(f.3)) +

>,
<

6, (4T3, + 4*(Ca(£,2) + (G >>)+§<Y6YJ>@-,-)
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(Z{*9)t =1+ (5” (9775, +9°Ca(f,2) + g2(Ca(f,3) + C2(G, 3))) + %W“ Y d)”> (47102
(Z1R0)5t =1+ (3 (9702, + G2(Calf,3) + Ca(G,3)) + (V]Ya)y ) (4;)2%’

(195 =1+ (85(97T3, + 62(Ca(f,3) + C2(G,3)) + (V]Ya)y) (47lr> -

(2 =1+ ( 29”15 — 26°Ca(f,2) + Tr(ne(YuaY, ,) + YYT)) (4717)21

(Z) =1+ (= 2012 + g2(CalG,2) = 2Ca(f,2)) + Tr(ne(YuaY,) + YYT))( 71r)2
(ZBommyt =1 4 (@] P4, Tup + T3) + g°Co(f,2) +4g3Co(f,3)) + <YdeT)ij> (471r)2%
I (51] 24T, Tap + T2) + G2Ca(f,2) + 4g2Cs(f,3)) + (YUYJ)U) (4;)2%
A anR FT2) 4 PC1D)

(7991 — 14 <_ 12\ + g + 275 + i( 3975 — ggzg'% - %94

T (YYD 4 ne(YaY]) + (Y2 4;1

(ZW)y1 =14 %( (f,2)(ns(ne +1) + 1) + Co(G, ))(49;)2%>

(ZI97 =14 LAO(f, 3n + (G, 3))<4;)2%»

(ZPP) =14 (Tr(nu(YaaV]) + YY) = 2A5°Co(£,2) + 67T3) ) (471r)2é

gdje je uvedena pokrata Yu,de, g = YV + YdeT. Za renormalizacijske faktore u
matri¢noj formi 1 predstavlja ¢;;.

5.6 RGEs i efektivne konstante vezanja za standardni model

Sada kada su nam poznate veze izmedu golih i renormaliziranih konstanti vezanja,
kao i renormalizacijski faktori standardnog modela, mozemo izracunati -funkcije
i efektivne konstante vezanja, te ispitati mogucnost ujedinjenja parametara teorije.
Kre¢emo s trima osnovnim konstantama, jakostima vezanja ¢/, g i g,, koje ¢emo re-
dom nazvati g1, ¢g» i g3, radi kasnije lakSe usporedbe s literaturom, uz napomenu da
na U(1) konstantu vezanja ¢’ uvodimo reskaliranje [15]

5 /

g1 = gg- (5.151)

Vra¢amo se na relacije (5.26), (5.27) i (5.28), gdje ¢emo izracunati prvi umnozak
renormalizacijskih faktora. Svi ostali daju isti rezultat, kao Sto je dokazano u pret-
hodnom poglavlju. Racunat ¢emo faktore za najnizi red az(l) pri cemu je

3
N O 5.152
glyB[jJ g’b + az (47T)2 € + ( . )
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Vrijedi:
Gont = (Z30)7(Z9) PP

1
= ¢+ 2 (neny (T2, + T3, + T5,) +n, (203, + T2,) +273)

1 5 g% 1
JR— / —_ — -
=9+ (Gt g e

gpp— = (Z3) PV g

11 1 31
43 1 31
=9+ (3 5" G

gsBl ¢ = (ZBG)iB/ZZ?Ggs
3

11 2
= gs + (—EOQ(G, 3) + §C<f’ 3ny) (42:)2

oA |

111 @1
IR §nf) (4m)2 €’

2

iz Cega proizlaze faktori agl), gdje oznaka (1) stoji za prvi red ratuna smetnje:

1 5
m __ B1 5.154b
ay’ = 15 3nf, (5.154b)
11 1
a) = —5 +gnr (5.154c¢)

gdje je a’l(l) =3/ 5a§1> u skladu sa reskaliranjem (5.151). Sve gole, reskalirane kons-
tante vezanja imaju istu strukturu do na razlike u faktorima a;. Stoga mozemo pot-
puno opcenito izvesti 5-funkciju do prvog reda:

(1) 9? 1

b elpt

GiBl " =g +a

e 392 1
—€e(gipp ) = Bi —€g;i + agl) (in)? Z(ﬂl —€g;) (5.155)

3 2
m 9 1, 1 3g; 1
i (471')2 E) =B — €9;i + a; (47‘(’)2 E(ﬁl - Egi)

Sakupljanjem ¢lanova uz ¢° dobije se opéenita S-funkcija do prvog reda:

—€e(gita

b= 9 (3010 _ o))
T A T
(5.156)

5':2a(1) g
b ()

Iz prethodnog izraza slijede -funkcije za tri konstante vezanja standardnog modela:

/3
fr = (i + gnf) (ziqu)Ql’ (5.157a)

10 3

[
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43 2 g

Ba —(—E+§nf)(47r)2€ (5.157b)
_ 2 g 1

By = (=114 2ny) [y e (5.157¢)

Na skali energije i konstante vezanja evoluirat ¢e u skladu s jednadzbom [15]

dgi g;
_ I 5.158
dinp (4r)? ( )

gdje su b; definirani svojim beta funkcijama f;:

1 2

43 2
- B2 159b
b= o nr (5.159b)
2
by = 11—y, (5.159¢)

Rezultati se poklapaju s literaturom [16], no mozemo ih provjeriti poznavajuci
¢injenicu da za SU(N) grupu spomenuti koeficijenti imaju oblik [15]

1.1 1
b= N = zng, = 5n (5.160)

gdje je ny, = 2n; broj lijevih fermiona, a n, broj skalara koji se vezu na bazdarne
bozone. Za U(1) grupu simetrija koeficijent je opcenito

2 2 1 2
blz—ggf:tf—ggs:ts, (5.161)

gdje su t; skalarni i fermionski naboji teorije. U izrazu (5.160) zanimljivo je primijetiti
da, kada su ny, i n, dovoljno mali, odnosno kad je N dovoljno velik, koeficijent by je
pozitivan, Sto rezultira smanjenjem konstante vezanja kako skala raste, sto je, kako
smo ve¢ vidjeli, obiljezje asimptotske slobode. Efekt asimptotske slobode drasti¢no
se povecava s porastom N.
Integriranjem inverza [-funkcije, pri ¢emu je donja granica poznata eksperimentalna
vrijednost py = my, te izrazavanjem konstanti vezanja preko «; = g?/4m, dobijemo
opcenito ponasanje parametara teorije s energijom koje glasi

a; H(p) = a;t(my) + ﬁln—. (5.162)
Za graficki prikaz evolucije konstanti vezanja potrebno je povezati konstante «a; s
njihovim fizikalnim vrijednostima. Vrijede veze [16]:

_ 3cos’hw(my)

art(mz) =z a(mig) (5.163a)
<2
a3l (my) :%, (5.163b)
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$to uvrStavanjem poznatih eksperimentalnih vrijednosti na skali mase Z bozona m
[17] daje priblizne numericke vrijednosti:

a;t(my) = 59.0131, (5.164a)
ayt(my) = 29.5449, (5.164b)
az'(my) = 8.4388. (5.164c¢)

Uvrstavanjem numerickih vrijednosti za o; ' i izra¢unatih koeficijenata b; u jednadzbu
(5.162) dobijemo graf prikazan na slici 5.33. Kao $to je vidljivo na grafu, na skalama
10" — 10'" GeV-a nalazi se tzv. trokut ujedinjenja. Iako sve tri konstante vezanja na
nizim skalama konvergiraju jedna drugoj, u okviru standardnog modela ne postoji
tocka u kojoj su sve tri vrijednosti konstanti jednake. Na detaljniju razradu ovog
problema i njegovu diskusiju u kontekstu drugih modela poput minimalnog super-
simetricnog standardnog modela (MSSM) vratit ¢emo se kasnije, nakon izracuna
p-funkcija za Yukawina vezanja i Higgsov sektor.

60F )

i 1

s0F Qy

40?—

30—_1

r 042

20f

10:—

r -1

L ag

I
log[p/mz]

Slika 5.33: Ovisnost konstanti vezanja standardnog modela o skali

Prelazimo na izracun S-funkcija za Yukawina vezanja. Polazeéi od poznatih relacija

(Z)" (252 (Yap) (25°)'17) 5 = (219 (Ya) )i, (5.165a)
(Z)V2 (28 )2 (Vup) (237)12) = (28R (V) )i, (5.165b)
(ZE) 2 ((Z5E) 2 (Yop) (Z57)12) . = (2420 (Vo) )i, (5.165¢)

rapisujemo ih tako da gola vezanja i parametar skale prebacimo na lijevu stranu,
¢ime se dobije

—e - - _ 1
(Yap)r ™ = ((Z5) VA2 P22 21 2) = (Y + (ag )y,
—€ — — U u — 1
(Yup)igp™® = ((Z8) 72281 22y, (Z57) 7 2) 0 = (Ya)y + (ag)is
—€ — l — L1 pe €R\— 1
(Ye)yp ™ = ((Z8) 22yt (27 mY o (257) 71 2) = (Vo) + (ag))z‘j;-
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UvrsStavanjem renormalizacijskih faktora, Casimirove invarijante i vrijednosti hiper-
naboja za koeficijente uz 1/¢ dobiju se rezultati

(a)is = ($a(8) + 30Vav] = YY) — Lot — 303 — 403) (Va)is ity (5.167a)
(@) = (5%2(8) + 30V = Yav]) — $63 — $68 — 498) (Va)is ;i (5.167D)
(a)ig = (§¥2(8) + 3VYJ = 89 = 268) (Vo)is iy (5.167¢)
gdje je Y5(9) struktura oblika
Y5(S) = Tr(n.(Y, Y, + V¥ + v.v)). (5.168)

Koeficijenti a; u Yukawinim vezanjima imaju slozenu ovisnost o parametrima koji
ovise o skali, stoga ¢emo ih raspisati kao:

af!) = eug?Yi + YV Y + VoYY + eV Y (5.169)

gdje smo radi preglednosti zapisa ispustili matri¢ne indekse. [-funkcija ovisi o svim
konstantama vezanja preko [6]

Ha™
— Z DTy — pka,(:)(x), (5.170)
7 8l’g
odnosno primijenjeno na nas slucaj (gdje je p; = 1 za vezanja tri polja)
3a(1 &L(l) (9a(1) da'V) da'V (1)
i — i Y Y, Y ! Y; ! h.c.) — 5.171
3 gang o (daYd+ gy tYegy c.) (5.171)

Uvrstavanjem izraza (5.169) dobijemo
Bi = 2c1:07Y; + ol + 26, YY)V, + 263V, VY + 2,V YY; — ol =240, (5.172)

iz cega direktno slijede -funkcije na nivou jedne petlje za Yukawina vezanja

_ 3y .yt h_lp 90 g2y 11
ba= (Ya(8) + 20a¥] ~ VX))~ 17— 2ok 893)(47T)26, (5.173a)
3 17,9, 11
_ vyt vyt - e 2 1
3, <Y2(S)+2(Yuyu ydyd) 59t = 19 8g3> e (5.173b)
3 9 1
_ ro9p 9y 11
Be <Y2<S)+2YY 9~ 49 ) e (5.173c)

koje se u potpunosti slazu s literaturom [16].

U Higgsovom sektoru izvrijednit ¢emo [-funkciju za vezanje cCetiri Higgsa A i (-
funkciju za vakuumsku ocekivanu vrijednost skalarnog polja v. Polazimo od relacije
koja veze golu i renormaliziranu konstantu vezanja A,

(Z9) A = Z12 A, (5.174)
odnosno prebacivanjem gole konstante vezanja i faktora skale na jednu stranu
1
App 2 = (Z9) 271N = A + ag”g. (5.175)
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UvrsStavamo renormalizacijske faktore i reskaliramo ¢':

3 3 3
Mg~ =1+ (ZAYQ(S) — 2AgE = 3Agy + 1207 — SAgy — —Agi
5 2 10 (5.176)
_|_1 4_'_322_’_34_}[(5))#1 -
40091 409192 16g2 (471')2 €

gdje je H(S) = Tr(n.(Y,Y.))? + n(YoY])? + (Y.Y[)?), iz tega slijedi koeficijent a

V= (2273(8)~ H(S)+122° L T L S W B\ 2) L 51
“ 2S)=H(S)+ 12X+ 1550149692+ 15919~ 1M =57 ) g (5177

Izvodimo [-funkciju iz [6]:

8a(1)
By = Zpgl’g 825 - p)\af\l) =(4—2)a\(1) = 2ag\1), (5.178)
¢

jer je \ vezanje Cetiri polja za koje vrijedi py = 2. Iz prethodnog izraza direktno slijedi
p-funkcija za Higgsovu konstantu A na nivou jedne petlje:

1
(47)?

9 93 , 1,1 |
By = <24A2—A(—9f+9g§)+—(—gi‘+—g§+—9f9§)+4ﬂf2(S)—2H(S)) - (5179

) 4°50 2 )
Izraz se slaze s literaturom, gdje je za direktnu provjeru potrebno uzeti u obzir da
se normalizacija vezanja A u [16] razlikuje od one koriStene u ovom radu za faktor
A6 /2 =\,
Vakuumsku ocekivanu vrijednost Higgsovog polja izvodimo iz renormalizacijskog
faktora vlastite energije Higgsovog polja

Z9=1- (Tr(nc(Yu,led) YY) = 2(62Cs(f,2) + g%;))
(5.180)

B 3, 3., 11
=1- (YQ(S) BT 292) (4m)? e

Po uzoru na [6] uvodimo anomalnu dimenziju skalarnog polja i zadrzavamo se na

prvom polu:
m_1, d, 26_1 61,4 0 5.181
Nadalje deriviramo renormalizacijski faktor koriste¢i lancano pravilo:
8(1(1) 1
Wge _ Ly, drets 1 5.182
,}/(z) 2 2;Mdll/ axg 67 ( . a)
Mg mly 1 day 1 (5.182b)
00 = 5 3 () .
Anomalna dimenzija slijedi izdvajanjem ¢lana uz nultu potenciju e-a,
(1)
1 da 1 31 1
m_ - ¢ :(—YS———2 2)— 5.183
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pri cemu vakuumska oc¢ekivana vrijednost evoluira u skladu sa jednadzbom [16],

dinv (1)
= . 5.1

Time je zavrSena renormalizacija konstanti vezanja standardnog modela na nivou
jedne petlje. Doprinosi visih redova racuna smetnje postaju bitno kompleksniji za
direktan izracun, pa se problem rjesava uporabom rac¢unalnih programa, od kojih su
mnogi razvijeni upravo za ovu svrhu. Rezultati za -funkcije standardnog modela
potpuno su poznati na nivou dvije petlje [16] dok su neki poznati na tri [18] [19],
pa cak i na nivou Cetiri petlje [20]. Teorijski izracuni korekcija u tom smislu prate
sve preciznije eksperimentalne rezultate i obrnuto. Naglasak se stavlja na izracun

Higgsova masa).

5.7 MSSM i ujedinjenje konstanti vezanja

Standardni model matematicki je samokonzistentna i renormalizabilna teorija, kao
Sto smo pokazali na nivou jedne petlje. Svakako, danas ga shvacamo kao efektivhu
teoriju polja relevantnu na manjim skalama energije. Kako je ve¢ spomenuto, stan-
dardni model nije implementirao sve opservirane fenomene poput neutrinskih osci-
lacija, tamne tvari i barionske asimetrije svemira. Neki od teorijskih problema su
hijerarhija mase i stabilnost Higgsovog potencijala. Nadalje, poznavaju¢i ponasanje
konstanti vezanja standardnog modela na razli¢itim skalama energije i uvrstavajudi
poznate eksperimentalne vrijednosti na skali Z bozona, vidjeli smo da ne postoji vri-
jednost energije na kojoj su sve tri konstante jednake. Ova Cinjenica sama po sebi nije
jak argument poput gore navedenih protiv valjanosti standardnog modela budud¢i da
je diskutabilno da bi li teorija koja valjano opisuje prirodu zaista trebala biti jedins-
tvena. Ipak, uzimajuéi u obzir primjere poput ujedinjenja elektromagnetizma i elek-
troslabe sile, razumno je pretpostaviti da bi ujedinjenje interakcija bilo svojstvo koje
bi iSlo u prilog nekoj teoriji.

Prirodna ekstenzija standardnog modela je tzv. minimalni supersimetri¢ni standardni
model. Iako do danasnjeg dana nemamo eksperimentalnu potvrdu postojanja super-
simetrija, njihovo uvodenje objasnilo bi ve¢inu gore navedenih otvorenih problema.
S druge strane, supersimetrije se temelje na izuzetno jakim teorijskim argumentima.
Iz teorije polja dobro je poznato da Cestice koje postuju Bose-Einsteinovu statistiku
zadovoljavaju odredene komutacijske relacije, a one koje postuju Fermi-Diracovu sta-
tistiku antikomutacijske relacije. Iz tog su razloga konstruirane generalizirane Lieve
algebre koje sadrze komutatore i antikomutatore, koje nazivamo superalgebre ili gra-
dirane Lieve algebre [21]. Razlog zasto se supersimetri¢ni modeli smatraju dobrim
kandidatima za fizikalne teorije lezi velikim dijelom u Haag-Sohnius-Lopuszanski te-
oremu koji kaze da je supersimetri¢na algebra jedina gradirana Lieva algebra sime-
trija S-matrice konzistentna s relativistickom kvantnom teorijom polja.
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Uklju¢ivanje minimalnog broja supersimetri¢nih Cestica u standardni model rezulti-
ralo je minimalnim supersimetricnim standardnim modelom (MSSM). Svakoj Cestici
SM-a pridruZen je njezin superpartner: svakom fermionu pridruzen je njegov bozon
i obrnuto. Dodatno, uveden je zbog holomorfnosti superpotencijala jos jedan Hig-
gsov dublet. U prethodnom poglavlju izracunali smo koeficijente b; koji odreduju
ponasanje efektivnih konstanti vezanja:

41

1 2
SM
= —— —Ipy=—— 1
43 2 19
M = = Tny=— 5.185b
2 6 3776 ( )
2
;M o= 11— 3 =T (5.185¢)
Po uzoru na opcenite relacije za SM (5.159) uvodimo [15]
1 3
pMESM - — —5n — 1" (5.186a)
1 1
bESM = 3N — 3 G (5.186b)
iz ¢ega poznavajudi Cesti¢ni sastav MSSM-a izvodimo
1 3 33
pMSSM - — —3n T g T T (5.187a)
1 1
pISSM — 6 — 5 = Ms = L (5.187b)
1
pyISSM = 9 5 =3 (5.187¢)

UvrsStavanjem eksperimentalnih vrijednosti iz [17] za sin0w(mz) i a(myz) i
uvrStavajudi ih u (5.163), te vrijednosti za «,(my), ispitujemo evoluciju konstanti
vezanja prema opcenitom rezultatu (5.162). Pripadajuci graf prikazan je na slici
5.34.

O
: —1
so - Qg o
a0 ™
0F— o
: - o
- o
20} h
L L ‘ | ‘
; 10 15 ?
Oé_l
: log[p/mz]

Slika 5.34: Ovisnost konstanti vezanja MSSM-a o skali p
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U MSSM-u ujedinjenje konstanti vezanja prirodno proizlazi iz teorije na my =~
10'® GeV-a. Sada postavljamo pitanje koja natkrivaju¢a grupa stoji iza jedinstvene
vrijednosti konstante vezanja na toj skali. Ovakva nastojanja objedinjena su pod kra-
ticom GUT (eng. Grand Unified Theories). Jedan od najpoznatijih kandidata za GUT
je Georgi-Glashow SU(5) model uveden 1974. Unato¢ Cinjenici da je SU(5) razuman
kandidat, sam model pretpostavio je raspad protona i predvidio pogresnu vrijednost
za sin*0y, [22]. Spomenimo jo$ da je reskaliranje (5.151) proizislo iz pretpostavke
da je standardni model dio neke natkrivajuce grupe, zbog Cega svi generatori moraju
biti normalizirani na isti nacin; to implicira da normalizacija generatora hiperna-
boja nije proizvoljna. Teorijski pokusSaji pronalaska natkrivaju¢e grupe rezultirali su
velikim brojem modela, bilo da se radi o grupi koja natkriva SU(5), kao Sto je primje-
rice SO(10), dok su s druge strane uvedene supersimetrije. Pokusaj implementiranja
gravitacije doveo je do razvoja teorije struna. Svakako, ispostavilo se da se u mode-
lima koji zahtijevaju ujedinjenje nuzno moraju uvoditi novi stupnjevi slobode, koji se
moraju eksperimentalno potvrditi. U teorijskom smislu takve teorije trebale bi objas-
niti mehanizme lomljenja simetrija i reproducirati fiziku na eksperimentu dostupnim
skalama.

73



6 Zakljucak

U perturbativnoj kvantnoj teoriji polja javljaju se UV-divergencije, koje predstavljaju
parametrizaciju ovisnosti o kvantnim fluktuacijama na visokim prijenosima impulsa.
Nakon otkri¢a UV-divergencija smatralo se da ih se moZze eliminirati tek promjenom
fundamentalnih fizikalnih principa; nakon gotovo dvadeset godina uvedena je renor-
malizacija koja je davala konacne i fizikalne rezultate, apsorbirajuci divergencije u
redefiniciju fizikalnih veli¢ina. Nakon tehnickog ovladavanja renormalizacijom sma-
tralo se da je rije¢ o ad hoc proceduri ¢ija kredibilnost lezi iskljuc¢ivo u Cinjenici da
reproducira fizikalne rezultate. Tek je uvodenjem renormalizacijske grupe renorma-
lizacija dobila status samokonzistentnog mehanizma koji veze fiziku na razli¢itim
skalama. Renormalizacija teoriju odrzava fizikalnom tako da promjenu skale kom-
penzira promjenom parametara teorije. Naizgled tehnicki zahvati otklanjanja be-
skonacnosti u principu postuju nacelo da se u izracunu procesa na nekoj energiji
moraju iskljuciti stupnjevi slobode koji doprinose tek na viSim energijama.
Renormalizacijska grupa primjenjena je na QED, QCD i SM. Divergencije su se tre-
tirale renormaliziranom perturbacijskom teorijom; nakon razdvajanja lagranzijana
na renormalizirani dio i dio sa kontraclanovima te postavljanja renormalizacijskih
uvjeta, divergentni doprinosi tretirali su se dimenzionalnom regularizacijom, u MS-
shemi. Primjenom renormalizirane perturbacijske teorije na QED, QCD i SM pronasle
su se veze izmedu golih i renormaliziranih parametara teorije te Wardovi identiteti
za Abelove i Slavnov-Taylorovi identiteti za Yang-Millsove teorije. Izracunale su se
korekcije na nivou jedne petlje za dijagrame vlastitih energija i vrhova. Sve navedene
teorije su renormalizabilne; bez obzira na slozenost struktura u amplitudama, ispos-
tavilo se da su korekcije bez iznimke proporcionalne svojim strukturama u nultom
redu racuna smetnje. Izracunale su se (-funkcije za ove modele i pronasle ovisnosti
konstanti vezanja o energiji. U standardnom modelu to ukljucuje tri osnovne kons-
tante vezanja, Yukawin i Higgsov sektor.

Ispitala se mogucnost ujedinjenja u standardnom modelu. Evolucijom triju osnov-
nih konstanti vezanja ispostavilo se da ne postoji tocka ujedinjenja, nego trokut na
103 — 107 GeV-a. Postupak je ponovljen za minimalni supersimetri¢ni standardni
model, koji sadrzi to¢ku ujedinjenja na otprilike 10'® GeV-a.

Standardni model, iako matematicki konzistentna i renormalizabilna teorija, spada
u klasu efektivnih teorija polja. Zbog cinjenice da ne ukljuCuje sve opservirane feno-
mene, shvaca se kao niskoenergetski limes neke fundamentalnije teorije, ili drugim
rije¢ima grupa SU(3) ® SU(2) ® U(1) dio je neke vece, natkrivaju¢e grupe. Osim
odgovora na pitanje o kojoj se grupi radi, potrebno je i objasniti mehanizme loma
simetrije koji to¢no reproduciraju standardni model u limesu niskih energija. Kakva
god bila buduca nastojanja, renormalizacijska grupa i dalje ostaje metoda od klju¢ne
vaznosti za testiranje novih modela i ekstenzija na fiziku visokih energija.
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Dodaci

Dodatak A Osnovni alati u racunanju amplituda

A.1 Feynmanova parametrizacija

U racunu amplituda Cesto se pojavljuju viSe potencije propagatora u nazivniku koje
se svode na jednostavnije izraze koje je lako integrirati po pravilu Feynmanove para-
metrizacije [5]

1 ! ! o1+ ... +x, — 1)
=(mn-1 [ .| doi.dz, . Al
a4, -l /0 /0 P AL o oAy @1

A.2 Wickova rotacija

Wickovu rotaciju potrebno je provesti jer podintegralni izraz u prostoru Minkowskog
nema simetriju nulte i ostalih komponenti impulsa. Jedan od nacina je da redefini-
ramo integraciju u euklidskom prostoru uvodeci

? =13, (A.2a)
d*l =idg, (A.2b)

te se granice integracije prebace u interval (—oo, 00).

A.3 Dimengionalna regularizacija

Ideja dimenzionalne regularizacije jest izracunati Feynmanov dijagram kao analiticku
funkciju dimenionalnosti D, gdje ¢e za dovoljno mali D integrali s petljama konver-
girati i vrijedi Wardov identitet [4]. Konacni izrazi moraju biti dobro definirani u
limesu D — 4.

Integrali s neparnim brojem 4-impulsa [ s nepokontrahiranim indeksom u brojniku
iSCezavaju za nazivnike parne u 4-impulsu ako se integrira po simetri¢nim interva-
lima integracije, S$to je svojstvo koje eliminira odredene ¢lanove koji se pojavljuju u
racunima.

Vrijede kontrakcije

guwg" =D, (A.3a)

1
Jdid, = [ dislg, (A.3b)

Za integrale koji proizlaze iz dimenzionalne regularizacije vrijede jednakosti [4]

d°ly, 1 1 T-%)/1\~%
/ @2m)P (I + 2" (4m)=  T(n) (A) ’ (A.4)
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/leE  _ 1 DI(n—-1-%) (l)”‘l‘g (A5)
@2m)P (E+A)"  (4mz2  T(n) A ’
te se ['-funkcija razvija preko [5]
I'(e—n)= (_n1'>n <%+1—|—...—1—% —7) (A.6)
i pomocu
I(e) = L . (A.7)

€
Za izracun beta funkcija u obzir se uzima samo doprinos 1/¢, odnosno pol prvog reda.

Dodatak B Feynmanova pravila

U ovom dodatku popisat ¢emo Feynmanova pravila relevantna za izracun dijagrama
s jednom petljom, Sto ukljucuje propagatore i vrhove. Svi propagatori bazdarnih
bozona dani su u Feynmanovom bazdarenju, primjerice za fotonski propagator

) krEY
iDu(k) = =5 (g + (1= 5-),  €ra =1 ®.8)

Svaka fermionska petlja sadrZi (-). Opcenito ¢emo bozonske (ukljucujuéi duhove) i
fermionske propagatore oznacavati redom s D i S, a vrhove sa V (q, ...). Vanjske linije
vrha numeriramo obrnuto od kazaljke na satu.

B.1 Kvantna elektrodinamika (QED)

Zadani su redom fotonski i fermionski propagator te jedini vrh:

D, = _292“”, (B.9a)
ptm

Se(?) - ]m, (ng)

Veve) = —iey*. (B.9¢)

B.2 Kvantna kromodinamika (QCD)

Propagatori gluona, duha i kvarka zadani su sa

a _ _Zg V ca
D,ug - k_gu d bu (BlOa)
D®(p) = —45, (B.10b)
b
S(p) = p_lm7 (B.10c)
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dok su vrhovi zadani sa

V(ggq) = —igy"T", (B.11a)

V(ege) = gp"f*, (B.11b)

Viggg) =g/ (guw(p2—m), (B.11¢)
+9up(D3 — P2)p + Gou(Pr — P3)v),

V(gggg) = —ig>(f* F*“(Gup9ve — Guodup) (B.11d)

+fabdface (guugpa - guogpu)
+fab6fa0d(g;wgap - gupgzﬂ/)) .

B.3 Standardni model (SM)

U standardnom modelu zanemarujemo mase propagatora. Slijede propagatori za
bazdarne bozone, duhove i Higgsa:

Du(k) = —5— (B.12a)
DWeb(k) = _;;ggw 5, (B.12b)
DGAB (k) = _Zg; 545, (B.120)

Dy (p) = Zi—f (B.12d)

Di5(p) %, (B.12e)

Diy(p) = i‘;‘;ﬁ- (B.12)

Fermionski propagatori redom za kvarkove i leptone dani su sa
Sieb(p) = PL;PR%%B, (B.13a)
S = PR]%PL%, (B.13b)
SQJR(?) = PR;PL5ij§ (B.13¢)
Sy = PL;PR@j(saﬂ, (B.13d)
Sa(p) = PR;PL(;M- (B.13e)

Vrhovi samointerakcija SU(2) i SU(3) bazdarnih bozona glase:

V(?)W) = geabc (g;w(pQ - pl)p + gup(p?» - p2),u + gpu(pl - p3)1/)7 (B.14a)
V(3G) = g5/ (guw(p2 — P1)p + Gup(p3 — P2)u + Gou(p1 — p3)v), (B.14b)
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V(4W) = —ig?

V(4G) = —ig?

(Gabceade (g,upgua' o g,ua'gup>

+e € (GuvGps — GuoTev) (B.15a)
+e N9 90p = GupGor))

( FABC fADE (g 0 g du)

+ PP AP (G 9ps — GuoGov) (B.15b)

+fABEfACD (g;wgcfp - gupgou))‘

Vrhovi bazdarnih bozona s duhovima i fermionima zadani su Feynmanovim pravi-

lima:

V(iewWew) = gpHe®®, (B.16a)
V(egGeg) = gp'g™PC, (B.16b)
V(qBqr) = —igv*PLY,, 0ap0ij, (B.16¢)
V(@eWar) = —igy" PuT 5045, (B.16d)
V(q.Gar) = —igsy" PrT"5056;, (B.16e)
V(arBugr) = —igv*PrYu,0ij, (B.16f)
V(arGug) = —igsy"PrT*5;;, (B.16g)
V(drBdr) = —ig'y"PrYa,0i;, (B.16h)
V(drGdr) = —igsy" PrRT™5;;, (B.161)
V(LBlL) = —ig v Py, 8asdij, (B.16j)
V(W) = —igy" PLT 0, (B.16k)
V(erBer) = —igv*PpYc 0. (B.16D)

Vrhovi Higgsovog bozona s fermionima dani su sa

V<_L¢UR) = —i(Yu)ijPREOé/g, (B17a)
V(qrédr) = —i(Yy)ij Proag, (B.17b)
V(ZL¢QR) = _i(}/e)ijPR(sa,B‘ (B17C)

Za vrhove samointerakcije Higgsovog bozona i interakcije Higgsa s bazdarnim bozo-

nima vrijede pravila:

V(20) = ip?dap, (B.18a)
V(49) = —2iA(0ar085 + 0as08y), (B.18b)
V(¢'Bg) = —ig'Ty(p1 + pa)dags, (B.18¢)
V(¢TW¢) = —ig(p +p2)“T§5, (B.18d)
V(¢'BB¢) = 2ig” Y} 9,005, (B.18¢)
V('WB¢) = 2igg'Ts9,,T5s, (B.180)

78



V(e'WW¢) = 2ig°g,,(TT")as. (B.18g)

Za trovrhove samointerakcije bazdarnih bozona svi su impulsi ulazni. Za vrhove
duhova s bazdarnim bozonima p je impuls izlaznog duha. Za interakcije Higgsa s
bazdarnim bozonima p; je impuls izlaznog Higgsa.

Dodatak C SU(N) algebra

SU(N) generatori opcenito zadovoljavaju komutacijsku relaciju
[T, T° = ifoTe, (C.19)

gdje su f%¢ izabrane da budu realne, antisimetri¢ne strukturne konstante normalizi-
rane prema uvjetu
feedfhed — Cy(G, N)6™. (C.20)

Faktor Cy(G, N) = N je svojstvena vrijednost Casimirove invarijante za regularnu
reprezentaciju. U izrazu

N2 -1

TT* = Cy(f,N) = N

(C.21)

faktor Cy(f, N) je svojstvena vrijednost Casimirove invarijante za fundamentalnu re-
prezentaciju. Za tragove generatora vrijede relacije:

Tr(T%) = 0, (C.22a)
Tr(T°T?) = C(f)5%, (C.22b)
Tr (T, T, T¢) = LC(f) f*, (C.22¢)
Tr([T®, TYT¢) = iC(f) febe. (C.22d)

C(f) je Dykinov indeks za fundamentalnu reprezentaciju i iznosi 1/2. Regularna
reprezentacija dimenzije N2 — 1 je definirana matricama (7%)* = —i fe¢, Strukturne
konstante zadovoljavaju Jacobijev identitet:

fabefcde + facefdbe + fadefbce =0 (C23)

Za SU(2) za generatore, u fundamentalnoj reprezentaciji, biramo tri Paulijeve, a za
SU(3) osam Gell-Mannovih matrica.
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