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Sazetak

Numerickim odredivanjem osnovnog stanja sustava proucavana je kriticnost u 1d
Isingovu modelu s nasumi¢nim poljem i dalekodoseznim interakcijama, $to nam je
omogucilo da preko skaliranja veli¢ina u kona¢nom sustavu odredimo kriti¢ne eks-
ponente. Promatrali smo spojene i odspojene verzije susceptibilnosti i kumulante
magnetizacije i energije. Prikazana je evaluacija rezultata, a metoda je usporedena s

drugim analitickim rezultatima.

Kljucne rijeci: osnovno stanje, Isingov model u nasumi¢nom polju, dalekodosezne

interakcije, skaliranje u kona¢nom sustavu, kriti¢ni eksponenti.



Ground State of a Disordered System
Abstract

We have studied the criticality in 1d long-range random field Ising model by using
numerical ground state determination in a finite system which allows us to extract
critical exponents by finite size scaling. We have studied connected and disconnected
versions of susceptibility and a magnetisation-energy cumulant. The evaluation of

results is presented, as well as comparison with other analytical results.

Keywords: Ground state, random field Ising model, long-range interactions, finite

size scaling, critical exponents.
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1 Uvod

Isingov model s nasumi¢nim poljem (eng. Random Field Ising Model, u daljnjem
tekstu RFIM) na sebe je privukao veliku pozornost u posljednjih cetrdesetak godina
te su o njemu napisani brojni radovi. Prvotno su ga osmislili Imry i Ma u svojem
radu iz 1975. godine [1]. Jedan razlog takve popularnosti jest teorijski izazov za
razumijevanjem problema, a drugi proizlazi iz brojnih eksperimentalnih sustava za
koje je otkriveno da dobro opisuje.

Eksperimentalne su realizacije Isingova modela s nasumi¢nim poljem su anti-
feromagnetski spojevi kao Sto su Mngr52ng.25F, FegsZngsFs ili Fegq75C00.25T10s.
Ponasanje RFIM sustava eksperimentalno je proucavao Birgenau [2] upravo na tim
spojevima. Takoder, uoCeno je ekstremno eksponencijalno kriticno usporavanje, koje
je ocekivano kao rezultat aktivirane dinamike [3] i koje je rezultat vaznosti metas-
tabilnih stanja za RFIM. Jos jedan interesantan primjer jest prijelaz tekucina-plin u
aerogelu [4], koji je spoj na bazi silicija toliko porozan da je samo 2 % njegova volu-
mena krutina, dok je ostatak zrak. Kad se teku¢ina uroni u aerogel, porozna matrica
efektivno se ponasa kao nered s nasumic¢nim poljem za tekuéinu, a fazni prijelaz iz
tekucine u plin istovjetan je kao u RFIM-u.
prijalaza u sustavu. Zbog nereda nametnutog poljem, od samog je pocetka bilo poz-
nato da je fazni prijelaz u RFIM-u druk¢iji od standardnog, kontinuiranog faznog
prijelaza. Takoder, shvaceno je da je fazni prijelaz snazno dominiran neredom, Sto je
dovelo do opisa faznog prijelaza preko fiksne toc¢ke pri 7 = 0. Rezultat takva opisa
jest postojanje tri kriticna eksponenata koji opisuju fazni prijelaz, umjesto standardna
dva, gdje je dodatni eksponent onaj reskaliranja temperature [5], koja je opasno ire-
levantna i vodi do slamanja hyperscaling relacije.

Takoder, primijeceno je da, zato Sto se fazni prijelaz dogada pri 7" = 0, metasta-
bilnost igra vrlo vaznu ulogu u kriti¢cnosti RFIM [6] [7]. To se moze pribliziti preko
faznog prijelaza u RFIM-u koji se dogada u ravnotezi. Budud¢i da je prijelaz opisan
fiksnom tockom u 7' = 0, sve informacije o faznom prijelazu moZemo dobiti iz nje-
gova osnovnog stanja. Osnovno je stanje jedinstveno [8], medutim, postoje brojna
metastabilna stanja u blizini osnovnog stanja. Bududi da je dinamika zakocena pri

T = 0, prostor metastabilnih stanja ne moZze se istrazivati preko evolucije sustava,



ali moze preko promjene homogene komponente magnetskog polja h. Ako zamis-
limo kriticni RFIM sustav, infinitezimalna promjena h natjerat ¢e sustav da skoci u
najblize metastabilno stanje, Sto ¢e uzrokovati ravnoteznu lavinu. Takva ¢e lavina
prijec¢i preko cijelog sustava i bit ¢e opisana dodatnim kriti¢cnim eksponentom koji
opisuje njenu fraktalnost. Ako je pak u RFIM dodana konacna temperatura, me-
tastabilnost se vidi kao ekstremno spora dinamika [3,9] povezana s relaksacijom iz
metastabilnog stanja u osnovno stanje, Sto objasnjava eksperimentalne rezultate koje
je dobio Birgenau [2].

Ovi primjeri naglasavaju koliko je bitno razumijevanje RFIM, kako iz perspektive
napretka teorije tako i u eksperimentalnom smislu. Da bismo unaprijedili razumije-
vanje RFIM-a u kriti¢nosti, odabiremo jednodimenzionalni RFIM s dalekodoseznim
interakcijama. Ovakav modificirani slucaj promatramo zato Sto se sve kompleksne
znacajke faznog prijelaza koje se razviju promjenom dimenzionalnosti sustava mogu
dobiti i u jednodimenzionalnom slucaju, i to promjenom parametra za doseg inte-
rakcija. Takva analogija koriStena je i ranije [10]. Dodatni razlog za proucavanje
jednodimenzionalnog problema jest taj Sto je vrlo pristupacan za numeriku, zbog
¢ega se nas model ¢ini kao idealan kandidat za detaljniju studiju u kojoj se problemu
prilazi s dvije strane. Prva je numericka, gdje se koristi odredivanje osnovnog stanja
sustava da bi se proucavala kriticnost modela koriste¢i metode skaliranja za konacne
sustave [11]. Druga je napredna analiticka, u kojoj se upotrebljavaju metode neper-
turbativne renormalizacijske grupe koje su iznjedrile veliki napredak u polju tijekom
zadnjih godina [12-15]. Ideja u ovakvu dvojakom pristupu jest unaprijediti i nu-
mericke i analiticke metode u svrhu boljeg razumijevanja problema. Ovaj diplomski
rad bazirat ¢e se na numerickom dijelu. Medutim, u svrhu usporedbe rezultata bit ¢e

prikazani i rezultati dobiveni analitikom.

2 Teorija

2.1 Fazni prijelazi

Feromagneti se Cesto koriste kao primjer sustava koji pokazuju fazni prijelaz. Pri
visokim temperaturama feromagnet ¢e biti neureden, odnosno paramagnet, a na ni-

skima ce biti ureden, odnosno feromagnet. Paramagnetska faza javlja se zbog ten-



dencije neuredivanja - postoji ogroman broj neuredenih konfiguracija. Ako je tem-
peratura vrlo visoka i utjecaj smanjivanja energije uredenjem jako mali, ogromna
entropija pobjeduje i sustav je neureden. Feromagnetska faza javlja se zbog tenden-
cije uredivanja — ako je 7' dovoljno niska, — 5 H ima jako velik utjecaj te minimizacija
energije postaje sve vaznija. Ako je prijelaz izmedu ovih dviju situacija ostar, nazi-
vamo ga faznim prijelazom. Fazni je prijelaz kolektivni efekt jer u njemu sudjeluju svi
atomi u sustavu. Neke mjerene veliC¢ine (npr. susceptibilnost) divergiraju, sto se moze
vidjeti na desnom grafu na slici 2.1. Fazni prijelaz ne moze postojati u kona¢nom sus-
tavu — ako je sustav konacan, tada ne postoji matematicka divergencija, nego je vrh
zaokruzen i imamo maksimum (vidljivo na slici 2.2). To je takoder slucaj u eksperi-
mentalnim sustavima, ali tezimo opisu preko idealnog faznog prijelaza koji vrijedi za

beskonacni sustav.
m{H=0) C

3 i

Slika 2.1: Primjer veli¢ina koje ne divergiraju (lijevo) i veli¢ina koje divergiraju
(desno) kod faznog prijelaza. Slika preuzeta s [16]

20 .
Phase transition

15

10 Order Disorder |

Correlation length

Tlow ‘ Tcrit J Thigh
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Slika 2.2: Primjer zaobljenosti vrha kod korelacijske duljine u kona¢nom sustavu.
Slika preuzeta s [17]



2.2 Isingov model

Isingov model jest matematicki model feromagnetizma, a predlozio ga je njemacki
fizicar Wilhelm Lenz. [18] Ime ,Isingov model” dobiva tako $to ga Lenz daje svojem
uceniku Ernstu Isingu na rjesavanje. Ising je jednodimenzionalni problem rijeSio
1924. [19], dok znatno kompliciraniji, dvodimenzionalni, rjesava Lars Onsanger
1944. godine. Radi se o vjerojatno najjednostavnijem modelu interakcija spinova
u materijalu koji je vrlo jednostavno simulirati, a znacajan je upravo po tome Sto
usprkos svojoj jednostavnosti moze prikazati fazni prijelaz iz feromagnetizma u pa-

ramagnetizam. Isingov model matematicki mozemo izraziti Hamiltonijanom

_Zji,jsisj — hZS]‘, (21)
(4,9 J

gdje prva suma ide preko parova susjednih spinova (i, j) (svaki se par broji jednom),
a J; ; njihova je konstanta interakcije. Homogeno magnetsko polje i djeluje na svaki
spin. Vrijednosti spinova na pozicijama i, j su s;; = +1. Minus ispred svake sume
oznacava da je rije¢ o feromagnetskim interakcijama, dok bi plus oznacavao antife-
romagnetske. Dakle, svaki spin interagira s vanjskim magnetskim poljem i sa svojim
najblizim susjedima. Energetski je favorizirana paralelna konfiguracija dvaju susjeda

(—J) nad antiparalelnom (+.J).

NN\N

Slika 2.3: Primjer Isingova modela u d=2. Slika preuzeta s [20]

Mikroskopsko stanje sustava jest konfiguracija svih spinova: {s} = {si,s,...}.

Vjerojatnost konfiguracije dana je preko Boltzmannove raspodjele

e_ﬁH(S)
Pg(s) = 7 (2.2)




gdje je normalizacijska konstanta Z; particijska funkcija, a § inverzna temperatura.

Ona opisuje statisticka svojstva sustava u termodinamickoj ravnotezi.

Zg=> e M) 2.3)
{s}

Slijedi izraz za slobodnu energiju sustava

7z
F = kyTinZs = Z”Tﬁ (2.4)

preko koje se lako izvode termodinamicke varijable poput magnetizacije, susceptibil-

nosti ili toplinskog kapaciteta.

Slika 2.4: Fazni dijagram klasi¢cnog Isingova feromagneta. Slika preuzeta s [16]

Fenomenologija Isinga [21] moZe se opisati heuristicki preko metode srednjeg po-
lja. Izaberemo odredeni spin s, i promatramo utjecaj svih ostalih spinova na njega.
Pretpostavimo da stanje svih ostalih spinova mozemo opisati njihovom srednjom
magnetizacijom (s;) = m, gdje je m ujedno i parametar uredenja. Energija spina

so u srednjem polju tada je

e(sg) = —SO<JZ si+h) (2.5)
(0.0

= —so(zJm+h) = Jsg Y (s; —m) (2.6)

~ —so(zJm+h), 2.7)

gdje je z koordinacijski broj, odnosno broj prvih susjeda. U izrazu (2.6) mozemo

zanemariti drugi ¢lan ako pretpostavimo da su fluktuacije u odnosu na vrijednost m

5



male. Primjenom kanonskog ansambla moZemo raspisati

—BH(s
0 Sy € PH(0) :
eB(sz+h) _ e—,@(sz-‘rh)

= (2.9)

eB(zJm+h) + e—B(zJm+h)
= tanh(S(zJm + h)) = m. (2.10)

=4
¥
I

Slika 2.5: Fazni dijagram za h = 0. Slika preuzeta s [20]

Na taj nacin dobiva se uvjet samokonzistentnosti (so) = m. Izraz (2.10) moZemo
rijeSiti numericki. Proizlazi i uvjet h = 0. Kada bi 4 # 0, ne bismo imali fazni
prijelaz jer bi fazni dijagram magnetizacije u ovisnosti o temperaturi na prijelazu
iz jednog u 3 rjesenja bio zagladen te ne bismo imali diskontinuitet u derivaciji koji
vodi k singularnom ponasanju. Bududi da nas zanima slucaj h = 0, moZemo napraviti

Taylorov razvoj funkcije m = tanh(SzJm).

my = [Jzmg— %(/BJZ)?’mg + ... (2.11)
mo(l —pJz) = —%(ﬁjz)?’mg (2.12)
(1-8Jz) =~ —%(ﬁjz)?’mg. (2.13)

Ako je 5Jz < 1, postoji samo jedno, trivijalno rjeSenje: m = 0, a ako je fJz > 1,
postoje dodatna dva rjeSenja u +my. Preko uvjeta 5.Jz = 1 dobiva se izraz za Curievu

temperaturu.



(1—BJ2)=0 (2.14)

To = %. (2.15)
T\2 /T 3
my ~ +/3 (T_o) (?C — 1) ) (2.16)

A

o

T =T

Slika 2.6: Ovisnost magnetizacije o magnetskom polju h u podruéjima 7' < 7., T =T,
iT > T,.. Slika preuzeta s [20]

Vidi se da parametar uredenja m prilazi nuli kada 7 prilazi 7, asimptotski nestajuci

kao

To _T)Q. (2.17)

Prepoznajemo izraz za magnetizaciju koja slijedi potencijsko pravilo preko ekspo-

nenta (3 (2.27). Ovdje vidimo da kod aproksimacije srednjeg polja dobivamo 5 = 1/2,

Sto se ne slaze s nesto boljim teorijama kao ni stvarnim magnetima. Susceptibilnost

_8m

= o (2.18)

X
na kriti¢noj temperaturi 7 divergira (y o T+Tc), no je li ovaj opis dovoljno dobar?

7



Ako pak susceptibilnost racunamo preko particijske funkcije

= ((ZZSZf; =03 ) = o) (2.19)
te kada bismo srednje polje shvatili doslovno, iz gornjeg izraza (2.19) dobili bismo
nulu. To se ¢ini kao paradoks, medutim, zapravo je posljedica Cinjenice da je te-
orija srednjeg polja samo aproksimacija koja zanemaruje prostorne korelacije. Jedan
korak dalje od teorije srednjeg polja jest Gaussova teorija jer su fluktuacije donekle
uzete u obzir.

Gaussova teorija daje netrivijalne rezultate za kriti¢cne eksponente toplinskog ka-
paciteta («) i korelacijske duljine (v). U teoriji srednjeg polja ovi eksponenti su ne-
definirani jer su prostorne korelacije zanemarene, dok toplinski kapacitet ima skok u
T., kao sto mozemo vidjeti u prvom grafu na slici 2.7, pa je njegov kriti¢ni eksponent

« takoder nedefiniran.

C d>4 C d<4
: j:
| 1
———1 1
""""" :
1 1
S 1
- |
T T T T

Slika 2.7: Prikaz ponaSanja toplinskog kapaciteta u blizini 7, za d > 4 (lijevo) id < 4
(desno). Slika uzeta s [16]

Iz Gaussove teorije proizlazi da je korelacijska duljina £ . 1T -, a toplinski kapa-

citet C' ﬁ, Sto povladi i postojanje njihovih kriticnih eksponenata. Ocjenu o
T-T.| 2

vaznosti fluktuacija i tome vrijedi li za sustav aproksimacija srednjeg polja daje nam

Ginzburgov kriterij. Usporedujemo ponasanje toplinskog kapaciteta u Gaussovoj te-

oriji te u teoriji srednjeg polja C¢ i korekcija 6C

((sjc 1 ¢ 5 . (2.20)

Vidljivo je da ako ¢ — oo i ako je d < 4, Gaussova teorija pokazuje divergenciju
toplinskog kapaciteta u usporedbi sa stepenicom dobivenom iz teorije srednjeg polja.
To znaci da dodavanje prostornih korelacija ¢ini veliku razliku te je indikacija da je

potrebna bolja teorija za objasnjavanje prijelaza u tomu sluc¢aju. UoCavamo i granicu

8



d = 4, koja je takozvana gornja kriticna dimenzija. Iznad gornje kriticne dimenzije
Gaussova teorija dobro opisuje fazni prijelaz. Upravo su za razumijevanje faznog

prijelaza ispod gornje kriticne dimenzije razvijene metode renormalizacijske grupe.

2.3 Isingov model s nasumiénim poljem

Razmotrimo sada druk¢iji model od ¢istog Isingova modela

H = _Zjijsisj +h0282‘ + Zhisi, (221)

(4,9 i
gdje su prva dva clana jednaka kao u ¢istom Isingovu modelu. Velic¢ina h( izvan sume
oznacCava homogenost nametnutog polja, dok je posljednji faktor onaj s nametnutim
neredom. Nasumic¢na polja h; zadana su iz Gaussove raspodjele oko nule. Gaussova

raspodjela dana je izrazom 2.22 te je prikazana na slici 2.8.

P(h) = ¢ 7o (2.22)

Gaussian or
"normal"
distribution

fo(x)

00135 3413 |.3413 ' 1359
& ! I 1 e

‘-3lcr -2|0 -Icr 0 a 20 3o
X

Slika 2.8: Gaussova raspodjela. Slika preuzeta s [22]

Ukupno 68 % cjelokupne povrsine u Gaussovoj raspodjeli nalazi se izmedu —A i
Ay. Za svaki spin na resetki zasebno se izvlaci h; te na svaki ¢vor dodajemo ¢lan s;h;.
Iako se ¢ini samo kao modifikacija Cistog Isingova modela, fizikalna svojstva Isinga
u nasumic¢nom polju (eng. Random Field Ising Model) znacajno su druk¢ija od Cistog
Isinga. Intuitivan je osjecaj da ¢e izvana nametnuti nered (nasumi¢no polje h;) kociti

spinove, zbog Cega se faze i fazni prijelazi uvelike mijenjaju.



2.4 Isingov model s nasumicnim poljem i dalekodoseznim interak-
cijama

Isingov model mozemo modificirati tako da uvedemo interakcije dugog dosega.
Kao sto je spomenuto i u uvodu, sve kompleksne znacajke faznog prijelaza koje se
razviju promjenom dimenzionalnosti sustava mogu se dobiti i promjenom parametra
za doseg interakcija. Ono Sto nam je ovdje uistinu prakticno jest da ovakav mo-
del mozemo primijeniti na sustav d = 1, koji je zbog svoje dimenzionalnosti vrlo
pristupacan za numericki racun. Jednodimenzionalni Cisti Isingov model s kratko-
doseznim interakcijama prvih susjeda inace nema fazni prijelaz (donja kriti¢na di-
menzija takva modela upravo je d = 1), medutim, Isingov model s dalekodoseznim
interakcijama dopusta nam promatranje faznog prijelaza u d = 1. Proucavamo Isin-
gov model u nasumi¢nom polju (RFIM) s dugodoseznim feromagnetskim interakci-
jama koje opadaju po potencijskom zakonu. Model je opisan sa sljede¢im hamiltoni-

janom:

H==) Jysisj— Y _(hi+h)s, (2.23)
(i.0) i

gdje su spinovi s; = 4+ smjesSteni na ¢vorove reSetke s feromagnetskom parnom inte-

rakcijom koja na velikim udaljenostima opada s

Jij X ’Iz - J/’j|_(d+g). (224)

Eksponent ¢ > 0 zajedno s dimenzionalnos¢u d (u nasem slucaju d = 1) karakte-
rizira potencijsko ponasanje (eng. power law) interakcije. Veli¢cinom h oznaceno je
homogeno polje, dok je nered uveden preko nasumicnih polja /;. Ona su nezavisno
zadana preko Gaussove raspodjele Sirine A, oko nule (2.22).

Za 0 < og = 1/3 kriticno ponasanje odredeno je Gaussovom fiksnom tockom, a
kriti¢ni eksponenti su eksponenti srednjeg polja u prisustvu dalekodoseznih interak-
cija. Vrijednost o5 povezana je s gornjom kriticnom dimenzijom. S druge strane,
fazni prijelaz prestaje postojati za 0 > oy = 1/2, gdje je o), povezana s donjom
kriticnom dimenzijom. Stoga nam je zanimljiv interval 1/3 < ¢ < 1/2. MoZe na
prvi pogled zvucati zbunjujuce povezivati nizu vrijednost parametra o s gornjom

kriticnom dimenzijom, a visu s donjom, ali vrlo lako se vidi da to ima smisla. Naime,
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$to je vrijednost o veca, potencijski zakon r~(?+?) opada brZe. BrZze opadanje poten-
cijskog zakona znaci da neki spin interagira s manjim brojem spinova na resetci. U
efektivnom modelu u kojemu reproduciramo efekte dimenzionalnosti dosegom in-
terakcija, interakcije s manjim brojem spinova karakteriziraju sustav nize efektivne
dimenzionalnosti. Obrat vrijedi takoder za smanjivanje parametra o, Sto odgovara
sustavu viSe efektivne dimenzije.

U ovom diplomskom radu upravo promatramo netrivijalan raspon parametra o
(izmedu gornje i donje kriticne dimenzije) i u njemu definiramo pet vrijednosti pri

kojima izvodimo racun.

2.5 Kriti¢ni eksponenti

Da znamo izraCunati particijsku funkciju modela pri faznom prijelazu, utvrdili
bismo da sve bitne obzervable prikazuju potencijsko ponasanje kao posljedicu pros-
torne skale koja divergira. Potencijsko ponasanje odreduju kriti¢ni eksponenti. To su
brojevi po kojima se vidi univerzalnost faznih prijelaza. Za vrlo Siroke klase faznih
prijelaza u eksperimentalnim sustavima kriti¢ni eksponenti su identi¢ni. Nize su na-

vedene definicije kriticnih eksponenata v, 3,~, a i § te veli¢ine s kojima su povezani:

a) korelacijska duljina

§oc ||, (2.25)

gdje je T jednak reduciranoj temperaturi

T—-Tc
SR —— 2.2
T T (2.26)
b) magnetizacija
m(r,h =0) x (=7)%,7 <0, (2.27)
c) susceptibilnost
X(1,h =0) o |7|77, (2.28)

d) toplinski kapacitet

11



c(t,h =0) o |7|7%, (2.29)

e) kriti¢na izoterma

=

m(r = 0,h) x (h)ssign(h). (2.30)

Isingov model u Gaussovoj aproksimaciji daje kriticne eksponente 8 =1/2,y =1
i v = 1/2. Kriticni eksponenti ovise i o vrlo malom broju globalnih parametara
te ne ovise o mikroskopskim karakteristikama sustava. Ovise o veli¢cinama kao Sto
su: simetrije parametra reda i modela (priroda stupnjeva slobode), dimenzionalnost

sustava, doseg interakcije, nered u sustavu i vrsta nereda.

2.6 Teorija skaliranja za standardni kontinuirani fazni prijelaz

Prethodno smo vidjeli da je singularno ponasanje u blizini kriticne tocke karakte-
rizirano skupom kriti¢nih eksponenata («, (,~...). Takvi potencijski zakoni termodi-
namickih varijabli mogu se fenomenoloski opisati teorijom skaliranja. Budu¢i da su
razne termodinamicke veli¢ine povezane, ti eksponenti ne mogu biti kompletno neo-
visni jedan o drugome. Teorija skaliranja daje nam uvid kako mozemo otkriti relacije
koje povezuju kriticne eksponente.

Razlikujemo funkcije karakteristi¢cne za mikrostanja i makrostanja [16, 23, 24].
Kod mikrostanja govorimo o Hamiltonijanu koji sadrzi funkcije polozaja i brzine
ili spinova svake od Cestica, dok funkcijama makrostanja smatramo one termodi-
namicke: tlak, volumen, temperaturu, unutarnju energiju itd. Takve ¢emo razlicite
velicine dovesti u vezu preko particijske funkcije koja daje sumu doprinosa svakog

od mikrostanja:

7 = Z e PH(1), (2.31)
I

Particijska funkcija nam je ovdje korisna zato Sto ¢e nam dati izraz za Helmholt-

zovu slobodnu energiju:
F=—kgThZ. (2.32)
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2.6.1 Homogenost slobodne energije

Slobodna energija sastoji se od analitickog dijela (nebitan za prijelaz) i singular-

nog dijela (bitan za prijelaz). To mozemo zapisati kao

LAf (1,h) = Lf, (1,h) + Lf, (1, h), (2.33)

dok nam je dalje bitan samo singularni dio, a analiticki ¢emo zanemariti. Hipoteza
homogenosti kaze da se pri promjeni skale sustava za faktor b singularni dio slobodne

energije transformira kao

fo (T, h) = b4 f, (0¥ 7,6 h) (2.34)

gdje je b faktor reskaliranja, a y, i y, kriti¢ni eksponenti reducirane temperature i
magnetskog polja. Takoder, eksponent y, jednak je 1, gdje je v kriti¢ni eksponent
korelacijske duljine (2.25).

Posljedice homogenosti [16] su:

a) Singularni dijelovi svih kriti¢nih veli¢ina, f;(7, h) su homogeni, s istim ekspo-

nentima ispod i iznad prijelaza.

b) Zbog povezanosti preko termodinamickih derivacija, isti eksponent (v) pojav-

ljuje se u svim navedenim veli¢inama.

c) Svi kriticni eksponenti mogu se izvesti iz dvaju nezavisnih (za standardni fazni

prijelaz).

2.6.2 Relevantne i irelevantne varijable skaliranja

U relaciji 2.34 uklju¢ene su samo dvije varijable skaliranja 7 i h. To je zato
Sto su one relevantne varijable skaliranja, tj. njihovo je ponasanje opisano pozitiv-
nim kriti¢nim eksponentima. Sto to znaéi, mozemo vidjeti iz jednostavnog primjera
ponasanja homogenog magnetskog polja h. Uzmimo da je h; > 0 te napravimo tran-
sformaciju reskaliranja (odzumiranja). Kada nam se b mijenja, primjerice od 1 do 2,
vrijednost h, reskalirat ¢e se kao u relaciji 2.36, pri cemu vidimo da je h, iznosom

veci od h;:
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b=1 , h; >0 (2.35)
b=2 . hy— 2h, (2.36)

Ostale su termodinamicke varijable osim 7 i h irelevantne, tj. karakterizirane eks-
ponentima y; < 0 te nisu bitne za opis kriti¢nog pona$anja. Sto to znadi, mozemo
ilustrirati primjerom. Ukljucujudi sve varijable skaliranja, relacija homogenosti gla-

sila bi

£, B) = b4f, (BT, BB, B, DY, L) (2.38)

Suprotno od primjera koji smo pokazali s relevantnim varijablama skaliranja, ar-
gumenti koji ukljuCuju irelevantne varijable skaliranja bivat ¢e sve manjima opera-
cijama reskaliranja. Stoga, ako je ovisnost o njima analiticka, funkciju homogenosti
mozemo razviti po njima. Na primjer, irelevantne ¢e varijable za magnetizaciju dati

korekcije koje idu u 0 kako reducirana temperatura ide u nulu: 7 — 0.

yp—d
m ~ T_}yi‘rfs (const.,0,£" uy, ...) (2.39)
h=0
~ (a+b l E ) (2.40)
T YTt

U posebnim slucajevima mozemo imati eksponent korekcije skaliranja y; =~ 0. Va-
rijabla skaliranja pridruzena takvom eksponentu zove se marginalna. Marginalnost
uzrokuje logaritamska ponasanja u ovisnosti o parametru reskaliranja.

2.6.3 Kako homogeni oblik daje potencijska ponasanja?

a) magnetizacija

_ of yn—d £(01) (pyr - pyn
m—%hzo ~ b £ (0T, b9 h) - (2.41)

~ bl 0D (purr 0). (2.42)
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Ovdje ¢emo pretpostaviti da smo sustav reskalirali za veli¢inu korelacijske du-
ljine b = ¢£. Takoder, mozemo iskoristiti prethodno iskazanu relaciju za korela-

cijsku duljinu (2.25). Slijedi

m =1~ W= 01 (const. 0), (2.43)

s

(2.44)

iz Cega proizlazi relacija

d—
8= ; L. (d — yn)v, (2.45)

gdje je 5 kriticni eksponent magnetizacije.

b) susceptibilnost

Isto ponavljamo i za susceptibilnost y, samo $to po definiciji ovdje trebamo

uzeti drugu derivaciju po h.

an 2yp—d
— — — (02) Yr Yh
X~ on2 o b S (BT Bh) h=0" (246)
Qyp—d)
= - 1199 (const.,0). (2.47)
Dobivamo relaciju za eksponent ~:
2y — d
c) toplinski kapacitet
2
€= gT]; h=0 - bzyT_dfs(02) (byTT, 0) ) (2.49)
—Zur=d . (90)
= 7 v [ (const.,0), (2.50)

preko Cega se dobiva relacija za kriti¢ni eksponent a:
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a=2——=2—dv. (2.51)
Yr
d) kriti¢na izoterma
of
=2 =00 bnp) 2.52
[T 10, ) ( )

Da bi se izgubila ovisnost b¥»h, potrebno je namjestiti da taj izraz bude kons-

tanta, stoga uvodimo da je

1

boch™m, (2.53)

Sto daje

d—y
m = h#fs(m) (0, const.) . (2.54)

Konacno, prema izrazu (2.30) dobivamo relaciju za kriti¢ni eksponent o

5= (2.55)

2.6.4 Relacije izmedu eksponenata

Sve kriticne eksponente moze se izraziti preko kriti¢cnih eksponenata reducirane
temperature y, i magnetskog polja y,. 1z toga dobivamo zanimljive relacije izmedu

eksponenata.

a) Rushbrookeov identitet

a+2B8+vy=2 (2.56)

b) Widomov identitet

—5—-1 (2.57)

w2

c) Josephsonov identitet
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Identitet koji je poznat i kao ,hyperscaling” relacija, iako naziv opcenito obu-

hvaca i sve relacije koje ukljucuju dimenziju prostora d:

vd=2—« (2.58)

d)
a+p(1+46)=2 (2.59)

2.6.5 Skaliranje u kona¢nom sustavu

Fazni prijelaz nije mogu¢ kada je sustav konacan, a teorija skaliranja nam moze
dati i predodzbu zasto. Iako fazni prijelaz nije moguc¢ u kona¢nom sustavu, svejedno
proucavanjem konacnog sustava mozemo izracunati kriticne eksponente [25], a to
je ono Sto ¢emo mi raditi u ovomu diplomskom radu. Konacni sustav razlikuje se od
beskonac¢nog po tome sto vrijednost £ ne moze biti beskonac¢na. Kada upotrebljavamo
homogenost, ne mozemo reskalirati u { — oo, nego samo do £ — L, gdje nam je L

veli¢ina reSetke. Sto to znaci za obzervable?

a) Magnetizacija

b=L = m=L» 2O (L7 0) (2.60)
L=ococ = mux(—7)%(r<0) (2.61)

a) Susceptibilnost
x = L1 f02 (Lv7,0) (2.62)

Vrh postaje sve ostriji i ide u pravu divergenciju kako I — oo. Vrijednost 7 za
vrh mijenja se s A7 « L~¥. Lokacija vrha je kada £ = L, a to se dogodi za

drukdije vrijednosti 7 ako su veli¢ine sustava razliCite!

2.7 Teorija skaliranja za RFIM

Relacija homogenosti za RFIM je sljedeca:
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f(8,h) =b"1=Of (b¥75,bu"P) (2.63)

gdje dodatni eksponent O ulazi u reskaliranje singularnog dijela slobodne energije.
Singularni dio slobodne energije ne ovisi eksplicitno o temperaturi (7), ve¢ je ulogu

temperature preuzeo nered pa u relacije skaliranja ulazi varijabla §

0 =247y — A.. (2.64)

Kriti¢ni eksponent v kao i ranije opisuje divergenciju korelacijske duljine, koja je u

slucaju RFIM inducirana promjenom parametra snage nereda §.

§=16]"" (2.65)

S pomocu standardne hipoteze homogenosti za kontinuirani fazni prijelaz dobi-
veni su izrazi 2.45, 2.48, 2.51 i 2.55. Relacije za skaliranje u RFIM-u mozemo dobiti
direktno zamjenom d s d — 6. Vecina relacija medu eksponentima ostaje ista kao i kod
obic¢nog Isingova modela (kada se eliminiraju v, i y,), zato Sto d u relacije ne ulazi
eksplicitno. Na snazi, primjerice, ostaju relacije 2.56 i 2.57, dok je jedina relacija

koja se mijenja hyperscaling relacija, i to jer sadrzi eksplicitnu ovisnost o d.

dv=2—a— (d-—0lr=2—« (2.66)

2.7.1 Usporedba ¢istog Isinga i RFIM-a

Oba modela pokazuju prijelaz izmedu paramagnetske (podrucje b na faznom di-
jagramu) i feromagnetske faze (podrucje a na faznom dijagramu). Gaussova teorija
kod ¢istog Isinga vrijedi za d > 4, dok u RFIM-u fluktuacije gube znacaj tek za d > 6.
Fazni prijelaz za Cisti Isingov model postoji sve do d = 1, dok za RFIM nestaje u
d = 2 [1]. Na slici 2.9 prikazani su fazni dijagrami za ta dva modela.

Strelice pokazuju smjer toka renormalizacijske grupe. Heuristicki to mozemo
objasniti tako da zamislimo da mijenjamo sustav na nacin da ,,odzumiramo” mikro-
skop i tada gledamo efektivhu promjenu parametara sustava (7' i Ay). To znaci da
uvecani, odzumirani sustav ima karakteristike kakve bi imao neodzumirani sustav da

ima tu temperaturu (ili jakost nereda A).
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Slika 2.9: Fazni dijagram za obic¢ni Ising (lijevo) i za RFIM (desno). Slike uzete
iz [20,26]

Fiksne tocke odreduju tokove u faznom dijagramu. Oznaka C predstavlja kriticnu
tocku koja odreduje prijelaz u cistom Isingovu sustavu. Oznaka Crpyy predstavlja
kriti¢nu tocku koja odreduje prijelaz u RFIM sustavu. S B, oznacena je kriti¢na tocka
koja karakterizira feromagnetsku fazu pri 7" = 0, dok je s B; oznacena tocka koja
karakterizira paramagnetsku fazu.

Kriticne toCke karakteriziraju kriticni eksponenti. ToCka Crpry, karaktierizirana
je s tri kriti¢na eksponenta koji su bitni za opis prijelaza (a samo dva su relevantna u
smislu klasifikacije kriticnih eksponenata). Kriticnu tocku C' karakteriziraju samo dva
kriticna eksponenta, v, i v, i oba su relevantna. Za fiksne tocke koje odreduju fero-
magnetsku fazu (B,) i paramagnetsku fazu (B;) svi su kriti¢ni eksponenti irelevantni
te su fiksne tocke beskonacno privlacne.

Fazni prijelaz u RFIM-u opisuje fiksna tocka koja se nalazi pri 7' = 0. To sa sobom
nosi dalekosezne posljedice za ponasanje sustava. MozZe se re¢i da je fazni prijelaz
dominiran neredom. To¢nije, fluktuacije koje izaziva promjena konfiguracije nereda
daleko su znacajnije od bilo kakvih fluktuacija u termodinami¢ckom ansamblu. Kore-
lacijska duljina ¢ divergira u netrivijalnim kriti¢cnim toc¢kama C' i Cgpyy, a kona¢na
je u fiksnim to¢kama By i B;.

Iako nemamo eksplicitnu ovisnost o temperaturi, ona svejedno igra vaznu ulogu
za RFIM. Smjer priblizavanja Crr;); upravo je smjer 7, stoga prilikom reskaliranja
na kona¢noj temperaturi 7 — b~%r. Eksponent irelevantnosti temperature jest eks-
ponent 6, isti eksponent koji ulazi u reskaliranje slobodne energije. Stoga, iako je
temperatura irelevantna varijabla skaliranja, njezin eksponent eksplicitno ulazi u re-

lacije skaliranja. Upravo zbog toga kazemo da je temperatura opasno irelevantna.
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Eksponenti y, i y, drukciji su za Crpry nego za C. Prijelazi su razliciti i u

razli¢itim klasama univerzalnosti.

2.8 Skaliranje veli¢ina koje promatramo
2.8.1 Velic¢ine i odnosi medu eksponentima

Postoje dvije vrste korelacijskih funkcija koje opisuju kriti¢ne korelacije u RFIM-u.
Postojanje takvih dvaju razlicitih korelacijskih funkcija direktan je rezultat ¢injenice
da je kriticnost sustava odredena fiksnom to¢kom pri 7' = 0. Za svaku funkciju postoji
drugi kriti¢ni eksponent koji odreduje potencijski zakon. Jednu funkciju nazivamo
spojenom (eng. connected), dok drugu nazivamo odspojenom (eng. disconnected). 1z
engleskih naziva uzimamo i indekse za potonje izraze.

Spojena korelacijska funkcija slicna je standardnoj korelacijskoj funkciji

GC (T12) = <UT10T2> - <UT1><UT2>7 (2.67)

gdje A oznadava prosjek od veli¢ine A po svim konfiguracijama nereda, dok je (A)
prosjek od veli¢ine A po termodinamickom ansamblu. Odaberemo dvije tocke u sus-
tavu koje su razmaknute za rj5 = 1 — r3 i pomnozimo vrijednosti spinova u njima.
Zatim usrednjujemo tu vrijednost koju dobijemo po Sto viSe konfiguracija nereda
(vrijednosti h; na svim ¢vorovima reSetke koje su izabrane nasumi¢no). Zatim se
izracunaju vrijednosti spina u dvije odredene tocke, 77 i 73, te se vrijednosti takoder
usrednjuju po Sto vise konfiguracija nereda i dobiveni se izrazi mnoze.

Odspojena korelacijska funkcija posebna je korelacijska funkcija koja nije defini-
rana u Cistom sustavu. Karakterizira fluktuacije inducirane promjenom konfiguracije
nereda u sustavu i ona je opisana s druk¢ijim eksponentom od onog koji se pojavljuje

kod spojene.

G (r12) = (00, )(0ry) (2.68)

Kao $to mozemo vidjeti iz izraza u nastavku, ponasanje ovih dvaju korelacijskih

funkcija odredeno je eksponentima 7 i 7.
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Ge(r) =~ = (2.69)
_y,|
e
Ga(r) = P (2.70)
Korelacijska duljina pri tome divergira s eksponentom v.
£ ox |A—A]T". (2.71)

Trebamo definirati nekoliko velicina koje ¢e nam omoguditi da odredimo ova tri
kriticna eksponenta.
2.8.2 Kriti¢ni eksponenti v i 7

Spojena susceptibilnost y. izvedena je preko spojene korelacijske funkcije G, tako
sto smo korelacijsku funkciju integrirali preko cijelog uzorka x. = [ G.(r). Divergen-
cija spojene susceptibilnosti dana je preko kriticnog eksponenta ~:

Xe X |A — A7 (2.72)

Integrirajudi funkciju (2.69) i namjestajuci korelacijsku duljinu na velic¢inu cijelog
sustava dobiva se donja relacija koja pokazuje odnos kriticnih eksponenata ~ i 7:

Preko argumenata renormalizacijske grupe moze se pokazati da je za jednodimen-
zionalni dalekodosezni RFIM, eksponent 2 — 7, a s njime i /v posebno ogranicen

dalekodoseznim interakcijama, Sto daje

2—-n=o. (2.74)

Da bismo u numerickoj simulaciji pristupili eksponentu v, promatramo spojenu sus-

ceptibilnost koja se numericki moze dobiti preko relacije

9
Xe = a_zlhzo‘ (2.75)
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Da bismo izracunali susceptibilnost, trebamo osnovna stanja ne samo za vanjsko ho-
mogeno polje h = 0, ve¢ i za odredeni broj vrijednosti polja u samoj blizini h = 0. Iz
njih zatim numericki racunamo derivaciju u polju h = 0.

Spojena susceptibilnost u beskona¢nom sustavu divergira u kriticnoj tocci. To
je jedan od razloga zasto je toliko interesantna u numerici. Ako u obzir uzmemo
konacan sustav, korelacijska duljina ne mozZe biti veca od L, stoga spojena suscepti-
bilnost ne moze divergirati. Umjesto toga otkrivamo da u kona¢nom sustavu suscep-

tibilnost moze biti najvise reda

Xe o< L. (2.76)

Spojena susceptibilnost ima vrlo naglasen vrh (eng. peak), ¢ak i u konac¢nim
sustavima, oko kriti¢ne vrijednosti nereda A (L). Bududi da je I pozitivan broj, vrh
postaje vrlo ostar kako povecavamo veli¢inu sustava L u vrijednosti nereda A.(L),
Sto se ekstrapolira kao kriticna jakost nereda u limesu L. — co. Prema tome, lokacije

vrhova kod funkcije susceptibilnosti daju procjenu o kriti¢noj jakosti nereda kao

Ad(L) =Ac+al™" 4., (2.77)

2.8.3 Kriti¢ni eksponenti 7 i 7
Kako bismo numericki pristupili eksponentu 7, moramo prouciti odspojenu sus-
ceptibilnost
Xd = L'm?. (2.78)

Divergencija ove veli¢ine opisana je s kriti¢cnim eksponentom +

Xa X |A—A77. (2.79)

Odspojena susceptibilnost jest integral odspojene korelacijske funkcije po cijelom
prostoru, gdje je odspojena korelacijska funkcija dana preko izraza (2.70). Sli¢no kao
kod spojene susceptibilnosti, integracijom dobivamo sljede¢i izraz za vezu izmedu

eksponenata 7 i 7.
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R ==

—4—7 (2.80)

Takoder, slicno kao kod spojene susceptibilnosti dobivamo skaliranje

xa(A, H) = Ly (LYY (A — A,), L H). (2.81)

Medutim, odspojena susceptibilnost iz izraza (2.78) nema ekstrem (maksimum), ve¢
je monotona. Stoga, kako bismo dobili eksponent skaliranja, moramo se posluziti jed-
nom od sljedec¢ih tehnika. Potrebno je ili napraviti kolaps podataka za x, za razlicite
L ili odabrati neku vrijednost nereda za svaki L te pokusati ekstrapolirati skaliranje
xq (primjerice, pogledati x4 na pozicijama gdje se nalaze maksimumi y.).
Eksponent 7/ moze se dobiti preko skaliranja magnetizacije, koju dobivamo tako
da napravimo kolaps podataka razli¢itih L na istu krivulju. Skaliranje magnetizacije

mozZze se opisati kao

m = Lem(LY (A — A,), LV H). (2.82)

Iz definicije (2.78) lako se ocita odnos izmedu 7 i 3:

=d— QE. (2.83)
v

R =2

Mozemo definirati joS jednu veli¢inu:

Xaz = LY(m? —m?). (2.84)

U kriticnom beskona¢nom sustavu, veli¢ina x,» potpuno je ekvivalentna y, (jer je
srednja magnetizacija jednaka nuli), ali to nije slu¢aj u kona¢nom sustavu. Medutim,
Xa,2 skalira se identi¢no kao y,. Veli¢ina x4, ima a priori prednost u numerickim
racunima pred x4 zato Sto ima vrlo naglasen vrh oko odredene vrijednosti nereda,
ovisno o veli¢ini sustava - A ;(L) $to, kako ¢emo vidjeti, olaksava odredivanje kriti¢nih

eksponenata.
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2.8.4 Veli¢ine dobivene iz susceptibilnosti

Susceptibilnosti se mogu kombinirati na posebne nacine kako bi se dobili ekspo-
nenti koji su direktno izracunati u renormalizacijskoj grupi. Jedna takva veliCina jest
drugi kumulant nereda A,. U normalnom bi se slucaju skaliranje prikazalo preko
grani¢nog valnog vektora k, medutim, moZemo uzeti k¥ « 1/L i formulirati reskali-
ranje te veli¢ine kao A, oc L*~7. Veli¢ina koja je proporcionalna A, konstruira se

kao

A o Ay o L2177, (2.85)

(&
Kako bi se direktno pristupilo eksponentu irelevantnosti temperature ©, trebamo

razmotriti veli¢inu

Xd
Xe

x L°. (2.86)

Iz te relacije lako se dobiva jos jedna relacija medu eksponentima

©=2+n—71. (2.87)

2.8.5 Kriti¢ni eksponent v

Za nalazenje kriticnog eksponenta v vrlo je korisna veli¢ina Binderov kumulant

[27] definiran kao

gs = =(3— :2) (2.88)

Veli¢ina je izrazito korisna jer se ne skalira:

ga(A H) = gy(LY"(A = A,), L H). (2.89)

Zato mozemo pronaci tocke krizanja g,(A) za razlicite vrijednosti L te ih iskoristiti
za odredivanje eksponenta v po uzoru na sli¢nu relaciju (2.77).

Dodatno, bila nam je potrebna veli¢ina koja ¢e nam dati eksponent na sli¢an
nacin kao Sto susceptibilnost daje kriti¢ni eksponent +v/v. Ako uzmemo maksimum
susceptibilnosti y., mozemo lako vidjeti da se oni skaliraju kao a - Lv. Inace, postoje

korekcije skaliranja da bi se izraz mogao modificirati kao a - L> 4+ bLv~“ + - - -, dakle
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s jo$ jednim ili viSe ¢lanova. Bududi da je /v pozitivna veli¢ina, uzimanjem mak-
simuma Y. odredujemo vrijednost koja je velika i izrazito neosjetljiva na numericke
pogreske. Uzimajudi prijelazne tocke Binderovih kumulanata (ili neCega sli¢nog),
odredujemo vrijednost tipa (2.77). To u teoriji nije problem ako imamo dobre po-
datke. Medutim, ako u obzir uzmemo cinjenicu da smo ograniceni na, primjerice,
broj konfiguracija nereda i ostale numericke parametre, moglo bi biti nepouzdano
ovako odredivati kriti¢ni eksponent v.

Zato bismo trebali razmotriti sljede¢u vrijednost [28]:

Oe
c;me — K7 |h=0 - 2.90
U, ah =0 (2.90)
Preko razmatranja skaliranja mozemo pokazati da
Usme = Lot (LYY (A — A,), L D). (2.91)

Lako mozemo provjeriti ponasa li se ova veli¢ina sli¢no kao susceptibilnost jer poka-
zuje istaknuti vrh (maksimum) koji se povecava s L. Indeks ¢ oznacava da se radi o
spojenoj velicini (kao i kod susceptibilnosti). Isto tako mozemo definirati i odspojeni

ekvivalent navedene veli¢ine:

m-e—m-e

Ugme = L* — (2.92)
m
Iz pretpostavki skaliranja, za razliku od spojene verzije, slijedi da je
Ud,me == L%Jr@dd(Ll/V(A - AC)? Lth>‘ (293)

Takvo skaliranje nije iznenedujuce jer isto dobivamo usporedbom skaliranja odspo-

jene i spojene susceptibilnosti:

[xal = L°[xc)- (2.94)
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3 Rezultati

Proucavamo kriti¢no ponasanje za 0 = 0, 35,0, 375,0,4,0,42510,45. Za svaki taj o
odabrane su veli¢ine sustava od L = 2", gdje n ide od 7 do 14, $to odgovara rasponu
od L, = 128 do L., = 16384. Za svaki o i L preko odredivanja osnovnog stanja
izraCunate su obzervable sustava kao $to su magnetizacija i energija. Sve je to radeno

u rasponu jakosti nereda A.

3.1 Numericki detalji racuna

Polazimo od koda dobivenog od prof. Alexandera Hartmanna, koji upotrebljava
JPush-and-relabel” algoritam da bi pronasao osnovno stanje konac¢nog jednodimen-
zionalnog RFIM sustava s dalekodoseznim interakcijama. Program je koristen u
clanku [11], no u ovom je slucaju modificiran da racuna razne veli¢ine navedene
u prethodnim poglavljima. Razmatramo sustav s periodickim rubnim uvjetima, Sto
je u jednodimenzionalnom slucaju prsten (prikazano na slici 3.1). Umjesto da medu
spinovima zadrzimo to¢ne interakcije koje se ponasaju po potencijskom zakonu, na-
mjesStamo ih da se njihov prosjek ponasa po potencijskom zakonu. Taj potez znacajno
pojednostavljuje interakcije jer bi zadrzavanje to¢nog oblika potencijskog zakona
znacilo da svaki spin interagira sa svakim drugim za veliki raspon veli¢ina reSetki.

Efektivni Hamiltonijan tada je

H = —JZEZ'JSZ'SJ' - Z(hl + h)Sl (31)

1<J %

Slika 3.1: Sustav s periodickim rubnim uvjetima za d = 1 jest prsten. Slika uzeta
iz [11]
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L | oh |

128 | 0,012
256 | 0,01

512 | 0,007
1024 | 0,005
2048 | 0,005
4096 | 0,003
8192 | 0,002
16384 | 0,0015

Tablica 3.1: Prikaz vrijednosti 0h za svaku veli¢inu resetke L.

Koeficijenti ¢; ; ¢ine matricu razrjedenja (eng. dilution) i imaju vrijednost 1 ako
postoji interakcija izmedu dva spina te vrijednost 0 ako ona ne postoji. Interakcija

medu spinovima zadana je s vjerojatnosc¢u

pz',j XX 1/6@7}_0, (32)
gdje su d, ; jednaki:
L o
d;; = ;SZTL(’/T‘Z —jl/L). (3.3)

Kako bi se izbjeglo da je p; ; > 1, primjenjujemo granicu za kratke udaljenosti, pa je

stoga

__A
al=e

Dij = 1—e % . (34)

Konstanta A racuna se numericki tako da se fiksira broj dalekodoseznih interakcija

po ¢voru:

L-2
2= piLe (3.5)
=2

U nasSem je racunu vrijednost z bila fiksirana na vrijednost 6.

Kako bismo izracunali veli¢ine kao S$to su spojena susceptibilnost i spojeni kumu-
lant magnetizacije i energije, morali smo odrediti osnovno stanje za nekoliko vrijed-
nosti h koje su razlic¢ite od nule, a ne samo za homogeno polje » = 0. Racunali smo
u Cetiri tocke hy = 0, hy = dh, hy = 26h i hy = 36h, gdje je dh variran ovisno o veliCini

sustava, kao Sto je prikazano u tablici (3.1).
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Vrijednosti §h smanjili smo s povecanjem L zato $to je bilo potrebno zadrzati
slicnu preciznost za razlicite vrijednosti L pri numerickom ra¢unu derivacije. Funk-
cionalna ovisnost fizikalnih veli¢ina kao sto su m i e postaje vrlo strma oko prijelaza
u ovisnosti o L. Jednom kada smo izracunali osnovna stanja i odredili vrijednost f
za dani h;, prva derivacija u hy = 0 odredena je jednostranom formulom konacnih

razlika [29] kroz 4 tocke.

—11/(ho) + 18f(h1) — 95 (ha) + 2 (hs)

o . (3.6)

f'(ho) =

3.2 Obrada rezultata

Nakon $to smo dobili rezultate s izracunatim osnovnim stanjima (oko 26 GB poda-
taka), bilo je potrebno izratunati ranije spomenute veli¢ine: x., Xd, Xd,2> Ue;me> Udme
te Binderov kumulant. Budud¢i da se radi o ogromnom broju podataka, to je radeno
preko skripte napravljene u programskom jeziku Fortran 90. Zatim se, s izracunatim
podacima za spomenute veli¢ine (primjer se moze vidjeti na slici 3.2), preko skripte
izradene u programskom jeziku Python odradilo ugadanje polinoma 3. reda na dane
podatke kako bi se dobila njihova vrijednost u maksimumu (vrhu) funkcije preko

koje je zatim odredeno skaliranje.

3.3 Procjena pogreski

Proucavamo iznad definirane veli¢ine kako bismo dobili kriticne eksponente. Kad
imamo velicinu koja u ovisnosti o jakosti nereda ima maksimum, odredivanje pripa-
dajuceg kriticnog eksponenta vrlo je jednostavno. Dobivamo ga skaliranjem vrijed-
nosti u maksimumu. U ovakvu slucaju pronasli smo da jednostavna ovisnost poten-
cijskog zakona u obliku aL’ daje najvjerodostojnije vrijednosti eksponenata jer broj
konfiguracija nereda nije dovoljan za odredivanje korekcija skaliranja. Utvrdili smo
da nije moguce odrediti korekciju tipa cL¢ jer je Sum od kona¢nog broja konfiguracija
nereda prevelik. Kada se veli¢ina mijenja monotono (bez vrha je), upotrebljavamo
kolaps podataka kao u [30]. Takva metoda ima manu jer ne moze ukljuciti korekcije
skaliranja.

Pogreske kod kriti¢nih eksponenata odredujemo variranjem numeric¢kih parame-

tara kod odredivanja eksponenata. Time smo Zeljeli odrediti pogreske koje dolaze od
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Slika 3.2: Primjer x4 u ovisnosti o A za o = 0, 35.

ogranicenog broja konfiguracija nereda i od korekcija skaliranja. Preciznije, pogreske

kod eksponenata odredujemo na sljedece nacine:

a)

b)

Najprije je variran broj konfiguracija nereda. Tako smo dobili najveéi rasap
eksponenata za sve metode odredivanja. Eksponenti su odredeni prethodno
opisanim nacinima odredivanja s punim brojem konfiguracija (10000) te je za
odredivanje pogreske ponovljeno odredivanje eksponenata, ali s pola konfigu-

racija nereda.

Preko odredivanja eksponenata s pomoc¢u maksimalnih vrijednosti veli¢ina (vr-
hova), u obzir nije uzeto nekoliko manjih resSetki kako bismo mogli ocijeniti
korekcije skaliranja. Nalazimo da je nepouzdanost rezultata od korekcija skali-

ranja manja od one koja dolazi od kona¢nog broja konfiguracija nereda.

Preko kolapsa podataka varirani su intervali bezdimenzionalne varijable skali-
ranja od 4 do 0,4. Takoder su mijenjani pocCetni uvjeti iteracije. Kolapsom su
nadene prihvatljive vrijednosti eksponenta 1/v, no interval u kojem A, varira
s razli¢itim pocetnim uvjetima djeluje prilicno veliko, sto opravdava odredene

sumnje prema ovoj metodi odredivanja eksponenata.
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o | Ac-xa | /v-xa ]
0,35 | 4,704+0,03 | 0,80+ 0,02
0,375 ] 4,61+0,05|0,8040,02
0,400 | 4,504+ 0,04 | 0,804 0,03
0,425 | 4,39+0,03 | 0,81 40,02
0,45 | 4,2240,04 | 0,82 40,02

Tablica 3.2: Prikaz rezultata dobivenih preko kolapsa za .

’ g ‘ 3/v - Xd,2 ‘
0,35 | 0,778 £0,003
0,375 | 0,801 #+ 0,005
0,400 | 0,821 40,004
0,425 | 0,857 4+ 0,003
0,45 | 0,883 £ 0,003

Tablica 3.3: Prikaz rezultata dobivenih skaliranjem y 2.

3.4 Kriti¢ni eksponent 1
3.4.1 Iz odspojene susceptibilnosti y,

Odspojena susceptibilnost definirana je u izrazu (2.78) i u kriti¢nosti daje domi-
nantan doprinos susceptibilnosti neuredenog sustava. Rije¢ je o monotonoj funkciji
nereda, na kojoj iz ocitih razloga (bez vrha je) nismo mogli odrediti eksponent iz
skaliranja ocitavaju¢i maksimume, vec je s podacima napravljen kolaps. Eksponent
~/v u nacelu se mogao odrediti i kolapsom magnetizacije, no uvidjeli smo da je rasap
tako dobivenog /3/v malo prevelik da bismo te rezultate mogli uzeti u obzir. Rezultati

su iskazani u tablici 3.2.

3.4.2 Iz odspojene susceptibilnosti x>

Odspojena susceptibilnost y,» definirana je relacijom (2.84). Radi se o funkciji
nereda koja nije monotona, ve¢ ima maksimum, pa se eksponent lako moze dobiti
skaliranjem maksimuma, Sto je prikazano u tablici 3.3.

Jasno je da je odspojena susceptibilnost s maksimumom a priori numericki uvelike

preciznija vrijednost za odredivanje kriticnog eksponenta.
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3.5 Kriti¢ni eksponent 1/v

Ponasanje ovog eksponenta bilo je najteze utvrditi i vrlo je intrigantno. Zato je

upotrijebljeno nekoliko razli¢itih metoda za odredivanje njegove vrijednosti.

3.5.1 Iz Binderova kumulanta g, i magnetizacije m

Prvo pogledajmo kolaps magnetizacije i Binderova kumulanta prikupljajudi po-
datke za razlicite vrijednosti L, ugadajudi ih koriste¢i se relacijama (2.89) i (2.82).
Upotrebljavamo proceduru opisanu u [30]. Kolaps Binderova kumulanta trebao bi
biti pouzdaniji od, primjerice, kolapsa y, jer se vrijednost sama po sebi ne skalira i
stoga imamo samo dva parametra ugadanja (eng. fitting) (0. i 1/v) umjesto tri, kao
Sto je to slucaj kod magnetizacije (povrh onih za g, 3/v). Konzistentnost podataka

za ugadanja g, potvrduje tu ¢injenicu. Rezultati su prikazani u tablici 3.4.

1 e B S S N :\‘
0.9+ .
0.8 .
V= .

I =0 -256 W

i (=512
0.6 aaL=1024 ¢

L L=2048

| L=4096
0.5 L=8192
0.4

| I

\ L . ‘ ‘ ‘ ‘ | |
10 -5 0 >
1
(A—A )L v
c

Slika 3.3: Kolaps Binderova kumulanta za o = 0, 35.

Kada se koristimo kompletnim rasponom resetki L, ugadanja su konzistentnija.
Izgleda da postoji jedinstven set parametara koji dobro opisuju ugadanje neovisno
o rasponu bezdimenzionalne varijable L'/ (A — A.) kori$tene za ugadanje i potetne
uvjete. Za bezdimenzionalnu varijablu L'/*(A — A,) kori$teni su rasponi od [—4, 4]

do [0, 5,0, 5]. Problem je u tome $to ugodene vrijednosti A. pokazuju zamjetno ra-
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’ o ‘ 1/v-g, ‘ A - gy ‘ 1/v-m ‘ A.-m ‘
0,35 ] 0,302+ 0,006 | 4,65 +0,15 | 0,300 £ 0,010 | 4,75 £ 0,07
0,375 | 0,303 + 0,010 | 4,45 40,20 | 0,300 = 0,005 | 4,70 + 0,05
0,400 | 0,302 £ 0,007 | 4,35+ 0,15 | 0,305 £ 0,008 | 4,55+ 0,05
0,425 | 0,304 £ 0,006 | 4,25+ 0,10 | 0,303 + 0,010 | 4,50 £0, 15
0,45 | 0,3034+0,005 | 4,05 £0,07 | 0,302+ 0,005 | 4,43 4+0,10

Tablica 3.4: Prikaz rezultata za kolaps Binderova kumulanta i magnetizacije

sipanje izmedu ugadanja g, i m, Sto upucuje na bitno prisustvo korekcija skaliranja,
koje sistematski ne mozemo uzeti u obzir. Kako bismo pokusali smanjiti korekcije
skaliranja, razmotrene su samo 4 najvece reSetke. Tako se dobivaju zadovoljavajuca
ugadanja. Medutim, raspon u kojem A, varira ostaje znatan. Moguce je da odmak
medu vrijednostima A, za g4 i m iS¢ezava za L. — oo i da smo ovdje ograniceni pre-
malom veli¢inom sustava. Varijabla A, takoder nema velik utjecaj na vrijednosti 1/v,
Sto nam potvrduje da su vrijednosti ovog eksponenta ustvari robusne. Navodimo vri-
jednosti 1/v iz ugadanja koja uklju¢uju samo 4 najvele reSetke. Upotrebljavamo i
ugadanja sa svim reSetkama, kao $to variramo pocetne uvjete kako bismo utvrdili po-
greske. Odabiremo samo ugadanja koja pokazuju najmanje pogreske, no dobivamo
da ugadanja magnetizacije generalno pokazuju velike pogreske. Stoga smo u obzir
uzeli ugadanja za g, istog reda pogreske kao najbolja ugadanja za m.

Dolazimo do dvaju vaznih zakljucaka proucavajuci kolapse Binderova kumulanta
g4 1 magnetizacije m. Prvo, obje veli¢ine daju vrijednosti od oko < = 0,303 £ 0,010
nevezano za o. Usprkos Cinjenici da je numericki odredena pogreska vrlo mala, vri-
jednost A. u stvarnosti moze dosta varirati s obzirom na pocetne uvjete, ukljucujuéi
mogucnost preklapanja izmedu ugadanih vrijednosti za g, i m. Medutim, vrijednost

1 vrlo je robusna na veliki rasap A..

3.5.2 Iz spojenih i odspojenih m — ¢ kumulanata

Razne verzije kumulanata magnetizacije i energije ¢ine se kao obecavaju¢i nac¢in
odredivanja kriticnog eksponenta 1/v. Razmotrimo veli¢ine definirane u izrazima
(2.90) i (2.92), koje su obje funkcije s maksimumom. Izgleda da su korekcije skali-
ranja za te veli¢ine vrlo male i da ne moZemo napraviti nista bolje doli pretpostaviti
jedan potencijski zakon (aL’) za ponasanje podataka. Takoder dobivamo da je nu-

meriCka neto¢nost dobivenih eksponenata vrlo malena.
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Slika 3.4: Logaritamski grafovi spojene i odspojene verzije kumulanta magnetizacije

1 energije.

| o [ 1/v-290) [1/v+6-(292) | 1/v-(2.92) |
0,35 | 0,224+0,006 [ 0,671+0,005 | 0,297+ 0,008
0,375 | 0,224 £0,005 | 0,664 +0,003 | 0,283+ 0,006
0,400 | 0,217£0,006 | 0,664 0,003 | 0,265+ 0,009
0,425 | 0,218 £0,007 | 0,659+0,003 | 0,255 0,009
0,45 | 0,2124£0,005 | 0,649£0,007 | 0,235 0,008

Tablica 3.5: Rezultati za eksponent 1/v dobiveni preko spojenog i odspojenog m — e
kumulanta

Postoji nacin kako nezavisno izracunati eksponent © koji je predstavljen u sljedecem
potpoglavlju. Stoga, moZemo se posluziti eksponentom 1/v izra¢unatim preko odspo-
jenog kumulanta magnetizacije i energije (tre¢i stupac tablice 3.5) i eksponentom ©

Vidimo da dva nezavisna nac¢ina odredivanja eksponenta 1/~ daju numericki re-
lativno precizne procjene (koriste¢i spojeni m — e kumulant i kolaps g¢,), ali daju i

razlicite vrijednosti ovog eksponenta.

3.6 Kriti¢ni eksponent !

Odredivanje ovog kriticnog eksponenta omogucava nam provjeru konzistentnosti
jer bi iznosom trebao biti jednak vrijednosti o. Ocitavamo vrijednosti spojene sus-
ceptibilnosti u maksimumu. Eksponent dobivamo ugadajuc¢i funkciju jednostavnog
potencijskog zakona aL’ na podatke. Izraz je vrlo jednostavan jer nismo dobili ni-
kakve dodatne informacije kada smo ukljucili i korekciju u izraz za potencijsko pra-

vilo aL? + cL®.
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Lo | v |
0,35 | 0,421 + 0,008
0,375 | 0,430 &+ 0,010
0,400 | 0,440 % 0,010
0,425 | 0,457 £ 0,007
0,45 | 0,470 + 0,010

Tablica 3.6: Rezultati dobiveni za eksponent + /v preko skaliranja x..

Vrijednosti odredivanog eksponenta +/v ne podudaraju se s ocekivanim vrijed-
nostima (o) (prikazano u tablici 3.6). Nije nam jasan izvor tog pomaka. Bitno je
primijetiti i da je spojena susceptibilnost subdominantan doprinos odspojenoj suscep-
tibilnosti, pa se razlika koju nalazimo u numerickom racunu s ogranicenim brojem

konfiguracija nereda i veli¢inama sustava ne bi trebala smatrati velikim problemom.

3.7 Eksponenti ©1i2n—17

Kombinirajué¢i podatke koje imamo, omoguc¢en nam je pristup i nekim drugim
eksponentima koji su takoder interesantni. Preko rezultata za odspojene susceptibil-
nosti (xaq1 i xa2) 1 spojenu susceptibilnost x,. moZemo do¢i do kriticnog eksponenta
O kao sto je objasnjeno u izrazu (2.86). Sli¢no tomu, izraz (2.85) trebao bi direktno
dati eksponent 21 — 7. Eksponent ¢ interesantan je zato Sto je to kriti¢ni eksponent
irelevantnosti temperature. Pokazano je da taj eksponent diktira eksponencijalno,
aktivirano usporavanje u RFIM sustavima [3,9]. Eksponent 27 — 7 zanimljiv je jer
postoje fizikalni argumenti koji odreduju njegov iznos na temelju relevantnosti rijet-

kih dogadaja [31]. Schwarz-Sofferova nejednakost zahtijeva da je

2n—n=>0. (3.7)

Kada bi ovaj eksponent bio negativan, prekrsili bismo nejednakost. Tocnije, ne-
gativnost ovog eksponenta implicirala bi da se jakost kriticnog nereda renormalizira
u 0. Kada bi tvrdnja 2n — 77 = 0 bila istinita, povukla bi se implikacija da se nered
ne renormalizira u renormalizacijskoj grupi i da je kompatibilan sa scenarijem da
rijetke konfiguracije nereda ne igraju nikakvu ulogu. Kao primjer rijetkih konfigu-
racija nereda moZemo izdvojiti slucaj kada je sav nered skupljen u mali volumen, a

ostatak sustava je Cist, ili obrnuto, da je nered sluc¢ajno takav da razbija moguénost
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| o | O-a ‘ ©-b | 2y—q-a | 2p—7-b |
0,35 | 0,370 £ 0,005 | 0,37 £0,02 | —0,03£0,02 | —0,06 + 0,04
0,375 | 0,381 +£0,005 | 0,37£0,01 | —0,04£0,02 | —0,06 £ 0,04
0,400 | 0,399 £ 0,007 | 0,374+ 0,02 | —0,02+ 0,02 | —0,05+£ 0,03
0,425 | 0,402 £0,008 | 0,39+0,02 | —=0,05+£0,03 | —0,06 £ 0,03
0,45 | 0,414 40,005 | 0,39 £0,02 | —0,04 £ 0,03 | —0,04 £ 0,04

Tablica 3.7: Rezultati za eksponente 6 i 2 — 77 odredeni na a) i b) nacine iz teksta

dalekodoseznog reda. Konacno, pozitivnhost ovog eksponenta ukazuje na to da se
efektivna jakost nereda povecava u renormalizacijskoj grupi, zbog ¢ega je u kriti¢noj
tocki efektivni nered beskonacan.

Postoji nekoliko razli¢itih nac¢ina na koje moZemo do¢i do eksponenata i nije a

priori ocCito koji je nacin najbolji:

a) Uzimanje vrijednosti maksimuma od x4 i x., ratunanje kvocijenata tih vrijed-

nosti i odredivanje eksponenta s pomoc¢u potencijskog zakona.

b) Gledajudi vrijednost odspojene susceptibilnosti y, na lokaciji maksimuma od

spojene susceptibilnosti y. i potom racunajuci potrebne kvocijente.

Eksponenti odredeni na nacine a) i b) prikazani su u tablici 3.7. Usprkos ¢injenici
da je metoda a) numericki preciznija, mozemo vidjeti da obje metode daju konzis-
tentne rezultate. Otkrili smo da u metodi b) karakteristicni A, iz odspojene sus-
ceptibilnosti prolazi kroz karakteristicni A, za spojenu veli¢inu izmedu L = 2048 i
L = 4096, doprinose¢i time pogreSkama u odredivanju eksponenta. Taj dogadaj nije
moguce uzeti u obzir ni na jedan drugi nacin doli kao izvor Suma. Imaju li te vrijed-
nosti eksponenta ¢ ikakva smisla? Ako u obzir uzmemo izraz 2.87 i kombiniramo ga

s egzaktnom relacijom (2.74), moZemo dobiti relaciju

O=0+2n—1. (3.8)

Postoje opsezni numericki podaci koji pokazuju da je dalje od gornje kriticne di-
menzije eksponent 27 — 7 mala vrijednost [32,33]. Iz nasih podataka ocito je da je
odredena vrijednost 6 u nacelu vrlo bliska vrijednosti o.

Kako bismo pitanje jednakosti ¢ i o sagledali iz druge perspektive, odreden je
eksponent 21 — 7 direktno iz podataka. Medutim, dobivamo eksponent blizak 0, ali

s negativne strane za raspon vrijednosti . za koje smo racunali. Postoji tendencija
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Slika 3.5: Logaritamski grafovi kvocijenata koji odreduju eksponent 27 —17 kao nagibe
s pomocu prethodno opisanih metoda a) i b)

prikazana u grafovima na slici 3.5 da navedeni eksponent trne u 0 za velike resSetke
(veliki L). Opcija da se A, renormalizira u 0 nije kompatibilna s ostatkom nasih re-
zultata koji pokazuju jasan fazni prijelaz u konacnoj vrijednosti nereda. Dolazimo do
zakljucka da su efekti koji se dogadaju kod konacne veli¢ine sustava suptilni i prilicno
snazni, usprkos Cinjenici Sto se ne mogu odrediti tako da na svoje podatke pokusamo
numeri¢ki ugoditi dvostruki potencijski zakon. Cini se da na suptilan naéin, koji je
ispod preciznosti koju diktira broj konfiguracija nereda, postupno mijenjaju ekspo-
nente kako se raspon L mijenja. Direktno promatranje eksponenta 21 — 7; proble-

maticno je i podlozno jakim korekcijama koje dolaze od konacne velic¢ine sustava.
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4 Zakljucak i diskusija

Numericki racuni za kriticnost na neuredenim sustavima daju egzaktne rezultate
ako su sustavi beskonacni i ako je broj konfiguracija nereda beskona¢an. Medutim,
jasno je da je takav racun nemoguce izvesti. Analiticki pristupi, primjerice renor-
malizacijska grupa, daju informacije o beskona¢nim sustavima s beskona¢no puno
konfiguracija nereda, ali vrlo se rijetko moze dobiti egzaktan rezultat za realistican
sustav poput RFIM-a na obi¢noj resSetci u kona¢nom broju dimenzija. Kako bismo
uvidjeli relevantnu fiziku iza ovih dvaju pristupa, potrebno ih je oprezno usporediti.

Jedini egzaktni rezultati za eksponente koji su nam poznati za ovaj model nalaze se u

11

granicama sigme [, 1], gdje je o = 3 dobivena iz Gaussove teorije i odgovara gornjoj

kriti¢noj dimenziji, a granica o = 1 oznatava kraj faznog prijelaza i odgovara donjoj

kriti¢noj dimenziji. Za o = ; eksponentisu + =1 il =2 azaoc=3,+=0i2=1.
x * x * x * x
03 ¥t ¥ t— ¥ .
L g ,
0,2 =
=2
- oo U -spojen g
+-¢ U__-odspojen
B == g, kolaps i
0.1 — NPRG
® donja kriticna
| gornja kriticna |
| 1 ! 1 I 1 &
0535 0.4 0.45 0.5

o

Slika 4.1: Rezultati za eksponent 1/v.

Na slici 4.1 moZemo vidjeti usporedbu eksponenta | u ovisnosti o ¢ dobivenih
iz numeri¢kih ra¢una i NPRG ra¢una koji je odraden u sklopu rada [15]. Cudno je
da razli¢ite metode dobivanja eksponenata numerikom daju razliCite rezultate koji
su izvan okvira pogreski. Najmanje vjerodostojna metoda odredivanja v jest me-
toda kolapsa jer smo vidjeli da vrijednosti mogu znacajno varirati bez puno razlike

u prividnoj kvaliteti kolapsa podataka. Kvalitetu kolapsa vidimo preko veli¢ine S
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Slika 4.2: Rezultati za eksponent 7/v.

definirane u [30]. Dobivanje eksponenta preko maksimuma spojenog ili odspojenog
kumulanta magnetizacije i energije djeluje vrlo dobro jer su numericke pogreske vrlo
male. Medutim, vidljive su razlike i izmedu rezultata dobivenih preko spojenog i od-
spojenog kumulanta (Up,. . i Up,e.q). Koja je od tih veli¢ina najpouzdanija i predstavlja
najbolji nacin za odredivanje eksponenta v pitanje je koje, da bismo na njega mogli
odgovoriti, iziskuje daljnji rad. Doduse, mozemo procijeniti da se odredivanje ekspo-
nenta iz odspojenog kumulanta najviSe podudara s teorijom jer pokazuje tendencije
poprimanja egzaktnih vrijednosti gornje i donje kriticne dimenzije.

Moguce je da egzaktni efektivni Hamiltonijan sustava u kriti¢nosti pokazuje multi-
kriti¢cno ponasanje, koje bi moglo vrijednosno razdvojiti odredeni eksponent kada ga
promatramo iz razli¢itih veli¢ina, kao $to to vidimo iz numerickih racuna. Takoder,
potrebni su racuni sa znatno ve¢im reSetkama (L) da bi se potvrdilo prezivljava li
razlika u eksponentima u limesu beskonac¢nog sustava.

Ono $to je vidljivo iz naseg racuna, ali i iz rezultata za L dobivenih u ¢lanku [11],
jest manjak strukture u ovisnosti o o, pri ¢emu govorimo o tome da dobivamo gotovo
konstantnu vrijednost eksponenta i nemamo jake indikacije da ¢e sustav poprimiti
poznate vrijednosti - u donjoj i gornjoj kriti¢noj granici o. Autori navedenog ¢lanka
nasli su slicnu vrijednost eksponenta % ~ 0, 3 za slucaj koji odgovara donjoj kriticnoj

dimenziji, $to je daleko od ocekivane vrijednosti 0, ali suprotno tome moZemo vidjeti
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¢udno, ne monotono ponasanje za 1/v u NPRG rezultatima za koje se ocekuje da
u o = 3 konvergira u vrijednost 0. Cini se da u numeri¢kim podacima postoji ten-
dencija uocCavanja prijelaza blizu donje kriticne dimenzije jer trenutacni podaci ne
upucuju na odredenu interesantnu strukturu ako se pogleda ovisnost eksponenata o
o. Razumijevanje razloga tendencije uocavanja faznog prijelaza pri donjoj kriticnoj
dimenziji potencijalno je vrlo znacajno jer bi vodilo do zaklju¢aka kako moramo pro-
matrati ponasanja blizu donje kriti¢ne dimenzije u numerickim ra¢unima. Zasto se to
dogada otvoreno je i vrlo zanimljivo pitanje jer se ¢ini da se dogada i u nekim drugim
problemima, kao Sto je primjerice prijelaz histereze.

Slika 4.2 prikazuje graf ovisnosti eksponenta X o o. Ponovno imamo prikaz re-
zultata dobivenih preko NPRG te preko dviju numerickih metoda. Ponovno mozemo
vidjeti da nam je kolaps dao vrlo ravnu, skoro konstantnu ovisnost, kao sto je to bio
slu¢aj kod prethodnog eksponenta v. Odredivanje eksponenta iz skaliranja maksi-
muma preko obzervable x,. i u ovom se slucaju ¢ini daleko pouzdanijim. Jasno se
vidi ve¢a podudarnost s NPRG rezultatima, ali i poznatim vrijedostima u gornjoj i

donjoj kriti¢noj dimenziji.
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5 Metodicki dio
5.1 Interaktivna istragivacki usmjerena nastava

Trenutacno je u Republici Hrvatskoj aktualna problematika kurikularne reforme
[34], tako da je vrlo bitno razmisliti kako bi ona trebala utjecati na nastavu fizike
u osnovnim i srednjim Skolama. Nastava fizike od ucenika iziskuje visoki intelektu-
alni angazman, stoga predavacki tip nastave, gdje je u fokusu nastavnik, a ucenici su
pasivni, ocito nije adekvatan za odrzavanje nastave fizike. U sam proces nastave po-
trebno je ukljuciti sve ucenike i drzati njihovu intelektualnu ukljuc¢enost na visokom
nivou tokom cijelokupnoga skolskog sata. To moZe osigurati interaktivna istrazivacki
usmjerena nastava. Podaci koje prikazuje PISA [35] (eng. Programme for Interna-
tional Student Assesment) govore o tome da nasi ucenici u usporedbi s vrSnjacima
iz zemalja OECD-a (eng. Organisation for Economic Co-operation and Development),
rangiraju ispod prosjeka za prirodoslovnu, matematicku i ¢italacku pismenost (vid-
ljivo na slici 5.1). Ono sto je dodatno zabrinjavajuce jest negativan trend kod pri-
rodoslovne pismenosti, Sto svakako ukazuje na to da neSto moramo promijeniti u
obrazovnom sustavu kako bismo na tom podrudju isli ukorak sa zemljama OECD-
a. Jedan od zakljucaka koji se namece jest da je potrebno restrukturirati gradivo i
smanjiti obujam kako bi se viSe vremena moglo posvetiti interaktivnoj nastavi i ra-
zumijevanju. Razumijevanje osnovnih koncepata mozda bi bolje pripremilo ucenike
na nesto zahtjevnija poglavlja, koja se mogu obraditi u formi ucenickog projekta,
domace zadace ili dodatne nastave. Interaktivna istrazivacki usmjerena nastava u
odredenom se obujmu (vjerojatno ne zadovoljavaju¢em) provodi i sada, ali moguce
je da ima previse sadrzaja propisanog kurikulumom da bi se ona izvodila u potpunosti
i dala ocekivane rezultate. Prednosti su takve nastave Sto je ona bazirana na eks-
perimentima, demonstracijama, simulacijama, interakciji s u¢enicima i na interakeciji
ucenika medusobno. Na taj se nac¢in uz valjanu strukturu sata dobiva zadovoljavajuca
intelektualna ukljucenost ucenika tijekom cjelokupnog sata i uz razumijevanje konce-
pata, zakona i modela razvijaju i bitne sposobnosti, poput znanstvenog zakljucivanja,
kriticko-logickog razmisljanja i eksperimentalnih vjestina. Najbitniji ¢imbenik u ovak-
vom tipu nastave jest pripremljenost profesora te njegova uloga vodi¢a u u¢enickom
trazenju odgovora na znanstvena pitanja, testiranju hipoteza, provodenju eksperime-

nata, prezentiranju rezultata, iznoSenju zakljucaka te koriStenju argumenata.
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Slika 5.1: Rangiranje Hrvatske u usporedbi s prosjekom zemalja OECD-a prema PISA-
inim podacima. Preuzeto s [35]

Nastavni se sat u istrazivacki usmjerenoj nastavi sastoji od triju dijelova: uvodnog,
srediS$njeg i zavrsnog. Uvodni dio zapocinje uvodnim problemom u obliku pitanja ili
demonstracije neke pojave preko simulacije, videozapisa ili opservacijskog poskusa,
frontalno pred cijelim razredom.

Uvodni dio, nakon diskusije, zavrSava uvodenjem naziva nove pojave. Sredis$nji
dio sata sastoji se od vodenog istrazivanja koje zapocinje istrazivackim pitanjem na
koje je cilj odgovoriti na kraju tog dijela sata. U tom procesu potrebno je konstruirati
model i matematicki opisati pojavu. Istrazivacko pitanje trebalo bi biti jasno, za-
tvoreno pitanje na koje je lako odgovoriti nakon istrazivanja. Konac¢no, u zavrSnom
dijelu sata s pomoc¢u konceptualnih pitanja, problemskih zadataka ili aplikacijskih

pokusa evaluira se model konstruiran u sredisnjem dijelu.

5.2 Nastavna priprema

Nastavna priprema na temu ,,Zakon o¢uvanja kutne koli¢ine gibanja“ predvidena
je za jedan sat treceg razreda prirodoslovno-matematicke gimnazije. Ucenici su prije
ovog sata proucavali kinematiku i temeljne zakone rotacije. Vrsta nastave jest inte-
raktivna istrazivacki usmjerena nastava. Zamisljeno je da se sat provodi frontalno u
kombinaciji s individualnim radom ucenika. Nastavne metode koje se koriste su de-
monstracija pokusa, metoda razgovora odnosno usmjerene rasprave, konceptualna
pitanja s karticama, metoda pisanja/crtanja te naposlijetku prikazivanje videozapisa.
Nastavna pomagala i sredstva potrebna za izvodenje nastave su ploca, kreda/marker,
racunalo, projektor, stolac koji se moze okretati, dvije boce vode te vrtjelica [36]
(eng. fidget spinner). Slijede i odgojno-obrazovni ishodi [37] koji predstavljaju
ocekivana znanja, vjeStine i sposobnosti te vrijednosti i stavove koje ucenici trebaju
ste¢i i koje mogu pokazati po uspjeSnom zavrSetku odredene teme. Usmjereni su na

ucenike i njihove aktivnosti. Profesorima pruzaju osnovu za odredivanje sadrzaja,
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nastavnih strategija i metoda, odredivanje aktivnosti koje ucenici trebaju izvesti, ali
i za vrednovanje uspjeha i napretka. Takoder, sluze za vrednovanje ostvarenosti ku-
rikuluma. Ucenici su prije ovog sata proucavali temeljne zakone rotacije. U ovoj
nastavnoj jedinici nema previse korelacije s drugim predmetima, osim s matemati-

kom, s kojom se doti¢e preko proporcionalnosti, vektora i osi simetrije.

5.2.1 Obrazovni ishodi (o¢ekivanja ucenicka postignuca)

Ucenik ¢e nakon sata mo¢i: definirati kutnu koli¢inu gibanja, objasniti pod ko-
jim je uvjetima kutna koli¢ina gibanja o¢uvana, iskazati matematicki izraz za kutnu
koli¢inu gibanja, prepoznati primjere ocuvanja kutne koli¢ine gibanja, navesti izraz
za kineticku energiju rotacije, prikazati kineticku energiju rotacije na stupcastom di-
jagramu, upotrebljavati pravilo desne ruke kako bi se prikazao smjer kutne brzine,
kutne akceleracije i kutne kolicine gibanja.

Ucenik ¢e satu razvijati sposobnosti: rada u grupi, znanstvenog i logickog za-
klju¢ivanja, opazanja i analiziranja, usmenog i pismenog izrazavanja te proporci-
onalnog zakljucivanja.

Ucenik ¢e tijekom sata usvajati vrijednosti: uvazavanja tudeg misljenja / demo-
krati¢nosti, razvijanja samopouzdanja kod vlastita izrazavanja, formiranja vlastita

misljenja na temelju ¢injenica, pozitivnog odnosa prema radu.

5.2.2 Tijek nastavnog sata

A) Uvodni dio: otvaranje problema, prikupljanje ideja, upoznavanje pojave
Uvodni problem: Prikazujem kratak videozapis [41] klizacice koja radi piruetu, pri
¢emu se moze vidjeti kako klizacica povecava svoju kutnu brzinu tako da privlaci ruke
i noge osi rotacije. Prije no sto pokrenem videozapis, usmjeravam paznju ucenika na
platno i dajem upute da pazljivo promatraju situaciju.

Sto ste upravo mogli vidjeti na videozapisu? O¢ekujem deskriptivne odgovore
koji opisuju situaciju. Poput, ,klizacica radi piruetu na ledu, vrti se jako brzo, ubr-
zava, skuplja ruke, privlaci noge...“.

Zatim ponovno pokre¢em videozapis te im usmjeravam paznju na srediSnji dio
gdje mogu vidjeti da je klizacica privukla ruke i nogu prema osi rotacije. Mozete

li dogadaj koji ste vidjeli podijeliti u dvije situacije te ponovno opisati Sto se
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dogodilo u svakoj od njih? ZapisSite odgovore u svoju biljeznicu. Pri tome mislim
na dvije situacije opisane na slici ispod. Pricekam koji trenutak da ucenici zapisu
svoja opazanja.

Moze li mi netko proditati Sto je zapisao? Ako ucenici imaju problema s
formulacijom situacije, pomazem dodatnim pitanjima: Sto se dogodilo? Sto je
klizac¢ica promijenila? Kako se zatim gibala? U kojem su polozaju njezine ruke
i noge? Zelim da u¢enici uo¢e kako se u jednom trenutku klizadica rotira sporije, a u

sljede¢em brze te da uoce polozaj njezinih ruku i nogu prije i kasnije.

Slika 5.2: Prikaz klizacice s rukama i nogom u ekstenziji te s privucenom nogom i
rukama. Preuzeto s [41]

Bismo li mi mogli izvesti nesto sli¢no u razredu? Sto bi vam sve bilo po-
trebno? SasluSam prijedloge od nekolicine u¢enika. Ako nema ruku u zraku, mogu
nekog prozvati da iznese svoju ideju, no mogu im pomoci tako da na sredinu razreda
postavim rotirajuci stolac.

Pokus 1: Covjek na rotirajuéem stolcu s dvije boce vode

Imate li sada kakvih ideja? Ocekujem odgovore koji ¢e dati do znanja da se mi
mozemo rotirati na stolcu i Siriti/skupljati ruke, medutim ucenicima jo$ ne pokazu-
jem boce s vodom.

Sto ocekujete da ¢e se dogoditi ako se zavrtimo na stolcu i rasirimo/skupimo
ruke? Bitno je dobiti uvid u ucenicka ocekivanja. Upucujem ih da ih zapisu u bi-
ljeznicu te prozovem nekoliko ucenika da procitaju Sto su zapisali. Pokus izvodim ja
ili netko od ucenika.

Sto ste primijetili? Promjena kutne brzine slabo je zamjetna kada nemamo boce
u rukama. Ocekujem da ce biti odgovora da se promijenila brzina rotacije, neki ¢e se
dvoumiti u vezi s odgovorom jer promjena kutne brzine nije toliko zamjetna kao sto
su mogli vidjeti na videozapisu.

Sto mislite da ée se dogoditi ako uzmemo dvije boce pune vode u ruke?
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Ocekujem podijeljene odgovore, smatram da ¢e neki ucenici misliti da ¢e se razlika
u brzinama rotacije sada jo$ manje vidjeti. UcCenici zapisuju svoja ocekivanja u bi-
ljeznicu i nekolicina ih procita Sto su zapisali. Ponovno izvodimo pokus, ovaj put s
bocama vode u rukama.

Sto uotavate? Utenici su mogli uotiti da je sada promjena u kutnim brzinama
naglasena i da smo djelomicno rekreirali situaciju s filmica. Kako se gibao ucenik na
stolcu? Zelim da ucenici uoée da se gibao brze/sporije, dakle da imamo poveéanje
odnosno smanjenje kutne brzine. Kada su mu ruke rasirene, da rotira s manjom
brzinom, a kada skupi ruke, da mu se brzina rotacije poveca.

Zasto se utenik tako gibao? Sto je promijenio $ireéi/skupljajuéi ruke? Zelim
posti¢i da ucenici odgovore kako njihov kolega nije mijenjao masu, ali je promijenio
njezin raspored s obzirom na os rotacije, dakle utjecao je na moment tromosti /. S
ucCenicima zelim do¢i do toga da postoji odredena veli¢ina L=1& koja je analogna
koli¢ini gibanja p' = m, a nazivamo je kutnom koli¢inom gibanja i zapisujem je na
plocu.

Stavljam naslov: Sto se dogada s kutnom koli¢inom gibanja kod rotacije
tijela?

B) Sredisnji dio: konstrukcija modela - fizikalni i matematicki opis pojave

Ovdje nam je naslov ujedno istrazivacko pitanje jer bih to¢nim naslovom cjeline
odao da je kutna koli¢ina gibanja o¢uvana, a to je ono sto ne Zelimo. U interesu nam
je imati konstantno zanimanje ucenika, a ne im odgovore dati unaprijed. Takoder
bih s ucenicima zelio interaktivno izvesti zakon ocuvanja kutne kolic¢ine gibanja. Kod
interaktivnog izvoda bitno je ucenike potaknuti da izvedu sljede¢i korak ili viSe njih
u izvodu i potom to reproducirati na plo¢i. Ucenike bih Zelio navoditi kroz analogiju
s II. Newtonovim zakonom.

Kojim biste temeljnim zakonom opisali translacijsko, a kojim rotacijsko gi-
banje? Ispisujemo temeljni zakon rotacije, M,y = I&, pokraj temeljnog zakona za
translacijsko gibanje, F,;, = md, te analiziramo sli¢nosti. Bitno je da uenici uote
analogiju izmedu veli¢ina kod temeljnih zakona translacije i rotacije.

Napisite II. N. z. preko koli¢ine gibanja. Dolazimo do zapisa II. N. z. preko

AT AF

promjene koli¢ine gibanja F, = m%; = Z¢. Netko od ucenika zapisuje izraz na
plo¢u. Sto vam ovaj izraz govori? Zelim da ucenici uoce kako ¢e rezultantna sila na

tijelo uzrokovati promjenu koli¢ine gibanja.
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Bismo li i temeljni zakon rotacije mogli zapisati na slican nac¢in? Ponovno
zelim posti¢i da ucenici vide da se (u ovom slucaju kutna) akceleracija moze zapisati
kao promjena (kutne) brzine. Ako je potrebno, u¢enike ohrabrujem naputkom da se
slobodno posluZe novom veli¢inom, kutnom koli¢inom gibanja L, koja je zapisana na
plo¢u u uvodnom dijelu sata (umnozak kutne brzine i momenta tromosti L = /).
Time bismo dogli do izraza M, = I % = AA—? Sto vam ovaj izraz govori? Zelim da
ucenici uoce kako ¢e rezultantni moment sile na tijelo uzrokovati promjenu kutne
koli¢ine gibanja.

Koje sile djeluju na kliza¢icu? Koliki su njihovi momenti? Imamo vanjske sile:
Fg i N, no njihov je zbroj nula, a i momenti su im nula jer su krakovi sila nula. Dakle,
suma momenata sila na tijelo je 0.

Sto to znaéi za kutnu koli¢inu gibanja? Zelim u¢enicima dati malo vremena da

_ AL

preko izraza My, =0= A7 dodu do zakljucka da se L ne mijenja i da je konstantna

-

L = konst., Sto nam daje i odgovor na istrazivacko pitanje — kutna je koli¢ina gibanja
ocuvana ako na tijelo u rotaciji ne djeluju vanjski momenti sila: L;, — L, = konst..
Provjeravam imaju li svi ucenici zapisan izvod u biljeznicama, dok jedan od ucenika

ove izraze zapisuje na plocu.

Slika 5.3: Prikaz ¢ovjeka na rotiraju¢em stolcu s rukama u ekstenziji te s privucenim
rukama. Preuzeto s [42]

Mozete li sada sami do¢i do zakljucka na koji je nacin klizacica povecala
svoju kutnu brzinu? Kako je to uc¢inio ucenik na rotiraju¢em stolcu? Buduci da

se klizacici kutna brzina povecala, morao joj se smanjiti moment tromosti. Ona je
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svoju kutnu brzinu povecala tako da je smanjila svoj moment tromosti, priblizavajuéi

ruke tijelu.

L, = L (5.1)
Wl < [kl (5.2)
]p > Ik (53)

Kolika je energija rotacijskog gibanja? Ukupnu energiju svih cestica koje su-
djeluju u rotaciji nazivamo rotacijskom kinetickom energijom. Moramo sumirati do-
prinose kineti¢kih energija svake Cestice: >, Epin; = >, 3miv? = 3>, (myr?) w?.
Ucenicima dajem vremena da sami napisu izraz.

Kako biste zapisali brzinu v ako razmatramo kruzno gibanje? Ovakvo pitanje
jedan je od nacina da ucenike navedem da brzinu pretvore u kutnu brzinu.

Prepoznajete li ¢lan unutar sume? Ako ucenici imaju poteskoée s opazanjem
izraza za moment inercije, mogu ga staviti u zagrade i time ga naglasiti. Prisje¢cam ih
da se radi o momentu inercije. Moment inercije obradivao se detaljnije na prethod-
nom satu pa bi ga trebali moci prepoznati. Konacno, rotacijsku kineticku energiju
prepoznajemo kao: E,, = i/w?. Potitem ucenike da zapi$u izraz u biljeznicu, dok
netko zapisuje izraz na ploci.

Promotrite izraz, vidite li slicnosti s izrazom za translacijsku kineticku ener-
giju? Ocekujem da ¢e sada analogija izmedu translacijskih i rotacijskih veli¢ina biti
ocita. Dolazimo do odgovora na trece istrazivacko pitanje: rotacijsko gibanje ima ki-
neti¢ku energiju rotacije. Sto preuzima ulogu mase? Moment inercije. Koja veli¢ina
preuzima ulogu brzine? Kutna brzina.

C) Zavrsni dio: primjena modela - koristenje novoste¢enog znanja u novim si-
tuacijama, provjera ostvarenosti obrazovnih ishoda.

Prikazujem videozapis [43] covjeka koji stoji na podlozi koja se moze okretati.

Zasto se nakon okretanja kotaca ¢ovjek poc¢ne okretati? Prikazujem videoza-
pis i zaustavljam ga na 0:20 kako bi se istaknulo pitanje i kako ucenici ne bi dosli
do odgovora prijevremeno. Dajem ucenicima vrijeme da razmisle i zapisSu svoje pret-
postavke u biljeznicu. Prozivam neke ucenike da procitaju Sto su zapisali. Ako je
potrebno, pomazem pitanjima.

Je li ¢ovjek promijenio svoj moment inercije? Ocekujem da ucenici uoce da se
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nicemu nije mijenjao oblik.

Zasto se onda okreée? Zelio bih da u¢enici navedu da onda mora biti problem u
kutnoj brzini, ali ne u njezinu iznosu, nego u smjeru.

Je li se promijenio iznos kutne brzine? Ako ne shvate da se promijenio smjer
kutne brzine, pomazem dalje: Kako biste odredili smjer kutne brzine? Ocekujem
da ¢e se sjetiti pravila desne ruke, ako ne, tada podsje¢Cam na njega (ako su prsti
u smjeru obodne brzine, palac pokazuje u smjeru kutne brzine). Uocite u kojem
se smjeru okrece kotac, a u kojem se smjeru okrece sustav. Ako je naputak previse
kompliciran, raspisujem kutnu koli¢inu gibanja sustava na komponente i ponovno
upitam ucenike sto misle. L;S = L:m, + L;Ot

Sada primijenite zakon o¢uvanja kutne koli¢ine gibanja. Zelim s ucenicima
do¢i do zakljucka da je kutna koli¢ina gibanja sustava ostala konstantna, da nismo
imali vanjskih sila na sustav niti da se promijenio iznos kutne koli¢ine gibanja. Tu bi
ucenici trebali shvatiti da je relevantan smjer kutne koli¢ine gibanja.

Kolikom se kutnom koli¢inom gibanja okreée sustav? Zelim da uéenici jed-
nostavno odgovore na pitanje tako da u pocetnom trenutku imamo L u pozitivhom
smjeru, a nakon $to okrenemo kota¢ L u negativnhom smjeru, da bi kutna koli¢ina
gibanja ostala sacuvana, sustav se mora okretati iznosom 2L u pozitivnom smjeru.

Jednostavan izvod glasio bi:

— —

Lei = Lgp (5.4)

Lii+ Loy = Lis+ Loy (5.5)
Ll + [Leal = [Lial + [Leol (5.6)
0+L = —L+|Leo (5.7)

Lo = 2L (5.8)

Po razredu posaljem donedavno popularnu vrtilicu, jos poznatu po engleskom
nazivu ,fidget spinner* (na slici 5.4) pa uputim ucenike da prepoznaju silu koja ih
zeli zaokrenuti kada promijene smjer kutne koli¢ine gibanja igracki.

Slijedi zajednicko rjesavanje konceptualnih zadataka:

1. Kada bi rotirajuce tijelo, na koje ne djeluju vanjski momenti sila, dva puta
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Slika 5.4: Popularna igracka. Preuzeto s [44]

smanjilo svoj moment tromosti, $to bi se dogodilo s kutnom brzinom tog

tijela? Kutna brzina povecala bi se 2 puta.

La, = I, (5.9)
1

I, = 5[p (5.10)

U = 2w, (5.11)

2. Tvrdimo da je kutna koli¢ina gibanja o¢uvana. Medutim, gotovo svi objekti
koji rotiraju nakon odredenog vremena uspore i stanu. Zasto? Dajem
ucenicima vremena da razmisle i zapiSu odgovore u biljeznicu. Prozivam ne-
koliko ucenika da iznesu svoje odgovore. Iz prikupljenih odgovora zZelim s
ucenicima do¢i do zakljucka: Zato Sto je kutna koli¢ina gibanja otuvana u za-
tvorenim sustavima, gdje nemamo vanjskih sila i momenata na tijelo. Gotovo
i nemamo stvaran makroskopski sustav na zemlji koji je zatvoren, zbog Cega
vanjske sile obicno zaustavljaju sustav tijekom vremena (trenje, otpor zraka

itd.)

3. Zasto zvijezde, nakon kolapsa u neutronsku zvijezdu (recimo da nema gu-
bitka mase u procesu), enormno povecaju svoju frekvenciju rotacije? Zato
$to su promijenile svoj moment inercije (drasti¢no ga smanjile). Buduéi da suu

izoliranom sustavu i nema vanjskih sila na sustav, rezultat toga jest povecanje
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kutne brzine.

4. Pokus za domacu zadac¢u: Uzmite 2 identi¢ne boce vode i zamrznite jednu.
Stavite te dvije boce na istu kosinu i promatrajte koja ¢e boca prije sti¢i do
podnoZja. Zasto? Potkrijepite svoj odgovor stupéastim dijagramom. Zelim
da ucenici dodu do odgovora kako ce prije sti¢i boca s teku¢om vodom jer se
gravitacijska potencijalna energija ne tro$i na energiju rotacije vode, ve¢ rotira

samo boca, dok kod zaledene boce cijeli sadrzaj boce rotira s njom.

Pot. E Kin. E Rot E

Slika 5.5: Stupcasti dijagram za boce na vrhu kosine.

Pot. E Kin. E RotE Pot E Kin. E RotE

Slika 5.6: Stupcasti dijagrami za bocu s vodom (lijevo) i bocu s ledom (desno) pri
dnu kosine.
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