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Uvod

Svrha rada na ovoj temi je dvojaka. U prvom poglavlju cilj je upoznavanje osnovnih ideja
Felixa Kleina izneSenih u tekstu “Erlangenski program™ 1872. godine. Kleinov manifest
rezultat je burnih zbivanja u razvoju geometrije devetnaestog stoljeca i predstavlja svojevr-
snu sintezu mimoilaznih pristupa. Primat se daje projektivnoj geometriji i pod njenim okri-
ljem se objedinjuju euklidska geometrija, geometrija Lobacevskog i Riemannova geome-
trija. Klein im redom daje nazive parabolicka, hiperbolicka i elipticka. Pri tome napusta
aksiomatsku metodu i stavlja u fokus nacelo invarijantnosti ili nepromjenjivosti. To znaci
da grupa transformacija ostavlja neka svojstva (duljinu, kolinearnost, djeliSni omjer) ne-
taknutima. Vrlo vazno, Klein naglaSava i obrnuto: takva svojstva mogu se definirati kao
invarijante spram djelovanja dobro odabrane grupe transformacija. Postaje bjelodano da
je veza geometrija i odgovarajucih grupa obostrana: svaka geometrija okarakterizirana je
nekom grupom transformacija, a svaka grupa rezultira nekom geometrijom.

Pogled na pojedinane geometrije kao instance projektivne geometrije danas je posve
standardan. Subordiniranost geometrija objasnjava se odnosom pojedinih grupa transfor-
macija. Tako na primjer imamo euklidsku, afinu i projektivnu grupu koje su u odnosu
En,R) < A(n,R) < PGL(n + 1,R). Projektivna grupa PGL(n + 1,R) Cuva projektivne
pravce i dvoomjer. Afina grupa sastoji se od grupe GL(n, R) linearnih preslikavanja i grupe
translacija izomorfne R” i njihovih kompozicija. Ona uz projektivne varijante ¢uva na
primjer i djeliSni omjer. Konacno, euklidska grupa je grupa svih izometrija euklidskog
prostora ¢ije komponente su O(n), kao podgrupa izometrija koje fiksiraju jednu tocku 1
grupa translacija izomorfna s R". Uz afine invarijante, euklidska grupa Cuva i metriku i
mjeru kuta. Slicno se odgovarajuce grupe eliptickih i hiperboli¢kih transformacija mogu
uloziti u PGL(n + 1,R).

Drugi cilj rada je vidjeti koliko ovakve interpretacije iscrpljuju erlangensku metodo-
logiju. Nakon Sto poblize pogledamo koje su bile glavne Kleinove zamisli, probat ¢emo
dati parafrazu erlangenskog pristupa koriste¢i matematicke alate koji proizlaze iz teorije
djelovanja grupa. Kao centralni objekt izabiremo specijalnu linearnu grupu drugog stupnja
SL2,R).

Drugo poglavlje otpoCinjemo preliminarnim rezultatima iz teorije grupa s naglaskom
na matri¢ne grupe. Orijentiramo se na grupe S L(2,R) 1 GL(2,R) kao 1 na neke njihove za-



SADRZAJ 2

nimljivije podgupe. Prolazimo kroz osnove teorije djelovanja grupa i povezujemo s nama
znacajnim primjerima. Promatramo kako podgrupe zadane grupe kvocijentiranjem indu-
ciraju homogeni prostor za djelovanje pocetne grupe. Obratno, uocavamo kako zadano
djelovanje grupe na homogenom prostoru inducira podgrupu te grupe kao stabilizator pro-
izvoljne tocke. Metodu primjenjujemo na S L(2, R) 1 njene podgrupe. U viSe navrata nado-
lazimo do Mobiusovih transformacija. Pokazuje se da kompleksni brojevi nude povoljno
okruzje za razmatranje tog djelovanja. Slicno se pokazuje i za preostala dva oblika hi-
perkompleksnih brojeva - dualne i duple. Uvodi se klasifikacija pojedinih geometrijskih
implementacija na elipticke, parabolicke i hiperbolicke. Pokazuju se stanovite invarijante
dobivenih djelovanja, posebno invarijantnost familije svih cikala pod djelovanjem SL(2,R).
Rad zavrSava naznakom mogucih smjernica za daljnja israZivanja i primjene.



Poglavlje 1

Erlangenski program - programatski
tekst i pristup geometriji

Felix Klein je 1872. godine povodom dobivanja profesure na SveuciliStu u Erlangenu
objavio rad punog naslova "Komparativno razmatranje novih geometrijskih istraiivanja”[]
Matematicka javnost rad je vrlo brzo prihvatila kao "Erlangenski program”™, Sto je i danas
uvrijeZeni naziv teksta. Ista sintagma koristi se 1 za konceptualni pristup geometriji kojeg
Klein promoviraE]

Bitno je reci da Erlangenski program nije znanstveni rad, ve¢ je svojevrsni manifest ili
programatski ¢lanak. U pristupu Klein Cesto Zrtvuje formalni pristup kako bi dobio Siru
sliku. Rad je nastao u stoljecu velikog uzleta projektivne geometrije i u doba polaganog
prihvacanja neeuklidske geometrije. Odnosi izmedu klasi¢no-euklidskog, projektivnog 1
neeuklidskog pristupa jo$ nisu razjaSnjeni. Valja ga vidjeti i kao nastavak Kleinovog dvo-
djelnog teksta O takozvanoj neeuklidskoj geometriji” (u originalu Uber die sogenannte
Nicht-Euklidische Geometrie) u kojem daje svoj poznati model hiperbolicke ravnine na
projektivnom disku (krugu) u projektivnoj ravnini. Ovdje je najbitnije spomenuti da se
metrika u hiperbolickoj ravnini generira unutar ambijentne projektivne ravnine bez defini-
rane metrike. Upravo Ce to zapaZanje dati projektivnoj geometriji kljuénu ulogu u daljnjim
Kleinovim razmatranjima. Naposljetku, naglaSen je pojam invarijantnosti geometrijskih
svojstava (poglavito metrike i mjere kuta) pod nekim projektivnim transformacijama.

U prvim redovima Erlangenskog programa Klein opet u fokus stavlja projektivnu ge-
ometriju. Cilj projekta je objedinjenje geometrije, jer ”...geometrija, koja je naposljetku
jedna supstancijom, previSe je puta uslijed nedavnog brzog razvoja rascjepkana na nizove

Naslov originala je " Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen”, a dalje se u
radu pozivam na engleski prijevod M. W. Haskella ”’A comparative review of recent researches in geometry”.

2U tom duhu “Erlangenski program” referira na manifest, a pod “erlangenskim programom” misli se na
sam pristup.
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gotovo nepovezanih teorija.” ([2], str.215.) Uvodi se pojam transformacije prostoreﬂ Po-
sebno je zanimljiv skup svih transformacija koje Cuvaju Zeljena svojstva dane konfigura-
cije. One Cine grupu s obzirom na kompoziciju - nazivamo je glavna grupcﬂ

”Jer geometrijska svojstva su, po vlastitoj ideji, nezavisna o polozaju koji u prostoru za-
uzima promatrana konfiguracija, o njezinoj apsolutnoj velicini i, kona¢no, o smislu [danas
bismo rekli orijentaciji] u kojem su njeni djelovi posloZeni. Zato svojstva konfiguracije
ostaju nepromijenjena pod bilo kojim prostornim gibanjimaﬂ transformacijama u sime-
tri¢cne konfiguracije s obzirom na ravninu (refleksijama), kao i bilo kojom kombinacijom
ovih transformacija. Ukupnost ovih transformacija nazivamo glavna grupa transforma-
cija prostora; geometrijska svojstva ne mijenjaju se transformacijama glavne grupe. 1,
obratno, geometrijska svojstva mogu se okarakterizirati time $to ostaju nepromijenjena
pod transformacijama glavne grupe([2]str. 218., kurziv u originalu).

Navode se joS neke grupe transformacija, npr. grupa rotacija oko zadane tocke i grupa
kolineacija. Potom se vr3i prijelaz s prostora na mnogostrukostiﬂ Klein istice cilj:

”Za danu mnogostrukost i grupu transformacija na njoj; razviti teoriju invarijanti te
grupe” ([2]], str. 219.)

Nakon ovakvog redefiniranja geometrije, Klein nastavlja s dvije algebarske primjedbe.
Prvo, zamjecCuje da se grupa transformacija smanjuje povecavanjem broja invarijantnih
svojstava i obratno - danas to u terminima djelovanja grupa nazivamo teorem o stabilizatoru
i orbiti. Drugo, djelovanje grupe B na mnogostrukosti A jednozna¢no odreduje djelovanje
neke grupe B’ na mnogostrukosti A’ (koja je u nekom ne-striktnom smislu izomorfna s
A) 1 geometrije koje iznicu iz takvih djelovanja su u suStini iste. U primjeru koji potom
navodi (A, B) su Mobiusove transformacije na projektivhom pravcu, a (A’, B") projektivne
transformacije koje fiksiraju Zeljenu koniku.

U radu se dalje spominje Hesseovo nacelo transfera, gdje grupa ostaje ista, ali djeluje
na razli¢itim prostorima. Tako na primjer M&biusove transformacije djeluju na parovima
toCaka konike. PoSto svaki par tocaka odreduje pravac, na taj nain grupa sad djeluje
na skupu pravaca projektivne ravnine. Posljedica toga je da moZemo izjednaciti teoriju
Mobiusovih transformacija i projektivnu metricku geometriju.

Nizu se primjeri geometrija i na€ini na koji se uklapaju u okvir koji je Klein zacr-
tao. Medu njima se isti¢u inverzivnaﬂ geometrija (promatranje invarijanti spram djelovanja
inverzija) 1 geometrija kontaktnih transformacija koju je u to vrijeme razvijao Sophus Lie.

3Pod prostorom se misli na euklidski prostor. Klein uglavnom argumente gradi na R? uz napomenu da
se rezultati mogu generalizirati na viSedimenzionalne prostore.

4U izvorniku principal group

U izvorniku motions

U izvorniku manifoldness. 1 sam engleski naziv ukazuje na to da se radi o relativnoj novini u devetna-
estom stoljecu (danas je uvrijezen naziv manifold). Klein ne definira pobliZe ovaj pojam, ali ¢ini se da je on
dovoljno Sirok da obuhvati metri¢ku, pa ¢ak i diferencijabilnu strukturu na mnogostrukostima.

U izvorniku geometry of reciprocal radii vectores.
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Ovdje gledamo djelovanje grupe na uredenu petorku (x,y,z, p,q) gdje je p = %, q = %,

a invarijanta je izraz dz — p - dx — g - dy = 0. Svrha potonje teorije je klasifikacija plohi
odredenih sustavima parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Klein zavrSava program nizom od sedam primjedbi konceptualno-filozofskog karak-
tera. Prva je o sinteti¢koj 1 analitickoj metodi u geometriji. Druga govori o rasedinjenosti
geometrijskih pristupa. U treCoj pridaje vaznost prostornom zoru. U Cetvrtoj poopluje
svoja razmatranja na mnogostrukosti proizvoljnih dimenzija. Peta primjedba otklanja filo-
zofske prigovore neeuklidskoj geometriji i daje prednost matemati¢koj operabilnosti. Sesta
je primjedba posvecena mnogostrukostima konstantne zakrivljenosti. U sedmoj razmatra
binarne forme.



Poglavlje 2

Erlangenski program - suvremena
interpretacija

U nastavku rada okrecemo se suvremenoj parafrazi erlangenskog programa kroz razmatra-
nja invarijanti djelovanja grupa. PokuSavamo proSiriti standardni pristup i uociti moguce
posljedice. Pritom pretpostavljamo poznavanje osnovne teorije linearne algebre 1 teorije
skupova. Ukratko izlazemo osnovne definicije, teoreme 1 dokaze iz teorije grupa, ma-
tricnih grupa 1 djelovanja grupa koji ¢ine okosnicu matematickog aparata koji dalje koris-
timo. Zadrzavamo se na grupama S L(2,R) < GL(2,R) i istaknutijim primjerima podgrupa.
Promatramo djelovanje S L(2,R) na realnom i kompleksnom projektivnom pravcu. Pro-
matramo odnos homogenih prostora i podgrupa specijalne linearne grupe. Uocavamo da
prethodno navedena djelovanja nisu proizvoljno zadana, ve¢ prirodno iznicu unutar danog
okvira izborom podgrupe.

2.1 Uvodni rezultati

Teorija grupa

Definicija 1. Neka je G neprazan skup i neka postoji funkcija G X G — G. Takvu funkciju
zovemo binarnom operacijom na G. KaZemo da je G grupa ako vrijedi

1. f(gh) = (fg)hzasve f,g.h € G;
2. postoji e € G takav da ge = eg = g, za sve g € G;
3. za svaki g € G postoji g7' € G takavda gg™ = g'g = e.

Vrijedi li i sljedeci uvjet, grupa je komutativna ili Abelova:
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4. gh=hgzasve g,heG

Primjedba 1. Element e iz drugog uvjeta jedinstven je i nazivamo ga neutralom. Naime,
vrijedi li 2) za ¢’ tada e = ee’ = ¢’. Za proizvoljni g € G, element g~' je jedinstven i
nazivamo ga inverzom od g. Iz fg = e slijedi fgg™' = eg™!,pa f = g7\

Primjer 1. Skupovi Z, Q,R i C su Abelove grupe s obzirom na zbrajanje. Q* = Q\{0},R* =
R\{0} 1 C* = C\{0} su Abelove grupe s obzirom na mnozenje. U slucaju aditivnog tipa
zapisa binarne operacije u grupi, tj, oznake + i njezinih varijanti, neutral se standardno
oznacava s 0, a inverzni element od g s —g. Aditivni zapis ¢es¢i je kod Abelovih grupa,
npr. Z,Q,R i C s uobiajenim zbrajanjem. Kod multiplikativnog zapisa, tj. oznake - - koja
se Cesto 1 izostavlja te o, * itd, neutral se naziva jedinicom u grupi i oznacava s 1, a inverzni
element od g je ¢!, katkad 1/g u multiplikativnim grupama brojeva.

Primjer 2. Neka je X neprazan skup, a S (X) skup svih bijekcija X — X. S(X) je grupa s
obzirom na kompoziciju funkcija. U slu€aju konacnog skupa X kardinalnosti n, elementi
od S(X) su permutacije, a S(X) je simetricna grupa S,. Grupa bijekcija opcenito nije
Abelova, npr. f,g € SR), f(x) =2x,g(x) =x+ 1,(fog)(x) =2x+2,(go f)x) =2x+ 1.

Definicija 2. Neka je G grupai H C G. H je podgrupa od G (s oznakom H < G)ako je H
grupa s obzirom na restrikciju binarne operacije s G na H.

Primjer 3. Svaka grupa kao podgrupu sadrzi trivijalnu grupu {e} i samu sebe. Ako je
H < Giktome vrijedi {e} # H # G, tada je H prava podgrupa od G, s oznakom H < G.

Primjer 4. R je prava podgrupa od C. R* je prava podgrupa od C*. Parne permutacije
konac¢nog skupa (s oznakom A,) ¢ine pravu podgrupu simetri¢ne grupe. Zovemo je alter-
nirajuca grupa.

Lema 1. Neka je G grupai® # H C G. Vrijedi H < G akko gh™' € H za sve g, h € H.

Dokaz. Ako H < G, tada je H grupa pa gh™! € H za sve g,h € H. Obratno, neka vrijedi
gh™' € H zasve g,h € H. H je neprazan, dakle postoji h € H. Tadajeie = hh™' € H
(dakle H sadrZi neutral). Kako su eih € H, slijedi da je i i~! = eh™' € H (za proizvoljni
element H sadrzi i njegov inverz). Tada za proizvoljne g, h € H vrijedi gh = g(h™")"! € H,
pa je restrikcija binarne operacije zaista zatvorena na H. Asocijativnost se nasljeduje iz
G. O

Propozicija 2.1.1. Neka je H < G. Definiramo relaciju ~ na G tako da za g,,8, € G
vrijedi g, ~ g, tocno onda kada postoji h € H takvo da g, = g>h. Tada je ~ relacija
ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost slijedi iz ¢injenice da svaka podgrupa od G sadrZi neutralni element.
Vg € G, g = ge. 1z g, = ghslijedi gih™! = g5, $to dokazuje simetricnost. g, = gyh i
g» = g3h’ povlace g; = g3h’h, pa vrijedi 1 tranzitivnost. m|
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Definicija 3. Klasu ekvivalencije elementa g oznacavamo s [g]. Kvocijentni skup od G s
obzirom na ~, odnosno {[g] : g € G} oznacavamo s G/H. Definiramo kanonsku projekciju
p: G — G/H, p(g) = [g]. Kardinalni broj kvocijentnog skupa zovemo indeksom od H u
G s oznakom |G : H] =| G/H |.

Primjedba 2. Zasvaki g € G vrijedi[g] = {x € G |g'x=he H) ={xeG|x=ghh€
H} ={gh| h € H} = gH. Takve skupove zovemo lijevim susjednim klasama od H u G.

Definicija 4. Neka su G i H grupe. Funkcija f : G — H je homomorfizam grupa ako
vrijedi:

f(gh) = f(@)f(h) za sve g, h € G
Monomorfizam je injektivni homomorfizam. Epimorfizam je surjektivni homomorfizam.
[zomorfizam je bijektivni homomorfizam. U posljednjem slucaju kaZemo da su grupe G i H
izomorfne i to oznacavamo s G = H. Endomorfizam grupe G je homomorfizam f : G — G.
Automorfizam grupe G je izomorfizam f : G — G.

Primjer 5. Neka je G grupa. AutG, skup automorfizama na G, je grupa s obzirom na
komponiranje funkcija i vrijedi AutG < §(G)

Definicija 5. Neka je f : G — H homomorfizam grupa. Jezgra od f je skup ker f = {g €
G| f(g) =e € H}. Slikaod f je skup Im f = {f(g) | g € G}.

Lema 2. Neka je f : G — H homomorfizam grupa. f je monomorfizam akko ker f = {eg}

Dokaz. Ako je f monomorfizam i g € ker f, tada f(g) = ey = f(ec), pa g = eg. Obratno,

ako je ker f = {eg} i f(g) = f(h), onda ey = f(g)f(W)~' = f(gh™), pagh™ €ker f = {eg),
pa gh™' = e, ikonatno g = h, pa je f monomorfizam. O

Propozicija 2.1.2. Neka je f : G — H homomorfizam grupa, A < G i B < H proizvoljne.
Vrijedi

1. f~Y(B) < G. Posebno, ker f < G.
2. f(A) < H. Posebno, Im f < H.
Dokaz.

1. Neka su g, h € f~'(B) proizvoljni. Tada postoje a, b € B takvi da f(g) = a, f(h) = b.
Sad, f(gh™") = f(g)f(h)™' = ab™', §to je sadrzano u B posto je ona grupa. To znaci
daje gh™' € f~1(B), pa f~'(B) < G. Posebno, ker f = f~! ({e}).

2. Neka su a,b € f(A) proizvoljni. Tada postoje g,h € A takvi da f(g) = a, f(h) = b.
Grupa A sadrzi gh™', a f(A) > f(gh™") = f(e)f(W)™' = ab™'. Slijedi f(A) < H.
Posebno, Im f = f(G).
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O

Definicija 6. Neka je H < G. H je normalna podgrupa od G ako vrijedi gH = Hg, za svaki
g € G. To oznacavamo s H 2 G.

Primjer 6. Za proizvoljni G vrijedi {e} < G. Za Abelovu grupu G iz H < G slijedi H 4 G.
Definicija 7. Centar grupe G je skup Z(G) = {x € G | xg = gx, za sve g € G}.
Propozicija 2.1.3. Z(G) je Abelova podgrupa od G. Z(G) < G.

Dokaz. Neka su x,y € Z(G),g € G proizvoljni. Tada xy~'g = xy'gyy™' = xy~lygy™! =

xgy ! = gxy™!, paimamo Z(G) < G. Elementi centra komutiraju sa svim elementima
grupe, pa komutiraju i sa svim elementima centra. gZ(G) = {gx | xg = gx, zasve g € G} =
{xg | xg = gx, zasve g € G} = Z(G)g. Slijedi Z(G) < G. O

Primjer 7. Primijetimo da je opCenito "biti centar od G” bitno jac¢i zahtjev od biti nor-
malna podgrupa od G”. Prvo znac¢i komutativnost po elementima, a drugo skupovnu ko-
mutativnost. Nadalje, centar je nuZno komutativna grupa, do¢im normalna podgrupa ne
mora biti.

Definicija 8. Neka je G grupa i S C G. Centralizator skupa S je skup svih grupovnih
elemenata G koji komutiraju sa svim elementima zadanog skupa S: Z(S) = {g € G |
gs = sg, za svaki s € S}. Centralizator jednoclanog skupa oznacavamo Z(g) = Z({g}),
za g € G. Normalizator skupa S je skup svih grupovnih elemenata G koji komutiraju sa
zadanim skupom S: N(S) ={ge G| gS = Sg}.

Primjedba 3. Notacija prati prethodnu definiciju centra: centralizator grupe upravo je cen-
tar grupe. Opet, tockovno komutiranje jace je od skupovnog, pa Z(S) € N(S). Oba skupa
su podgrupe od G. Stovise, vrijedi Z(S) < N(S).

Propozicija 2.1.4. Neka vrijedi H < G. Definiramo binarnu operacijuna G/H s (aH)(bH) =
abH. G/H je grupa.

Dokaz. Binarna operacija je dobro definirana, jer za @’ € aH i b’ € bH vrijedi a'b’ =
ahbh’ = [ zbog H <4 G] = abhh’,paa’b’H = abH. Operacija je asocijativna jer (aHbH)cH =
abHcH = abcH = aHbcH = aH(bHcH). Neutral je upravo podgrupa H: (aH)H =
(aH)(eH) = aeH = aH i, s druge strane, H(aH) = (eH)(aH) = eaH = aH. Inverz od aH
jea'H,jer (aH)(a 'H)=aa'H =Hi(a"'H)aH)=a'aH = H o

Propozicija 2.1.5. Neka je f : G — H homomorfizam grupa. Vrijedi:
1. kerf 2G.



POGLAVLIJE 2. ERLANGENSKI PROGRAM - SUVREMENA INTERPRETACIJA 10

2. Kanonska projekcija p : G — G/N je epimorfizam s jezgrom N.
Dokaz.

1. Neka su x € ker f i g € G proizvoljni. Vrijedi f(gxg™) = f(e)f(x)f(g)™" = e,
pa gxg™' € kerf. Slijedi da je g(ker f)g~! C ker f, pa g(ker f)g=' C kerf C
g '(ker f)g. Kako argument vrijedi za svaki g € G, slijedi g(ker f)g! = ker f,
paker f < G.

2. p : G = G/N je surjektivno jer za svaki gN € G/N vrijedi p(g) = gN. Nadalje,
p(gh) = ghN = (gN)(hN) = p(g)p(h), pa je p homomorfizam. Naposljetku, ker p =
{(xeG|px)=N}={xeG|xN=N}={xeG|xeN}=N

O

Teorem 1 (Prvi teorem o izomorfizmu). Ako je f : G — H homomorfizam grupa, tada
G/ker f =Imf

Dokaz. f : G — Im f je epimorfizam. Oznadimo N = ker f i definirajmo f : G/N — Im f
s f(gN) = f(g), za sve g € G. Funkcija f je dobro definirana: uzmemo li & € gN,
. h = gn,n € N, dobijemo f(h) = f(gn) = f(g)f(n) = f(n)e = f(g). Nadalje, f je
homomorfizam jer f(gNhN) = fghN = f(gh) = f(g)f(h) = f(gN)f(hN). Im f = Im f, pa
je f epimorfizam. Promotrimo jezgru dobivenog epimorfizma: xN € ker f < f(x) =
e & x€N < kerf = N. Posto je jezgra trivijalna, f je i monomorfizam. Slijedi da
je f: G/ker f — Im f izomorfizam. O

Grupe matrica

Interes suzavamo na kvadratne matrice oblika M(n, F'), gdje jen € N, a F polje. Najzanim-
ljivije su nam realne i kompleksne matrice, tj. F = R ili C. Binarna operacija je mnoZenje
matrica, a kao okvir nam sluZzi skup invertibilnih matrica. Neutralni element pri mnoZenju
je matrica s jedinicama na dijagonali koju standardno oznacavamo s I. Skup M(n, F') ¢ini
monoid s obzirom na mnoZenje. Uzmemo li skup svih invertibilnih elemenata proizvoljnog
monoida, dobivamo grupu.

Definicija 9. GL(n,F) = {g€ M(n, F) | 3g7"}

Primjedba 4. Postojanje g~! ekvivalentno je s det g # 0. Elemente gornjeg skupa zovemo
invertibilnim ili regularnim matricama. Matrice iz M(n, F)\GL(n, F)) zovemo singularnim
matricama. Gornji skup zovemo generalnom linearnom grupom. Sljedeca propozicija
opravdava to ime.
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Propozicija 2.1.6. Za proizvoljni n € N skup GL(n, F) je grupa s obzirom na mnoZenje
matrica.

Dokaz. Za g,h € GL(n,F), gh ima inverz i vrijedi (gh)™' = h™'g™!. Lako se vidi da je
ghh™'g™' = g7'h~'hg = I, pa je GL(n, F) zatvoren na mnoZenje. Asocijativnost mnoZenja
se nasljeduje iz M(n, F). I"! = I, pa GL(n, F) sadrZi neutral. Za svaki g € GL(n, F) postoji
¢! koji je takoder invertibilan, jer (¢”')™! = g, pag™! € GL(n, F). i

Primjedba 5. Prisjetimo je korisne karakterizacije pomocu determinante: Za g € M(n, F)
vrijedi g € GL(n, F) akko detG # 0

Definicija 10. SL(n, F) = {g € GL(n,F) | detg = 1}

Lema 3. Determinanta det : GL(n, F) — F* je homomorfizam grupa.

Dokaz. det(gh) = detgdeth, za svaki g,h € GL(n, F). O
Korolar 1. SL(n, F) < GL(n, F).

Dokaz. S L(n, F) je jezgra homomorfizma det : GL(n, F) — F* O

Primjedba 6. S L(n, F) zovemo specijalnom linearnom grupom.

Primjer 8. {g € GL(n,F) | detg = 1} < GL(n, F), jer je praslika od {—1,1} < F.
Analogno, {g € GL(n,C) | detg € {1,—1,i,—i}} < GL(n,C), {g € GL(n,C) : |detg |= 1} <
GL(n,C). Kod realnih matrica imamo {g € GL(n,R) | detg > 0} < GL(n, F). Posto vrijedi
det(g~'hg) = det h, sve navedene podgrupe su normalne

Primjer 9. Regularne gornjotrokutaste matrice ¢ine podgrupu od GL(n, F), kao i regularne
donjotrokutaste, regularne dijagonalne i regularne skalarne (oblika A/, A1 € F™).

Primjer 10. O(n,F) = {g € GL(n,F) | gg" = g'g = I} zovemo ortogonalnom gru-
pom. SO(n,F) = {g € On, F) | detg = 1} zovemo specijalnom ortogonalnom grupom.
Un,C) = {g € GL(n,C) | gg" = g'g = I} zovemo unitarnom grupom. SU(n,C) = {g €
U(n,C) | detg = 1} zovemo specijalnom unitarnom grupom.

Propozicija 2.1.7. GL(n, F)/SL(n,F) = F*

Dokaz. det: GL(n, F) — F* je epimorfizam s jezgrom S L(n, F). Rezultat slijedi po prvom
teoremu o izomorfizmu. O

Primjer 11. Centar generalne linearne grupe Cine skalarne regularne matrice, tj. Z(GL(n, F)) =
{k - I | k € F*}. Centar specijalne linearne grupe Cine skalarne matrice s jedinicnom deter-
minantom. Z(SL(n, F)) ={k-1|dettk- 1) =1} ={k-1| ke F,k" = 1}.
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GL(2,R) i neke istaknute podgrupe

Primjedba 7. Medu svim grupama oblika S L(n,R),n € N, ovdje su nam od najveceg
interesa one drugog stupnja. To je nagovjestaj dosega naSih geometrijskih razmatranja:
ograni¢avamo se na prostore dimenzije najvise dva.

Primjedba 8. Neka je SL(2,R) 3 A = [Z’ Z]- Tada je A™" = [_dc _ab]-

Propozicija 2.1.8. Neka su a € R, b € R definiramo ¢, : R —> R

$ap(x) =ax+b, xeR (2.1)

Skup svih takvih funkcija A = {¢., | a € R*,b € R} je grupa s obzirom na komponiranje
funkcija.

Dokaz. ¢y po@,p(X) = @up(ax+b) =a'ax+a’b+b’ € A, poSto je a’a > 0. Asocijativnost
slijedi iz asocijativnosti komponiranja funkcija. Za svaki x € R vrijedi ¢; o(x) = x, pa je
¢1,0 = id neutralni element. Inverz od ¢, j€ ©1/a.-b/a JET Pap(X/a—Db/a) = x1¢y;q-pja(ax +
b) = x. O

Definicija 11. Gornju grupu zovemo afinom grupom realnog pravca s oznakom AGL(1,R).

Primjedba 9. UoCimo da smo u definiciji istaknuli uvjet a > 0. Opcenito, puna afina grupa
definira se uvjetom a # 0. Imajuci to na umu, nastavljamo s uvedenom terminologijom.
AGL(1,R) korisno je okarakterizirati na nekoliko nac¢ina. Na primjer, izomorfna je desnoj
realnoj poluravnini A = {(a, b) : a € R, b € R} s obzirom na mnozenje: (ai, b) * (a,, b,) =
(Cl] -ay, ay by + bl)

Teorem 2. Skup F = {% [g l;] ca€eR,,be R} je podgrupa od S L(2,R) izomorfna s
AGL(1,R).

1

Dokaz. Skupovna inkluzija vrijedi jer det(— [a b]) = 1. Nadalje, imamo % [g ll?] .

Va0 1
Lca’_l_Lab.Ll—a’_La—ad+bc_£a/c (—ad+bc)/cE
velo 1 Va0 I V|0 ¢ | Va0 c T Va| 0 1

F,paje F < SL(2,R). Neka je ¢ : AGL(1,R) — F preslikavanje takvo da vrijedi

¢(a,b) = % [g 117] ¢ je ocito bijekcija 1 vrijedi ¢ ((a,b) * (c,d)) = ¢(ac,ad + b) =

1 |ac ad +b
Vac | 1

= [g Zl’] . [(C) ‘11] = #(a,b) - §(c, d). Slijedi AGL(1,R) = F. O
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Primjedba 10. Ovim izomorfizmom uloZzili smo afinu grupu u specijalnu linearnu i nadalje
je tretiramo kao njenu podgrupu.

Propozicija 2.1.9. Oznacimo s F skup svih donjetrokutastih matrica u S L(2,R). Vrijedi

F= {[i 1(/)a] ca eR\{0},c € R} je podgrupa od S L(2,R).

-1
a 0 |laa O a 0 ||1/ay O a/ax 0 -
Dokaz. = = e F.
R [Cl 1/a1H62 1/612] [Cl 1/a1H—Cz az] [Cl/aZ_CZ/al az/al]
O
0

_ X ) o oyl .. f{cost sint|.
Lema4.NekasuA—{[O 1/x .x>O},N—{[O 1]'y€R}lK_{[—sint cost]'tER}'

A,N i K su podgrupe od S L(2,R).

Dokaz. Skupovne inkluzije su ocite, poSto su determinante svih ovih matrica 1. Potom, za

a = | 0 ia, = [ 0 imamo a;az! = [ O |1/x 0 :% 0 €A
Y710 1/x| 710 1/x 1%2 0 I/xq| | 0 x| |0 2|7

X1

Sli¢no, za n, = (1) }’11] in, = (1) ylz imamo nyn;! = [(1) yll] . [(1) _1YZ] - (1) Y1 Iyz €

cost; sinty | . cost, sint| . cost; sint
N. Zak, = S ik, = D2 2| imamo kit = ol .
—sint; cost —sint, cost, —sint; Ccost
COSty —sinty| |[COSt;COSty +sintysint, —cCoOSt;sint, +sint;costy| | cos(ty —1)  sin(ty — 1)
sint, cost, | |cost sint, —sint;cost, cOst cost, +sint; sint, | |—sin(t; —f) cos(t; —t2)
O

Primjedba 11. Uo€imo nekoliko stvari. Prvo, iz raspisa dokaza ocito je da je K upravo
SO(2,R). Drugo, vrijedi AN=NA posto

x O[T y|] _[1 &y|[x O

0 1/x[{|0 1] |0 1 (|0 1/x
Trece, to implicira da je AN = NA grupa, jer za g = an;, h = ayn, imamo gh™! =
aymn;'a;' = aya;'ny € AN. Cetvrta primjedba je notacijska - A je Abelova grupa, N je

nilpotentna, a K kompaktna. Definicije kompaktne i nilpotentne grupe nadilaze potrebe
ovog rada.

Teorem 3 (ANK dekompozicija). SL(2,R) = ANK, tj. za svaki g € SL(2,R) postoje
jedinstveni a’ € A,n’ € N,k’ € K takvi da

g=an'k (2.2)
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Dokaz. Nekaje SL(2,R> g = [(j b] proizvoljna. Stavimo

d

a bl _|x O [|1 y||cost sint| [xcost—xysint xsint+ xycost
c d|l |0 1/x||0 1||-sint cost| —%sint icost

Kvadrirajuéi odgovarajue iznose za c i d 1 zbrajajuci ih dobijemo A+ d? = x]—z, pa zbog
x>0 = x=(?+d» 2. Dalje se dobije cost = d(c* + d*)"2 i sint = —c(c? + d*)™2. Ako
pak kvadriramo unose za a i b pa zbrojimo, dobijemo a® + b* = x> + x*y? iz Cega slijedi
v = (a®+b*)(*+d*>) -1 = > +b*d* +(a*d*+b*c*)—1 = a>c*+b*d*+(ad—bc)*+2abed—1 =
a*c® + b*d* + 2abcd = (ac + bd)?. Uvrstavanjem u pocetni sustav provijeri se da od dva
moguca rjesenja y = +(ac + bd) prezivi samo y = ac + bd. O

Primjedba 12. Eksplicirajmo dekompoziciju. Za sve

a b o
c d] € SL(2,R) vrijedi:

1 ac+bd
0 1

C

d —c
[ Ve2+d? Vci;dzl
Ve2+d?  Ve2+d?

F
cd | 0 2+ d2
Uzmimo sada proizvoljni g € G i prikaZimo ga u obliku g = uk, pri ¢emu u € AN,k € K.
Tada g7! = k™'u~' € KAN. Budu¢i da skup invertiramo po svim elementima grupe, slijedi
G = ANK = KAN, tako da se Cesto govori 1 0 KAN dekompoziciji. Valja pripaziti - odgo-
varajuci a’,n’ 1 k" elementi nece se opcenito podudarati u oba slucaja. Obje dekompozicije
poznate su i pod imenom Iwasawina dekompozicija.

2.2 Djelovanje grupa

Definicija 12. Neka je G grupa, a X neprazni skup. Grupa G djeluje na skup X ako postoji
funkcijaG x X — X : (g, x) — gx za koju vrijedi

I. ex=x, VxeX

2. g(fr)=(gf)x, Vg feGxeX

Takvu funkciju zovemo djelovanjem G na X. Djelovanje je vierno ako je e jedini element u
G koji zadovoljava prvo svojstvo.

Primjer 12. Pogledajmo neka djelovanja grupe G na samu sebe.
1. Lijevi pomak L(g) : x — gx

2. Desni pomak R(g) : x > xg~!
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3. Konjugiranje C(g) : x = gxg™!

L(g) i R(g) su vjerna djelovanja, dok C(g) opéenito nije. Uvjet gxg™! = x zaVx € G
ekvivalentan je s gx = xg za Vx € G. Drugim rijeCima C(g) bit e vjerno djelovanje akko
je centar od G trivijalan tj. Z(G) = {e}.

Primjer 13. Neka je G grupai X = {H | H < G} skup svih podgrupa od G. Za svaki
g € G preslikavanje H — gHg™! je funkcija X — X. Naime gHg ! < G jer ako uzmemo
X =gh'g!, W e Hix=ghg™', he€ H,slijedidaje x'x! = gh'g”'gh™ g7 = gh’h™'g7! €
gHg™'. Dalje se lagano dobije da je konjugiranje podgrupa od G djelovanje na skupu svih
podgrupa X. Uvjet gHg™! = H za svaki H € X ekvivalentan je uvjetu gH = Hg za svaki
H € X. Drugim rije¢ima, ovo djelovanje je vjerno akko je presjek normalizatora svih
podgrupa trivijalan.

Definicija 13. Neka grupa G djeluje na skup X i neka je x € X. Orbita elementa x je skup
x% ={gx| g € G} C X. Stabilizator elementa x je skup G, = {g € G | gx = x} C G.

Primjedba 13. Na skupu X definiramo relaciju xOy <= 7y € x°. Relacija je refleksivna
jer x = ex € G,, simetri¢na jer y = gx povlati x = g~y i tranzitivna jer y = gxiz = hy
povlace z = hgx. O je dakle relacija ekvivalencije, a klase ekvivalencije su upravo orbite.
Slijedi da orbite Cine particiju skupa X.

Definicija 14. Grupa G djeluje tranzitivno na skup X ako za proizvoljne x,y € X postoji
g € G takvo da y = gx. Tada kaZemo da je X homogeni prostor s obzirom na G, ili krace,
G-homogeni prostor.

Primjer 14. Orbita proizvoljnog elementa x € G s obzirom na lijevi i desni pomak je cijela
grupa G. Stabilizator od x je trivijalan. Kod to¢kovnog konjugiranja x — gxg~!, orbitu
x% = {gxg~' | g € G} zovemo klasom konjugacije od x. Stabilizator G, = {g € G | gxg™! =
x} podudara se s centralizatorom Z(x) = {g € G | gx = xg}. Kod grupovnog konjugiranja
H — gHg !, imamo orbitu H® = {gHg™' | H € G}. Stabilizator Gy = {g € G | gHg™ ' =
H} podudara se s normalizatorom N(H) = {g € G | gH = Hg}

Primjer 15. Nekasu A = {[Z)C 1(/)x] DX > ()}, N = {[(1) )17] 1y € R} podgrupe od S L(2,R)

cosht sinht , _ |11 0f.

sinhz cosh?|’ ER}’N B 1 .yeR}.
" o fle 0. U B U 1 A O T A R

UommoprvodaJeA—{[O e_t].teR}. Sadauzmlmox—rz[1 IHO e‘f]ﬁ 1 1lF

_|cosh? sinht

~ |sinhz coshz|

iz ANK dekompozicije, i neka je A’ =

e+e’l e —e!
e—e!l e +e!
gacije. Isto tako,

1

3 paje A’ < SL(22,R), te suA1iA’ uistoj klasi konju-
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O —If{{1 y{{O 1| _ (1 Of . ., oy
[l OHO 1”_1 0]-[_)} 1],paJeN < SL(2,R), te su Ni N uistoj klasi konjuga-

cije.

Primjer 16. Nekaje G < S (X) podgrupa grupe svih bijekcija skupa X. Grupa G na prirodan
nacin djeluje na X: za bijekciju g : X — X i x € X definiramo gx = g(x). Djelovanje je
vjerno jer je identiteta (neutralni element u G) jedina bijekcija koja svaki x € X preslikava
u samoga sebe.

Propozicija 2.2.1. Neka grupa G djeluje na skup X. Tada postoji homomorfizam grupa
D : G — S(X) takav da je ©(g)(x) = gx za sve g € G i x € X. Djelovanje je vjerno akko je
® monomorfizam.

Dokaz. Za proizvoljni g € G definiramo funkciju @(g) : X — X s ®(g)(x) = gx, za sve
x € X. O(g) je bijekcija s inverzom ®(g™!):

[@(g) o P(g™)](x) = D(QIP(g™N(x)] =gg'x=x, VxeX

Analogno vidimo da je ®(g™!) i lijevi inverz od ®(g). PokaZimo sad daje ® : G — S(X)
homomorfizam grupa. Za proizvoljne g, h € G vrijedi:

D(gh)(x) = (gh)x = g(hx) = P()[P(M)(x)] = [D(g) e P(A)](x), VYxeX

Ovaj homomorfizam je injektivan akko ima trivijalnu jezgru, tj. G 3 e — id € S(X) je
jedini element koji inducira identitetu, Sto je ekvivalentno vjernosti djelovanja. O

Primjedba 14. ker ® zovemo jezgrom djelovanja G na X. Vrijedi ker® = {g € G | D(g) =
idy}) ={g € G| gx=x, ¥x € X} = Nexlg € G| gx = x} = NexG,. Kad je jezgra
trivijalna, @ ulaZe grupu G u grupu S (X). Na taj nacin primjer [I6 predstavlja paradigmu
vjernih djelovanja.

Primjedba 15. Sljedeca propozicija pokazuje kako djelovanje grupe G na skupu X inducira

podgrupe od G. Dobijamo i jaci rezultat: djelovanje grupe G na homogenom prostoru X
inducira klase ekvivalencije konjugiranih podgrupa od G.

Propozicija 2.2.2. Za svaki x € X stabilizator G, je podgrupa od G. Nadalje, za pro-
izvoljne x,y € X takve da xQy stabilizatori su medusobno konjugirani: postoji g € G takva
daG,=g"'G,g.

Dokaz. Za g,h € G, vrijedi gh™'x = gh™'hx = gx = x, pagh™ € Gy, zasvaki x € X.
Uzmimo proizvoljni & € G,. Kako su x 1y u istoj orbiti, postoji g € G t.d. y = gx.
Stabilizator G, sadrzi ghg™': ghg™'(y) = ghg '(gx) = gh(g™'g)x = g(hx) = gx = y.
Ekvivalentno, h € g7'G,g, pa imamo G, C g"'G,g. Obratno, ako je h oblika g™' fg, gdje
f € Gy, tadajeh € G,: hx = g''fg(x) = g f(gx) = g7'(fy) = g'y = x. Slijedi
¢ 'G,gcG,pag'Gg=0G.. O
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Djelovanje S L(2,R)
Definicija 15. Neka su a, b, c,d € R takvi da ad # bc. Preslikavanje dano s

ax+b
cx+d’

X =

x € R\{-d/c} (2.3)

zovemo Mobiusovom transformacijom realnog pravca.

Primjedba 16. Preslikavanje je poznato i kao linearna razlomljena transformacija realnog
pravca. Naziv je neprecizan, posto transformacija za ¢ # 0 nije definirana u x = —d/c.
Ipak ga koristimo kako bismo razlikovali transformacije od onih domene C\{—-d/c}. Raz-
motrimo slucaj ad = bc, Ako imamo ¢ # 0:

ax+b clax+b)+ad—-ad a(cx+d)—(ad—-bc) a

cx+d clcx+d) clcx +d) c

¢ime se (2.4) sazima u konstantno preslikavanje. Ako pak ¢ = 0, tada je a = 0 (izraz se
ax+b

svodi na g) ili d = 0, pa dobijemo . Znaci da je svako tako dobiveno preslikavanje

ili konstatno (ovdje uklju¢ujem i x - o0) ili pak, u slucaju neodredenog izraza %, naprosto
nije dobro definirano. Sve takve slucajeve smatramo podjednako nezanimljivima i odsad
razmatramo samo slucaj ad # bc.

Definicija 16. Neka je R = R U {oo}, pri Cemu vrijede sljedece aritmeticke konvencije:

= 00; =0; x-00=o00,x#0; x+o00=00

1 1
0 T o
R zovemo realnim projektivnim pravcem.

Primjedba 17. Mobiusove transformacije moZemo prosiriti na R — R ako za ¢ # 0 defini-

ramo =4 > c0ioco > ¢ azac =0 oo > oo.

c c’

Propozicija 2.2.3. GL(2,R) djeluje na R s

gixm g-x= (2.4)

oQ
Il

ax+b a b
cx+d’ c d

Dokaz.

1-x+0
X = =
O0-x+1

x, YxeR
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b|. b . . . .
2. Nekasu g = ar bi 1g, = @ 2 proizvoljne matrice ne-nul determinante.
Ci dl C d2

ax + b,

a, +b2
ci1x+d;

aix + b

g(g1x) = = [proéirimo razlomak s ¢;x + dl]

Cy +d2
c1x + dl

_(a1a0 + bye)x + arby + bydy |ajas + byey axbibyd,
a (ajca + cidr)x + bicy + dids "~ |aica+cidy by +didy

ay l’)z aq b]
(e e Bl =

O

Primjedba 18. Djelovanje iz [2.4] nije vjerno: pretpostavimo li da za svaki x € R vrijedi

‘C’ﬁs = x, dobit éemo cx*> + dx = ax + b, Yx € R, odnosno b» = ¢ = 0ia = d. Kako

smo u GL(2,R), vrijedi a = d # 0, pa su svi kandidati za gx = x nuZno oblika g € N =

t 0 e . . . o
{[O NE t € R*;. Lako se vidi i dovoljnost, naime gx = é%ot = x. Namece se pitanje

postoji li podgrupa od GL(2,R) za koje je djelovanje vjerno i, ako da, koja je “najveéa”
takva podgrupa.

Primjer 17. AGL(1,R) djelujenaR s
(a,b) : x—ax+b aeR" beR (2.5)

Sto se podudara s funkcijskim oblikom afine grupe iz 2.1l To djelovanje je restrikcija
a b %(ax +b)
e e
ax + b. Ovo djelovanje je vjerno: iz ax + b = x, za svaki x € R, slijedia = 1,b = 0.

Mobiusovog djelovanja (2.4) na AGL(1,R) < GL(2,R): % [

Primjer 18. Pogledajmo djeluje li S L(2,R) vjerno na R Mobiusovim transformacijama:
kao i kod GL(2,R) dobit ¢emo cx*> + dx = ax + b, ¥x € R, odnosno b = c =0ia = d, §to
-1

0 -1

uz dodatni uvjet ad = 1 daje [(1) (1)] :x|—>xi[ ]:x|—>x.

Primjer 19. Odredimo orbitu elementa 0 € R s obzirom na djelovanje G = GL(2,R) iz
@A): 0° = {29 |p? +d> £ 0} = {4|b*+d’ # 0} = R. Opcenito, X je G-homogeni
prostor akko se sastoji od samo jedne orbite, pa izravno dobijemo da je R G-homogen

prostor.
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Primjer 20. Definirajmo projektivni kompleksni pravac C = C U {oo}, gdje vrijedi (l) =
0; L1=0; z:00=00,z#0; z+00 = co. Slijedeéi liniju rezoniranja analognu onoj iz
primjedbe (17| zaklju¢ujemo da G = S L(2,R) djeluje na C Mébiusovim transformacijama.
Promotrimo djelovanje i pronadimo orbite elemenata z = 0, i, —i:

0+b b ;
OG:{a - |a,b,c,d € R, ad—bc=1}={3|b,d€R}:R

c-0+d
G b+ ai bd+ac+_ad—bc bd+ac+_ 1
1 = = 1 = i
d+ci d*+c? d>+c?  d*+ 3 d? + c?
bd + 1
:{d2+a26+id2+ 2|a,b,C,d€R, ad—bc:l}
c c
=|(d,c) > ya 2je surjektivno na R*, zbog (d,c);t(0,0)]
c
[ bd
= (a,b,c,d,)H—dZ:azc je surjektivno naR]
c
={x+iy|xeR,yeR"}
( l,)G_Eb—ai_bd+ac l_ad—bc_bd+ac ; 1
ld-ci B+ B+ B+ A+ R
bd + 1
:{d2+a§_id2+ b |a,b,C,d€R, ad—bCZI}
c c

={x+iy|xeR,yeR}

Djelovanje ima tri orbite: realnu projektivnu os i gornju i donju poluravninu.

Primjer 21. Pronadimo stabilizator elementa x = 0 s obzirom na djelovanje afine grupe iz
(2.5): iza-0+ b = 0slijedi b = 0, pa je AGL(1,R)y = {(a,0) | a € R*}, §to je izomorfno
grupi pozitivnih homotetija s obzirom na ishodiSte realnog pravca.

Analogno, ako promatramo x = 0 i SL(2,R) dobijemo %% = (0 i opet b = 0, pa je

c-0+d
SMLR%:{E 3J:aeRceR}

Zanimljivi rezultati dobiju se u slucaju djelovanja S L(2,R) na C. Za x = 0 rezultat je isti

kao u situaciji s realnim pravcem. Za x = i imamo % =i=>ai+b=di-c>a=d,b=
—c. Slijedi da je SL(2,R); = {[—ab Z] ca,beR, a*+b* = 1} = SO(2,R), specijalna
. . . .. —ai+b .
ortogonalna grupa drugog stupnja. Ista grupa je stabilizator za —i, jer i - =
—ci

—ai+b=—-di-c=>a=d,b=—c.
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2.3 Homogeni prostori i podgrupe

Primjedba 19. U propoziciji [2.2.2] pokazali smo prirodan nacin kojim djelovanje grupe G
na homogeni prostor X inducira podgrupe od X (Cak i viSe - klase konjugiranih podgrupa).
Obratno, teorem {4 pokazuje kako H < G inducira djelovanje na homogenom prostoru
X = G/H. Cilj je dokazati da je X = G/H homogeni prostor pod lijjevim pomakom
L(g) : g1 — g - g1 Korisno je pritom parametrizirati X funkcijom s : X — G koja je desni
inverz kanonske projekcije.

Definicija 17. Neka je H < G i X = G/H, i neka je p : G — X kanonska projekcija.
Prerezﬂ projekcije je desni inverz kanonske projekcije, tj. s : X = G

p(s(x))=x, VxeX

Primjedba 20. Prerez postoji, npr. za proizvoljni izbor g € G istaknimo upravo element g
kao predstavnika klase gH i definirajmo s(gH) = g. Prerez ne mora biti jedinstven, posto
s(gH) mozemo definirati kao bilo koji h € gH.

Lema 5. Za svaki g € G postoji h € H takav da s(p(g)) = gh.

Dokaz.
x = s(p(g))
p(x) = p(s(p(g)))
p(x) = p(g)
xX~g

O

Primjedba 21. 1z leme slijedi da je h = g~' - s(p(g)), pa je h jednoznaéno odreden s g.
Nadalje, mozemo dobiti g = s(p(g))h~!, pa uz minimalnu modifikaciju oznaka slijedi:

Korolar 2. Za svaki g € G postoji jedinstvena dekompozicija g = s([g]) -h, h € H.
Element h funkcijski ovisi o g na nacin h = r(g) := s([g])~'g.

Ideja je pomocu operacije na grupi G inducirati njeno djelovanje na X = G/H. Gru-
povnu operaciju oznacujem s *, a djelovanje na X s g-. Djelovanje definiramo tako da
dijagram komutira:

G Y56
; » (2.6)
X S x

"Engleski section
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Teorem 4. X = G/H je G—homogeni prostor s obzirom na djelovanje dano s:

g x> g-x:=p(g=s(x)) (2.7)
Dokaz.

1. g - x je dobro definirano u sljedecem smislu: Ako su s; 1 s, funkcije za koje vrijedi
p(s1(x)) = p(s2(x)) = x, Vx € X, tada p(g * s;(x)) = p(g * s2(x)). Primjetimo da
s1(x) ~ s2(x), pa s1(x) = s2(x) * h. Tada vrijedi g * s1(x) = g * $2(x) * h, odnosno
g * $1(x) ~ g * 52(x).

2. g-xjedjelovanje grupe G na X jer za svaki x € X vrijedi e-x = p(ex*s(x)) = p(s(x)) =
x1f-(g-x)=f-(pg*s(x)) = p(f*s(pg+s(x))=p(frgxs(x)=(f*g-x

3. Ovo djelovanje je tranzitivno, tj. (Vxi,x; € X)(dg € G)(g - x; = x). Naime, za
proizvoljne xi, x, € X promatrajmo s(x;), s(x,) € G. Postoji g € G t.d. g * s(x;) =
5(x,). Ako na jednakost djelujemo kanonskom projekcijom dobit cemo p(g*s(x;)) =
p(s(xy)), pastogaig-x; = x;.

2.4 Inducirano djelovanje S L(2,R)

Primjedba 22. Promotrimo situaciju F C SL(2,R), gdje je F skup svih donjotrokutas-
tih matrica u S L(2,R). Dokazali smo da vrijedi F < SL(2,R) pa promatramo pripadni
homogeni prostor X = SL(2,R)/ F.

Propozicija 2.4.1. Elementiu X = S L(2,R)/F su klase matrica oblika{ Z b] eSL2,R): g =ke R}

d

sa jednakom vrijednoscu k = b/d, zad # 0, i klasa {[_ la/b g] caeR*be R}, zad=0.
-1
. aq b] ay b2 v . ay bz aq b1 _ d2 —bz
Dokaz. Neka je [Cl d]] ~ [62 dz]' To znaci da je [Cz dz] [Cl d}] = [_62 0 ]

[al bl] _ [dzal — b2C1 dzbl — bzdl

Cq dl —Cra; + acy —C2b1 + a2d1

1. drby — body = 0, odnosno b d, = b,d,.

] € F, $to nam daje dva uvjeta:

2. (dray —bycy) - (caby + ardy) = 1. Ako raspiSemo drugi uvjet i iskoristimo jednakost iz
prvog, dobivamo —d2a102b1 +b1b2C16‘2+(11(12d1d2—azbzcldl = —ald1b26‘2+b1b2016‘2+
ayaxdidy — biciaydy = aydi(axdy — bacy) — bici(axds — byeo) = aydy — by = 1
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Ovo znaci da je uvjet byd, = b,d; 1 nuZan i dovoljan za g; ~ g2, 81,82 € SL(2,R). Razli-
kujemo dva slucaja:

a) Ako d; # 0, onda mora biti i d, # 0. Jasno je da su sve S L(2, R) matrice sa istim b/d
u istoj klasi ekvivalencije.

b) Ako d; = 0, onda slijedi by = 01ili d, = 0. No b; = 0 otpada, jer bi tada g; bila sin-

gularna. Stoga S L(2, R) matrice [ a sacinjavaju dodatnu klasu ekvivalencije.

b
-1/b 0

O

Lema 6. Definirajmo funkciju f : X — R s

a b b b
f.{[c d]ESL(Z’R)'E_kER}HC_Z’ zad # 0;

f:{[—f/b 8]:a€R*,beR}r—>oo, zad =0.

Ona je bijekcija s inverzom 7' : R — X
—1 _ a b . é _ .
f (k)—{[c d]ESL(2,R).d—k},keR,

-1 _ a b X %
f (oo)_{[_l/b 0].aeR,beR}.
Dokaz. Funkcije su, prema prethodnoj propoziciji, dobro definirane. Preostaje provjeriti

surjektivnost od f: neka je k € R proizvoljan. Tada se klasa elementa [(1) ﬂ preslikava u

k. Inverznost £ i f~! oita je iz definicije. i

Primjedba 23. Bijekcijom f poistovijeéujemo homogeni prostor X = G/F s R, te projekciju
p s fop (kompozicija bijekcije i surjekcije je surjekcija). Sekciju s izjednacavamo sa so f~!.
Zaista, (f o p)l(so fHX)] = fo(pos)f(x) = f(f'(x)) = x. Takva parametrizacija
uvelike nam olakSava izvod djelovanja grupe.

G ‘L% x

w» @ (2.8)
R
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Kao o¢iti izbor kanonske projekcije uzmimo p : SL(2,R —» R

a b b
p.[c d]Hc—l,zad;&O,

| a b
P\_1p ol ™

Lema 7. Funkcija s : R — SL(2,R):

1 &
0 1

Om_)ll
-1 0

k|—>[ ],kER;

je prerez od p.
Dokaz. Neka je x € R proizvoljan. Tada p(s(x)) = p ([0 1]) = x. p(s(0)) = p ([_1 0]) -
1/0 =00 .
Primjedba 24. Prema postupku iz [Korolara 2, za proizvoljni SL(2,R) > g = Z Z ,d#0
‘ ) - 1 -b/d] [a b] _[(a=be)d O
imamo r(g) = s(p(g)~' - g = s(b/d)' - g = [0 1/ ] . [C d] - [( c ! a’] B

1/d 0] ., . bl

. dl€ F. Zato imamo dekompoziciju oblika g = s(p(g)) - r(g):

a b| |1 b/d] [1/d 0
[c d]‘[o 1Hc d] (2.9)

Korolar 3. Pripadno djelovanje S L(2,R) na R dano je s:

ax+b a b
g:x'_)g'x:cx+d’ g:[c d] (2.10)
a bl |1 x a ax+b ax+b
DOkaZ.g.x:p(g*s(x))=P([c d]'[o 1):p([c cx+d):cx+d N

Primjedba 25. Potrebno je posebno razmotriti djelovanje S L(2,R) na x = oo:

a b 1 1 a-b a a
s 1 oS 9

Sto je u skladu s proSirenjem iz primjedbe
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Primjedba 26. Uo¢imo da djelovanje S L(2,R) na projektivni realni pravac Mobiusovim
transformacijama prirodno proizlazi iz izbora F < S L(2,R).

CO.St s t] (te R}. Pri ka-
—sint cost

rakterizaciji klasa u S L(2,R)/K posluZzit cemo se ANK dekompozicijom. Kao i u prethod-
nom slucaju, homogeni prostor ¢emo bijekcijom poistovjetiti s jednostavnijom strukturom.

Primjer 22. Promotrimo sad K < SL(2,R), gdje je K =

Propozicija 2.4.2. U svakoj klasi iz S L(2,R)/K postoji do na predznak jedinstvena gor-
njotrokutasta matrica.

Dokaz. Dokazimo prvo jedinstvenost. Neka su g, & gornjotrokutaste matrice iz iste klase.
Tada vrijedi g = hk, gdje je k € K, pa dobijemo h'g = k. Gornjotrokutaste S L(2,R)
matrice ¢ine grupu, pa je i k gornjotrokutasta matrica. Posto je sin¢ = 0, slijedi cost = +1,
pak = +I, pa h = +g. Dokazimo sad egzistenciju. Prisjetimo se da proizvoljnu g €
S L(2,R) postoje jedinstvene a € A,n € N,k € K takve da g = ank. Prema tome, g i an su

b] € SL(2,R) vrijedi:

. .. < . a
u istoj klasi, tj. prema raunu iz teorema za [c d

b 1 ac+bd
a bl Vo Vee
c d 0 V2 + d?

O

a

Primjedba 27. Jednom kad izaberemo predstavnika klase oblika [ 0

b .
g _11], poistovjecujemo
1

v AL
ga s (a1by,a;) € R x R*. To poistovjeéivanje je bijekcija s inverzom (u, v) — { 0 f}
Propozicija 2.4.3. Uz identifikaciju S L(2,R)/K s R X R* imamo p : SL(2,R) - RXR* {
s :RxR* - SL(2,R) oblika:

1

a b
: [0] a_ll] — (albl,af)

) L'lv u
S'(M’V)HW[O 1]

v
Dokaz. Neka je (u,v) € R X R* proizvoljan. Tada p(s(u,v)) = p (| \(/)_

VD =(u,v). 0O

<l-<:
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Primjedba 28. Uzmimo proizvoljnu matricu [Z b] = g € G. Projicirajmo predstavnika

d
njene klase:

1 ac+bd
oo | N | (dctbd 1 2.11)
0 Ve? + d? A+d* t+d?
Korolar 4. Inducirano djelovanje S L(2,R) na R X R* dano je s:
a b (au + b)(cu + d) + cav? v
-, , 2.12
[ d] @, v) = ( (cutdP+ (2 (cu+dp+(cv)? (.12)

a bllv u av au+b
Dokaz. g-(u,v) = p(g*s(u,v)) = P(% L d] 0 1]) = p(% o cutd ) = [prema (2.11)] =
%av%cv + \/%(au + b)\ifv(cu +d) 1
%(cv)2 + %(cu + d)? ’ %(cv)2 + %(cu + d)?
_ ((au + b)(cu + d) + cav? % a
- (cu+d)?+(cv)?  (cu+d)?+(cv)?)

Primjedba 29. Uoc¢imo da je rezultat djelovanja takoder u gornjoj poluravnini R X R*.
Uvrstavajuéi —v umjesto v dobijemo djelovanje u donjoj poluravnini RXR~. Dva djelovanja
simetri¢na su s obzirom na apscisu. Prirodno se nameée C = {z=u+iv:u e R,v e R}1i
stavimo z = u + iv, gdje je i* = —1, kao okvir u kojem moZemo elegantnije saZeti dobivena
djelovanja.

Teorem 5. S L(2,R) djeluje na C s:

[a b] az+b
=

c d CZ—+d’ Z=Uu-+1v. (213)

Dokaz. Za z € R izravno se vidi da dobivamo upravo djelovanje na realnom projektiv-
nom pravcu opisano u (2.10). Zbog simetri¢nosti spram apscise, dovoljno je vidjeti da se
restrikcija djelovanja na gornju poluravninu poklapa s djelovanjem iz prethodnog korolara.

az+b au+b+iav au+b+iav cu+d—icv
cz+d cu+d+icv  cu+d+icy Ccu+d—icv

_(au+ b)(cu + d) — i*cav® + i(avcu + avd — cvau — cvb)

- (cu + d)* + (cv)?

_(au + b)(cu + d) + cav* + iv(ad — cb)

B (cu + d)? + (cv)?

_(au+b)(cu+d)+ cav? + iv

- (cu + d)* + (cv)?
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Primjer 23. Okrenimo se sad sluaju N’ < SL(2,R), gdje je N' = {[r 1] ‘te R}

Propozicija 2.4.4. Neka je [? z] € SL(2,R) takva da d + 0. U svakoj klasi gN’ iz

SL(2,R)/N’ postoji jedinstvena gornjotrokutasta matrica.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi

I | P

Slijedi x =d~', y = b, t = c¢d™", pa imamo dekompoziciju

a b| [d b|[ 1 0
[c d]‘[o dHcd-l 1]’ d#0.

Kad je d = 0, takva dekompozicija je nemoguca. O

b X!

X+ yt y]

Primjedba 30. Analogno prethodnom slucaju poistovjecujemo S L(2,R)/N" s R X R* i
imamo istu projekcijui prerez. p : SL(2,R) > RXR"is: RXR* - SL(2,R) oblika:

. [Cl] bl

O a1—1:| i (albba%)

) 1 |v u
s.(u,v)+—>$01

Uzmimo proizvoljnu matricu [CCI Z] = g € G, d # 0. Projicirajmo predstavnika njene

klase: |
|d b —1p -2
p.[o d]&—)(d b.d?) (2.14)
Korolar 5. Inducirano djelovanje S L(2,R) na R X R* dano je s:

a bf, au+b V
[c d] S (u,v) > (cu+d’ (cu +d)2) (2.15)

1 b 1 b
Dokaz. g-(u,v) = p(g*s(u,v)) = p(ﬁ [Z d] [5 ﬂ) =p (7 [ccl: iz I J ) = [prema (2.14)] =
( W au+b W2 )_(au+b v a
cu+d v (cu+d?] \cu+d (cu+dy?
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Primjedba 31. Opet se moze vidjeti da se gornja poluravnina preslikava u gornju polurav-
ninu, i da zamjenom —v umjesto v dobivamo simetri¢no djelovanje na donjoj poluravnini
u odnosu na apscisu. Ovaj put implementirat ¢emo dobivena djelovanja u sustavu dualnih
brojeva D := {x + €y : x,y € R}, s nilpotentnom imaginarnom jedinicom €> = 0. Za sad ne
razmatramo degenerirane slucajeve i proSirenje na D.

Teorem 6. S L(2,R) djeluje naD s:
a bl G +b
c dl" "7 g+d

Dokaz. Opet, restrikcija na realnu os je ocita. Restrikcijom na gornjoj, odnosno donjoj
poluravnini dobijemo.

Z=u+ ev. (2.16)

az+b au+b+eav au+b+eav cu+d-— ecv

cz+d cu+d+ecv  cu+d+ecy cu+d— ecv
_(au+b)(cu+d) - e’cav’ + e(aveu + avd — cvau — cvb)
B (cu + d)? — €2(cv)?
:(au+b)(cu+d)+ev(ad—cb) :au+b+€ v
(cu + d)? cu+d  (cu+d)?

O

o . . “ ., . . ., ||cosht sinht|
Primjer 24. Pogledajmo naposljetku slucajA” < SL(2,R), gdjeje A’ = {[sinht cosh t] (te R}

Propozicija 2.4.5. Neka je [Z Z] € SL(2,R) takva da d +# *c. U svakoj klasi gA’ iz
S L(2,R)/A’ postoji do jedinstvena gornjotrokutasta matrica u sluc¢aju d*—c* > 0, odnosno

matrica oblika —))c}‘l g zad®—c*<0

Dokaz. Pretpostavimo da postoje x,y,t,u € R,t > 0,1* — u? = 1 takvi da vrijedi:

a bl _|x y ||t u|_ |xt+yu xu+yt

c dl 7|10 x'Wu t| | ux! tx!
Izratunajmo d? — ¢ = x72(* — u*) = x72, iz &ega vidimo da za d # +c slijedi x =
Potom imamo ¢ = dx i u = cx. Zatm izjednaCimo a = xt + yu, pa za u # 0 dobijemo
_ ald*-c*)—d Vd*-c? _d(ad-1) - ac?

d>—c? ¢ cVd? - ¢?
dbc — ac? db — ac

- cVd? - 2 - V& =2

1
2—2"

y=(a- xt)u!
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pa imamo dekompoziciju

b 1 db—ac d c
[Cl ] = l Va2-c2 Vd2—c? l l \/di—cz de—czl d* >

2 2 b 2
¢ d 0 Nd* — ¢ Vi-2 Vi

a bl 1 1 db-ac||ld c P> 2
c dl-@2-alo &-c||c al’ €

Zau =0imamo ¢ = 01t = 1, pa zapravo imamo dekompoziciju
a b| _la b |10 40
0 a'|7|0 at| o 1|7 “T™

odnosno sama matrica g a’fl] je predstavnik svoje klase. Analogno dobijemo dekompo-

odnosno

ziciju za sludaj d* < 2

a bl 1 ac—db -1||c d 2 P
cdlTa-zlé-a2 olla ¢ € '

O

Primjedba 32. Ovaj put poistovjecujemo SL(2,R)/A’ s R X R*, a za projekciju i prerez
uzmimo p : SL(2,R) > RXR*is: RXR* — SL(2,R) oblika:

a b
: [01 a—ll:| = (alblva%)a

1

A
p: [ : gl]  (a1by, —ay)

-1
a,

s:(u,v)— ],zav>0

v
W0 1
“ V],zav<0

o

s (u,v) —

Uzmimo proizvoljnu matricu [CCZ Z] = g € G, d* > ¢*. Projicirajmo predstavnika njene

klase:

1 db—ac
: — db - ac 1
p:{wg_cz W@lH(dz—cz’dz—&) (2.17)
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Uzmimo sad matricu oblika [ccl Z] = g € G, d* < ¢*. Projicirajmo predstavnika njene

klase: o »
Vet - d? 0 c2—d?’ -2
Korolar 6. Inducirano djelovanje S L(2,R) na R X R* dano je s:
a b (au + b)(cu + d) — cav? V
(1, , 2.19
[c d] @, v) = ( Cutd? — (v (cu+dy — vy (2.19)

Dokaz. Uzmimo (u,v) € R X R*

! 1
g.(u,v)=p(g>x<s(u,v)):p(—[if ZH(V) bl‘]):p(_[av au+b

) — [prema &T7)]

W Wlev cu+d
%(au + b)(cu+d) - %cvav 1
- ( %(cu +d)* - %(cv)2 ’ %(cu +d)* - %(cv)2)
B ((au + b)(cu + d) — car? % )
(cu+d)?—(cv)? " (cu+d)? - (cv)?

Isto dobijemo i za (u,v) € R X R~ O

Primjedba 33. Uocimo da ovaj put djelovanje ne Cuva gornju i donju poluravninu.Implementirat
¢emo gornje djelovanje u sustavu duplih brojeva O := {x + jy : x,y € R}, s idempotentnom
imaginarnom jedinicom j% = 1.

Teorem 7. Inducirano djelovanje S L(2,R) na O dano je s:

a b az+b .
[c d]'z}_)cz—+d’ zZ=u+ jv. (2.20)

Dokaz.

az+b au+b+ jav _au+b+ jav cu+d— jev

cz+d cu+d+jov cu+d+jev cu+d— jev
_(au+b)(cu +d) — jFeav? + j(aveu + avd — cvau — cvb)
- (cu + d)? — j2(cv)?
_(au+b)(cu+d) - cav’* + jv(ad — cb) _ (au+ b)(cu+d) — cav*® v
- (cu+ ) — (cvp? T Ccurdr— o lcurdr —(ovy
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2.5 Hiperkompleksni brojevi i EPH Kklasifikacija

Pokusajmo saZeti rezultate posljednjeg odjeljka. Opcenito, izborom podgrupe H < S L(2,R)
inducirali smo djelovanje S L(2, R) na homogenom prostoru S L(2,R)/H. Pritom smo ho-
mogene prostore bijekcijama poistovjecivali s pogodnijim ekvipotentnim skupovima. Iz-
abravii F < SL(2,R), gdje se F sastoji od donjotrokutastih matrica jedini¢ne determi-
nante, inducirali smo djelovanje S L(2, R) na projektivhom realnom pravcu R ~ S L(2,R)/F
Mobiusovim transformacijama. Potom smo pomocu K = § O(2,R) inducirali djelovanje
na poluravninama R X R* i R X R™. Objedinili smo tri djelovanja u jedno koristeci prostor
kompleksnih brojeva C. Potom smo pomocu grupe N’ inducirali novo djelovanje na po-
luravninama. Njega smo implementirali koriste¢i prostor dualnih brojeva D. Naposljetku,
pomocu grupe A’ inducirali smo djelovanje na R X R*. Njega smo implementirali pomocu
duplih brojeva O. U sva tri razmatranja, djelovanja su poprimila oblik M&biusovih tran-
sformacija. Takoder, u sva tri slucaja, njihova restrikcija na realni pravac svela se na isto
djelovanje.

Definicija 18. Definiramo redom skup kompleksnih,dualnih i duplih brojeva:

C={x+iy|x,yeR}, P2 =-1

D={x+ey|x,yeR}), €=0

O={x+jylxyeR}, j=1
Broj zovemo hiperkompleksnim ako je element barem jednog od gornjih skupova. Koriste
se i opcenite oznake A € {C,D,0}, ¢ € {i,€,j}i o = (>. Zbrajanje na A definiramo po
komponentama: za a,b,c,d € R

(a+bt)+(c+d)=(a+b)+(c+dh,

a mnoZenje

(a + bo)(c + dv) = ac + bdi* + (bc + ad)
poprima razlicite oblike u pojedinom skupu:

(a+ bi)(c +di) = ac — bd + (bc + ad)i
(a + be)(c +de) = ac + (bc + ad)e
(a+bj)c+dj)=ac+bd+ (bc+ad)j

Primjedba 34. Aditivno gledajuéi, R?> = C = D = O. Kod mnoZenja, vidimo da dobivamo
razlicite strukture. Bitno je istaknuti da su djelitelji nule u D oblika ef, t € R (imaginarna
os). U O djelitelji nule su oblika #(1 + j), t € R. Napomenimo da ¢e to imati utjecaja na
degenerirane slucajeve koje smo ispustili iz razmatranja. Oni se obuhvaéaju dodavanjem
elementa co i definiranjem progirenih ravnina D = D U {0} i O = Q U {co} . Za opSirnije
razmatranje ovih proSirenja, pogledati Kisila[1].
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Primjedba 35. Vazno je napomenuti da gornja tri brojevna sustava nisu puki pokusaji ge-
neralizacije, ve¢ se prirodno javljaju kao modeli djelovanja specijalne linearne grupe na
R x R* UR. U izboru hiperkompleksne implementacije moZemo primijeniti takozvanu
EPH klasifikaciju, Cest matematicki lajtmotiv u kojem slucajeve dijelimo na elipticke,
parabolicke 1 hiperbolicke. Tako ¢emo izbor kompleksnih brojeva, smatrati eliptickim
slucajem, izbor dualnih brojeva zvat éemo parabolickim slu€ajem, a izbor duplih brojeva
hiperbolickim. Ovakvo nazivlje nije proizvoljno, pokazuje sljedeéi rezultat. Prisjetimo se

dekompozicije S L(2,R) = ANK, gdje su A = {[x DX > 0}; N = {[(1) ){] (Y€ R}i

0
0 1/x
e=fo ) es).
—Sinf cost

Teorem 8. Orbita pri djelovanju grupe K na tocku (0,1), t > 0 je

1. KruZnica sa sredistem na ordinati koja prolazi kroz (0,t™), za A = C,
2. Parabola jednadzbe y = tx* +t, za A = D,

3. Hiperbola jednadZbe —x~ + (y — T) == za A =0.

Dokaz.

1. Prisjetimo se koordinatno zadanog djelovanja S L(2, R):

a b (au + b)(cu + d) + cav? v
o] |

dl "V (cutd?+ @2  (cu+d?+(cv)?

Sad imamo a =d = cos¢, b = —c = sing, (u,v) = (0,1)

a b bd + cat* t
[c d] (0.0 (d2 +22 7 d? + c2t2) 22D

Y S £2+1 . _ £+1 2 _ (PA-1)? .
Srediste kruznice je S(0, =), radijus r =| 7 — 5= |, pa r* = “5—. Uvrstimo

proizvoljnu to¢ku orbite u jednadZbu kruZnice.

(x-pl+G-q’=r
(bd +cary (1 2+1) (A -1)
@+ \d?+c22 2t ) 4r
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Raspisimo lijevu stranu jednakosti:
a’b*(1 =21 + 1) . 1? ?+1 . # +1)°
(a® + b*r?)? (@ +b*?)?  a*+b*r 4r?
_a’b*(1 =22 + 1 + 2 — (2 + 1)(d® + b*P) . ( +1)°

(a* + b21?)? 41
LB - D)+ A28+ 1 - d - D)+ @ - (P + 1)
B (@ + D) T
_—at =280 - bt P+ 1) (@ + P P+ 1)
(@ + b12)? A2 T (@ bR 4P
E+172 (- 1)
=t e T

2. Prisjetimo se djelovanja S L(2,R) u dualnom slucaju:

a b|. au+b %
c d vy cu+d’ (cu+d)?

Imamo a =d = cos¢, b = —c = sin ¢, (u,v) = (0,1).

a b|. b t
[c d]'(O’I)H(E’E)

Lako je vidjeti da sve totke orbite zadovoljavaju jednadzbu y = tx*> + t. Uzmimo

) . . S . 2 2,2
proizvoljnu to¢ku orbite i izraGunajmo ¢ - & + ¢ = LHe = L = £
c c C d

3. Djelovanje u slucaju A = O glasi

a b (au + b)(cu + d) — cav? y
o |

dl -V (cutd?—@v? (cu+d)?—(cv)?

Sad imamo a =d = cos¢, b = —c = sing, (u,v) = (0,1)

a b bd — cat? t
[c d]:(O,t)l—)( )

d? — 272 ’ d? — 212

Uvrstimo proizvoljnu tocku orbite u jednadzbu hiperbole:

-1 t+ 1\’
- 0-(5)

2t )
Wd—ca?y 2 Pl - 1P (141 2
(d* =22 (d* =) A2 - 4 2t
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Raspisimo lijevu stranu jednakosti

a’b*(1 + 21 + 1) . 1 -1 s (t—1)>
((12 _ b2t2)2 ((12 _ b2t2)2 (12 _ b2[2 4t2
a1+ 22 + ) + 2 — (7 - D(a® - 1) . (t—1)?

(a2 _ b2t2)2 4t2
@B - D+ P2+ 1 —a )+ (1 ) (1)
- (a® — b212)? 472
a2 bt Poutl | P2l (1] ’
(a* — B2 42 42\ 2t

Primjedba 36. Lako je vidjeti da A djeluje na sva tri prostora dilatacijom:

A
[E)l /ﬁl]:ZH/l—_Zl:/lzz, A1>0, z€eA

Isto tako N djeluje na sva tri prostora translacijom:

1 ¢ z+t
[ ]2Z+—>—=Z+t, teR, zeA

Slika 2.1: Djelovanja podgrupa A 1 N na gornjoj poluravnini. Slika preuzeta odV.Kisil[1]

EPH klasifikacija koristi se 1 prilikom razvrstavanja elemenata po broju fiksnih tocaka.
Propozicija 2.5.1. Neka g € S L(2,R) djeluje na A. g ima tocno

a) dvije fiksne tocke akko tr(g) < =2 ili tr(g) > 2
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[ /,il\ \\ ' \\\\\i\ / //
N\ L\

— e B

Slika 2.2: Djelovanja podgrupa K na gornjoj poluravnini u kompleksnom, dualnom i du-
plom sluc¢aju. Slika preuzeta od V.Kisil[1]]

b) jednu fiksnu tocku akko tr(g) = +2
c) nijednu fiksnu tocku akko =2 < tr(g) < 2.

Dokaz. Neka je “Zj:z = z, odnosno az+b = cz>+dz. Diskriminanta ove kvadratne jednadZbe
je D = (d — a)* + 4cb = (d + a)* — 4ad + 4cb = tr(g)* — 4. o

Primjedba 37. Elemente iz a) slucaja zovemo hiperbolickim. Oni su konjugirani s nekim
elementom a € A. Elemente iz b) slucaja zovemo parabolickim, a konjugirani su nekom
elementu iz N. Elementi iz ¢) su elipticki 1 konjugirani su nekom k € K.

2.6 Invarijantnost cikala

U ovom odjeljku dajemo kratke naznake nekih invarijanti spram dobivenih djelovanja.
Zelimo naznaciti smjerove u kojima se dalje moze i¢i s istrazivanjem. Okre¢emo se gene-
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raliziranim kruZnicama - ciklima i pokazujemo da se Mobiusovom transformacijom cikla
opet dobiva cikl. Potom u grubim crtama opisujemo kako se cikli opisuju u matri¢nom
obliku. Taj oblik pokazuje se pogodnim za definiranje nekih invarijanti, kao Sto je na pri-
mjer skalarni produkt.

Definicija 19. Cikl je naziv kojim obuhvacamo pravce i kruznice (za A = C), pravce i
parabole (A = D), odnosno pravce i hiperbole A = Q.

Teorem 9. Familija svih cikala u A invarijantna je spram djelovanja S L(2,R).

Dokaz. Neka su cikl C i1 g € SL(2,R) proizvoljni. Za dani cikl C postojea € Ain € N
takve da je anC u K-orbiti djelovanja. Potom dekomponiramo akciju g(an)™! = a'n’k’,
gdjesua’ € A,n’ € Nik’ € K. Pogledajmo djelovanje elementa g na C:

gC = g(an)'anC = a'n’k’anC = a'n’anC

Ovdje koristimo bez dokaza dvije Cinjenice: prvo, da djelovanje A i N Salju cikl u cikl,
Sto je prilicno ocito, dok je drugu, da za svaki cikl postoji element od AN koji ga Salje u
K-orbitu, nesto teze dokazati. O

Evo definicije koja vodi do nesto vece operabilnosti:
Definicija 20. Skup svih x + 1ty € A, gdje je o = * zadan s
k(x2 - O'yz) —2lx-2ny+m=0, k/lmneR (2.22)
zovemo generaliziranim ciklom. Oznacimo s

l+nqn  —m

Cy = k —l+nn

) (2.23)

gdje je n imaginarna jedinica neovisna od 1, takva da je n* € {—1,0, 1}

Primjedba 38. 1zbor imaginarne jedinice ¢ predstavlja izbor brojevnog sustava A u kojem
implementiramo generalizirane kruZnice ili cikle. Taj prostor ¢esto zovemo fockovnim
prostorom. To&ka (k, [, m, n) iz projektivnog prostora P* predstavlja cikl u opéem obliku.
[P stoga zovemo prostorom cikala. 1zbor imaginarne jedinice n predstavlja izbor definicije
prostora u kojem definiramo osnovna svojstva cikla. Zanimljivo je napomenuti da za svaki
koncept ovdje imamo devet situacija: tri izbora implementiranja u to¢kovnom prostoru
puta tri izbora definiranja osnovnih svojstava u prostoru cikala.

Definicija 21. Neka je C cikl u P? i neka je n imaginarna jedinica. Definiramo:

e Broj det C, € R nazivamo n-dijametrom cikla C.
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e, = (é, —7]2%) oznacavamo n—centar cikla C.
Bez dokaza navodimo sljedecu vaZznu Cinjenicu.

Teorem 10. Neka je C cikl, n imaginarna jedinicai g € S L(2,R). Element g Mobiusovom
transformacijom preslikava C u C' Cija je odgovarajuc¢a matrica dana s

C, =gCyg™! (2.24)

Vidimo da ovime imamo dobar temelj za definiranje metricke strukture prostora preko
determinanti. Dalja razmatranja mogla bi i¢i u smjeru istrazivanja invarijanti medusobnih
odnosa cikala.

Definicija 22. Za C,C’ € P? definiramo n-skalarni produkt
(Cp, Cp) = —tr(CnC;])

C i C’" su n-ortogonalni ako je (C,, C;) = 0.

2.7 ZavrSne napomene

Navodimo jos uobicajenu definiciju Kleinove geometrije u terminima Liejevih grupa. U
ovom radu ogranicili smo se na algebarske aspekte.

Definicija 23. (G, H) je Kleinova geometrija ako je G Liejeva grupa, H zatvorena Liejeva
podgrupa od G i G/H povezan prostor. Grupu G zovemo glavnom grupom geometrije, a
G/H prostorom geometrije.

Primjedba 39. Dimenzija Liejeve grupe G je dimenzija G kao mnogostrukosti. Primjera
radi dimGL(2,R) = 4, a dimSL(2,R) = 3. G/H je glatka mnogostrukost i vrijedi
dimG/H = dimG — dim H.

Vrijedi sljedeca tvrdnja koja pruZza jos jedan argument istaknutosti podgrupa A, N i K,
buducdi da se na njima temelji svako djelovanje S L(2, R) na 2-dimenzionalnom prostoru.

Propozicija 2.7.1. Svaka jednodimenzionalna podgrupa od S L(2,R) je konjugirana jednoj
od podgrupa A, N ili K

Primjedba 40. Ovdje vidimo i ogranienja naseg pristupa: Ukoliko Zelimo razmatrati to-
polosku ili, jaCe, diferencijabilnu strukturu prostora geometrije, potrebno je baratati alatom
Liejevih grupa i algebri
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Primjedba 41. Prigodno je ovdje staviti jednu terminolosku opasku. Klein uvodi EPH
klasifikaciju po kojoj neeuklidska geometrija Bolyaija i Lobacevskog dobiva naziv hiper-
bolicka. Naziv tu odgovara obliku konike u projektivnoj ravnini koju fiksiraju projektivne
transformacije, a Cija unutras$njost tada postaje model te geometrije. U ovom radu ge-
ometriju Lobacevskog implementiramo u gornju kompleksnu poluravninu i zbog toga je
karakteriziramo kao elipticku.
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Sazetak

Erlangenski program je uvrijeZeni naziv teksta iz 1872. godine u kojem je Felix Klein
izlozio projekt objedinjenja geometrije. Klein u srediSnje mjesto stavlja projektivnu ge-
ometriju, a svakoj podgeometriji dodjeljuje pripadnu grupu transformacija pod ¢ijim su
djelovanjem istaknuta svojstva invarijantna. Obratno, svako djelovanje neke grupe na od-
govaraju¢em homogenom prostoru ima svoju geometriju kao teoriju invarijanti tog djelova-
nja. Rad je usredotocen na specijalnu linearnu grupu S L(2, R). Kroz izbor njenih podgrupa
ostvaruje se djelovanje S L(2, R) na homogenim prostorima Mobiusovim transformacijama.
Naposljetku, pokazuje se invarijantnost familije svih cikala pod djelovanjem S L(2, R).



Summary

The Erlangen programme is the name given to a 1872. paper in which Felix Klein presen-
ted a project of unification of geometry. Klein highlights the status of projective geometry.
To each subgeometry a corresponding group of transformations is assigned, keeping cer-
tain properties intact. Conversely, each group action on the associated homogeneous space
is attributed with its geometry in the form of invariance theory of the given action. In this
paper, I focus on the special linear group S L(2,R). By choosing any of its subgroups, an
action of S L(2,R) on a homogeneous space is induced in the form of M&bius transformati-
ons. Lastly, the family of all cycles is proved to be invariant under the action of S L(2, R).
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