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Uvod

Temelj ovog rada je znanstvena disciplina koju nazivdatogra ja. Zadatak kartogra-
je je gra cki prikazati u ravnini prostornu stvarnost, odnosno ponajprikladniju vrstu
kartografskog prikaza kako bi korisnik mogao doktid bolju predodbu prostorne stvar-
nosti. Razne su podijele kartogra je, a i©&émo se baviti matemakom kartogra jom,
odnosno kartografskim projekcijama.

U prvom poglavlju de niratce se opi pojmovi u kartogra ji tece se navesti nekoliko
podjela kartografskih projekcija i njihove karakteristike.

U drugom poglavlju bavitemo se polaznom ¢&om ovog rada, a to je Mercatorova
karta koju je amansko-njencki kartograf Gerardus Mercator dizajnirao 1569. godine.
Mercator, ralen na podrgju dananje Belgije, je koristio latinizirani oblik imena, a zapravo
se vjerojatno zvao Gerhard Cremer. Svojim suvremenicima i kasnijim znanstvenicima je
najbolje poznat po izradi karata i globusa jer je bio prvi koji je koristio poglas kako
bi opisao zbirku karata. Takier je bio poznat po svojoj kaligra ji te imenovanju Sjeverne
Amerike kao takve na svojoj karti 1538. godine. U ostatku svijeta se njegovo ime povezuje
s projekcijom koju je posebno izradio kako bi pomogao u plovidbi.

Zatim ¢e se spomenulti i izvesti relacije stereografske projekcije koja naizgled nema veze s
Mercatorovom projekcijom, aie se utvrditi da su Mercatorova i stereografska projekcija
grancni slucajevi Lambertove konusne projekcije, ka@emo takder prowcavati.

Nadalje, u tréem poglavljice se pokazati neka zanimljiva svojstva koja povezuju Mer-
catorovu projekciju s drugim matemeitim pojmovima, odnosno konkretrae se izvesti
veze s kompleksnom funkcijom exps krivuljom traktrisom.

| na kraju, ucetvrtom poglavlju izlait e se slaenije varijante Mercatorove projek-
cije. Takoce se umjesto konstrukcije Normalnog Mercatora na sferi prikazati konstrukcija
Transverzalnog Mercatora na sferi s ciljem postizanfgevereciznosti projiciranjaitave
sfere.

Takoder ce se ukratko opisati Mercatorove projekcije na elipsoidle@ao se pobtie
upoznati i s geometrijom elipsoida.



Poglavije 1

Kartografske projekcije

1.1 Uvod u kartografske projekcije

Kartografska projekcija je mén preslikavanja plohe sfere ili elipsoida, kojima se u karto-
gra ji aproksimira ploha Zemlje, ostalih nebeskih tijela i nebeskog svoda, u ravninca Op
svrha izicavanja kartografskih projekcija je stvaranje mateokatiosnove za izradu karata
I rjiesavanje teorijskih i praktnih zadataka u kartogra ji, geodeziji, geogra ji, astronomiji,
navigaciji i ostalim srodnim znanostima.

Za kartografsko preslikavanje zao je ustanoviti relacije iznti koordinata toaka na
Zemlji, odnosno na elipsoidu ili sferi, i koordinata njihovih slika u projekciji. Te relacije
najceste se zadaju analdtki, tj. osnovnim kartografskim jednadama

x=f( ) y="f( )

gdje su' i geografske koordinate na elipsoidu ili sferixay pravokutne koordinate u
ravnini projekcije. Projekcija se gomaze zadati i tablicom koordinata ili opisom konstruk-
cije mreze meridijana i paralela, jer sudke na plohi elipsoida ili sfere odiene upravo
presjekom meridijana i paralela.

Jedan od glavnih ciljeva kartografa i materata koji su se bavili kartografskim pro-
jekcijama bio je dobiti projekciju s minimalnim izoloknjem (deformacijom). Hipotet-
ska kartografska projekcija koja vjerno reproducira svecaji@ originalne sfere bila bi
saviseno ekvidistantna, tj. udaljenosti izchesvake dvije toke zadrale bi isti omjer na
karti i sferi pa bi stoga i svi oblici bili sauvani. No, na ravnoj karti ovo svojstvo jednos-
tavno nije mogéae, sto se lako mee vidjeti u tackama na rubu karte. Ako karta pokriva
kontinent ili cijelu Zemlju izoblcenjace biti izrazita, a ukoliko je regija valine manjeg
grada onda se izoloénje mae jedva izmjeriti pomou vise projekcija, ali ipak mze biti
primjetno korstenjem neke druge projekcije.
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Doslovno postoji beskoman broj kartografskih projekcija koje se mogu izraditi, a
objavljeno ih je nekoliko stotina te onsesto nose ime svog autora, npr. Mercatorova,
Sansonova, Robinsonova.

Opci pojmovi u kartogra ji

De nirajmo neke vane pojmove kojéemo visekratno spominjati u ovom radu. Kako bi se
utvrdio polaaj tocaka na Zemlji, javlja se potreba za ulemjem geografskog koordinatnog
sustava na sferi ili elipsoidu te se stoga na powr Zemlje postavlja mea meridijana i
paralela.

Meridijan je linija na Zemljinoj sferi koja je dobivena presjekom te sfere poluravninom
ciji se rubni pravac podudara s osi rotacije te sfere, odnosno s pravcem koji prolazi polo-
vima Zemlje. Taj pravac takier nazivamo obrtna (rotacijska) os. Analogno de niramo
meridijan na Zemljinom elipsoidu. Kao glavni meridijan je odabran Gkinmeridijan
koji je kao matunarodni standard postavljen 1884. godine. Ime je dobio po gradu Gre-
enwich u Engleskoj, kroz koji prolazi, a m&gte ga zovemaulti ili po cetni meridijan.
Prema poetnom meridijanu se odiieje geografska duljina.

Geografsku duljinu (cesto se @egeografska duzingede niramo kao kut izmeu ravnine
pocetnog meridijana i ravnine meridijana zadanek® a ozneavamo s . Mjeri se od
pocetnog meridijana od Glo 180 prema istoku te od 0do 180 prema zapadu. Time raz-
likujemo istacnu i zapadnu geografsku duljinu. Vrijednost tog kuta u smjeru istoka smatra
se pozitivnom.

Paralela je linija (kruznica) na Zemljinoj sferi koja je dobivena presjekom te sfere
ravninom koja je okomita na obrtnu os te sfere, odnosno na pravac koji prolazi polovima
Zemlje. Analogno de niramo paralelu na Zemljinom elipsoidu. Glavna paralela je jed-
nako udaljena od polova, te je ujedno i ndjaeparalela i nazivamo jekvator. Ekvator
dijeli Zemljinu sferu na sjevernu i gnu polutku, odnosno hemisferu. Prema ekvatoru se
odreduje geografskairina.

Geografskusirinu de niramo kao kut od ekvatorske ravnine do smjera normale na Zem-
ljinu sferu kroz danu toku. Geografskairina mae biti sjeverna ili pozitivna i jana ili
negativna, a ozravamo je s.

Osnovna kartografska mreza je preda@ena slikama meridijana i paralela. Najjednos-
tavniji oblik kartografske mree u danoj projekciji jgnormalna kartografska mreza.

Azimut je kut u tacki promatranja izm@u meridijana te toke i smjera prema drugoj
tocki ili drugim rijecima kut izmetu sjevera i pravca kretanja, orijentiran u smjeru kazaljke
na satu. Liniju (krivulju) koja sve meridijane sge pod istim azimutom nazivamokso-
droma (pogledaj sliky 1.p). Primjerice, kamo da brod plovi po loksodromi kada na putu
izmedu dviju tacaka stalno plovi u istom kursu. Na nekim kartama su loksodrome ravne
linije, odnosno pravci.
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Slika 1.1: Paralele, meridijani i osnovna kartografskazare

Opcenito, geodetsku liniju geometrijski interpretiramo kao najkna spojnicu dviju
tocaka na plohi. Najkr@au spojnicu dviju tcaka na sferi nazivamortodroma. Na sferi
su ortodrome lukovi velikih kranica (pogleda;j slik(i I}2)Velika kru znica na sferije
Kruznicacije je sredste ujedno i sredte sfere, a dobiva se tako da se sfera presijav-
ninom kroz njezino sredie. Kada se iz srestia sfere projicira velika kanica na neku
ravninu, koja ne prolazi tim srestem, dobiva se pravac (vidi sliku 1.7).

Loksodroma

Slika 1.2: Ortodroma i loksodroma na sferi

Koliko je umanjen prikaz na karti u odnosu na stvarne udaljenosti, pokazuje nam mje-
rilo. Mjerilo duljina je omjer diferencijala duljine luka u projekciji i diferencijala odgo-
varajlteg luka na plohi kojom se aproksimira Zemlja, odnosno na elipsoidu ili sferi. Na
karti se mjerilo duljina mijenja od ttke do te@ke, a u danoj tcki se mijenja promjenom
azimuta. Stoga razlikujemo mjerilo prema meridijanima, mjerilo prema paralelama, mje-
rilo prema glavnim pravcima.
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Glavni pravci su dva okomita pravca u bilo kojoj¢&i na plohi, kojom se u kartogra ji
aproksimira ploha Zemlje, te njima odgovar@jokomiti pravci u projekciji uzda kojih
mjerilo duljina ima najvéu i najmanju vrijednost. Ako u nekoj¢&i u odretenome pravcu
nema deformacija duljina, mjerilo duljina jednako je jedinici.

Budwi da mjerilo ne mae imati istu vrijednost u svakoj ¢&i karte, razlikujemo
glavno i mjestimeno mijerilo.
Glavno ili opte mijerilo je ispisano na karti, a nzemo ga zamisliti kao mjerilo u kojem
Zemljinu plohu prvo smanjimo, a zatim preslikavamo u ravninu. Karakteristika glavnog
mjerila je da ne mpe nakon projiciranja ostati savano na cijeloj karti, v samo uzdu
nekih karakteristinih linija ili u nekim tackama, a to ovisi o vrsti projekcije.
Mijerila u ostalim takama karte nazivammjestimicna ili lokalna mjerila . Mjestimicno
mjerilo maze varirati s polaajem ili sa smjerom.
Primjerice, ako je glavno mjerilo 1 : 2000000, mjesiima mjerila mogu biti 1 : 998000,
1:1010000 i sktno.

qemljing kyo /s

< KARTA
e
__________ lavno e
mjerilo tj A
B glavna mjestimiéno
mjerilo mjerilo

Slika 1.3: Glavno i mjestin@no mjerilo na karti

Na slici[1.3, glavno mjerilo je uzeto duekvatora, a mjestimno mjerilo de neke
druge paralele.
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1.2 Podjela kartografskih projekcija
Razlikujemo nekoliko podjela kartografskih projekcija.

Po svojstvima preslikavanja projekcije se dijele na konformne, ekvivalentne, ekvidis-
tantne i uvjetne projekcije.
Konformna projekcija cuva kutove. U konformnim je projekcijama mjerilo duljina u
svakoj taki jednako u svim smjerovima, pa je u tim projekcijamasana sknost be-
skonano malih likova.
Ekvivalentna projekcija cuva povsine, odnosno u svakoj jedki mjerilo povisina jed-
nako jedinici, tj. u niti jednoj toki nema deformacije posina.
Ekvidistantna projekcija cuva duljine u odrdenom smjeru. Kod ekvidistantnih projek-
cija je uzdu jednoga glavnog pravca u svakogko mjerilo duljina jednako jedinici, od-
nosno u svakoj tcki postoji smjer uzda kojega nema deformacije dina.
Uvjetna projekcija nije ni ekvivalentna, ni konformna, ni ekvidistantna. Kod te se projek-
cije sfera ili elipsoid preslikava u ravninu pod nekim posebnim uvjetima.

Mnoge kartografske projekcije mogu se zadati tako da se promatrana ploha (sfera,
povrsina elipsoida) najprije preslika na neku razvojnu (razmotljivu) plohu &tage ci-
lindricna ili konusna (stpasta) ploha, a zatim se ta pooma ploha “razmota”u ravnini i
time se dobije konena slika. S obzirom na o kako je spomenuta porapna razvojna
ploha postavljena u odnosu na Zemljinu plohu, razlikujemo uspravnu, Eopr&osu pro-
jekciju.

Uspravna (normalna) projekcija je ona kod koje se os simetrije poone plohe podudara
s obrtnom osi sfere ili elipsoida.

Poprecna (transverzalna) projekcija je ona kod koje je os simetrije portwe plohe oko-
mita na obrtnu os sfere ili elipsoida.

Kosa projekcija je ona kod koje je kut n@u navedenim osima bilo koji kut izrde O i
90.

Slika 1.4: Uspravna, poptea i kosa projekcija
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Po obliku mree meridijana i paralela uspravnih projekcija dijele se na konusne, cilin-
dricne, azimutalne, pseudokonusne, pseudocilengsi polikonusne i ostale projekcije.
Konusna ili stozasta projekcija je ona kod koje se meridijani uspravne projekcije pres-
likavaju kao pravci koji se sijeku u jednojdki, pod kutovima proporcionalnim odgo-
varajltim razlikama geografskih duljina, a paralele kao lukovi koncentii kruznica sa
sredstem u presjeku slika meridijana.

Cilindri cna ili valjkasta projekcija je ona kod koje se meridijani uspravne projekcije
preslikavaju kao mgusobno paralelni pravci na razmaku proporcionalnom odgov@anaju
razlikama geografskih duljina, a paralele tdkokao pravci okomiti na meridijane, i to na
udaljenostima koje ovise o uvjetu preslikavanja.

Azimutalna projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije pres-
likavaju kao pravci koji se sijeku u jednojaki, pod kutovima jednakim odgovardjm
razlikama geografskih duljina, a paralele kao lukovi koncenth kruznica sa sredtem u
presjeku meridijana.

Azimutalna projekcija Cilindri¢na projekcija Konusna projekcija
Slika 1.5: Azimutalna, cilinddna i konusna projekcija

Pseudokonusnha projekcijaje ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije
preslikavaju kao krivulje simettne u odnosu na srednji meridijan koji se preslikava kao
pravac, a paralele kao lukovi koncewptrih kruznica sa srediem na srednjem meridijanu.
Pseudocilindricna projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije
preslikavaju kao krivulje simetthe u odnosu na srednji meridijan koji se preslikava kao
pravac, a paralele kao resobno paralelni pravci okomiti na srednji meridijan.
Polikonusna projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije pres-
likavaju kao krivulje simetine u odnosu na srednji meridijan koji se preslikava kao pravac,
a paralele kao lukovi ekscertriih kruznica sa sredtima na srednjem meridijanu.

Kao posebna skupina kartografskih projekcgsto se izdvajajgeodetske projekcije
tj. projekcije za potrebe davne izmjere.
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Slika 1.6: Pseudokonusna, pseudocilindd i polikonusna projekcija

Vratimo se na ve spomenute konformne projekcije kajevaju kutove. U konformnim
je projekcijama mijerilo duljina u svakoj ¢&i jednako u svim smjerovima, pa je u tim
projekcijama seuvana slkinost beskorano malih likova.

Za mnoge aplikacije preslikavanja, kato su topogra ja i odrdene vrste navigacije,
konformnost ili vjernost oblika je najezaiji uvjet. Na krzanju bilo koje dvije linije na
karti, kut izmedtu njih je isti kao kut izmdu tih linija na sferi. Posebno, svaka paralela
mora sij&i svaki meridijan pod pravim kutom. Konformnost je strogo lokalno svojstvo, tj.
ne acekuje se d&e kutovi i oblici biti ccuvani daleko iznad ttke sjecsta. U stvari, ravne
linije na sferi obcno su zakrivljene duravnine, i obrnuto.
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1.3 Karakteristike kartografskih projekcija

Prilikom odabira kartografske projekcije u obzir seassfe uzimaju sljedee karakteris-

tike:

1.

Povrsina

Mnoge kartografske projekcije su konstruirane tako da primjericeiodilo koje
velicine na jednom dijelu karte, pokrivadioo istu povsinu Zemlje kao taj isti nasc

na bilo kojem drugom dijelu karte. Oblici, kutovi i razmjeri na ovakvim kartama na
veCini dijelova nisu sauvani, ali obcno postoje neki dijelovi karte jednake peine

koji su konstruirani da zade ta obiljeja pravilno ili barem vrlo pribkno.

. Oblik

Najceste i najvanije kartografske projekcije su u &ai slucajeva konformne ili or-
tomorfneﬂ u kojima su uglavnom oko svakedke na karti lokalni kutovi ispravno
prikazani. lako su velika podda prikazana izobtieno, male su zmrajke u biti pra-
vilno oblikovane. Vana posljedica konformnosti je da je lokalno mjerilo u svakom
smjeru oko svake ttke konstantno, a bududa su lokalni kutovi toni, meridijani
presijecaju paralele pod pravim kutom na konformnoj projekciji, kao i na Zemlji.

. Mjerilo

Nijedna kartografska projekcija ne prikazuje na cijeloj kartrto mjerilo, ali na
karti obicno postoji jedna ili e linija na kojima mijerilo ostaje istinito. Prikladnim
odabirom polaaja tih linija, pogreke mjerila se mogu svesti na minimum, iako neke
pogreske mogu i dalje ostati velike, a to ovisi o v@hi podricja koje se projicira te

0 projekciji.

. Smjer

Dok konformne karte daju lokalno pravilne smjerove u bilo kojajkio postoji jedna
cesto korstena skupina kartografskih projekcija, zvana azimutalne projekcije, u ko-
jima su smjerovi ili azimuti svih tcaka na karti pravilno prikazani s obzirom na
sredste.

. Posebna svojstva

Neke kartografske projekcije pzaju posebne karakteristike koje ni jedna druga pro-
jekcija ne prza. Primjerice, Mercatorova projekcija sve linije konstantnog smjera
prikazuje kao pravce. Nadalje, u Gnomonskoj projekciji (centralnoj projekciji iz

IProjekcija u kojoj je mjerilo isto u svim smjerovima i svimckama tako da se vrlo mala podja
prikazuju ispravnim oblikom i kutovi suguvani.



POGLAVLIE 1. KARTOGRAFSKE PROJEKCIJE 10

sredsta sfere) su sve velike kzoice, odnosno najkeéa putovi izmedu tocaka na
sferi, prikazane kao pravci (vidi slifu1.7). U stereografskoj projekciji se sve velike
i male kruznice prikazuju kao krznice na karti.

6. Metoda konstrukcije

U danima prije lake dostupnostiganala i programa za crtanje, jednostavnost kons-
trukcije je bila od velike vanosti. S pojavom i@unala i depnih kalkulatora, nze

se gotovo rutinski rukovati s vrlo kompliciranim formulama ksto se u prelosti
moglo s tek vrlo jednostavnim projekcijama.

lako se prethodno navedene karakteristike trebaju uzeti u obzir prilikom odabira karto-
grafske projekcije, one nisu takeite pri prepoznavanju projekcije. Primjerice, ako regija
prikazana na karti nije mnogo &a od Sjedinjenih Ameckih Drzava,cak i iskusno oko
cesto ne mpe razlikovati da li se radi o ekvivalentnoj ili konformnoj projekciji. Potrebno je
provesti mjerenja kako bi se otkrile male razlike u razmaku ili mjestu meridijana i paralela,
ili napraviti druge provjere. Vrsta konstrukcije kartografske projekcije sedgtepoznaje
s iskustvom ako se radi o projekciji koja spada u jednu odaaenih kategorija.

Slika 1.7: Gnomonska projekcija



Poglavlje 2

Normalni Mercator na sferi | srodne
projekcije

2.1 Mercatorova projekcija

Najpoznatija Mercatorova karta je upravo ona iz 1569. s nazivom “Nova et aucta orbis ter-
rae descriptio ad usum navigantium ementate accommadata”, odnosno u prijevodu "Novi
i prosireni opis Zemlje s ispravcima za uporabu u plovidbi” (s[ikg 2.1). Karta je izvorno
dizajnirana za potrebe navigacije te se i dalje koristi u te svrhe, a korisna je i za ucrtavanje
meteorolagkih ili oceanografskih podataka.

Slika 2.1: Mercatorova karta

Glavna navigacijska zmajka Mercatorove projekcije se nalazcunjenici da je plo-
vidba izmedu dvije tacke prikazana kao ravna linija na karti ako brod plovi pod konstant-
nim kutom s obzirom na sjever, odnosno konstantnim azimutom.

11
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Na pravokutnoj karti, orijentacija istok-zapad je ofd vodoravan smjer, a orijentacija
sjever-jug je vertikalan smjer. Linije konstanthog azimuta ne moragnawdgovarati
ravnim crtama. Takvu liniju nazivamo loksodroma te je de niramo kao liniju na rotacij-
skoj plohi koja sve meridijane sije pod istim kutom.

Mercatorova karta je dizajnirana tako da sve linije jednakog azimuatasferi, gledano
od sjevera u smjeru kretanja kazaljke na satu, postanu ravne linije ka&arti. Upravo

75

[ ™ ] g 1 ™ _
Sabes Scarsaul M
L. Y 3 “_:-_,_._J— &N
- \(\Lf—-—-—'—';’_’ﬁﬁ Lt 30
S NRORL %5
i il —K?f‘ \ 1Y ﬂf“"' an
B ,&Li—ﬂ—'—""‘—'—' T A
= L 1 1L —=—r"160
.——'d_':_'::j’q_'_._.j il i B TS 75

Slika 2.2: Loksodroma na sferi i u Mercatorovoj projekciji

Dakle, Mercatorova ideja je bila projiciranje sfere na ravninu cavanje sljedeih svoj-
stava:

smjer sjever-jug je vertikalan smijer,
smjer istok-zapad je vodoravan smjer geimu je @uvana duljina ekvatora,
sve linije jednakog azimuta na sferi su ravne linije na karti.

Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je zadana sfera polumjera 1. Iz prva dva uvjeta
Mercatorove ideje slijedi da se slika sfere nalazi u tewgne 2 jer je toliki opseg velike
kruznice koja l&i u ekvatorskoj ravnini.

Nadalje, meridijani su projicirani na vertikalne linije, a paralele na vodoravne linije pa
preostaje odrediti razmak izrde paralela.

Parametrizirajmo jedicnu sferu. Neka j® tocka na sferi pa iz toga slijedi daj@Pj = 1.
Primjenom trigonometrije u pravokutnom troku@QPimamo da je

s = 109 _0G _

joP 1 joQ;
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Slika 2.3: Parametrizacija jedtne sfere

a iz trokutaOXQimamo da je

cos' = _jOXj X
" jO0Q cos
odnosno
X = COS' COS:

Nadalje, primjenom trigonometrije u pravokutnom trok@y¥ Qdobivamo da je

L _ oYy
SN =10 ~ cos
paje
y=sin' cos:

Preostalu varijabla mozemo odrediti primjenom trigopnometrije na pravokutni trokuP
te dobivamo da je

- 1PQ_ Z
sin _jOPj_l
odnosno
Z=sin:

Dakle, imamo da je:

X = CO0S' CO0S; y =sin' cos; z=sin;
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gdieje' 2 [ ; ]duljina,a 2| E; E] je sirina. Za matematke svrhe je pogodnije
mijeriti duljinu i sirinu u radijanima nego u stupnjevima.

U ravnini smo uveli pravokutni koordinatni sustav gdjeuje= u(’; ) vodoravni smjer i
v=V(; ) je vertikalni smjer.

Slika 2.4: Mali pravokutnik na sferi

Sada promotrimo na sferi liniju konstantnog azimutdz drugog uvjeta Mercatorove

ideje imamo da jer = ', jer se ekvator "razmota” u ravnini tako da se taaica, koju
cini ekvator, i svaki njen luk prenose u svojoj stvarnoj duljini.
Promotrimo mali pravokutnik na sferi ugki ('; )pricemusu ' i  odredeni konstant-

nim azimutom kaosto je prikazano na sli¢i 2.4.

sl + M)

Al N
A cogx[)’ B

t %
PRIV
i) o]

Slika 2.5: Presjek sfere
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Radi lakseg u@avanja, promotrimo i presjek sfere po glavnoj Zmici koja sadzi
sredste, taku (; ) ios koja prolazi sjevernim i gnim polom (pogleda;j slikli 2|5).
Paralela, tj. kranica paralelna s glavhom kanicom koja sadri ekvator, nasirini  ima
polumjer duljine cos, sto lako maemo zakljeiti primjenom trigonometrije u pravokut-
nom trokutuAOB.

Stoga stranica malog pravokutnika kojailea toj paraleli ima pribknu duljinu ' cos ,
a stranica pravokutnika paralelna s meridijanom ima duljingpogledaj sliky 2.).

cos (0 + Ad) - Ay

Al A

cos - Ay

Slika 2.6: Mali pravokutnik u ravnini

Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutucawamo da je

ctg = (2.1)

cos( + ) ' cos():

Slika te putanje na karti je ravna linija kojarssi zatvara kut , kako je prikazano na slici
[2.7. Kako bi bio zadovoljen i t&@ uvjet Mercatorove ideje, mora biti

V_ v
ctg — = — (2.2)
u
Izjednacavajlti izraze [2.1) i[(2.R) dobivamo
— V — 1
' cos '
cos
Kako je 2 = sec , imamo
—— = seC Y

Cos
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+v (North)

FAN T 2]

. » u (East)

Slika 2.7: Koordinatna mma Mercatorove projekcije

Ako pustimo  datei u nulu, dobivamo

S—V = sec; (2.3)

V() = sec: (2.4)

Integriranjemcemo dobiti:

v()= —d;
Z o
V()= ——d;
Zco§

cos

O a7 @
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Uvodimo supstituciju = sin , pa jedt= cos d , te imamo:

dt
V()= 1—,[2;
V()—Z L
Sz @+ o
1 1 1 1
V()= Z(E 1+t+521 Pt
v()= id’[+1— idt;

1

2 1+t 2 1t

1 1

v()==In(1l+t) =In(1 t)+C;
2 | 2

1. 1+t
=i =% 4c
v()=35In 7= *+C

Vratanjem supstitucije dobivamo:
|

1 1+sin
=—In - +C;
V() 2 1 sin
1+sin 1+ sin
=1In - — + C;
V() 1 sin 1+sin
(1+ sin )?
v(i)=In ———+C;
) cog
1+ sin
v()=1In ! + C;
cos |
1 ]
v)=h —+2 ¢
cos cos

v()=In sec +tg +C:

Zahtijevamo da je/(0) = 0, pa jeC = 0. Iz toga slijedi da karta
8
3u(; ) ="
“v(; ) =In sec +tg

zadovoljava sva tri uvjeta Mercatorove ideje.
Dakle, tackaP('; ) na sferi se preslikava ud&u Q(X;y) na karti tako da je:

:

X =

3 (2.5)
'y =1In sec +tg
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Pred@imo na je jedan nein Mercatorovu projekciju. Kako je wespomenuto, Mer-
catorova projekcija preslikava sferu, ali bez sjevernogznpag pola, na ravninu. Zbog
jednostavnosti smo pretpostavili da je zadana sfera polumjera 1. S\ekeePtoa sferi je
oznaena sa svojim sfernim koordinatama (), koje oznaavaju duljinu isirinu. Smjes-
timo tangencijalni cilindar oko sfere nacia da cilindar dira jedininu sferu da ekvatora,

kako je prikazano na slifi 2.8.

Slika 2.8: Tangencijalni cilindar oko sfere

Svaku taku P na sferi projiciramo u toku Q° na cilindru. Zatim taku Q° pomicemo
okomito prema dolje do ttke Q. Postupak je prikazan na sljci 2.9 koja prikazuje presjek
sfere du osi koja sadri i sjeverni i juzni pol.

/
AN
W,

+— izvodnica cilindra

Slika 2.9: Mercatorova projekcija
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Posljednji korak konstrukcije je razmotavanje cilindra u ravninu pa time dobivamo
Mercatorovu kartu. Pokamo detalje takve projekcije.

Razmotavanjem cilindra u ravninu, na cilindar stavimo Kartezijeve koordinat@irto
to tako day-os predstavlja ekvator,»a0s odgovara okomitoj liniji na posini cilindra, od-
nosno izvodnici cilindra.

Neka je teki P pridruzenasirina . Promotrimo krugC na sferi, paralelan s glavhom
kruznicom koja sadt ekvator, a nalazi se rgrini . Primjenom Pitagorinog paka na
pravokutni trokut lako ucavamo da je radijus kruga jednak cos (slicno smo vé pro-
matrali na slic| 2.p). Kru@ je sadran u kruguCy koji se nalazi na visink( ) na cilindru.

Kako je cilindar postavljen tangencijalno oko jedine sfere, iz toga slijedi da je radijus
kruga na svakoj visini cilindra jednak radijusu sfere, odnosno jednak 1. Stoga je i radijus
krugaC, jednak 1.

Omijer opsega tih dvaju krugova je

opseg kruga ¢ 2
opseg kruga C 2 cos

odnosno ako skratimo razlomak s namo da je

opseg kruga ¢ 1

opseg kruga C  cos (2.6)

Za bilo koji drugi dio na krug( , udaljenost na cilindru i stvarna udaljenost na sferi imaju
taj isti omjer (slikg 2.1D).

Temeljna ideja Mercatorove projekcije je projiciratckau P u tocku Q na cilindru, tako
da omjer u izrazJ (2]6) bude lokalno zadn du x-osi.

Dakle, nasirini , zelimo
X(+ ) x()_ 1

Cos

a iz toga slijedi da mora biti
dx 1

d cos

Uocimo da smo dobili izraz vrlo stan izrazu[(2.3), samo s drzijom oznakom. Dakle,
I rezultat integriranja je isti kako smo i prethodno pokazali. Dakle, vezadzniecke
P(; ) na sferiitake Q(X;y) na cilindru je sljedéa:

8
§x =In sec +1g

. (2.7)
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Ox

Oy

Slika 2.10: Omijer udaljenosti na cilindru i stvarne udaljenosti na sferi
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2.2 Stereografska projekcija

Sljede&a, naizgled nesrodna projekcija je stereografska projekcija. Nju nijecajeio
koristiti za preslikavanje Zemlje, nego za preslikavanje neba pdige 2000 godina se
koristila u astrolabovima za mjerenje i prikaz astronomskih promatranja. Mnogi satovi
astrolaba, pa tako i jedan od najpoznatijih iz 1410. godine, Astronomski sat u Pragu,
prikazuju kretanje planeta, sunca i zodijaka.

Pretpostavlja se da je stereografska projekcija u polarnom obliku bila poznatakigia,
a grcki astronom, geograf i matemedir Hiparh je bio prvi koji ju je koristio te se smatra
njenim izumiteljem. Dansnji naziv je 1613. dodijelio Francois d'Aiguillon. Do 1507. je
polarna stereografska projekcija bila lstana iskljeivo za preslikavanje zvijezda.

sjeverni pol

Slika 2.11: Geometrijska interpretacija polarne stereografske projekcije

Stereografska projekcija je tatter konformna karta. U kompleksnoj analizi se koristi
za predstavljanje psirene kompleksne ravnine. Stereografska projekcija ima svojstvo da
su sve kranice na sferi preslikane u kzaice ili pravce u ravnini, pa je stoga lako preslikati
astronomska promatranja. Stereografska projekcija preslikava sferu s jednog od polova na
ravninu paralelnu s ekvatorom. NagCe je to ravnina koja sadrekvator ili tangencijalna
ravnina na sferu u polu suprotnom od pola iz kojeg projiciramo.

Promatrattemo projekciju iz janog polaS na tagencijalnu ravninu sfere koja saidr
sjeverni polN. Neka je taka P tocka na sferi. Tada je tika Q projekcija take P, pri
cemu je teka Q sjecste tangencijalne ravnine i pravca koji prolazzfim polom i sadzi
tocku P, kako je prikazano na slifi 2.]112.
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»— ravnina projekcije

5

Slika 2.12: Stereografska projekciject@

Kako bismo odredili koordinate tie Q, moramo odrediti njenu udaljenost= NQ od
sjevernog pola kao funkciju u ovisnosti o kutkoji predstavljasirinu.
1z slike[2.12 usavamo da su troku# S PTi 4S QNslicni pa je

NG _ NS,
A TS 28)

Prethodno smo ozedi da jer = NQ. BudLti da promatramo sferu radijusa 1, vrijedi da
je JOPj = 1. Tada primjenom trigonometrije u pravokutnom trokdt@PT dobivamo da
jejTH = cos , ajTQj = sin . Kako je radijus sfere jednak 1, slijedi dajjdSj = 2, a
TS =jTO +jOS) =sin + 1.

Sada uvstavanjem u jednaihu[2.8 dobivamo da je

r_ 2
cos sin +1’

— 2 .
sin +1’
cos

2

r= —m—,
sin 1
- 4+
COS  COS

2

tg +sec
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Zelimo zapisati projekciju u Kartezijevim koordinatama, gdjaijeorizontalna os, a je
vertikalna os. Negativni dig-osi trebao bi predstavljati nulti meridijan. Bimu' mjerimo

u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu, kako bi iskeddgovaralo sjevernom
polu. Stoga je stereografska projekcija zadana s

g 2
%U('; ) = msin'
§ 5 (2.9)
>v(; ) = ———cos
tg +sec

Stereografsku projekciju nije uat@jeno koristiti za prikaz karte svijeta jer dolazi do
velikog iskrivljenja na junoj hemisferisto se mae vidjeti na slic[ 2.13.

Slika 2.13: Stereografska projekcija Zemlje
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2.3 Lambertova konformna konusna projekcija

Do kraja 18. stoljéa se smatralo da su Mercatorova i stereografska projekcija potpuno ne-
povezane. Johann Heinrich Lambert je 1772. godine promijenio pristup kartografskim pro-
jekcijama. Zapoeo je sazeljenim svojstvima karta, kasto su konformnost i oblik plohe
projekcije, a zatim je izgradio cijele familije projekcija. Jedna od projekcijskih ploha koje
je promatrao je bio stac. Pripadajce karte su danas poznate kao Lambertove konformne
konusne projekcije.

Promotrimo projekciju sfere na stac, koju je prounavao Lambert. Kako bi mogli
konstruirati mapu, stwac presjeemo po jednoj njegovoj izvodnici te ga rastvorimo u rav-
ninu. Pretpostavimo da meridijani odgovaraju ravnhomjerno rasieoien pravcima od
vrha st@ca, odnosno izvodnicama sta, a paralela zemljopiss&ine odgovara luku
kruznice radijusa ( ) sa sreditem u (Q o), kako je prikazano na slifi 2.1L4.

u

Slika 2.14: Konusna projekcija

Izvodimo konstrukciju tako da paraletdrine g prolazi kroz ishodste, odnosno da je
( 0) = o. Kutkruznog isjeka, kojeg dobijemo rastvaranjem sta u ravninu, iznosi 2
I odreden je parametrorn?2 H0; 1].
Dakle, kriznica baze st&ra se preslikala u luk koji je umanjen za faktppa se i svaki
kut kruznice baze st&ra preslikava u kut koji je umanjen za faktor Zelimo odrediti
koordinate neke tke P(*; ) u konusnoj projekciji.
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Slika 2.15: Konusna projekcijat&e P

Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutdBP na slici[2.15, dobivamo da je:
X:}
()
o V(P)
()
() cost )= o V(P)
V(P)= o () cost);

cost' ) =

cost' ) =

()

te imamo da je:

sin@t' ) = JEE—F;J
sin@t' ) = % = ()

ulP)= ()sing' ):
Stoga su jednabe sljedéeg oblika:
8
2u(; ) ()sin(t")
P ) = o ()cost ):

Kako bi karta bila konformna, potrebno je odrediti razmak idmgaralela. Kao i
pri konstrukciji Mercatorove karte, promatramo putanje jednakog azimgtkedano od

(2.10)
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sjevera u smjeru kretanja kazaljke na satu. Na jednoj takvoj putanji razmotrimo mali pra-
vokutnik na sferi s duljinama stranica cos()i , kaosto smo prethodno promatrali pri
konstrukciji Mercatorove karte na slici 2.4.

Stoga slijedi, kao i u odjeljku 21, da je

ctg (2.11)

' cos()’
Odgovarajéi pravokutnik na karti, osjezan na slicf 2.14, ima duljine stranita ' i
gdje je
=+ ) ()
Negativan predznak slijedi @njenice da se( ) smanjuje kako se povecava. Primjenom
trigonometrije u pravokutnom trokutu cavamo da je

ctg t—,: (2.12)

Izjednacavaji izrazeg 2.1]L | 2.1]2 dobivamo

' cos() t
Mnozenjem jednazbe s ' te sralivanjem izraza dobivamo:

cos() t '
—_— t -
cos()’
d _ ot
d  cos()
Kako je = = sec , imamo
— =t
5 sec

Dakle, dolazimo do diferencijalne jedraze uz paetni uvjet da je ( o) = (. Dobivenu

d
jednadbu pomnaimo s— i dobivamo:
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Integral s desne strane jednakosti smodarali u odjeljk 2.]L pa slijedi da je:

In— = t[in(sec +tg ) In(seco+tg o)l;
0 !

sec +tg
nN—= tin ——— ;
0 SeCo*1g o
-t

sec +t

In—=1In see g :

0 SeC0+'[g|o

sec +tg

0 sec o+ 19 o

_ sec o + tg 0.t
e tg
Uocimo da imamo dva parametra koja nemo mijenjati, a to su paralelg i kut
kruznog isjeka odrefen parametrorh Odaberima takav da je duljina paralele rearini
o ocuvana. Na jediminoj sferi duljina te paralele iznosi Zos . U konusnoj projekciji
duljina te paralele iznosi 2 ( o), odnosno 2t o. Stoga traimo da bude

2 COSg=2ty;

odnosno da je

t= % 2 1p: (2.13)

0
Paralela geografsks&irine o bez deformacija, naziva standardna paralela Stoga je
konusna projekcija standardne paralelesinani o dana s:
| cos
()= seco+tg o o
~ % sec +1g ’

uz uvjetdaje o cos jerinace izraz|[(2.1B) ne bi bio zadovoljen.

Odaberimo o tako da staac dodiruje sferu duparalele na geografsksirini o, kako
je prikazano na sli¢i 2.16. Ako je stac tangencijalan sferi, onda jg = ctg o, Sto se lako
vidi primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu, pa slijedi da je

seco+tg o " °
= = 2.14
()=c9 0 oo 7g (2.14)
Uvrstavanjem jednakostW_Z]lS)@M) u |zr- 10) dobivamo:
sec o+t
§A“)=dgo : go 9%——

).

u,(; g
% . Esec ot 1tg oé cos
Sv,(; ) = o cligo sec *1g cos
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Slika 2.16: Staac dodiruje sferu dustandardne paralele

Na kraju, uvstavanjem uvjetag = ( o) dobivamo da je:
seco+tg o
) ) EWE SIn(SIn 0o
o é (2.15)
) Esecwtg 0 .
vo(; ) =ctgo ctgo sec g cos(sing '):

o
~—
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2.4 Stereografska i Mercatorova projekcija kao grancni
slucajevi konusne projekcije

U ovom odjeljkutemo pokazati da su Mercatorova i stereografska projekcija griani
slucajevi Lambertove konusne projekcije, ksto je prikazano na sli¢i 2.1.7.

vrh u beskonacnost

Sy B e

Slika 2.17: Staac i njegovi grargni slucajevi koji odgovaraju Mercatorovoj i stereograf-
skoj projekciji

Stereografska i konusna projekcija

Prvo pokaimo da se graehi slucaj kada ¢ ! > u jednadbama|(2.15), svodi na stere-
ografsku projekciju.

Uocimo da za svakig 2 10; Ei vrijedi da je:

1 sin g<cos <1
To vidimo iz pravokutnog trokuta sa stranicama duljine ¢esin o1 1. Zatim, za svaki
0 20; §] vrijedi
1 sing cos, I
Potenciranjem sa= 1 sin o dobivamo:
s° (cos g)® 1%

KoristeCi poznati rezultat da je lig o+ S = 1, maemo primjeniti Teorem o sendu.
Dakle, vrijedi da je

IlirQ (cos o)°=1;

st O*
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to jest _
Iim2 (cos )t "o =1:
ol =
Izraz (2.14) iz prethodnog odjeljka
I
seco+tg o o °
(Y=ctg g =208 o .
sec +tg
mozemo srediti na sljede nacin:

_ COS ¢ b tg oé
sin ¢ ec +tg

cos o m " (sin g+ 1Mo
sin ¢ (sec +tg )sino
CoS g (COS o) S"° sin g+ 1
sin ¢ sec +tg
(Cos o)t SNo  sin g+ 1 O
sin o sec +tg

()=

*sin o

()=

()=

Kada ¢! > ondasing! 1 patadaimamo:

(COS 0)1 sin o sin o+ 1 sm 0 | 2

sin ¢ sec +tg " sec +tg

()=

Nadalje, primjéujemo da ctgy ! Okada ¢! = . |z toga slijedi da jednabe (2.15)

N

konusne projekcije, kad@ I =, glase ovako:

% = s
sec +tg sin(L ")
g 2
Vv, ——cos(1');
sec +tg
odnosno

sec +2tg (2.16)
v (s ) = WCOS;
a to je ekvivalentno jednatbama u izrazy (2}9) kojima je zadana stereografska projekcija

iz sjevernog pola.

g 2
%u () = ————sin’
:
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Mercatorova i konusna projekcija

Pokazatemo da se jednable [2.15) konusne projekcije svode na Mercatorovu projekciju
kada ! O.
Najprije raspsimo prvu jednagdbu u izrazu[(2.15):

} Esec 0+ g é .
u,(; sec *1g sin(sin ¢ ")

sin 0
, COS o oo (sin g+ 1y
u,(; )=—= sin(sin o '),
sin ¢ (sec +tg )sno
cos o (COS o) "o sin g+1 °"°
u(5 )= 4 (. o) - sin(sin o ');
sin g sec +tg
- sin o+ 1 ™ ° sin( sin )
n — 1 sin ¢ 0 0).
u,(; )="(cos . : 2.17
(i )=" (cos o)t oo i o (2.17)
sin( sin o) . .
BudLci daT I lkada sin g! 0,acosgy! 1,imamo
0
imu,(; )="

BudLEi da limes ne ovisi @irini , meridijani postaju vertikalni pravci kadg! 0. Nada-
lje, primijetimoda g=ctg ¢!1 kada ¢! 0. Ovo posebno zmada se krani lukovi
koji predstavljaju paralele u konusnoj projekciji pricdivaju horizontalnim pravcima.
Radi pojednostavljivanja caina uvodimo funkciju

g( )=In(tg +sec);

koja se pojavljuje u Mercatorovoj projekciji (2.7). Tadaremo izraz za ,(; )iz (2.15)
napisati u obliku

, sec o+ tg Oém ° o
v,(; )=ctgo ctg o sec +1g cos(sing ');
, sec o+ tg E '
Vo(; ) =ctg o sec T 1g cos(sing ')

sec g+ tg og

ec +tg

v,(5 )= tgio e S cos(sing ")
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seco+tg o
sin gIn SeC +tg
e

1 .
v,(5 )= tg_o cos(sing ")

1 - .
Vo(l; )= o 1 i o (In(sec o+tg o) In(sec +tg )) cos(sing ') :

1 - .
VO(I; ) = tg_o 1 esm 0(9( o) 9()) COS( sin O) X

1 ino(9(0) 90)) ¢ in

v )=1F os( sin o), (2.18)

g o

Limes kada o ! 0 se mae izra&unati primjenom L'Hopitalovog pravila jer brojnik i na-
zivnik konvergiraju u nulu. Uvedimo oznake za funkciju u brojniku i funkciju u nazivniku:

f(o)=1 €0 9 cos( sin o); h( o) = tg o

Dakle, primjenom L'Hopitalovog pravila vrijedi da je:

- f(o) _ . fA0).
TR~ W o)’

R
Uocimo da jeg) ) = sec jerje secd =In(tg + sec), sto smo pokazali u odjeljku
[2.7 pri izvadenju Mercatorove projekcije. Deriviranjem funkcije u brojniku imamo da je

f9 o) = & 22 Ifsin sin o)’ cos o [cos o(g( o) G())+1g ol cos( sin og
a deriviranjem funkcije u nazivniku dobivamo
h%( o) = seé o:

Najprije se bavimo skeajem kada jeé = 0. Koristei L'Hopitalovo pravilo i cinjenicu da
d( o)! Okaday! 0, dobivamo:

esin 0@ o) o) [cos o (g() o( o) tg o

vl )= o
_ 09O 1 (g() 0) 0
1
_1.90)
1
=9()

=In(tg +sec):
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Napomenimo da za @pslucaj izraz [(2.18) mpemo zapisati kao:

1 esino@ o 90 cos( sin o)

v,(;
o5 ) 9 o
) (1 eno@a aNycos( sin g)+1 cos( sin )
Vo(i )= ,
tg o
1 eino(@o g0l . 1 cos( sin o)
)= co n o)+ ;
Vo( ) tg 0 S( Sl 0) tg 0
1 cos( sin o).

V,(; )=Vv,0; ) cos( sin o)+

tg o

Primjenom L'Hopitalovog pravila dobivamo:

im 1 cos( sin o) — Im sin( sin o) ' cos ¢ _ 0 1 -0
o 0 tg o ol 0 seé o 1
Iz toga slijedi da:
!
. . . 1 cos( sin
limv,(; )=Ilim v (0, ) cos( sin o)+ (sin o)
ol 0 ol 0 tg o
1 cos( sin o)

= lim V(0 ) lim,cos( sin o)+ fim, =T
=In(tg +sec) 1+0

=In(tg + sec):
Dakle, jednadbe [2.15) konusne projekcije, kada! 0, glase ovako:

8
3u,(; ) =
Pv () =In(tg +sec);

ato je ekvivalentno jednathama u izrazy (2]5) kojima je zadana Mercatorova projekcija.

(2.19)

Slika[2.18 prikazuje kontinuiranu deformaciju karata iz Mercatorove na stereografsku
kartu kada se povecava od 0 dg;.
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Slika 2.18: Od Mercatorove do stereografske projekcije preko konformnih konusnih karti



Poglavije 3

Svojstva povezana s Mercatorovom
projekcijom

3.1 Veza s kompleksnom funkcijomexpz

U ovom odjeljkuéemo pokazati povezanost Mercatorove projekcije s kompleksnom funk-
cijom expz. Kako bismo otkrili tu vezu, promotritemo j& jednu poznatu kartografsku
projekciju koju smo vé spomenuli, a to je stereografska projekcija.

0 | R(r¥)

Slika 3.1: Stereografska projekcija

Kao sto smo veé de nirali u odjeljku[2.2, stereografska projekcija preslikava Zemljinu
sferu s jednog od polova na ravninu paralelnu s ekvatorom. Tada smo promatrali projek-
ciju iz juznog polaS na tangencijalnu ravninu sfere koja saidsjeverni polN. Neka je
sada centar projekcije sjeverni pd| a ravnina projekcije ona ravnina koja sadekva-

35
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tor. Dakle, teka P('; ) na sferi se projicira u twku R(r; ) na ravnini projekcije, kako
je prikazano na slidi 3]1. Wmavamo da je ravnina projekcije upravo ekvatorska ravnina,
odnosno ona koja sadrekvator.

Radi jednostavnosti, opet pretpostavljamo da je radijus sfere jednak 1. Kako bismo
odredili koordinate toke R, moramo odrediti njenu udaljenost= OR od sredsta sfere
kao funkciju u ovisnosti o kutu koji predstavljasirinu. Buditi da se ravnina projekcije
podudara s ekvatorskom ravninom, slijedi da je ' . Preostaje odrediti udaljenast
1z slike[3.1 u@avamo da su trokud NT Pi 4NORslicni pa je

JOR _ JONj
TR TN G-

Prethodno smo ozedi da jer = OR Buditi da promatramo sferu radijusa 1, vrijedi
da jejOP} = 1. Tada primjenom trigonometrije u pravokutnom trokdt©@PT dobivamo
dajejTH = cos , ajOTj = sin . Kako je radijus sfere jednak 1, slijedi daj@Nj = 1, a
JTNj=jONj jOTj=1 sin .

Sada uvstavanjem u jednaihu[3.] dobivamo da je

r_ 1
cos 1 sin
1
r= .
1 sin
cos
1
r= .
1 sin
COS  COoS
1
r =
sec tg
Nadalje, sredimo dobiveni izraz:
_ 1 sec +tg
~ sec tg sec +tg
sec +tg
r= ——————: 3.2
se@ tg? (3.2)

Ako podijelimo trigonometrijski identitet sin + co = 1 sa co$ , dobivamo sljedéi
identitet:

1+tg® =seé;
te uvistavanjem u izralz 3.2 dobivamo sljége
sec +1tg

r =
1+tg?  tg?
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.- Sec +tg
1
r=sec +tg

Dakle, veza izméu tocakaP('; )i R(r; ) glasi:

., (3.3)

8
3r =sec +tg
B

Nadalje, promotrimo vezu izndes Mercatorove i stereografske projekcije.

Neka je zadana tkaP('; ) na sferi. Stereografska projekcija preslikava sferu, iskijuci
sjeverni pol, na dvodimenzionalnu ravniNu Jwzni pol odgovara ishodtuO u ravniniV.
Kao sto smo pokazali u odjelju 3.1, Mercatorova projekcija preslikava sferu, cskljci
sjeverni i juzni pol, na podskup) dan s:

X =In sec +tg
y ='

* W /AX/CO

(3.4)

Iz toga slijedi da postoji preslikavanje izahe skupaJ i skupaVnfOg odnosno dvodi-
menzionalnexy-ravnine bez ishodiaO. Oznaimo to preslikavanje &. Na slici[3.2 su
prikazane veze izntl tacke P(; ) na sferi, njene slik€(x;y) u Mercatorovoj projekciji
I njene slikeR(r; ) u stereografskoj projekciji.

P(g,f) na sferi

A

F

Q(x,y)EU *  R(ra) €V
{x = In(secd +tg ) {r =secd +tg b
P v=e

Slika 3.2: Gracki prikaz preslikavanja

Sada maemo lako opisati preslikavaniekombiniranjem izrazg 3|3 i 3.4, te dobivamo:

8
§r = &
=y

(3.5)
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jerje
r=sec +tg
r= eIn(sec +tg )
r=ek

SkupU, podskup u dvodimenzionalnoj ravnini, aetakaler biti prikazan kao podskup u
kompleksnoj ravnini. Taj podskup je tada dan s:

U=fzjz=x+liy; <y< ¢

Takader i slika preslikavanjd, prethodno zadana kao skmfOg odgovara podskupu
CnfOg Kao kompleksna funkcijak preslikavaz = x + iy 2 U u vrijednostw 2 CnfOg
Izrazimo vrijednostv u polarnim koordinatama:

W=rcos +irsin:
Iz preslikavanjaF zadanog jednabama u izrazJ (3]5), slijedi da je:
w = €e“cos +ie*sin:

Ova veza se takier mae zapisati kaov = €*V, odnosndF kao kompleksna funkcija je
zadana s
F(2) = &

Kako su i stereografska i Mercatorova projekcija konformne, slijedi da je i preslikakanje
konformno te je takvo da je orijentacij@ovana.
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3.2 Mercatorova projekcija i krivulja traktrisa

U ovom odjeljkucemo prikazati vezu iznte1 Mercatorove projekcije i krivulje traktrise.
Prvo se poblie upoznajmo s krivuljom traktrisom i njenim jedrzdma. Traktrisa je
transcedentna krivulja u ravnini za koju je duljina dijela tangente od dieatio sjesta sa
zadanim pravcem stalna. Opi€&tmo kako nastaje traktrisa.

Pretpostavimo da se neki objekt nalazi u islstulkoordinatnog sustava te je, vrpcom
duljine 1, povezan s osobom koja se nalazi ckiq1; 0). Kako osoba hoda prema gore,
duz pravcax = 1 u prvom kvadrantu, objekt ostavlja trag koji iscrtava krivulju traktrisu,
kako je prikazano na slifi 3.3.

" |

—]-4{ 1))

| =%

=

Slika 3.3: Traktrisa

Najprije odredimo jednazbu traktrise. Parametar predstavlja kut izm@u x-0si i
tangente na krivulju. Lazano pravilo osigurava da za svaki parametarijedi

dy _ dy dx.

d " dx 4 (3.6)
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Nagib tangente polene na graf krivulje u nekoj t&i mozemo izraziti kao tg , pri cemu
je kutsto ga tangenta zatvara s pozitivnim dijelerosi. Nadalje, kako derivacija funk-
cije u nekoj taeki daje nagib tangente, znamo da je nagib tangente wWedog tacki jednak
i 2. 1z toga slijedi da je

dy_ .

ax 9
Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokuts RTdobivamo da jgSH = cos , jer

je duljinajS Tj jednaka duljini vrpce, odnosno jednaka 1. 1z toga slijedi da je

x=1 cos: (3.7)
Dakle, imamo da je:
dx
"= 1 0.
. (1 cos )
dx_ sin :
d - .
Sada uvstavanjem dobivenih vrijednostj u 3.6 dobivamo:
dy _
q - tg sin;
dy sin ,
d cos oM
dy sin?
d cos '
dy 1 cos
d  cos '
dy 1
d cos o
odnosno 1
y0( ) = K COS . (38)
Pacetni uvjet ove jednakosti je
y(0)=0;

jer kada se objekt nalazi u ishatli, osoba se nalazi udki (1;0). Kako bismo odredily,
potrebno je integrirati izraz s desne strane jeabad3.8) pa imamo:
|
()= ’ 1 cos 'd
WIi= Cos
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Z 1 Z

= —d cos d 3.9

Y= o (3.9

R R
Integral cos d je tablicni integral, a %d smo ve& odredili u odjeljku pa

uvrstavanjem vé poznatih rigsenja u jednazbu (3.9), dobivamo da je

y( )=In(sec +tg ) sin: (3.10)
Dakle, jednadbe [3.T) i[(3.1ID) predstavljaju parametarsku jedmactraktrise:

8

zx =1 cos (3.11)

-y =lIn(sec +tg ) sin:

Sada kad smo odredili jednzlol traktrise, zanima nas u kakvom je ona odnosu s Mer-
catorovom projekcijom. Stoga, pretpostavimo da se objekt nalaztka ®na traktrisi i
time odretuje parametar. Tada se osoba koja poviaaj objekt nalazi u toki T, kako je
prikazano na slidi 3]3. Znamo da je duljina vrpce jednaka 1 pa lakaeemo odrediti koor-
dinate te@wke T (xr;yr) kada znamo koordinate ¢ke S(xs;Yys), koje smo prethodno izveli
(pogledaj izraz[(3.71)). Slijedi da je

X=X +jSR=1 cos +cos =1,
sto slijedi i izcinjenice da tokaT lezi na pravcux = 1, te imamo da je
yr =Ys+]jRTj=In(sec +tg ) sin +sin =In(sec +tg ):
Dakle, tackaT ima sljed€e koordinate:

:
o =1 (3.12)
'y =lIn(sec +tg ):

Ako usporedimo koordinate ¢ie T u izrazu [3.1R) i koordinate tke Q u izrazu [(2.7),
uocavamo da je ttkaT na slici3.3 jednaka tki Q na slici2.9. Dakle, tokaT je takader

slika tocke P(cos ; sin ) na jedincnom krugu, koji je presjek jedione sfere po glavnoj
kruznici, u Mercatorovoj projekciji.

Zakljucujemo da je, za ttku na sferi s&irinom , njen okomiti pol@aj na Mercatorovoj
karti, jednak poziciji osobe kada je kut koji zategnuta vrpca zatvara s pozitivnim dijelom
x-0si jednak .



Poglavlje 4

Slozenije varijante Mercatorove
projekcije

4.1 Transverzalni Mercator na sferi; TMS

U poglavlju[2 smo prikazali konstrukciju Normalnog Mercatora na sferi (NMi§3) je
najveca prednost bila konformnost, odnosnmuwanje kutova i oblika na lokalnoj razini.
Nadalje, meridijani su se preslikavali u pravce okomite na ekvator, dok je konformnost
povlecila to da se loksodrome preslikavaju takeo u pravce te je time osigurana korisnost
NMS kao pom@i pri navigaciji.

Nedostatak Normalnog Mercatora na sferi kao topografske karte sfere je stortae
projekcija veoma deformira oblike kako se prava polovima. Mdutim, NMS ima t@no
mjerilo na ekvatoru i vrlo je precizan unutar uskog pojasa oko ekvatora. Upravortosio
u blizini ekvatorazelimo iskoristiti kako bismo konstruirali projekciju kof@e meridijan,
odnosno veliku kranicu na kojoj lei meridijan, uzeti kao neku vrstu ekvatora te koristiti
NMS kako bi postigli konformnu i tonu projekciju unutar uskog pojasa koji je povezan s
odabranim meridijanom. To je upravoansverzalni Mercator na sferi (TMS) kojeg je
prvo demonstrirao Lambert 1772. godine.

Kljucna posljedica je da ako imamo projekciju koja je vrlo precizna u blizini jednog
meridijana, ond&e skup takvih projekcija osigurati preciznu pokrivencitdve sfere.

U Normalnoj Mercatorovoj projekciji na sferu je cilindar omotavao sferu tako da ju je
dodirivao du ekvatora, a u ovom staju omotavamo cilindar oko sfere, koja predstavlja
Zemlju, tako da dodiruje sferu uzdsredsnjeg meridijana umjesto da slijedi ekvatsio
mozemo vidjeti na slic[ 4]1. Tada je uzdsredsnjeg meridijana precizno mjerilo, bez
obzira koliko se karta proge na sjever i jug, a regije u njegovoj blizini su preslikane s
malim iskrivljenjem.

Problem je izgraditi funkcijex('; )i y(;; ) tako da projekcija bude takier konfor-

42
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Slika 4.1: Transverzalni Mercator na sferi (TMS)

mna. Prvo uvedimo novu mza meridijana i paralela koja je zapravo normalna zare
prikazana na slidi 4]2a, ali rotirana tako da se njen “ekvator’poklapa s odabranim meridi-
janom, odnosno velikom kamicom na kojoj on Iei, kako je prikazano na slifi 4.2b.

(a) podetni A 3}/\1 (b) pocetni A
meridijan meridijan N N
; .
H X :
: T : s
1 sapefee -llli'll{"é . . TTELLL . --{.-- u LT
t s L . ¢ L oy T O
2 chyatpr §. o T El“'r ator |, ﬁi E
H . X H .
@ S, Xy
5
¥x'

Slika 4.2: Transverzalni Mercator na sferi

Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je zadana sfera polumjera 1.

Neka su °= APCM°i ' ©= ~OC M’ koordinate toke P s obzirom na novu mei meridi-
jana i paralela. Uoimo da je' ° pozitivan od ishoditaO prema taki M°, sto je suprotno
orijentaciji kuta' u standardnoj mz meridijana i paralela na slici 4.2a.

Na slici[4:2b su prikazane os? i y° koje su povezane s novom naen meridijana i pa-
ralela na isti nain na koji su osi bile dodijeljene za Normalnu Mercatorovu projekciju na
sferi na slici4.2a.

Stoga, s obzirom na orijentaciju kutai rotiranu mreu meridijana i paralela, jednable
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za Normalnu Mercatorovu projekciju na sferi su
8
30 = 0
-Byo = In(sec °+tg 9

Sada je odnos iznalel stvarnih osi Transverzalne Mercatorove projekcije na sferi i temelj-
nih osi jednostavan, odnosmo= y°iy = X% sto mazemo vidjeti i na slicf4.Rb. Dakle,
odmah dobivamo formule projekcije s obzirom na kutove' © u rotiranoj mrei meridi-
jana i paralela:

gx = In(sec °+tg ©)
By =0
Dobiveni izraz za prvu koordinatu sesionae zapisati na druggi nacin:
x = In(sec °+tg 9;
x = In(sec °+ IOWol);
a kako je arclx = In(x + IOx2—1), slijedi da je
x = arch(sec?:
Takader m@emo zapisati i na sljedeneacin:

P
x=In(sec °+ se@ ° 1);
s

<= In 1 .\ sin? 0
os © cog ©
|
1+sin ©
=| _—
cos ©
1+ sin 092
x=1In (d+sin 7 2 00)'
s_ 08~
1+ sin 92
x=1In (d+sin O° : 0);
1 sirP ©
r—
“=1In 1+sin ©
1 sin?®

s
L I+x
a budwi da je arthx = In T % slijedi da je

x = arth(sin 9:
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Dakle, formule projekcije s obzirom na kutové:( 9 u rotiranoj mrei meridijana i para-
lela m@zemo zapisati i ovako:

x =th (sin 9

, =0 (4.1)

W AXQO

Preostalo je izvesti vezu izrda (%' 9 i (;' ) primjenom sferne trigonometrije na
trokut 4N MPP koiji je odreden meridijanom koiji prolazi kroz ishostie O, proizvoljnom
tockom P i velikom kruznicom W MPPE koja predstavlja “meridijan” u rotiranoj mee

(slika[4.3a).

Slika 4.3: Primjena sferne trigonometrije u TMS

Na slici[4.3b je prikazan stan sferni trokut, na jedinnoj sferi, sa standardnim oznakama
za koji vrijedi pravilo sinusa:

sinA _ sinB _ sinC_

sina  sinb ~ sinc’

pri cemu suA, B, C kutovi sfernog trokuta, dok sa, b, ¢ njima nasuprotne stranice.
Takader vrijedi i pravilo kosinusa:

cosa = cosbcosc + sinbsinccosA;
cosb = cosccosa + sincsinacosB;
cosc = cosacosb + sinasinbcosC:
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Standardne oznake zamijenimo oznakama zadanim na slici 4.3a:

Al " B! —; c!
2
al @ b! - c! = '@
2 2
Tada po pravilu sinusa za siasferu:
sin' sin; _ sin

sin 0 sinG ) sinG 9’
a po pravilu kosinusa su:
cos %= cos(z )cos(z 'Y+ sin(z )sin(z ' 9 cos';
cos(E )= cos(E '9cos %+ sin(i ' 9 sin °cos§;
cos(z '9 = cos 0cos(z ) + sin Osin(é )Cos
Iz prva dva uvjeta pravila sinusa (#.2) imamo da je

sin' sin3

sin 0 sinG )’

sto maemo pojednostavniti jer je sin= 1isin(; X) = cosx paimamo da je:

sin' cos =sin ° 1;
sin °=sin' cos:

Uocimo kako smo dobili jednostavan izraz za sipreko’ i
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(4.2)

(4.3)
(4.4)
(4.5)

(4.6)

Nadalje, prvi uvjet pravila kosinusp (4.3) m&mo pojednostavniti tako da iskoristimo for-
mule svalenja na prvi kvadrant, odnosno sjn( X) = cosx i cos(; X) = sinx, pa

dobivamo:
cos °=sin sin' °+ cos cos' °cos’;

(4.7)

a drugi uvjet pravila kosinusé (4.4) memo takder pojednostavniti te imamo da je:

sin = sin' °cos °+ cos' °sin ° O;
sin = sin' °cos °+ O;
sin = sin' °cos %

(4.8)
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Sada iz jednazbi (4.7) i (4-8) eliminirajmo cos’tako da prvu jednazbu uvrstimo u drugu,
a time dobivamo:

sin = sin' Ysin sin' °+ cos cos' °cos' );

sin = sir?' %sin + sin' °cos cos' °cos’; = :cos
tg =sirt' %tg + sin' °cos' °cos’; = sirt' %tg
tg (1 sirt' 9 =sin' °cos' °cos’;
tg cog' °=sin' °cos °cos; = :cog'?®

tg =tg' °cos’
1

tg' °=1tg cos

tg' °=tg sec: (4.9)

Konacno, uvstavanjem izrazd (4.6) I (4.1), te izewanjem kuta ° u (4.9) i takaler
uvrstavanjem u[ (4]1), dobivamo jedrd Transverzalne Mercatorove projekcije na sferi
s obzirom na poetni, odnosno Gricki meridijan:

8
2x(; ) =th Xsin' cos);
y(; ) =tgltg sec ).

Slika 4.4: Transverzalni Mercator na sferi s obzirom na Gkinmeridijan
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4.2 Mercatorove projekcije na elipsoidu

Geometrija elipsoida

Zemlju napeste zamsljamo kao sferu, ali ona je preciznije modelirana oblikom rotacij-
skog elipsoida. Ako za os simetrije uzmemos, Kartezijeva jednaba elipsoida s obzi-
rom na centar u ishosliu koordinatnog sustava glasi:
Xz Yz 72
¥+¥+§:1, a> b (4.10)
Zemljopisna daina' je ista kao i kod sfere, dok jgeodetskasirina  kut pod kojim
normala u taki P, koja lezi na elipsoidu, sijee ekvatorijalnu ravninu koja ima jednaal

Z = 0. Za razliku od sfere, u staju elipsoida normala ne prolazi njegovim seteim,
osim ako takaP lezi na ekvatoru ili se poklapa s polovima.

Slika 4.5: Elipsoid u Kartezijevom koordinatnom sustavu i njegov presjelodusimetrije

Kut koji zatvara spojnica srestia elipsoida i toka P na Zemljinom elipsoidu s ravninom
ekvatora de niramo kag@eocentrcnu sirinu .. Uvedimo oznaku za udaljenosicte P
na elipsoidu od osi simetrije

p( ) = JPNj;
te oznaku za udaljenostdke P od tacke C koja je sjecste normale kroz tku P s osi
simetrije elipsoida:

v( ) =jPCj:
Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta na trokRNC, sto ma@emo vidjeti na
slici[4.5b, slijedi da je:

COS = i5gy (4.11)
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cos = %; (4.12)
p( ) =wv()cos: (4.13)

Ako projiciramo taku P na ravninu ekvatora, lako savamo da vrijedi i sljed&a relacija:
P
p( )= X2+VYZ% (4.14)

De nirajmo parametre koji odr@uju elipsoid.

Parametaa je ekvatorijalni radijus , a parametal predstavlja udaljenost srestia elipso-
ida od pola. Zbog toga se @esto naziva polarnim radijusom iako to nijeto jer se ne
radi o kruznici. Ovi parametri predstavljapeliku i malu poluos meridijanske elipse koja
je odredena bilo kojim meridijanom i njegovim produljenjem preko polova.

Umjesto upotrebeal b) kao osnovnih parametara elipse, zemo koristiti kombinaciju
(a; €) gdjee predstavljaekscentricitet, ili (a; f) gdje f predstavljaspljostenost
Spomenuti parametri su de nirani i povezani na sljeidecin:

=l &) f:%’; €=2f f2=f2 f)

Slika 4.6: Gracki prikaz elipsoida WGS84

Kao primjer navedimo vrijednosti za WGS84 (World Geodetic System) elipsoid koji se
koristi kao referentni koordinatni sustav Zemlje:

a=637813Tn; e= 0:0818191908

0:00335281
b= 6356752314m, e = 0:0066943799 2

993249753

= -
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Temelji se na skupu konstanti i parametara koji opisuju Zemljinicireli oblik, gravita-
ciju i geomagnetska polja. To je tadter referentni sustav za Globalni sustav pozicioniranja
(GPS).

Spljostenost Zemlje je jako mala. Primjerice, na dlici 4.5 razlika idmsfere radijusa i
elipsoida kojemu je ekvatorijalni radijus jednak takoa, bila bi otprilike kao “debljina”
jednog pravca na toj slici. Spktenost elipsi koje su prikazane ovdje, a i u drugim izvo-
rima, obtno je znatno preuvelana.

Elipsoid ma@emo parametrizirati geodetskaminom . Najprije zapsimo jednadbu bilo
kojeg meridijana koja slijedi i (4.10) [l (4.1.4):

X? Y? 7?2
—+ =+ —==1
a2 az b? ’
X2+Y2 ZZ L
2 Tmo b
Lz
g"' 7o L (4.15)
Diferencirajamo prethodnu jednziol pop:
2 2
E+ Z_ - 1 :i’
a2 b? dp
1
= 2p dp+E 27 7° dp=0;
2p dp+22 dZ:O'
az b? ’
2Z dZ _ 2p dp.
2 a2
Z dz_ pdp I
2 a2 ~ Z dp’
dz  pb*
- 7@ (4.16)

Derivacija funkcije krivulje u taki predstavlja koe cijent smjera tangente u togko pa
stoga vrijedi da je koe cijent smjera tangente jednak:

_ PR

k= 7@
BudLlEi da su normala i tangenta mhesobno okomite, ummzak njihovih koe cijenata
smjera je jednak 1. Stoga je koe cijent smjera normale jednak

oo 128z
 k pP opl &)
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jerjeb? = a?(1 €?). Takader znamo da je koe cijent smjera pravca jednak tangensu kuta
koji taj pravac zatvara s pozitivnim dijelomosi, pa vrijedi da je:

g = —2 .
9T ey
Z=tg pl ¢€): (4.17)

Uvrstavanjem jednakostfi (4.117) u jedrzid [4.1%) eliminiramc i dobivamo:

2 2
% , (g pl(; N1 -
p2b2 + tg2 p2(1 e2)2a2 - a.2b2;
p?b? +tg>  p*b’(1l €)= a’b? =: p?

p2h+ tg®  p(l e2|) = a%
P> 1+tg® (1 &) =a%
Nadalje, srdivanjem jednakosti dobivamo:

2 _ a )
1+tg? (1 &)’
a

p

p=p ;
"Trie 1 @)
a
P, = ’
wos Ty (I €)
p= P 2 ;
&Pcos’r TSt (1 &)
0= 5 acos _
"Cog +SiP @si?
acos
1 éesir?

Ako prethodnu jednakost (4.[18) uvrstimg[u (4.17), dobivamo:

acos

Z=tg p——-— (1 &)
1 éesir?
. a (1 e)sin

Pl Zsi?
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Dakle, potrebna je parametrizacija:

acos

JPNj=p()= P (4.19)
1 esirf?

iPMj=2() = apﬂ : (4.20)
1 esir

Budwti da iz jednakosti[(4.13) slijedi da } ) = jPCj = psec , uvrstavanjem[(4.18),
imamo da je:

acos sec
‘ﬁ:_,
1 éesir?
o a
jPC=Vv() = p——— (4.21)
1 esir?
Konacno, uvstavanjem jednakosti (4.21) b (4]19)[i (4.20), dobivapamametrizaciju
elipsoida geodetskonsirinom :

JPCj=v() =

p( ) =v()cos;
Z()=(@1 €)v()sin:

Slika 4.7: TrokutOCE de niran normalom i njenim odsgrima na osima

Lako se izvedu sljed® relacije za duljine stranica trokutdOCE, koji je de niran
normalom i odsjecimasto ih ona odsijeca na osima (sl{ka}4.7):

OE = v& cos ; CE=vé; OC = vé&sin :
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Nadalje, mogu se izvesti raglte relacije koje povezuju geodetsku i geocamusirinu,
zatim veze izméu kartezijevih i geografskih koordinata i tako dalje. Nav@stno samo
neke od osnovnih relacija:

tgc=(1 &)g:

Ocitosu i jednake samo na ekvatoru kada je O ili na polovima kada je = 5.
KoristeCi parametrizaciju elipsoida geodetskaininom , mazemo odrediti Kartezijeve
koordinate take na plohi:

X()=p()cos =v()cos cos;
Y()=p()sin" =v()cos sin’

Z()=(1 &)V )sin:

Ako su zadank, Y, Z onda vrijedi:

| Y 7 é
ZaFCtgi ; :% 5

1 &) X2+ Y2

Normalni Mercator na elipsoidu: NME

Normalna Mercatorova projekcija na elipsoidu (NME) je jednostavna, ali ne i trivijalna,
generalizacija Normalnog Mercatora na sferi (NMS u odj€jkii 2.1), a obje dijele iste pred-
nosti i nedostatke. Projekcija je konformmaya kutove i preslikava loksodrome na elipso-
idu u pravce jednakog azimuta. Konformnost osigurava da mijerilo u svatijie ovisi

0 smjeru, tako da prilnocuva male oblike.

Kao i kod NMS, mjerilo varira mijenjanjem zemljopisis&ine, pri tome je tono na ek-
vatoru, a vrlo je precizno unutar uskog pojasa oko ekvatora. Opseg togcpoéisoke
preciznosti se mze poveé&ati koristenjem sekantnog oblika projekcije.

Vet smo utvrdili da su kvantitativne razlike izae NMS i NME redae?, oko Q007, od-
nosno manje od 1%.

Projekcijske jednazbe su napisane u kontekstu modi ciranog Mercatorovog parame-
tra () =In(tg + sec), koji je u literaturi obcno nazvan izomeitkom zemljopisnom
sirinom:

x(; )= a; y(; )=a ()
Mercatorov modi cirani parametar je izveden usporedbom in nitezimalnih elemenata na
elipsoidu i projekcijske ravnine te nametanjem uvjeta konformnosti. Geometrija in nitezi-
malnih elemenata daje

gl)-

_vcos '

< x
QD
<
~

; tg
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tako da je
g = sec g
v o)
Slika 4.8: Izravna transformacija za NME
Konformna projekcijacuva kutove, stoga mora biti= . 1z toga slijedi da je:
d_ _ ()sec
d ~ v()
Funkcijev( )i () sudane jednabama:
a all €
)z pe—— (et
1 e25|n2 1 eZS”']Z
pa slijedi da je 7
()= 1 &) 1 .
o COS 1 st
Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo:
|
()= z 1  €?cos 1. 1
~ _, cos , 2 1+esin 1 esin
()= 1 € cos 1. 1 q:
~ , COS o 2 l+esin 1 esin '
1+esin

_ e itesin
()=In(tg +sec) 2In T esin

() = arth(sin ) earthsin ):

54
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Naglasimo da se iz relacije za ) ne mae dobiti inverzna relacija( ) u zatvorenom
obliku, nego se primjenjuju numeke metode za nanje kao funkcije od , npr.
pomcau Taylorovog red i metodom iteracije.

Budwti da je NME konformna cilinddna projekcija, linije koje zatvaraju isti kut s
elipsoidnim meridijanima se preslikavaju u pravce. Djelovanje loksodroma na sferi, iz
odjeljka[2.1, prenosi se i na elipsoid i NME s vrlo malim promjenama.

Jednadba loksodrome kroz tdu ( ;; 1) pod azimutom je dana pravcem

y yi=(x x)ctg;

gdiejex=a; y=a (), ()=arth(sin) earthesin ).
Dakle, imamo da je:

a() a()=@ acty;

() (o9=C '1ctg;
()= (+(C '1ctg;

a odatle slijedii:

() (2)='ctg 'ictg;
‘ctg ='jctg + () (1)
()="1+tg ( () (1)

Ne postoji jednadba kojom se mee izraziti (' ) jer () nema inverznu relaciju u zatvo-
renom obliku.
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Sazetak

U ovom su radu najprije prikazana osnovna svojstva familija konformnih projekcija sfere
na ravninu, koje se primjenjuju u kartograji. Te projekcije obubap Mercatorovu i
stereografsku projekciju, koje smo patdi upoznali, a upravo one su grami slucajevi
Lambertove konusne projekcije.

Izvedene su najzije relacije te je ukazano na zanimljive veze Mercatorove projekcije s
kompleksnom funkcijom expi s krivuljom traktrisom.

U zavisnom dijelu rada su ukratko izzene slaenije varijante Mercatorove projekcije u
kojima se umjesto normalne projekcije na sferi koristi popee(transverzalna) projekcija

te se upoznajemo s geometrijom rotacijskog elipsoida, kojim je Zemlja preciznije modeli-
rana nego sferom.



Summary

This paper presents the basic features of a family of conformal projections of the sphere
onto the plane, applied in cartography. These projections include Mercator's and stere-
ographic projection, which we have studied in more detail, and precisely those are the
limit cases of Lambert's cone projection. The most important relations were presented and
we indicated some interesting connections of Mercator projection with the complex func-
tion expz and the tractrix curve.

In the nal part of the work, we brie y exposed more complex variants of Mercator pro-
jection in which, instead of normal projections, we use transversal projections, and we get
acquainted with the geometry of the rotational ellipsoid, which is a more precise model of
the Earth than a sphere.
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