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Uvod

Tijekom povijesti Cesto se javljala potreba modeliranja slucajnih pojava u nekom prostoru.
Na primjer, mjesta prometnih nesreca, mjesta potresa i sli¢no. Upravo su tockovni procesi
matematicki model kojima opisujemo slucajan razmjesStaj tocaka u nekom prostoru. Po-
sebna vrsta tockovnih procesa su Poissonovi procesi i cilj ovog rada je definirati i opisati
Poissonove procese.

Rad se sastoji od cCetiri poglavlja. U prvom poglavlju definiramo dvije osnovne stvari u
proucavanju Poissonovih procesa: Poissonovu distribuciju i tockovne procese. Poissonova
distribucija je jedna od osnovnih vjerojatnosnih distribucija 1 koristi se u prikazivanju dis-
tribucije vrlo rijetkih slucajnih dogadaja. Ona proizlazi kao limes binomno distribuiranih
slucajnih varijabli pa je prikazana ta veza binomne i Poissonove distribucije. Tockovne
procese definiramo kao broje¢u mjeru definiranu na slu¢ajnom rasporedu tocaka u nekom
prostoru. Ta mjera podskupu prostora pridruzuje broj slucajnih tocaka koji upada u taj
podskup. Uz definiciju, uvedeni su i mjera intenziteta i Laplaceov funkcional kao osnovne
karakteristike tockovnih procesa i njihove distribucije.

Drugo poglavlje donosi definiciju Poissonovih procesa. To su tockovni procesi koji zado-
voljavaju da broj tocaka u danom podskupu ima Poissonovu distribuciju te da je potpuno
nezavisan, odnosno da je broj to¢aka u dva disjunktna podskupa nezavisan. Uz definiciju,
prikazan je i specifi¢an oblik Laplaceova funkcionala za Poissonove procese. Nadalje, u
poglavlju se dokazuje sama egzistencija tih procesa koja proizlazi iz binomnih procesa kao
Sto 1 Poissonova distribucija proizlazi iz binomne distribucije.

Jednu od osnovnih karakterizacija Poissonovih procesa daje Meckeova formula i ona je
prikazana u treCem poglavlju. Pomocu te jednakosti mogu se racunati ocekivanja integrala
i suma u odnosu na Poissonov proces. Dokaz jednakosti se provodi u nekoliko koraka: prvo
za slucaj kada je prostor jednoclan skup, zatim za slucaj jednostruke integracije 1 konacno
za slucaj viSestruke integracije.

U posljednjem poglavlju uvodimo stacionarne tockovne procese te Palmovu distribuciju
tockovnih procesa. Stacionarni tockovni proces intuitivno zamiSljamo kao proces koji iz-
gleda statisticki jednako neovisno o tocki prostora iz kojega se promatra proces. Za takve
procese je definirana Palmova distribucija koja opisuje ponasanje tockovnog procesa kada
ga se promatra iz proizvoljno odabrane toc¢ke procesa koju postavimo kao ishodiSte. Nada-
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lje, u poglavlju se dokazuje varijanta Meckeove formule za stacionarne tockovne procese
u obliku Mecke-Slivnyakova teorema. Na kraju rada dajemo formulu inverzije, odnosno
vezu izmedu stacionarne i Palmove distribucije koja je izvedena pomocu Voronoijeva mo-
zaika.



Poglavlje 1

Poissonova distribucija i tockovni
procesi

Poissonova distribucija je jedna od osnovnih distribucija u teoriji vjerojatnosti. U ovom
poglavlju definirat ¢emo Poissonovu distribuciju, prikazati kako Poissonova distribucija
proizlazi iz binomne distribucije te navesti neka osnovna svojstva te distribucije.

Nakon definiranja Poissonove distribucije, uvest ¢emo to¢kovne procese. Tockovne
procese najces¢e promatramo kao skup slucajno rasporedenih to¢aka u nekom prostoru. Na
temelju slu¢ajnog rasporeda tocaka moZemo definirati brojeCu mjeru te toc¢kovne procese
promatrati kao broje¢u mjeru. Tu ideju razradujemo u drugoj tocki ovog poglavlja.

1.1 Poissonova distribucija

Za slucajnu varijablu X kazemo da ima binomnu distribuciju Bi(b, p) s parametrima
neNy:={0,1,2,...}1 p € [0, 1] ako vrijedi

P(X = k) = Bi(n, p: k) := (Z)pk(l “pY Tk k=0,1,..n, (1.1)

gdje koristimo koristimo konvenciju 0° := 1. U slu¢aju kada je n = 1 govorimo o Bernulli-
Jjevoj distribuciji s parametrom p. Ako su Xj, ..., X, nezavisne slu€ajne varijable s Bernoul-
lijevom distribucijom s istim parametrom p, onda njihova suma ima binomnu distribuciju,
odnosno vrijedi

X +..+X, <X, (1.2)

gdje X ima Bi(n, p) distribuciju i gdje < oznadava jednakost po distribuciji. Ocekivanje i
varijanca slu€ajne varijable X su dani sa

E[X] =np, Var[X]=np(l - p). (1.3)

3
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Za slucajnu varijablu X kazemo da ima Poissonovu distribuciju Po(y) s parametrom

v > 0 ako vrijedi
k
P(X = k) = Po(y; k) := %e—y,
U sluc¢aju y = 0 imamo P(X = 0) = 1. Moguce je i y = oco. Tada je P(X = o0) = 1 pa je
Po(eo, k)=0 za sve k € Ny,
Poissonova distribucija proizlazi kao limes binomne distribucije i to je tvrdnja narednog

teorema.

k € N,. (1.4)

Teorem 1.1.1. (Poissonov teorem)
Neka je X, ~ B(n, p,), n € N, i neka je lim p, =0, hm 0 np, = v gdje je vy fiksan broj

n—oo

takdav da je 0 < y < oo. Tada za svako k =0, 1,2, . vrl]edl

k
Y
—e.

k!

n—oo

lim P(X, = k) = hm( )p’;(l )"

Dokaz teorema moze se naci u [5], Teorem 5.4. Neka je X i dalje sluCajna varijabla
s Poissonovom distibucijom s konanim parametrom 7y. Tada je oCekivanje te sluCajne

varijable dano sa
b ,yk *© ,yk—l
E[X]= ) ke ? =vye” =.
[X] Zk:o ke T Zk:1 k-7

Varijancu slucajne varijable raCunamo na sli¢an nacin. Prvo raCunamo

J
5

a zatim iz linearnosti o¢ekivanja i izraGunatog E[X] dobivamo E[X?] = y* + y. Sada je
varijanca
Var[X] = E[X’] -E[XI’ =" +y-y" = .

Funkcija izvodnica vjerojatnosti od X, odnosno od Po(y), je dana sa

_ i = i(”)k—eﬂw s e[0,1].
k=0 ! :

k=0

| ==

Iz prethodne jednakosti slijedi da je Laplaceova transofmacija od X, odnosno od Po(y),
dana sa
Ele ] = exp[-y(1 —e™)], t>0 (1.5)
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1.2 Tockovni procesi

1.2.1. Definicija tockovnih procesa

Tockovni proces intuitivno mozemo promatrati kao skup Z koji sadrzi najvise prebrojiv
broj slucajnih tocaka iz nekog prostora X. Na primjer, najlakSe nam je zamisliti to¢kovni
proces kao slu¢ajan skup to¢aka u euklidskom prostoru R¢. Na slici vidimo primjer
jednog takvog rasporeda.

Slika 1.1: Primjer slu¢ajnog rasporeda to¢aka Z(w) u R? prostoru

Neka je (Q,.#,P) vjerojatnosni prostor. Zanemarujuci zasad pitanje izmjerivosti, Z
moZemo zamisliti kao preslikavanje w — Z(w), w € Q. To je preslikavanje iz Q u skup svih
prebrojivih podskupova od X. Prirodno Z mozemo poistovijetiti s familijom preslikavanja

w — n(w, B) := card(Z(w) N B), zaizmjerivi B C X.

Dakle, 7 je preslikavanje koje podskupu B od X pridruzuje broj slucajnih tocaka od Z(w)
koje se nalaze u B. Za fiksni w € Q preslikavanje n(w, -) je broje¢a mjera na Z(w). Ovaj
koncept se pokazao kao temeljni koncept u definiranju tockovnog procesa kao slucajne
brojec¢e mjere. Na slici|l.2| vidimo ilustraciju te ideje.

Kako bismo formalizirali pocetnu ideju, neka je (X, 2") izmjeriv prostor i defini-
rajmo potrebne skupove mjera. Neka N..,(X) = N.., oznacava prostor svih kona¢nih mjera
1 na X, odnosno mjera za koje vrijedi u(B) € Ny za sve B iz 2 . Nadalje, oznacimo sa
N(X) = N prostor mjera koje se mogu napisati kao najviSe prebrojive sume mjera iz skupa
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Slika 1.2: Primjer tockovnog procesa kao brojece mjere. Za podskup B 1 Z(w) bi ovdje
vrijedilo n(w, B) = 3.

N... Trivijalni primjer elementa iz N je mjera jednaka nuli na cijelom 2. Drugi primjer
je Diracova mjera ¢, koncentrirana u toc¢ki x € X. Ona se definira sa

0, xeB

0.(B) 1= 1p(x) = {1, v ¢ B

za proizvoljni podskup B od X. Pomocu Diracove mjere moZzemo definirati nove mjere.
Ako je (x3);_;, n € N := NU{oo}, konaCan ili beskonacan niz elemenata iz X, onda mozemo
definirati mjeru na sljedeci nacin

p=s. (1.6)
k=1

Tada je 4 € N i vrijedi
uB) =) 1y(x). BeZ.

k=1

Stovise, za bilo koju izmjerivu funkciju f : X — [0, co] vrijedi

[ rau= Y s, 1.7
k=1

Ukoliko je n = 0 u jednadzbi (1.6)), onda je x4 nul-mjera. Nadalje, tocke {x; : k = 1,2...n}
ne moraju nuzno biti sve razli¢ite. Za svaku od njih definiramo kratnost na sljedeci nacin:
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kratnost od x; je broj card{j < n : x; = x;},i = 1, 2...n. Takoder, dobro je napomenuti da bez
dodatnih pretpostavki na prostor (X, 2") ne moZemo svaku mjeru u € N zapisati u obliku
jednakosti (I.6). Medutim, za izvodenje veceg dijela teorije dovoljna je pretpostavka da je
(X, Z') izmjeriv prostor.

Za mjeru v definiranu na X kazemo da je s-konacna ako se v moze prikazati kao najvise
prebrojiva suma konac¢nih mjera. OcCigledno je da su svi elementi iz N s-konacne mjere.
Nadalje, za mjeru v na X kaZzemo da je o-konacna ako i samo ako postoji niz podskupova
(B)men 0d X takvih da vrijedi: | J,, B, = X te v(B,,) < o0, za sve m € N. Svaka o-kona¢na
mjera je ocigledno i s-kona¢na mjera. Kao protuprimjer da ne vrijedi obrat, uo¢imo da ako
su sve tocke x, u jednadzbi iste, onda tako definirana mjera u nije o-konacna. Za
razliku od o-kona¢nih mjera, prebrojiva suma s-konacnih mjera je opet s-konacna mjera.
To slijedi iz injenice da je prebrojiva suma najviSe prebrojivih suma, opet prebrojiva suma.
Primjer mjere s vrijednostima u Ny := N U 0 koja nije s-kona¢na je broje¢a mjera na R.
Oznacimo sada s .4 (X) = .4 o-algebru generiranu podskupovima od N koji sadrze sve
skupove

{ueN:uB)=k},Be Z,keN,.

Dakle, ./ je najmanja c-algebra na N takvo da je preslikavanje 4 — u(B) izmjerivo za
sve Be 2.
Sada moZemo dati formalnu definiciju to¢kovnih procesa:

Definicija 1.2.1. Tockovni proces na X je slucajni element 1 iz (N, .4") takav da je presli-
kavanje n : Q — N izmjerivo.

Ako je n tockovni proces na X i B € 2, onda sa n(B) oznacavamo preslikavanje:
w — n(w, B) := n(w)(B). Iz definicije od 17 i o-algebre 4 slijedi da se radi o slu¢ajnim
varijablama s vrijednostima u Ny takvim da

B =ki={weQ:nw B =kle F be X, ke, (1.8)

Vrijedi i obrnuto: ako za preslikavanje n : Q — N vrijedi (I.§)), onda je to preslikavanje
tockovni proces. U skladu s po¢etnom idejom, 7(B) nazivamo broj tocaka od nu B.

Definicija 1.2.2. Tockovni proces n na X nazivamo pravi tockovni proces ako postoji niz
sluCajnih elemenata X, X,... u 2" i slu¢ajna varijabla « s vrijednostima u N, tako da gotovo
sigurno vrijedi jednakost:

n=) ox (1.9)
k=1

U slucaju da je k = 0, onda n interpretiramo kao nul-mjeru na X.
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Motivacija za uvodenje pravih tockovnih procesa je upravo ideja opisana na pocetku.
Njih lakSe interpretiramo kao prebrojiv skup slucajnih tocaka iz X uz moguénost da se
tocke ponavljaju, nego kao mjere s cjelobrojnim vrijednostima. Za kraj, napomenimo jo$
da je klasa pravih tockovnih procesa jako velika, ali da svaki to¢kovni proces nije pravi
tockovni proces. Na primjer, uzmimo X = [0, 1] 1 na njemu definiranu o-algebru

2 :={A c [0, 1] : A prebrojiv ili A° prebrojiv}.
Sada na (X, :2") moZemo definirati mjeru u sa

0, A prebrojiv

A) =
HA) {1, A€ prebrojiv.

Ova mjera zadovoljava u(X) = 11 u(B) € {0,1}, za sve B € 2, ali se ne moze zapisati
u obliku u = 6, za neki x € X. Pomocu ovako definirane mjere moZemo dobiti tockovni
proces koji nije pravi tockovni proces.

1.2.2. Campbellova formula
Na pocetku ove tocke definiramo mjeru intenziteta tockovnog procesa.

Definicija 1.2.3. Mjera intenziteta sluCajnog procesa n definiranog na prostoru X je mjera
A definirana sa
AB) :=E[n(B)], Be X (1.10)

Dakle, mjera intenziteta zapravo opisuje ocekivani broj to¢aka procesa u nekom pod-
skupu B od X.

Oznacimo sada sa R(X) skup svih izmjerivih funkcija u : X — R te s R (X) sve funk-
cije iz R(X) koje poprimaju nenegativne vrijednosti. Ako je 1 tockovni proces, onda sa
n(u) = f u dn oznaCavamo preslikavanje w — f u(x) n(w,dx). Sada mozZemo iskazati
Campbellovu formulu:

Propozicija 1.2.4. (Campbellova formula)
Neka je n tockovni proces na izmjerivom prostoru (X, ") s mjerom intenziteta A te neka
je u € R(X). Tada je f u(x) n(dx) slucajna varijabla. Takoder, vrijedi sljedeca formula

E[f u(x) n(dx)] = fu(x) A(dx), (1.11)

za bilo koju funkciju u takvu da je u > 0 ili f lu(x)| A(dx) < oo.

Dokaz ove propozicije moZze se naci u [4], Proposition 2.7. Za kraj ove tocke, napome-
nimo jo§ da Campbellova formula vrijedi za sve izmjerive funkcije iz prostora R, (X), to
jest iz prostora svih izmjerivih funkcija iz X u R, := [0, oo].



POGLAVLIJE 1. POISSONOVA DISTRIBUCIJA I TOCKOVNI PROCESI 9

1.2.3. Distribucija tockovnih procesa

Distribuciju tockovnog procesa n definiranog na X promatramo kao vjerojatnosnu mjeru
P, koja je definirana na izmjerivom prostoru (N, .4") na sljedeci nain: A — P(n € A).
Ukoliko je n" neki drugi tockovni proces na istom prostoru i s istom distribucijom, onda
o d
piSemon =17".
Sada éemo definirati jaki alat za analizu tockovnih procesa. Pritom koristimo konven-
cijue ™ :=0.

Definicija 1.2.5. Laplaceov (ili karakteristicni ) funkcional tockovnog proces n na X je
preslikavanje L, : R.(X) — [0, 1] definirano sa

L,(u):=E [exp (— fu(x) n(dx))] .

Uz Laplaceov funkcional u analizi tockovnih procesa bit ¢e nam vaZzna i sljede¢a pro-
pozicija o karakterizaciji jednakosti distribucija tockovnih procesa.

Propozicija 1.2.6. Za tockovne procese n i na X iduce tvrdnje su ekvivalentne:
d ’
1. n=n,

2. ((By),...,n(By) 4 (7' (By), ..., (By)) za svaki m € N i za u parovima disjunktne
B,B,,..,B,¢c gbr,

3. Ly(u) = L,y(u) za sve u € R, (X),
4. Za sve u € R, (X) vrijedi jednakost slucajnih varijabli n(u) 4 1’ (u) na R.

Posebno, Laplaceov funkcional tockovnog proces odreduje distribuciju tog procesa.

Dokaz ove propozicije moZe se naci u [4]], Proposition 2.10.



Poglavlje 2

Poissonovi procesi

U ovoj tocki uvodimo Poissonove procese. To je posebna vrsta tockovnih procesa u
kojima slu€ajan broj tocaka koji upada u dani skup ima Poissonovu distibuciju. Takvi pro-
cesi se mogu definirati na opcenitim s-kona¢nim izmjerivim prostorima pa ¢emo dokazati
njihovu egzistenciju. Kao i za ostale tockovne procese, distribucija Poissonovih procesa je
karakterizirana Laplaceovim funkcionalom koji ima specifican oblik.

2.1 Definicija Poissonovih procesa

Neka je sad (X, Z") proizvoljan, ali fiksan izmjerivi prostor. Na pocetku ove tocke
odmah definiramo Poissonov proces.

Definicija 2.1.1. Neka je A s-kona¢na mjera na X. Poissonov proces s mjerom intenziteta
A je to¢kovni proces i na X koji zadovoljava sljedeca dva svojstva:

1. Za proizvoljni B € 2, n(B) ima Poissonovu distribuciju s parametrom A(B).

2. Za medusobno disjunktne skupove By, ..., B,, € 2 sluCajne varijable n(B,), ..., n(B,,)
su nezavisne.

Prema svojstvu 1. iz Definicije [2.1.1] ovi procesi se i nazivaju Poissonovi procesi.
Opcenito, tockovne procese sa svojstvom 2. nazivamo potpuno nezavisni. Ponekad se
kaZe i da i ima nezavisne priraste ili da je n potpuno slucajan.

Prema Definiciji slijedi da ako je i Poissonov proces s mjerom intenziteta A, onda
je E[n(B)] = A(B). Posebno, ako je 4 = 0 nul-mjera, onda je P(n(X) = 0) = 1. Na slici[2.1
su prikazane realizacije konkretnog Poissonovog procesa.

Jo§ navedimo da za svaku s-konanu mjeru A postoji do na distribuciju najviSe jedan
Poissonov proces kojem je A mjera intenziteta. O tome govori naredna propozicija koja
direktno slijedi iz Propozicije[1.2.6)].

10
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Slika 2.1: Tri primjera realizacije Poissonovog procesa s intenzitetom 5 na jedini¢nom
kvadratu

Propozicija 2.1.2. Neka sunin’ dva Poissonova procesa na X s istom s-konacnom mjerom

. . d
intenziteta. Tadan =1’

Prije nego Sto u iducoj tocki pokaZzemo egzistenciju Poissonovih procesa navedimo
karakterizaciju Poissonovih procesa preko Laplaceovog funkcionala. To je vrlo koristan
alat za analizu Poissonovih procesa i u teoriji i u primjenama.

Teorem 2.1.3. (Laplaceov funkcional Poissonovih procesa)
Neka je A s-konacna mjera na X i neka je n tockovni proces na X. Proces n je Poissonov
proces s mjerom intenziteta A ako i samo ako

L,(u) = exp [— f (1 —e™) /l(dx)] . ueR.(X). (2.1)

Dokaz. Za pocetak pretpostavimo da je n Poissonov proces s mjerom intenziteta A. Defi-
nirajmo funkciju u := ¢ 15, + ... + culp,, gdje je m € N, a ¢y, ..., ¢,, pozitivni realni brojevi
i By, ..., B, € 2 medusobno disjunktni. Tada

exp [— i cm(Bi)]

i=1

m

[ Texpt=camBon

i=1

Efexp[-n(w)]] = E =E

Zbog potpune nezavisnosti Poissonovih procesa, slucajne varijable n(B)), ..., n(B,,) su ne-
zavisne pa pomocu Laplaceove transformacije Poissonove distibucije, odnosno jednakosti

(L.5), slijedi:
Lyw) = | | Elexpl-cm(B1] = | | exp[-AB)(1 = e)] =
i=1 i=1

1
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= exp [— Z AB)(1 - e‘ci)] = exp [— Z fl; (1-e")dAa
i=1 i=1 VBi

Zax ¢ BiU---UB, vrijedi 1 — e™® = 0 pa je zadnji izraz u jednakosti jednak desnoj
strani (2.1). Opcenito, za u € R, (X) postoji niz jednostavnih funkcija u, takvih da u, 7 u,
n — oo. Tada prema teoremu o monotonoj konvergenciji n(u,) T n(u), n — oo, a zatim
prema teoremu o dominiranoj konvergenciji za ocekivanje lijeva strana jednakosti

Efexp[-n(u,)]] = exp [— f (1—e) ﬂ(dX)]

konvergira prema L,(«). Desna strana zadnje jednakosti konvergira prema desnoj strani
(2.1) prema teoremu o monotonoj konvergenciji (primijenjen na integral u odnosu na A).
Pretpostavimo sada da vrijedi (2.1). Neka je ” Poissonov proces s mjerom intenziteta
A. U 1ducoj tocki ¢emo pokazati teorem o egzistenciji (v. Teorem prema kojem
takav proces postoji. Prema prethodnim argumentima vrijedi: L, (u) = L,(u), za sve u €

R, (X). Sada prema Propoziciji slijedi n g n’. Dakle, i je Poissonov proces s mjerom
intenziteta A. o

2.2 Egzistencija Poissonovih procesa

Kako bismo eksplicitno konstruirali postojanje Poissonovih procesa, moramo za pocetak
navesti teorem o superpoziciji nezavisnih Poissonovih procesa.

Teorem 2.2.1. (Teorem o superpoziciji)
Neka je (n;)ien niz nezavisnih Poissonovih procesa na X s mjerama intenziteta A;. Tada

1= (22)
k=1

Poissonov proces s mjerom intenziteta A := Ay + Ay + - - -.

je

Dokaz. Prebrojiva suma najviSe prebrojivih suma elemenata iz N.., je opet prebrojiva
suma elemenata iz N_,, pa prema definiciji tockovnih procesa lako vidimo da je 7 tockovni
proces.

Zan e NiBe Z vrijedi da &,(B) := Y., n;(B) ima Poissonovu distribuciju s parame-
trom )i, A;(B). Zbog neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na rastuéi niz dogadaja &,(B)
konvergira prema 1(B). Zbog neprekidnosti Po(y; j) uy za j € Ny, za svaki k € Ny vrijedi:

k n k 00
P((B) < k) = lim P(£,(B) < k) = lim Z Po [Z Ai(B); jJ = Z Po (Z Ai(B); j] :
Jj=0 =0 =1

i=1
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Dakle, n(B) ima Poissonovu Po(A(B)) distribuciju.
Neka su By, ..., B,, € 2 u parovima disjunktni. Familija {n;(B;),1 < j < m,i € N}

je familija nezavisnih slucajnih varijabli pa su slucajne varijable }; n;(By), ..., 2,; 1:(B)
nezavisne. Dakle, 7 je potpuno nezavisan. O

Kao sto je Poissonova vjerojatnosna distribucija vezana uz binomnu vjerojatnosnu dis-
tribuciju (v. Teorem [I.1.1)), tako su i Poissonovi procesi vezani uz binomne procese pa
¢emo sada definirati binomne procese.

Neka je Q vjerojatnosna mjera na X i neka su Xj, ..., X, nezavisne slu€ajne varijable na
X s distribucijom Q. Tada je

{::6X1 +"'+5Xm

tockovni proces na X. Kako je

P((B) = k) = (’Z)Q(B)k(l —QB)"* k=0,...m,

proces { nazivamo binomni proces s duljinom uzorka m i uzorackom distribucijom Q. Tu
ideju sada generaliziramo u iducoj definiciji:

Definicija 2.2.2. Neka su V, odnosno Q vjerojatnosne mjere na Ny, odnosno X. Nadalje,
neka su X, X», ... nezavisne slucajne vrijable na X s distribucijom Q i neka je « slucajna
varijabla s distribucijom V nezavisna od (X,). Tada proces

K
ni= ) oy (2.3)
k=1
nazivamo mijesani binomni proces s distribucijom mijesanja V i uzorackom distribucijom

Q.

Nakon $to smo uveli mjeSovite binomne procese, moZzemo krenuti s dokazivanjem eg-
zistencije Poissonovih procesa. Naredna propozicija se pokazala klju¢énom u tome.

Propozicija 2.2.3. Neka je Q vjerojatnosna mjera na X i neka je v > 0. Pretpostavimo da
Jje n mjesoviti binomni proces s distribucijom mijesanja Po(y) i uzorackom distribucijom
Q. Tada je n Poissonov proces s mjerom intenziteta yQ.

Dokaz ove propozicije moze se naci u [4], Proposition 3.5. Sada moZemo iskazati 1
dokazati klju¢ni teorem o egzistenciji Poissonovih procesa:

Teorem 2.2.4. (Teorem o egzistenciji)
Neka je A s-konacna mjera na X. Tada postoji Poissonov proces na X s mjerom inten-
ziteta A.
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Dokaz. Tvrdnja je trivijalno ispunjena ako je A(X) = 0.

Pretpostavimo sada da je 0 < A(X) < oo. Neka su na prikladnom vjerojatnosnom pros-
toru «, X1, X5, ... nezavisne slucajne varijable takve da x poprima vrijednosti u N i ima
Poissonovu Po(A(X)) distribuciju, a svaka X; poprima vrijednosti u X i ima distribuciju
danu sa A(-)/A(X). Prikladan vjerojatnosni prostor je, na primjer, produktni prostor. Neka
je n mjesoviti binomni proces dan sa (2.3)). Sada prema prethodnoj Propoziciji slijedi
da je n Poissonov proces s mjerom intenziteta A.

Preostaje nam pokazati tvrdnju kada je A(X) = oco. Tada postoji niz mjera A;,i € N
definiranih na (X, .2") takvih da je 1 = } 7, 4; strogo pozitivna i kona¢na mjera. Na prik-
ladnom (produktnom) vjerojatnosnom prostoru neka je 77;, i € N niz nezavisnih Poissonovih
procesa pri ¢emu 77; ima mjeru intenziteta A;, za sve i € N. Takav niz postoji prema pret-
hodnom koraku u dokazu. Stavimo 1 = }2, ;. Prema teoremu o superpoziciji (v. Teorem
[2.2.1)) n je Poissonov proces s mjerom intenziteta A. i

Naredni korolar prethodnog teorema pokazuje da je na proizvoljnom izmjerivom pros-
toru (X, 2") svaki Poissonov proces pravi to¢kovni proces do na ekvivalentnost distribu-
cije.

Korolar 2.2.5. Neka je A s-konacna mjera na X. Tada postojivjerojatnosni prostor (Q, #,P)
i na njemu definirane slucajne varijable Xy, X,... te sluc¢ajna varijabla k u N takvi da je

n = Z Sx, (2.4)
k=1

Poissonov proces s mjerom intenziteta A.

Posljedica prethodnog korolara je da pri provjeravanju tvrdnji vezane uz distribuciju
Poissonovih procesa bez smanjenja opéenitosti mozemo ukljuciti pretpostavku da je proces
pravi to¢kovni proces. Dokaz korolara moze se naci u [4], Corollary 3.7.

Za kraj navedimo joS propoziciju koja je obrat Propozicije [2.2.3

Propozicija 2.2.6. Neka je n Poissonov proces na X s mjerom intenziteta A koja zado-
voljava 0 < A(X) < oo. Tada je n mjesSoviti binomni proces s mjesovitom distribuci-
jom Po(A(X)) i uzorackom distribucijom Q := A(X)'A. Nadalje, uvjetna distribucija
P(n € - | n(X) = m),m € N, odgovara distribuciji binomnog procesa s duljinom uzorka m i
uzorackom distribucijom Q.

Dokaz propozicije moZe se naci u [4], Proposition 3.8.



Poglavlje 3

Meckeova jednakost

Meckeova jednakost daje jednu od osnovnih karakterizacija Poissonovih procesa. Pomocu
te jednakosti mogu se raCunati o¢ekivanja integrala, odnosno suma, u odnosu na Poissonov
proces. Pri tome integrand moZe biti ovisan 1 o tockovnom procesu i o tockama prostora u
kojem se proces promatra. U prvoj tocki poglavlja ¢emo pokazati Meckeovu jednakost za
s-konacne mjere, a u drugoj ¢emo Mecekovu jednakost prosiriti na faktorijalne mjere.

3.1 Meckeova jednakost

U ovom poglavlju pretpostavljamo da je (X, 2") proizvoljni izmjerivi prostor. Za
pocetak ¢emo pokazati specijalan slu¢aj Meckeove jednakosti kada je X jednoclani skup.

Propozicija 3.1.1. Slucajna varijabla X s vrijednostima u N ima Poissonovu distribuciju
s parametrom y ako i samo ako za proizvoljnu funkciju f : Ny — R, vrijedi

EXf(X)] =y E[f(X + D]. (3.1

Dokaz. Zapocetak pretpostavimo da je X sluCajna varijabla s Poissonovom Po(y) distribu-
cijomineka je f : Ny — R, proizvoljna funkcija. Tada jednostavnim raunom dobivamo

o k o k o k—1
EIX/001= ), kf) e = 2 kf) e = N i =
[ee] ')/k ~
= y;ﬂk +1)ge? =y EIFX + D

Time smo pokazali da vrijedi (3.1).

15
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Sada pokazimo i obrnuti smjer. Dakle, (3.1)) vrijedi za svaku funkciju f : Ny — R,.
Posebno, za proizvoljni k € N, (3.1)) vrijedi za karakteristi¢nu funkciju f := 1. Iz svojstva
ocekivanja (3.1)) postaje

kPX=k)y=yPX=k-1).
Koristeci tu rekurzivnu jednakost dolazimo do izraza

K
PX =k) = FP(X =0).

Jedina distribucija koja zadovoljava ovakvu jednakost je upravo Poissonova §to daje tvrd-
nju. Time je dokaz gotov. O

Sada konac¢no moZzemo iskazati 1 dokazati Meckeovu formulu.

Teorem 3.1.2. (Meckeova formula)
Neka je A s-konacna mjera na X i n tockovni proces na X. Tada je n Poissonov proces
s mjerom intenziteta A ako i samo ako za svaku funkciju f € R, (X X N) vrijedi

E [ f Fonm) n(dX)] _ f ELF(r,n + 6] A(dx). (3.2)

Dokaz. Za pocetak uo¢imo da je dodavanje tocke x broje¢oj mjeri y izmjerivo preslikava-
nje. Dakle, preslikavanje (x, u) — u+0, iz X XN u N je izmjerivo. Isto tako, preslikavanje
(x, ) — u(B) + 13(x) je izmjerivo za sve B € 2.

NuZnost Meckeove jednakosti u karakterizaciji Poissonovih procesa ¢e biti poseban
slucaj multivarijantne verzije Meckeove jednakosti koju ¢emo dokazati u iducoj tocki (v.
Teorem [3.2.3)).

Pretpostavimo sada da vrijedi (3.2). Neka su By, ..., B,, medusobno disjunktni elementi
iz 2 takvi da je A(B;) < oo, za sve i. Za ky,...,k, € Ny takve da je k; > 1 definiramo
funkciju

feaw =150 | [ HuB) =k, (o) e XxN.
i=1

Tada je

E [ff(x, n)n(dX)] =E|n(B1) H 1{n(B) = ki}] = kiP(NL {n(By) = ki})
i=1

pri cemu zadnja jednakost slijedi iz Cinjenice da izraz unutar ocekivanja nije 0 samo kada
jen(By) = ki.
S druge strane, za x € X imamo

E[f(x,7+06)] = E [131 @[ [1a+o0@) = ki}] -

i=1
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= 15, (O)P({n(B1) = ki — 1,1(B2) =k, .0, N(B) = ki)

pri ¢emu ponovno zadnja jednakost vrijedi jer izraz unutar ocekivanja nije 0 kada vrijedi
x € B; itada se ne nalazi ni u jednom drugom jer su skupovi medusobno disjunktni.
Sada iz (3.2)) dobivamo sljedecu jednakost

kiP(NZ{n(B) = ki}) = ABNP(An(B) = ki — 1} N L {n(By) = ki}).

Pretpostavimo da je P(N,{n(B;) = k;}) > 01 pokazuje se da je n(B;) nezavisno od dogadaja
N2,{n(B;) = k;}. Naime, ako ozna¢imo

me =Pm(By) =k | L{n(B) = ki), k€N,
onda iz prethodnih racuna slijedi
ﬂk:ﬂ(Bl)ﬂ'k_l/k, k € N.

Jedina vjerojatnosna distribucija koja zadovoljava ovu rekurzivnu jednakost je dana sa
n. = Po(A(By); k), nezavisno o ki, ..., k,. Dakle, slu¢ajna varijabla n(B;) ima Poissonovu
Po(A(B))) distribuciju i nezavisna je od dogadaja N, {n(B;) = k;}. Indukcijom po m slijedi
da su slucajne varijable n(B,), ..., n(B,,) nezavisne.

Za proizvoljni B € 2" racunom kao gore za m = 1 dobivamo da za sve k € N vrijedi

kP(n(B) = k) = A(B)P((B) = k - 1).

Pritom koristimo standardnu konvenciju da vrijedi co - 0 = 0. Ukoliko stavimo da je
A(B) = oo, dobivamo da je P(n(B) = k — 1) = 01 konacno da je P(n(B) = o) = 1.

Dakle,  zadovoljava definicijska svojstva Poissonovih procesa pa zakljucujemo da je
n Poissonov proces. O

3.2 Faktorijalne mjere i multivarijantna Meckeova
jednakost

Jednakost (3.2) mozemo generalizirati na slucajeve koji ukljucuju visestruku integra-
ciju. Za pocetak, neka je m € N i promotrimo prostor (X", 2Z™) pri cemu je X" Kartezijev
produkt od X m puta sa samim sobom, a 2™ Kartezijev produkt od 2" m puta sa samim
sobom. Neka je 4 € N dana s

k
p=> 6, (3.3)
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za neki k € ]N_IO 1 neke x, x;... € X koje nisu nuzno razli¢ite. Sada definiramo mjeru
1™ € N(X™) na sljede¢i nacin

+
pC) = > Uiox,)€CL Ce 2™, (3.4)

i Toeees im <k

pri ¢emu # oznacava sumiranje po svim m-torkama kojima su sve komponente u parovima
razlicite i pri ¢emu koristimo konvenciju da praznu sumu definiramo kao nulu. Drugim
rijeima, to znaci da vrijedi

o = Z Sty (3.5)

Korisno je u jednakosti (3.4) promatrati skup C kao poseban Kartezijev produkt oblika
B, x ... X B, gdje su By, ..., B, proizvoljni podskupovi od X. Ukoliko su ti skupovi u
parovima disjunktni, onda se desna strana jednakosti (3.2)) faktorizira i dobivamo

L™(By X ... X B,) = ﬂ 1u(B)). (3.6)
j=1

S druge strane, ukoliko je B; = B za sve j € {1,...m}, onda dobivamo
{"(B") = u(B)". (3.7)

Mjeru u™ nazivamo m-ta faktorijalna mjera od p.
Faktorijalne mjere zadovoljavaju korisnu rekurziju iskazanu u narednoj lemi:

Lema 3.2.1. Neka je u € N dana s (3.3)) i definirajmo uV := p. Tada za sve m € N vrijedi:

,U(m+1) = f[f]{(xl, ...,xm+]) € ‘},ll(d.xm+])—

n (3.8)
= D 1 e X)) € -}] LA (X ).
j=1

Dokaz leme moZe se naci u [4], Lemma 4.2. Ve¢ smo napomenuli u Poglavlju 2. da
u opéenitom prostoru (X,.2") ne vrijedi da svaku mjeru 4 € N moZemo zapisati u obliku
(3.3). Medutim, rekurzivna jednadzba (3.8)) daje rekurzivnu definiciju faktorijalne mjere
1 za mjere u € N koje se ne mogu zapisati kao suma Diracovih mjera. Tu ideju mozemo
zapisati u obliku iduce propozicije:

Propozicija 3.2.2. Za proizvoljnu mjeru u € N postoji jedinstveni niz u™ € N(X™), m € N,
takav da je u'V := 1i da zadovoljava rekurziju (3.8). Preslikavanje p +— pu™ je izmjerivo.
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Dokaz propozicije moze se naci u [4], Proposition A.16. Neka je sada 17 toCkovni proces
na X i neka je m € N prizvoljan. Prema Propoziciji 7" je to€kovni proces na X,
Ako je n pravi to¢kovni proces, odnosno mozemo ga zapisati u obliku (1.9), onda je

nm = Z O(X, e Xiy)- (3.9)

Sada mozemo iskazati i dokazati multivarijantnu verziju Meckeove jednakosti (3.2)).

Teorem 3.2.3. (Multivarijantna Meckeova jednakost)  Neka je n Poissonov proces na X
sa s-konacnom mjerom intenziteta A i neka je m € N. Tada za proizvoljnu f € R.(X" X N)
vrijedi sljedeca jednakost

E [ff(xlv cees X 77) U('n)(d(xl’ ey -xm))

(3.10)
= fE[f(xl, s Xy I+ Oy + o + 0, )] A" (d(X1,4 -y X))
Formula vrijedi za funkcije f € R.(X™ x N) koje zadovoljavaju
fE[If(xl, s Xy I+ Oy + o + 0, )] A7 (d(X1,5 ..., X)) < 00. (3.11)

Dokaz. Prema Propoziciji preslikavanje p — p™ je izmjerivo pa jednakost (3.10)
ukljucuje samo distribuciju od 7. Prema Korolaru mozemo pretpostaviti da je n pravi
toCkovni proces i da ga moZemo zapisati u obliku (1.9).

Za pocetak pretpostavimo da je A(X) < oo. Tada mjeru 4 moZemo zapisati u obliku
A =yQ pri¢emu je y > 0, a Q je neka vjerojatnosna mjera na X. Prema Propoziciji [2.2.3|
moZemo pretpostaviti da je 7 mijeSani binomni proces kao u Definiciji [2.2.2] gdje « ima
Poissonovu Po(y) distribuciju. Neka je sada f € R,(X” x N) proizvoljna funkcija. Iz (3.9)
i (I7) lijeva strana jednakosti (3.10) postaje:

) k #

_ Y

e7k§ —k!E | E{l k}f(X,-l,...,Xim,éxl+..-+5xk) =
=m 15y Im€il,...,

= 677 Z ’y_ Z E [f(Xll’ ""Xim’éxl oot 6Xk)] :

Prvo smo iskoristili nezavisnost slucajne varijable « i varijabli (X,), a zatim smo mogli
zamijeniti redoslijed integrala i sume jer je f > 0. OznaCimo sada say = (yi, ..., ym) Pro-
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izvoljan element iz X”. Kako je X; nezavisna s distribucijom Q, gornja jednakost postaje
o0 k k—m m
N A m
e sz o B ff(y,z;éx,-+ Aléy,-)Q (dy)
=m = Jj=

o0 k—m k=m m
—eryr Y h f E|f(y, ) ox + ). 5yj)} Q"(dy) =
k=m : i=1 j=1

= f]E[f(yl, o Y 1+ Oy + o+ 0, VA1 oy Y))-

U racunu smo ponovno iskoristili mijeSanu binomnu distribuciju. Ovime smo dokazali
(3.10) za konacne A.

Sada pretpostavimo da je A(X) = oco. Kao u dokazu Teorema o egzistenciji (v. Teorem
mozZemo pretpostaviti da je n = ), 1;, gdje su n; nezavisni pravi Poissonovi procesi
s mjerama intenziteta A; za koje vrijedi 4;(X) < co. Zbog nezavisnosti procesa n; slijedi da

su procesi
&= an, Xi = Z njs
J<i Jj=i+1

nezavisni za svaki i € N. Iz (3.9) imamo da fgm) T n™ kako i — oco. Koriste¢i teorem o
monotonoj konvergenciji vidimo da je lijeva strana u (3.10) dana sa

i—o0

lim E |:ff(xl7 wees Xims fi +Xi)§§m)(d(xl’ ooy xm))] =

i—o0

= limE [ f FiX1y ey Xy EDE (1, ...,xm))] ,

gdje je ﬁ(xl,...,xm,u) = EBLf(X1y s Xt + XD, (X1, eeey X, i) € X X N. Ako stavimo
A; = 3y 4j, moZemo primijeniti prethodni rezultat i iskoristiti Fubinijev teorem pa zadnja
jednakost postaje

m | E[fi(x1, e X & + Oy + oo + 65 )] (AD)™(d(x1, ... X)) =

=lim | E[f(X1scoer X ) + Oy + oo + 0 )] (AD)™U(d (1, ..o X)),
Prema teoremu 0 monotonoj konvergenciji ovo je upravo desna strana u (3.10). Za funkcije
f koje poprimaju i negativne vrijednosti, ali zadovoljavaju uvjet integrabilnosti (3.TT)),
dokaz se provodi rastavljajuci funkciju na pozitivni i negativni dio. O
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Palmova distribucija

Za toCkovni proces n na RY kaZemo da je stacionaran ako izgleda statisticki jednako
neovisno o to¢ki prostora R? iz kojega se proces promatra. Za stacionarne procese mozemo
promatrati Palmovu distribuciju procesa. Palmova distribucija opisuje ponasanje tockovnog
procesa kada ga se promatra iz proizvoljno odabrane tocke procesa koju postavimo kao
ishodiSte. Palmovu distribuciju ¢emo uvesti preko profinjenog Campbellovog teorema.
Nadalje, pomocu Palmove distribucije moZemo napraviti jo§ jednu karakterizaciju staci-
onarnih Poissonovih procesa u obliku stacionarne varijante Meckeova teorema (v. Teorem
[3.1.2)). Na kraju poglavlja uvest ¢emo Voronoijev mozaik i Voronoijeve ¢elije kako bismo
povezali Palmovu distribuciju i stacionarnu distribuciju procesa.

4.1 Stacionarnost

Na pocetku ove tocke fiksirajmo d € N i neka je n toCkovni proces na euklidskom
prostoru X = R?. U cijelom poglavlju éemo koristiti oznaku (N, .#") := (N(RY), A4 (R%))
pri cemu te skupove definiramo kao i u drugom poglavlju.

Formalma definicija stacionarnosti temelji se na familiji pomaka. Neka je y € R¢
proizvoljan. Za preslikavanje 6, : N — N kazemo da je pomak ako je definirano sa

6u(B) == u(B+y), peN,Be %, (4.1)

gdjeje B+y := {x+y: x € B}, a ¢ := Z(R?) Borelova o-algebra na R¢. Takoder, pis§emo
B —y := B+ (—y). Jednakost (4.1)) je ekvivalentna zapisu

f g(x) (By)(dx) = f g(x—y) pdx), peN,geR (R (4.2)

Napomenimo da je 6, identiteta na N te da vrijedi svojstvo protoka 6, o 6, = 0,,, za sve
x,y € RY. Za proizvoljni fiksni y € R? preslikavanje 6, je izmjerivo. Sada moZemo
definirati stacionarnost tockovnog procesa.

21
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Definicija 4.1.1. Za tokovni proces 17 na RY kazemo da je stacionaran ako je 6,1 4 nza
sve x € R,

Oznac¢imo sada sa 1, Lebesgueovu mjeru na R¢. Naredna propozicija nam daje korisno
svojstvo mjere intenziteta stacionarnog procesa.

Propozicija 4.1.2. Neka je n stacionarni proces na R? takav da vrijedi da je

y = E[n([0, 119)] (4.3)

konacno. Tada je mjera intenziteta od n jednaka yA,.

Dokaz propozicije se moze naci u [4], Proposition 8.2. Broj y definiran sa (4.3) nazi-
vamo intenzitet procesan. Za stacionarne Poissonove procese vrijedi da intenzitet odreduje
distribuciju. To je tvrdnja naredne propozicije.

Propozicija 4.1.3. Neka je n Poissonov proces na RY takav da je vy definiran sa (#3))
konacan. Tada vrijedi da je n stacionaran ako i samo ako je mjera intenziteta A od n
Jjednaka yA,.

Dokaz propozicije se moze naéi u [4], Proposition 8.3.

4.2 Definicija i osnovna svojstva Palmove distribucije

Kako bismo mogli definirati Palmovu distribuciju to¢kovnog procesa, moramo prvo
definirati lokalno konac¢ne tockovne procese i jednostavne tockovne procese na opéenitom
metrickom prostoru X.

Definicija 4.2.1. Neka je X metricki prostor. Oznacimo sa 2}, sustav svih ograni¢enih
izmjerivih podskupova od X. Za mjeru v definiranu na X kaZemo da je lokalno konacna
ako je v(B) < oo za sve B € Z,. Skup svih lokalno kona¢nih mjera iz N(X) oznacavamo
sa N;(X) te oznac¢imo i #(X) :={ANN;: A e &/ (X)}.

Za tockovni proces 17 na metrickom procesu X kazemo da je lokalno konacan ako vrijedi
P(n(B) < o0) = 1 za sve ograni¢ene B € 2.

Definicija 4.2.2. Neka je X metricki prostor. Za mjeru u € N(X) kazemo da je jednostavna
ako je n{x} < 1 za sve x € X. Skup svih jednostavnih mjera iz N(X) oznacavamo sa N (X).
Za tockovni proces 17 kazemo da je jednostavan ako vrijedi P(n € Ny(X)) = 1.

Jo$ napomenimo da skup svih jednostavnih i lokalno kona¢nih mjera iz N(X) oznacavamo
sa Niy(X) = Ny(X) N Ny(X).
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U nastavku poglavlja promatramo lokalno kona¢an tockovni proces n ne R?. Bez sma-
njenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je n(w) € N; za svaki w € Q. Ako je dodatno
stacionaran proces, distribucija od 1 se ne mijenja pri pomicanju ishodiSta. Kazemo da je
P, = P(n € -) stacionarna distribucija tockovnog procesa 7.

Sada mozemo iskazati profinjeni Campbellov teorem (usp. Propozicija u kojem
uvodimo distribuciju koja opisuje proces 1 kada ga promatramo iz tipi¢ne tocke od 1.

Teorem 4.2.3. (Profinjeni Campbellov teorem)
Neka je i stacionaran tockovni proces na RY s pozitivnim konacnim intenzitetom 7.
Tada postoji jedinstvena vjerojatnosna mjera Pg na N, takva da

E[ f f(x,6.0) n(dX)] =y f f fOuw Pydwdx,  f e R.(R! X N)). (4.4)

Dokaz teorema se moZe naci u [4], Theorem 9.1. Prije same definicije Palmove distri-
bucije, navedimo jos rezultat o izmjerivosti.

Lema 4.2.4. Preslikavanje (x, u) — 6,u iz RY X N; u N, je izmjerivo.

Dokaz leme se moze naci u [4], Lemma 9.2. Sada moZemo navesti definiciju same
Palmove distribucije.

Definicija 4.2.5. Ukoliko vrijede pretpostavke iz Teorema @4.2.2, mjeru P) nazivamo Pal-
mova distribucija tockovnog procesa 1.

Ponekad se koristi ekvivalentna forma profinjenog Campbellovog teorema:
E[ f fx,m) U(dX)] =y f 6 P)duwydx,  f € Ry(R? X N)). (4.5)

Ovaj oblik se jednostavno dobijemo ako primijenimo (4.4) na funkciju fe R,(R? x N))
koja je definirana sa f(x, u) := f(x, 0_u).

4.3 Mecke-Slivnyakov teorem

Naredni rezultat je stacionarna verzija Meckeove jednakosti (v. Teorem|3.1.2).

Teorem 4.3.1. (Mecke-Slivnyakov teorem)
Neka je 1 stacionaran proces na R? s pozitivnim i konacnim intenzitetom. Tada je n
Poissonov proces ako i samo ako vrijedi

P) = P(7 + o € ). (4.6)
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Dokaz. Oznacimo s vy intenzitet od 1. Pretpostavimo prvo da je 1 Poissonov proces. Za
proizvoljni A € 4] iz Meckeove jednakosti (3.2) slijedi

E[ f Loy (L4 (61) n(dX)] —yE [ f Lo (O (u07 + 6.)) dx

= yfl[o,l]d(x)P(n + 09 € A)dx = yP(n + 6y € A),

pri ¢emu smo iskoristili Fubinijev teorem i stacionarnost za drugu jednakost. S druge
strane, iz profinjenog Campbellova teorema (v. Teorem 4.2.3)) slijedi:

E [f 1j0.171¢(x)14(6:1) n(dx)] = 7ff1[0,l]d(x)1A(/~‘) Pg(du)dx = VP?,(A)/M([O, 119.

Kako je 14([0, 1]9) = 1, iz prethodnih ratuna slijedi (4.6).
Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi (4.6). Neka je f € R, (RY x N)) proizvoljna funkcija
iiz (@.5)) slijedi

E [ f f(x,m) n(dX)] =y f ELf(x, 0_x(u + 60))] dx.

Zbog stacionarnosti slijedi da Meckeova jednakost (3.2) vrijedi kada stavimo A = yA,. 1z
Teorema [3.1.2]slijedi da je 7 Poissonov proces. |

4.4 Voronoijev mozaik i formula inverzije

U ovoj to¢ki pretpostavljamo da je 7 stacionarni to¢kovni proces na R¢ s kona¢nim
intenzitetom y. Takoder, pretpostavimo da je P(n(RY) = 0) = 0 i posebno da je y > 0.
Promotrit ¢emo neke osnovne veze izmedu stacionarne distribucije i Palmove distribu-
cije procesa 1. Jednostavnosti radi pretpostavimo da je 17(w) jednostavna lokalno konacna
brojeéa mjera za sve w € Q, odnosno (w) € Ny(X), za sve w € Q. Na kraju, ozna¢imo s n°
Palmovu varijantu od n. To je toCkovni proces definiran na istom vjerojatnosnom prostoru
(Q, .Z,P) koji ima distribuciju Pg.

Sada ¢emo prestaviti geometrijsku ideju Voronoijeva mozaika. Za mjeru u € Ny (X) za
koju vrijedi u(RY) > 01 za x € R? ozna¢imo sa 7(x, i) € u tocku iz u za koju je euklidska
udaljenost od x najmanja. Ako postoji viSe takvih toCaka, uzimamo onu leksikografski
najmanju. U specijalnom slu¢aju kada je u(R?) = 0 stavljamo da je 7(x,u) = x za sve
x € RY. Preslikavanje 7 : R? x N;; — R je kovarijantno na translacije, odnosno vrijedi

T(x=y,0u) =1(x,,) =y, X,y€E Rd,,u € Nj,. “4.7)
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Za x € u € Nj; definiramo Voronoijevu ¢eliju od x u odnosu na u sa
Clxp) =y eR : 7(y.p) = x}. (4.8)

Ako je u(R?) # 0, onda su ¢elije u parovima disjunktne i pokrivaju cijeli R?, odnosno éelije
¢ine particiju cijelog RY. Naredna slika slikovno prikazuje tu ¢injenicu.

Slika 4.1: Primjer Voronoijeva mozaika na temelju rasporeda to¢aka u R? prostoru

U nastavku koristimo oznaku
Co := C(0,1%).

Ovaj slu€ajni skup se naziva tipicna celija Voronoijeva mozaika. Takoder, tocku od 7

najblizu ishodiStu ozna¢avamo sa
X :=71(00,n) (4.9)

pri emu je X := 0 ako je n(RY) = 0.
Teorem 4.4.1. Za sve h € R, (RY x Ny,) vrijedi sljedeé¢a jednakost
Elr(X,m] =7y E[ f h(—x,0,1") dX]- (4.10)
Co

Dokaz teorema se moZe naci u [4], Theorem 9.6. Neka je sada f € R,(Nj). Ako u
formuli (@.10) stavimo h(x, u) := f(u) dobivamo formulu inverzije

EUWH=7E[ ﬂ@ﬁﬂhy (4.11)

Co

u kojoj smo dobili stacionarnu distribuciju prikazanu u terminima Palmove distribucije.
Ako stavimo f = 1 dobivamo intuitivno ociglednu formulu

E[(Co)] =y (4.12)
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Ako uzmemo g € R, (Nyy) i stavimo h(x, u) := g(6,u) iz @.10) dobivamo

¥ E[44(Co)g(n”)] = Elg@xm)], (4.13)

Sto nam pokazuje da je distribucija od Oxn apsolutno neprekidna u odnosu na Palmovu dis-
tribuciju. Takoder, iz formule (.13) vidimo da je stacionarna distribucija verzija Palmove
distribucije s volumnim odstupanjem (do na pomak).

Sada definiramo (stacionarnu) nul-celiju od n sa

Vo :=C(X,n) = {x e RY: 1(x, 1) = 7(0,7)}.

U posebnom slu¢aju kada je (R¢) = 0, definiramo 7(x,7) := x za sve x € R? paje V; =
{0}. Sljedeci rezultat daje nacin kako se Palmova distribucija moZe izvesti iz stacionarne
distribucije pomocu volumnog prilagodavanja i pomicanja X u 0.

Propozicija 4.4.2. Za sve f € R, (Ny,) vrijedi da je

y ELf ()] = E[A.(Vo) ™' f0.)]. (4.14)

Dokaz propozicije se moZe naci u [4], Proposition 9.7. Neka je @ € R, i definirajmo
f(u) := 24(C(0, w)**!. Sada iz (#.14) dobivamo

¥ B[24(Co)™* '] = E[Aa(Vp)"]. 4.15)
Posebno, slijedi i
E[14(Vo)'] = . (4.16)

Iz Jensenove nejednakosti imamo E[14(Vy)™!] = E[14(Vo)]™!. Sada iz @#.16) i @#.12) dobi-
vamo
E[24(Co)] < E[14(Vo)]. 4.17)

Dakle, ocekivana veli¢ina tipi¢ne Celije koju veZemo uz Palmovu distribuciju je manja ili
jednaka od ocekivane veliCine stacionarne nul-Celije.
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Sazetak

U ovom radu cilj je bio prikazati Poissonove to¢kovne procese. Na pocetku su definirane
Poissonova vjerojatnosna distribucija i tockovni procesi opéenito. ToCkovne procese de-
finiramo kao brojecu mjeru definiranu na slu¢ajnom rasporedu to¢aka u nekom prostoru
koja podskupu prostora pridruZuje broj to¢aka koji upada u taj podskup. Osim definicije
samog procesa, uvedeni su pojmovi mjere intenziteta i Laplaceova funkcionala. Navedene
su i osnovne tvrdnje o tockovnim procesima i njihovoj distribuciji. U drugom poglavlju
povezujemo Poissonovu distribuciju i tockovne procese u obliku Poissonovih procesa. Po-
issonov proces je tockovni proces kod kojeg slucajan broj tocaka koji upada u dani skup
ima Poissonovu distribuciju. Nakon same definicije, izveden je specifican oblik Laplace-
ova funkcionala tog procesa te je dokazana egzistencija takvih procesa. Jedna od osnovnih
karakterizacija Poissonovih procesa je dana u obliku Meckeove formule. Dokaz formule se
provodi u nekoliko koraka i to je prikazano u treCem poglavlju. Posljednje poglavlje uvodi
stacionarne tockovne procese te Palmovu distribuciju to¢kovnih procesa. Nakon same de-
finicije stacionarnosti 1 Palmove distribucije, dokazan je Mecke-Slivnyakov teorem. To
je varijanta Meckeove formule za stacionarne tockovne procese. Na kraju samog rada
uvedeni su Voronoijev mozaik i formula inverzije pomocu kojih povezujemo stacionarnu
distribuciju i Palmovu distribuciju to¢kovnih procesa.



Summary

In this thesis, the aim was to present Poisson point processes. At first, we define the Po-
isson distribution and point processes in general. A point process is defined as a counting
measure defined on a random set of points in some space which maps number of random
points in subset of space to that subset. Besides the definition, we introduce the intensity
measure and the Laplace functional of a point process. Also, some basic claims about point
processes and their distribution are given in this section. In the second chapter we bring
together the Poisson distribution and point processes in the form of the Poisson processes.
A Poisson process is a point process for which the number of points in a given set has a Po-
isson distribution. After the definition, we derive the special form of the Laplace functional
of a Poisson process and we prove the existence of these processes. One of the basic cha-
racterization of a Poisson process is the Mecke equation. Proof takes a few steps and these
steps are given in the third chapter. Last chapter introduce the stationary point processes
and the Palm distribution of a point processes. We prove the Mecke-Slivnyak theorem.
That is the version of the Mecke equation for stationary point processes. In the end we
introduce Voronoi tessellations and the inversion formula by which we derive connection
between stationary distribution and the Palm distribution of the point processes.
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