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Uvod

Max-stabilni procesi su se pokazali korisnima u modeliranju prostornih ekstrema. U pri-
mjenama se najcesce javljaju u geostatistici (meteorologija, hidrologija) zbog potrebe za
opisivanjem ekstremnih temperatura, poplava, olujnih vjetrova itd.

Nakon ponavljanja nekih pojmova iz srodnih matemati¢kih podrucja u ovom ¢emo radu
prikazati osnovna svojstva max-stabilnih procesa. Pri tom izdvajam de Haanov teorem
i dekompoziciju kao temeljni rezultat. U prvom poglavlju ¢e se nalaziti i pregled para-
metarskih familija max-stabilnih procesa. Cijelo drugo poglavlje je posveceno pomnijem
razmatranju jedne takve familije takozvanih Brown-Resnickovih procesa. Cilj kojem vode
svi teorijski rezultati su simulacije max-stabilnih procesa Sto je tema posljednjeg poglav-
lja. Ovdje €u izdvojiti tri razliCita algoritma za simulaciju. Prvi od njih koristi spektralnu
mjeru, drugi ekstremalne funkcije (koje ¢e takoder biti objaSnjene), dok trec¢i govori o
uvjetnoj simulaciji.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i teoremi

1.1 Slucajni procesi

Prisjetimo se da je slucajni proces {X;, ¢t € T} familija slu¢ajnih varijabli na istom vjerojat-
nosnom prostoru (Q, ¥, P), pri cemu je ¢ element parametarskog skupa ili skupa indeksa
T c R. Prisjetimo se takoder da je trajektorija slucajnog procesa {X;,t € T} funkcija koja
za fiksirani w € Q svakom elementu ¢ € T pridruzuje realizaciju X;(w).

U nastavku ¢emo promatrati dva posebna tipa slucajnih procesa, Poissonov proces i
Wienerov proces. Poissonov proces tipi¢no koristimo kao model za broj nekih dogadaja u
nekom vremenskom intervalu, ali po¢nimo od formalne definicije.

Uvedimo slucajnu varijablu koja broji koliko se to¢aka pojavljuje u nekom poluotvore-
nom intervalu ili zatvorenom skupu, nazovimo je N. Jednodimenzionalni Poissonov proces
s intenzitetom A > 0 je toCkovni proces na R takav da

1. Za svaki poluotvoreni interval (a, b] slucajna varijabla N(a, b] ima Poissonovu dis-
tribuciju s ocekivanjem A(b — a).

2. Akosu (ay,b], ..., (a,, b,] disjunktni poluotvoreni intervali tada su slucajne varija-
ble N(ay, b,],...,N(a,, b,] nezavisne.

MoZemo promatrati i slu¢aj kad intenzitet A nije konstanta ve¢ funkcija jedne varija-
ble. To bi u realizaciji Poissonovog procesa znacilo da bi se tocke nejednoliko rasprsile,
primjerice okupljale bi se oko nekog podrucja. Ocekivani broj to¢aka na nekom intervalu
(a, b] je tada fa ’ A(t)dt. Ovakav Poissonov proces zovemo nehomogen Poissonov proces, a
A zovemo funkcija intenziteta.

Sli¢no kao i za jednodimenzionalni slu¢aj, moZemo definirati dvodimenzionalni neho-
mogeni Poissonov proces s funkcijom intenziteta A(u), u € R2. To je tockovni proces na R?
takav da
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1. Za svaki zatvoren skup B, sluCajna varijabla N(B) ima Poissonovu distribuciju s
ocekivanjem fB/l(u)du.

2. Ako su By, ..., B, disjunktni zatvoreni skupovi, tada su N(B)), ..., N(B,) nezavisne
slucajne varijable.

U nastavku ¢emo Kkoristiti notaciju oblika A(u)du za intenzitet. U slucaju kad je A
konstanta interpretiramo je kao ocekivani broj to¢aka po zatvorenom skupu.

Preostaje nam definirati Poissonov proces na jo§ opcenitijem prostoru, na lokalno kom-
paktnom metriCkom prostoru §. Prisjetimo se da za prostor § kazemo da je lokalno kom-
paktan u x ako postoji kompaktan potprostor C od S koji sadrzi neku okolinu od x. Ako je
S lokalno kompaktan u svakoj svojoj tocki, za S kazemo da je lokalno kompaktan. Neka
je A mjera na S koja je konacna na svakom kompaktnom skupu. Poissonov proces na S s
mjerom intenziteta A je tockovni proces na S takav da

1. Za svaki kompaktan skup B C §, N(B) ima Poissonovu distribuciju s oc¢ekivanjem
A(B).

2. Ako su By,..., B, disjunktni kompaktni skupovi, tada su N(By),..., N(B,) neza-
visne.

Kasnije ¢e se kod simulacija prirodno pojaviti potreba za koriStenjem Brownovog gi-
banja i to bas kod Brown-Resnickovih procesa koji Ce biti definirani kao jedna od parame-
tarskih familija.

Definicija 1.1.1. Standardno Brownovo gibanje je slucajni proces {W(¢) : t > 0} koji ima
svojstva:

1. W0)=0

2. prirasti W(t;) — W(ty),...,W(t,) — W(t,-1), 0=ty <t <...<t,sunezavisni
3. W) - W(s) ~NO,t—s), 0<s<t

4. gotovo sve trajektorije od {W(¢) : t > 0} su neprekidne funkcije

Opcenito Brownovo gibanje se moZe zadati s 3 parametra: tocka kretanja, drift i volatilnost.
Neka je {W() : t > 0} standardno Brownovo gibanje.

1. {xo + W(?) : t > 0} je Brownovo gibanje koje krece u tocki x, € R.
2. {ut+ W(t) : t > 0} je Brownovo gibanje s driftom u € R.

3. {oW(t) : t > 0} je Brownovo gibanje ¢ija je volatilnost dana sa o > 0.
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Dvije vazne posljedice koje direktno slijede iz definicije Brownovog gibanja su:
1. Brownovo gibanje je gaussovski proces.
2. Brownovo gibanje ima stacionarne priraste.

Prisjetimo se $to znaci da je slucajni proces gaussovski. Slucajni proces je gaussov-
ski ako i samo ako za svaki konacni skup indeksa #,,...,4 € T vrijedi da je X, , =
(Xy,, ..., X;) multivarijatna gaussovska (normalna) sluCajna varijabla.

Bududi da se W(z;) moZe prikazati kao linearna kombinacija nezavisnih prirasta, koji
su normalno distribuirani, tada je i njihova zajednicka razdioba takoder normalna. Staci-

. e e . . . e . d
onarnost prirasta slijedi direktno iz trece tocke definicije, dakle vrijedi W, — W, = W_,.

1.2 De Haanov teorem

Radi usporedbe krenimo s definicijom stabilne funkcije distribucije, premda nam ona sama
konkretno nece trebati.

Definicija 1.2.1. Funkcija distribucije F je stabilna ako za svaki n € N vrijedi da ako su
X1, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane takve da Fy, = F, onda postoje a, > 01 b, € R
takvi da je Fu =F (S, je parcijalna suma, to jest S, = >;_; Xi)-

Prirodno je ocekivati da ¢e max-stabilni procesi biti povezani sa stabilnim funkcijama
distribucije pa im je i definicija veoma sli¢na. Razlika je u tome Sto ne promatramo parci-
jalne sume ve¢ maksimume.

Definicija 1.2.2. Neka je Z,, Z,, . . . niz nezavisnih kopija slucajnog procesa {Z(x) : x € X}.
Ako za svaki n > 1 postoje normalizacijske funkcije a, > 01 b, € R takve da

=1,...,

tada je proces {Z(x) : x € X} max-stabilan.

Gornji maksimum je definiran po komponentama.
Nacin kako mozemo do¢i do jednog max-stabilnog procesa opisan je sljede¢im dovolj-
nim uvjetom.

Teorem 1.2.1 (de Haan,1984). Neka je Y, Y, ... niz nezavisnih kopija slucajnog procesa
{Y(x) : x € X} sa neprekidnom trajektorijom. Ako postoje neprekidne funkcije c, i d, € R
takve da je granicni proces {Z(x) : x € X} definiran sa
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., n Yi - dn
max,—, (x) — Z(x), xeX,n— o0

nedegeneriran, tada je proces {Z(x) : x € X} max-stabilan.

Pri tom napominjem da konvergencija slucajnih procesa (Q,),en k slu€ajnom procesu
Q implicira da konacno dimenzionalne razdiobe od Q, konvergiraju prema konacno di-
menzionalnim razdiobama od Q za n — oo. Precizna definicija konvergencije slucajnih
procesa moZze se naci u [6].

Da bismo uveli definiciju jednostavnog max-stabilnog procesa trebat ¢e nam familija
neprekidnih vjerojatnosnih distribucija poznata pod imenom generalized extreme value dis-
tribution (GEV) ili opca razdioba ekstremnih vrijednosti.

Definicija 1.2.3. Opca razdioba ekstremnih vrijednosti (GEV) je familija neprekidnih vje-
rojatnosnih distribucija razvijenih unutar teorije ekstremnih vrijednosti. Kumulativna funk-
cija distribucije GEV (s parametrima u € R,0 > 0,£ € R) je dana s
exp(—(1 + EEE)18) ako & #0
Fuog) = 15%P 3 v &
exp(—exp(—=-)), ako & = 0.
Familija se dijeli na 3 tipa razdioba
1. Gumbelova razdioba (¢ = 0)
2. Fréchetova razdioba (¢ > 0)
3. Weibull razdioba (¢ < 0).

P(Z(x) < z) = exp(—1/z) pripada Fréchetovom tipu, a to moZemo vidjeti uzmemo li
parametre u = 0,00 = 1, = 1.

Definicija 1.2.4. Max-stabilan proces ¢ije su marginalne distribucije Fréchetovog tipa, to
jest P(Z(x) < z) = exp(—1/z) za sve x € X iz > 0 se naziva jednostavan max-stabilan
proces.

Sljedeci teorem predstavlja de Haanovu dekompoziciju koja ¢e omoguditi klasifikaciju
1 parametrizaciju max-stabilnih procesa pa samim time ima veoma vaznu ulogu za analizu
max-stabilnih procesa.

Teorem 1.2.2 (de Haan, 1984, Penrose, 1992). Svaki nedegeneriran jednostavan max-
stabilan proces {Z(x) : x € X} definiran na kompaktnom skupu X c R?, d > 1, sa nepre-
kidnom trajektorijom, zadovoljava

Z() £ max&ifix), xeX
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gdje su{(&, 1) : i > 1} tocke Poissonovog procesa na (0, 00) X C sa intenzitetom £ 2dév(df)
za neku lokalno konacnu mjeru v definiranu na prostoru C nenegativnih neprekidnih funk-
cija na X takvih da

f fevdf)=1, xeX.

Primjetimo da je prostor (0, o) X C lokalno kompaktan metricki prostor pa je na njemu
Poissonov proces definiran.

U prethodnom teoremu bit ¢e nam zanimljivo promatrati slucaj kad za v uzmemo vje-
rojatnosnu mjeru. Tada se prethodna reprezentacija max-stabilnog procesa Z svodi na

z < maleiYi, gdje su {&;,i > 1} toCke jednodimenzionalnog Poissonovog procesa na
>

(0,00), a Yy, Ys, ... su nezavisne kopije nenegativnog slu¢ajnog procesa {¥Y(x) : x € X}
koji ima neprekidnu trajektoriju i za kojeg vrijedi E{Y(x)} = 1 za svaki x € X.

Promotrimo sada primjer max-stabilnog procesa na X = [0, 1], nazovimo ga Z. Neka
je kao ranije C prostor neprekidnih, nenegativnih (slucajnih) funkcija na X te neka je @
Poissonov proces na (0,c0) X C. Radi jednostavnosti uzmimo da je ® = {¢; = &Y, :
i € {1,2,3}}. Na sljedecoj slici, koja prikazuje primjer triju slucajnih funkcija, ¢;-ovi su
oznaceni razli¢itim bojama, neka je ¢, oznacena crvenom bojom, ¢, zelenom bojom i ¢
crnom bojom. Pogledajmo primjerice vrijednost svih triju ¢; u 0.8. Vidimo da u toj tocki
najvecu vrijednost ima crvena funkcija, to jest ¢;. Prema tome po prethodnom teoremu
znamo da je Z(0.8) = ¢;(0.8). Ako bi na isti nain pogledali sve tocke iz [0, 1] dobili
bi sve vrijednosti od Z. Primjetimo da zelena funkcija ni u jednoj tocki nema najvecu
vrijednost od svih triju. Drugim rijeCima, ni za jedan x € [0, 1] ne vrijedi Z(x) = ¢,(x).
To ¢e nam svojstvo biti korisno kod simulacije max-stabilnih procesa u treCem poglavlju,
a za funkciju ¢, ¢emo reci da je pod-ekstremalna. Ako postoji x € [0, 1] takav da je
Z(x) = ¢;(x) tada ¢emo ¢; zvati ekstremalnom funkcijom. Konkretno u primjeru na slici
@1 1 ¢35 su ekstremalne funkcije. Takoder moZemo Poissonov proces @ razdvojiti na dva
nezavisna slucajna procesa, jedan koji se sastoji od ekstremalnih funcija, nazovimo ga ®*,
i jedan koji se sastoji od pod-ekstremalnih funkcija, nazovimo ga ®@~.



8 POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJMOVI I TEOREMI

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Neka je K kompaktan podskup od X, te neka je na ovom primjeru K = [0,0.5]. Ako
postoji x € [0,0.5] takav da je ¢;(x) = Z(x) tada ¢; zovemo K-ekstremalnom funkci-
jom. Ako pak ne postoji x € [0,0.5] takav da je ¢;(x) = Z(x) tada ¢; zovemo K-pod-
ekstremalnom. Kao i ranije zakljuCujemo da su ¢; i ¢3; K-ekstremalne, a ¢, je K-pod-
ekstremalna funkcija. Poissonov proces @ moZemo podijeliti na dva procesa od kojih se
jedan sastoji od K-ekstremalnih funkcija, nazovimo ga @}, a drugi od K-pod-ekstremalnih
funkcija, nazovimo ga ®,. Mozemo promatrati i sluc¢aj kad je K = {xo}, Sto je takoder
kompaktan skup. Neka je primjerice xo = 0.8. Tada se @y, gotovo sigurno sastoji samo
od jedne ekstremalne funkcije koju oznacavamo sa ¢{+xo}. U naSem primjeru je ¢{B'8} = ¢.

Neka je u nastavku © = {¢; = &;f; : i > 1} Poissonov to¢kovni proces na (0,0) X C s
intenzitetom A(B) = fc fooo 1{§f€A}§‘2d§v(a’ f), A c C Borelov, a C je kao 1 ranije prostor
nenegativnih, neprekidnih funkcija na X. Sljedece tri propozicije ¢e nam biti korisne u
treCem poglavlju kod simulacije ekstremalnim funkcijama. Njihovi dokazi se nalaze u [4]].

Propozicija 1.2.3. Slucajne varijable Z(xo) i ¢, /Z(xo) su nezavisne. Nadalje, Z(x,) ima
distribuciju Fréchetovog tipa (P(Z(x) < z) = exp(—1/z)) i distribucija od ¢ |Z(x) je

Pxo(A) = P((b;O/Z(X()) € A) = f 1{f/f(x0)EA}f(x0)V(df)a A € C Borelov.
C
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Propozicija 1.2.4. Ograniceni tockovni proces ®N{f € C, f(xy) > 0} je Poissonov tockovni
proces s intenzitetom

f oo (df) = f f g rea€2dEP, (df), A € C Borelov.
A C JO

Definicija 1.2.5. Neka su f; i f; funkcije u X, tada f; <x f> znaci fi(x) < f>(x), za svaki x €
K.

Propozicija 1.2.5 (Dombry, Eyi—Minko ,2012, Lema 3.2). Uvjetna distribucija od ®y s
obzirom na ®©, je jednaka distribuciji Poissonovog tockovnog procesa na C s intenzitetom

1{f<1<Z}:u(df)-

1.3 Parametarske familije

U ovom poglavlju ¢u navesti 5 parametarskih familija max-stabilnih procesa. Prvi i1 naj-
jednostavniji je Smithov proces ili gaussovski proces ekstremnih vrijednosti. On je rijetko
koriSten u primjenama zbog toga Sto nije dovoljno fleksibilan, primjer toga je vidljiv u
potpoglavlju bivarijatnih distribucija gdje dvodimenzionalan Smithov proces ima glatke
rubove i pravilne oblike nalik na krugove.

Smithov proces (Smith, 1990)

Z(x) = maIX&QO(x -U;0,%), xeX

gdje su {(&, U;) : i > 1} toke Poissonovog procesa na (0, c0) X R? s mjerom intenziteta
E72dédu, a ¢(—;0,X) oznadava d-dimenzionalnu gaussovsku gustoéu s ocekivanjem O i
kovarijacijskom matricom X.
Propozicija 1.3.1. Smithov proces je jednostavan max-stabilni proces.
Dokaz. Da bi max-stabilni proces bio jednostavan, po definiciji [I.2.4] on mora imati mar-
ginalnu distribuciju Fréchetovog tipa, to jest P(Z(x) < z) = exp(—1/z) zasve x € X1z > 0.
Definirajmo skup E na sljedeci nacin:

E ={(£U) e R} xR : p(x - U,0,%) > z}.
Neka je x € R iz > 0. Tada je

P[Z(x) < z] = P[E je prazan skup ].
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Sada iz propozicije slijedi jednakost

= exp [— f f ) f‘zd&(dy)}
R4 Jz/p(x-U,0,%)

= exp [—f z_lcp(x -U,0, Z)V(dy)] = exp (—%)
Rd

Sto znaci da proces Z ima Fréchetovu marginalnu distribuciju. O

log{data)

Slika 1.1: Jednodimenzionalni Smithov proces s varijancom 0.05.

Za prikaz nekih od nadolazecih procesa koristit ¢emo jednu specificnu kovarijacijsku
funkciju, takozvanu Whittle-Maternovu kovarijacijsku funkciju. Whittle-Maternova kova-
rijanca izmedu dvije tocke udaljene za d je dana s

1-v

2
_ 2
Cyd)=0c o)

(79

gdje su v i p parametri, I' gamma funkcija, a K, prilagodena Besselova funkcija drugoga
tipa reda v.
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Jedan od razloga zaSto uzimamo bas tu kovarijacijsku funkciju jest to Sto su trajektorije
gaussovskog procesa s Whittle-Maternovom kovarijancom v — 1 puta diferencijabilne.
Schlatherov proces (Schlather, 2002)

Z(x) = \/ﬂme%x max{0, Wi(x)}, xeX

gdje su {W;(x) : x € X} nezavisne kopije stacionarnog gaussovskog procesa s kovarijacij-
skom funkcijom C.

Schlatherov proces je takoder jednostavan max-stabilan proces i dokaz je sasvim analogan
dokazu iz Smithovog procesa.

08 1.0 15
1

logidata)

0.0
|

-05

-1.0

Slika 1.2: Jednodimenzionalni Schlatherov proces s Whittle-Matternovom kovarijacijskom funkcijom ¢iji su
parametrip = 2.8,v = 1.

Sljedeci proces je najstariji od svih, medutim nije intenzivnije koriSten sve do 20009.
godine jer se pokazao kompliciranim za rad.
Brown-Resnick proces (Brown i Resnick, 1977)

Z(x) = max &; exp{Wi(x) —y(0)}, x€eX

gdje su {W;(x) : x € X} nezavisne kopije gaussovskog procesa s ocekivanjem 0, sa staci-
onarnim prirastima i semivariogramom y(h) = Var{W(x + h) — W(x)}/2.
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Semivariogram je funkcija uz pomo¢ koje promatramo prostornu zavisnost slucajnih
procesa ¢ija je definicija dana u nastavku.

Definicija 1.3.1. Variogram je funkcija koja opisuje varijancu razlike vrijednosti dviju
toCaka uzduz realizacije polja:

2y(x,y) = Var(Z(x) = Z(y)) = E[((Z(x) = u(x)) = (Z() = p(»)))’].

Funkcija 2y(x,y) se naziva variogram dok se funkcija y(x,y) naziva semivariogram.
Ako je proces stacionaran, variogram moZemo reprezentirati kao funkciju jedne varijable
¥s(h) = (0,0 + h).

Zanimljivo je primjetiti da je Smithov proces zapravo Brown-Resnickov proces gdje je
W=x"21X, X~ N(Q,Z).

1.5

log({data)
1.0

0o

Slika 1.3: Jednodimenzionalni Brown-Resnickov proces s dosegom 3 i glatkocom 0.7.

Ekstremalni 7 proces je ustvari spona koja veze Brown-Resnickove i Schlatherove pro-
cese. lako je proces poznat ve¢ duZe vrijeme, njegova spektralna karakterizacija je usta-
novljena tek 2013. godine.

Ekstremalni ¢ proces (Opitz,2013, spektralna karakterizacija procesa)

Z(x) = CV maIX é:i maX{O’ I/‘/l(x)}v9 X € X
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gdje je v > 1,{W;(x) : x € X} su nezavisne kopije stacionarnog gaussovskog procesa s
kovarijacijskom funkcijom C i

v+ 1

-1
- m—v—wr(_)
Y 2

gdje je I' Gamma funkcija.

15

1.0

log(data)

-1.0

Slika 1.4: Jednodimenzionalni ekstremalni ¢ proces s Whittle-Matternovom kovarijacijskom funkcijom ¢iji
su parametri p = 3,v = 0.7.

Najnovija i posljednja familija procesa koju ovdje navodim je takozvani Tukeyev pro-
ces koji je ime dobio prema Tukeyevoj g-h distribuciji na temelju Cega je i nastala ideja o
spektralnoj reprezentaciji procesa.

Tukeyev proces(Xu, Genton, 2016)

Z(x) = nl,lzalx{fiW(X)}

gdje je
2

2(1-a)

1
W(x) = exp{gsz(x) + be(x) + 3 log(1 —a) — }, a<l1,b>0,

dok je & stacionarni gaussovski proces.
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1.4 Bivarijatne distribucije

Zelimo uz pomo¢ de Haanovog teorema opisati k-dimenzionalnu distribuciju od {Z(x) : x €
X}. Neka su z = (zy,...,21) € (0,000, x = (x1,...,x) € X*. Iz de Haanove dekompozicije
mozemo primijetiti:

P{Z(x) < z} = P{ni za jedan par (£, Y) € @ ne vrijedi £Y(x;) > z; zaneki j € {1,...,k}}.

Koristeéi propoziciju traZenu vjerojatnost mozemo zapisati kao

cexnl [ in —d_ g
_exp[ ﬁ P{§>j£r]1’12k Y(xj)}g df].

Kad bi izraz u eksponentu promatrali kao ocCekivanje dolazimo do definicije takozvane

eksponentne funkcije:
Y(Xj)
Vi(zi,...,z) = E| max ,
Jj=1,....k Z ¢

Konacno, pocetnu vjerojatnost zapisujemo kao
P{Z(x) < z} = exp{—-Vi(z1, ..., 20)}-

Svrha eksponentne funkcije je opisati ekstremalnu zavisnost, medutim ona nije jedina s
takvim ciljem, takoder moZemo promatrati i njoj bliski ekstremalni koeficijent:

O(xy,...,x) = E[jrzl}z?(k{Y(xj)} € [1,k].

Iz njihovih definicija veza se ocituje iz jednakosti

Hk(XI,...,Xk): Vxl ..... xk(1’~~-’l)'

Ako je vrijednost od 6 jednaka 1 radi se o potpunoj zavisnosti, dok vrijednost § = k znaci
potpunu nezavisnost. Takoder definiramo i funkciju ekstremalnog koeficijenta:

6 : h — E[max{Z(x),Z(x + h)}].

Dakle, kad bi promatrali — log P{Z(x) < z;, Z(x+h) < z,} ustvari bi se radilo o eksponentnoj
funkceiji V, ,4n(21,22). U nastavku Cu navesti primjere bivarijatnih distribucija prethodno
navedenih parametarskih familija i to u smislu njihovih eksponentnih funkcija.
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Smith
1 a(h) 1 2 1 a(h) 1 7
Vxx ) =—0——+—=log—=¢+—DP{——+——log— ’
. +h(Zl Z2) a { ) a(h) g Zl} o) { 2 a’(h) g 22}

gdje je a?(h) = KTX 1P

10

Slika 1.5: Dvodimenzionalni Smithov proces s kovarijacijskom matricom X1 = 1.5,Zj, = 0,X5» = 1.5

Schlather

1{1 1 2{1 + C(h)ziz2
Venzin) = =[— + — |1+ 4|1 - ———2=2F
rn(21522) 2(Z1 ZZ){ \/ (21 + 22)? }

gdje je C kovarijacijska funkcija od {W(x) : x € X}.
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10

Slika 1.6: Dvodimenzionalni Schlatherov proces s Whittle-Matternovom kovarijacijskom funkcijom ¢iji su
parametrip =2.8,v =12, = 1.5, =0, =15

Brown-Resnick

gl [ el [ s
Vx,x+h(z1,Z2)—Z1d){ > + zy(h)long}+sz){ 2 + 27(h)10gz2}’

gdje je y semivariogram od {W(x) : x € X}.
Ekstremalni ¢

1 1{z\" cmw) 1 1z cwm
Vxx s = — 1y ~ |\~ - 5 _Tv ' T
x+h(21,22) 7 D {b (Z1) 5 (t AT b b

gdje je C kovarijacijska funkcija od {W(x) : x € X}ib*> = 1 = C(h)*/(v + 1).
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Tukey

gdje je

1 -
Vx,x+h(Zl,Z2) = — [1 -Gy {log (Z_l)}
<1 /)]

Go(y) = f F(H®

17

1
+ —
22

-l

Y- tz)
dt,
V2|

p je korelacijski koeficijent izmedu &(x;) i &(x,), vektor parametara je ® = (a,b, ¥7)7,

fx je funkcija gustoée od X ~ N(ui(a,b,p),¢*(a,p)),
i(a,b,p) = b(1 = a)"'[(1 = p)(2 - a + pa)/2]'>.

a)l,

¢*(a,p) = a*(1 - pP)/[2(1 -






Poglavlje 2

Brown-Resnickovi procesi

2.1 Brown-Resnick stacionarnost

Od svih parametarskih familija max-stabilnih procesa vjerojatno su najintrigantniji Brown-
Resnickovi procesi. Stoga je i ovo poglavlje posveceno njihovim svojstvima. Prvi teorem
opisuje konstrukciju Brown-Resnickovog procesa 7 s variogramom 7y. Njegov dokaz se
moze naéiu [8]] .

Teorem 2.1.1. Neka su W;, i € N nezavisne kopije standardnog Brownovog gibanja {W(t),t €
R} i, nezavisno o W;, neka je Y2, 0y, Poissonov tockovni proces na R s intenzitetom e~ dy.
Tada je proces

n() = \/ (U + Wi) = 11/2)
i=1
stacionaran max-stabilni proces sa standardnim Gumbelovim marginalnim razdiobama.

Dokaz prethodne tvrdnje da je rije€ o procesu sa standardnim Gumbelovim marginal-
nim razdiobama proizlazi kao posljedica sljedeceg teorema ¢iji dokaz se moze naci u [7]].

Teorem 2.1.2. Neka je X = (X(t)), stohasticki proces te neka je sa L oznacena njegova
multivarijatna funkcija distribucije. Neka je za Poissonov proces N definiran njegov mak-
simum po tockama i oznacimo ga s M(t). Neka je b(t) definiran s

b = [ earxon.
Ako je b(t) € (0, 00) tada vrijedi
P{M(t) < x} = exp(—exp(—x + log(b(1))).

19
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Nadalje, za (X(t))s0 = (W(t) — t/2)1>0, gdje je (W(t)),»0 Brownovo gibanje, vrijedi da je
P{M(?) < x} = exp(— exp(—x))
(sto je upravo standardna Gumbelova razdioba).

Stacionarnost je poZeljno svojstvo koje se nalazi kao uvjet u mnogim teoremima iz
podrucja vremenskih nizova, a jedan poseban tip stacionarnosti je uveden u sljedeéoj defi-
niciji.

Definicija 2.1.1. Stohasti¢ki proces {g(t),t € Rd} koji zadovoljava Eef” < oo , za svaki
t € R je Brown-Resnick stacionaran ako je proces

n) = \/ (Ui + &)
i=1

stacionaran, gdje je Y., 0y, Poissonov tockovni proces s intenzitetom edy nezavisan o
&, i € N, gdje su & nezavisne kopije slu¢ajnog procesa {f(t), te Rd}.

Kriterij kojim u teoriji moZemo provjeriti svojstvo Brown-Resnick stacionarnosti pro-
izlazi 1z ekvivalencije dane u propoziciji, €iji se dokaz nalazi u [[10]], no prije toga definicija
Laplaceove transformacije.

Definicija 2.1.2. Neka je s kompleksni broj oblika s = o + iw,0,w € R. Laplaceova
transformacija funkcije h(7),t € R, ¢ > 0 je funkcija H(s) definirana s:

H(s) = f‘” e "h(t)dt.
0

Laplaceova transformacija mjere u na [0, o) je funkcija ¢ definirana s:
@(s) = f e dp(?).
0

Propozicija 2.1.3. Slucajni proces {.f(t),t € Rd} koji zadovoljava B!V < oo , za svaki
t € R? je Brown-Resnick stacionaran ako i samo ako za Laplaceovu transformaciju mjere
., vrijedi

.....

(72— t,,(ul, cooUp) = Dt +h,..., t,1+h(ul’ cees Up)

zasve hyty,....t, €RY, zasveuy,...,u, €[0,1] tako daje 3" u; = 1.

Posljedi¢no moZemo primjetiti da Brown-Resnick stacionarnost sa sobom donosi i neka
algebarski lijepa svojstva:
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Korolar 1. Neka su {f’(l), te Rd} i {f”(t), te Rd} dva nezavisna procesa koja imaju svoj-
stvo Brown-Resnick stacionarnosti. Tada je proces & + &' Brown-Resnick stacionaran.
Takoder vrijedi da je proces {f(tl, h),(t, 1) € Rd‘+d2} definiran sa &(t), t:) = &(t) + &(t)
Brown-Resnick stacionaran.

Pronac¢i konkretan primjer jednog Brown-Resnick stacionarnog procesa nije suvise
teSko, moZe ga se konstruirati iz gaussovskog procesa.

Teorem 2.1.4. Neka je {W(t),t € Rd} gaussovski proces sa stacionarnim prirastima i vari-
jancom o(t). Tada je proces £(t) = W(t) — o*(t)/2 Brown-Resnick stacionaran.

Dokaz. Pretpostavimo da je E(W(f)) = 0 . Iz definicije variograma (1) = E(W(r) — W(0))*
slijedi

Cov(W(1), W(s)) = o*(1)/2 + 0(5)/2 — y(t — 5)/2.
Primjenimo Propoziciju 2.1.3. na &(f) (Ee®” = 1). Trebamo dokazati da vrijedi jednakost

.....

..........

sa
Mi = _O'Z(li)/Z
oij = 0(t)[2 + 0 (t))2 + y(t; — 1))]2.

Laplaceova transformacija P, je dana sa

n n
1
(]5;1 .... ,n(ul,...,un):exp( E ﬂil/ti+§ E OijUil;
i=1 ij=1

Neka je uy,...,u, € [0,1] zadovoljava ), u; = 1 . Supstitucijom u; = 1 — X7, u;
dobivamo

gdiesul=1L, ,(u...,u,)10 = Q. ;U2,...,u,) linearni i kvadrati¢ni dio, preciznije

n 1 n
L= Z(ﬂi—,ul + 0= o) = —Ezy(fi—fl)ui
P i

n n
1
0= Z (Tij—0o— 0o+ o)uiuj = 5 Z)’(Ii — 1) +y(t; =) —y(t; — t)uu;
i,j=2 h,j=2
Dakle, ni L ni Q se ne mijenjaju ako zamjenimo ty,...,t, St; + h,...,t, + h, prema tome &
je Brown-Resnick stacionaran.
O
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2.2 MijeSani moving maxima proces

Jedna od uloga takozvanih mijeSanih moving maxima procesa je u uvjetnom uzorkovanju
max-stabilnih procesa, pa u ovom potpoglavlju predstavljam definiciju takvih procesa i
jedan teorem koji ih direktno veze s Brown-Resnickovim procesima.

Definicija 2.2.1. Neka su B;,i = 1,2,... nezavisne i jednako distribuirane slucajne varija-
ble s funkcijom distribucije B. Pretpostavimo da je E [, e®dt < co. Neka je 32| 64y,
Poissonov to¢kovni proces na RY x R s intenzitetom e~ dtdy (dt oznatava Lebesgueovu
mjeru na R?) i neka su F;,i € N nezavisne kopije od F. Proces oblika

10 =\/ Bit-1)+y) .1eR’
i=1

se naziva mijeSani moving maxima proces.

Uvjet s pomocu kojeg mozemo promatrati Brown-Resnickov proces kao moving maxima
proces opisan je u sljede¢em teoremu, ¢iji se dokaz nalazi u [[10].

Teorem 2.2.1. Neka je W(t),t € R? neprekidni gaussovski proces sa stacionarnim priras-
tima i varijancom o*(t). Pretpostavimo da je

Hluim (W(f) — 02()]2) = —c0  g.s.

fl|—00

Tada Brown-Resnickov proces n(t) = \/i2, (U; + Wi(t) — o*(1)/2) ima reprezentaciju kao
mijeSani moving maxima proces.

2.3 Brown-Resnick slucajno polje

Op¢i model Brown-Resnickovih procesa se naziva Brown-Resnick slucajno polje,i oblika
je
n(t) = sup (Vi + Wi() = 0*(0)/2), t€R’
i1

gdje je o*(t) = Var(W,(¢)),t € RY niz nezavisnih jednako distribuiranih centriranih ga-
ussovskih procesa sa stacionarnim prirastima na R? i (V;) su tocke Poissonovog procesa na
R s mjerom intenziteta e *dx.

Pri tom su W; su nezavisna, jednako distribuirana, centrirana gaussovska slucajna polja
sa stacionarnim prirastima, varijancom o i variogramom 7.
Neka su u nastavku Z; nezavisna, jednako distribuirana gaussovska polja sa stacionarnim
prirastima, o¢ekivanjem —y, varijancom 2y, variogramom 7 i iS¢ezavaju u ishodiStu. Prema
tome procesi Z; ovise jedino o .
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Algoritam za simulaciju Brown-Resnickovih procesa bit ¢e opravdan teoremom koji
govori o novoj reprezentaciji slucajnog polja koje je postignuto promjenom mjere.

Teorem 2.3.1. Pretpostavimo da je dana proizvoljna vjerojatnosna mjera u na RY. Neka
je
&(r) = sup | Vi + Zi(t — T;) — log( f exp (Zi(s - T))u(ds))|, 1€R,
R4

i>1

gdje su (T;, V;))is1 tocke Poissonovog procesa na R xR s mjerom intenziteta u(dt) X e dv.
Tada slucajna polja (n(t)),era i (€(f))ere imaju jednaku distribuciju.

Prije samog dokaza teorema navodim dvije pomoéne leme bez dokaza (dokaz leme 1
se nalazi u [2]] kao posljedica teorema 2).

Lema 1. Neka su (X;) nezavisne, jednako distribuirane kopije slucajnog polja X na R? i
(V;) tocke Poissonovog procesa na R s mjerom intenziteta e *dx. Ako je

£ = sup(V; + X,(t)),  teR’

i1
tadazay; € R,t; € R i =1,...,nvrijedi:

P(E(t) < y15.-., &) < yn) = exp(=E eXP(jrzl}aX X(#)) = yj))-

..... n

Lema 2. Neka je t € R? fiksni. Za izmjerivi funkcional R na (RY)® koji je invarijantan na
translacije, vrijedi: ,
Ee" """ WRPR(W - 0?/2) = BER(6,2),

gdje je 0, definiran s (6,2)(s) = Z(s — 1).

Dokaz teorema2.3.1l Nekasut; € R,i=1,...,niy; € R,i = 1,...,n proizvoljni. Za
X; = W; — 0?/2 iz Leme 1 slijedi:

P(n(ty) < yi,...,nt,) <y,) =exp(-E eXp(jr:I}ax (W(t)) - O'Z(Z’j)/z - y))).

..... n

Uzmimo proizvoljnu mjeru 4 na RY. Definiramo funkcional F kao:

F(X)=——="
o exp(x(s)u(ds)

Tada iz Leme 2 proizlazi:

Eexp(jr:r}ax W) - 02(tj)/2 -yi)

,,,,, n
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—La(W(t) = 2(t)/2 = y))
Bl exomwin — o2 2 SPMI =L W W(E) = 02(1)/2 = ] p
[, [exp( = |
exp(max -1, .(Z(t; — 1) — y,~>)]
= E (dp)
. [ Jooexp@(s —opu(ds)|"
. lexp(maszl ..... W(Z(1) = T) - yj)>] |
Jra €XP(Z(s = T)u(ds)
Za
Xi(t) = Zi(t - T;) - log ( f exp(Zi(s — T»)u(ds)))
Rd
iz Leme 1 slijedi
Pnt) < yi,.con(ty) < yn) = PE@) <y, 0, &) < i)
Sto je tvrdnja teorema. O

Napomena 1. Ako je 0®/2 = y tada (W;(t — T;)) ima jednaku distribuciju kao i (W;(f) —
Wi(T};)). Takoder vrijedi da polje

sup | Vi + Wi(t) — y(t = T}) — log( f exp (Wi(s) — y(s — Ti))ﬂ(ds))), reR
i>1 R4
ima jednaku distribuciju kao 1 (7(t))ere

Kao direktne posljedice teorema javljaju se 3 sljedeca korolara koji donose jednostavne,
ali znacajne Cinjenice.
Korolar 2. Polje n je stacionarno.

Dokaz. Neka je u Diracova tockovna mjera za proizvoljni t* € R?. 1z teorema slijedi
da slucajno polje (sup;;(V: + Zi(t — t*)));ere 1ma jednaku distribuciju kao i (7());ega Sto
znaci da distribucija ne ovisi o #*. O

Korolar 3. Jednodimenzionalne marginalne razdiobe od (1(t));cra imaju Gumbelovu dis-
tribuciju.

Dokaz. Neka je u Diracova to¢kovna mjera za proizvoljni ¢ € R?. Iz teorema slijedi
da n(7) ima jednaku distribuciju kao i sup,,, V;, za svaki t € R%. O

Korolar 4. Distribucija od (1(t)),cge 0Vvisi samo o variogramu .

Dokaz. Budu¢i da su procesi Z; u potpunosti odredeni s 7y slijedi da i (£(7)),ere OVisi jedino
0 . Tvrdnja sada slijedi direktno iz teorema[2.3.1] m]
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Simulacijski algoritmi

3.1 Simulacija spektralnom mjerom

Prvi algoritam koji ¢u predstaviti ¢e biti Dieker-Mikosch algoritam za egzaktnu simulaciju
Brown-Resnickovog procesa na skupu to¢aka #,...,t, € R?. Sama simulacija posljedica
je rezultata iz poglavlja o Brown-Resnick slu¢ajnom polju gdje smo naveli razliku W; 1
Z;. Pretpostavimo da je 0/2 = . Koriste¢i tvrdnju iz napomene 1| prelazimo na repre-
zentaciju polja uz pomo¢ W;, a ne Z;. Uzmimo da je u uniformna na {#,...,,} radi jed-
nostavnosti. Tada iz teorema [2.3.1] slijedi da vektor (N(t,),...,N(t,)),j = 1,...,n, zadan
sa

N(tj) = sup|V; + Wi(t;) —y(t; — T;) — log [n_l Z exp (W) —y(t; - Ti))))

izl =

ima istu distribuciju kao i (1(#1), ..., n(t,)), gdje su ((V;, T;)) tocke Poissonovog procesa na
Rx{t,...,t,} s mjerom intenziteta e “dx X (n~! > 0..(dy)). Definirat ¢emo tocke klastera
C; iz prethodne reprezentacije kao N(¢;) = sup,,; Ci(¢;). Dakle, klasteri su zadani s

Ci(tj)) = (Vi +logn) + Wi(t;) — y(t; — T;) — log (Z exp(Wi(t) — y(t - Ti))] :

=1

Sada generiramo parove (V; + logn, C;;), gdje za svaki i stvorimo n toCaka klastera
koje su sve manje od V; + logn. U konacnici uzimamo supremume za svaki j zasebno,
dakle svaki j moZemo smatrati kao zasebnu razinu 1 na toj razini gledamo koja je najveéa
vrijednost od svih C;;,i = 1,...,n za fiksni j. Algoritam staje zbog toga jer Ce, zbog
konacnosti skupa indeksa i zbog toga jer je niz V; padajuéi, za neki i vrijednost V; + logn
biti manja od minimuma svih vrijednosti supremuma klastera po svakoj razini.

25
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. /// ///

Slika 3.1: Prva zadaca algoritma je kreirati tocke klastera za V; $to je na slici oznaceno crvenom bojom. Za
V, je odmah nakon generiranja tocaka V| sigurno da neée sudjelovati u supremumu na razini j = 3 jer se
tocke klastera uvijek generiraju lijevo od same tocke V kojoj pripadaju. Kao rezultat uzimamo tocke koje su
najdalje desno (supremumi) na svakoj razini $to je na slici oznaceno ljubicastim tockama.

U [3] dan je pseudo-kod za simulaciju Brown-Resnick procesa i na temelju tog pseudo-
koda slijedi kod u R-u:

generate _cluster<—function (n,V) {

tl<—floor (nxrunif (1))

t <— 0:tl

#variogram gamma=(sigma“2)/2,

#za gamma(t)=abs(t)/2 je sigma”2(t)=abs(t)
sig2 <— abs(t)

W <— rmorm(n = length(t) — 1, sd = sqrt(sig2))
W <— ¢(0, cumsum(W))

res<-V+W-log (sum(exp (W) ))

return(res)}

ms<—function (n) {
supremum<—numeric (n)
for(i in 1:n){
supremum [ i ]<—(—1Inf)}
expminusV<—(—log(runif(1)))/n
C<—generate _cluster (n,—log (expminusV))
while (min (max (supremum ,C) ) <(—-log (expminusV))) {
supremum<-max (supremum, C)
expminusV<—expminusV — log(runif(1l))/n
C<—generate _cluster (n,—log (expminusV))}
supremum<-max (supremum ,C)
return (supremum) }

Rezultat tog koda su Brown-Resnick procesi, a primjer procesa koji je dobiven upotre-
bom koda prikazan je na sljedecoj slici.
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0.0 02 04 06 08 1.0

Slika 3.2: Primjer simuliranog Brown-Resnickovog procesa.

Prema prijasnjim teoretskim saznanjima ovdje je rijeC o procesu sa Gumbelovim mar-
ginalnim razdiobama, $to provjeravamo histogramom i qq-plotom.
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Slika 3.3: Histogram zajedno s fittanom Gumbelovom funkcijom gustoce, ¢iji su parametri u = —0.93 i
B =152
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Empirical quantiles

Theoretical quantiles

Slika 3.4: qq-plot prikazuje podatke dobivene prethodnom simulacijom koji su suprotstavljeni Gumbelovoj
distribuciji.

3.2 Simulacija ekstremalnim funkcijama

Prisjetimo se definicije ekstremalne funkcije buduci da ¢e ona biti klju¢na u ovom pot-
poglavlju. Za proces ¢, funkcija ¢; € ¢ je ekstremalna ako postoji x € X takav da je
@i(x) = max s ¢;(x). Prije samog algoritma potreban je i sljedeci teorem.

Teorem 3.2.1. Distribucija od ( N

x”)ISnS
cijom. Ekstremalna funkcija ¢7 ima jednaku distribuciju kao i F\Y\ gdje je F jedinicna

Fréchetova slucajna varijabla, a Y, nezavisni sluc¢ajni proces s distribucijom

v je dana njenom pocetnom i uvjetnom distribu-

le (A) = P((]ﬁ;—l /Z(X]) € A) = f 1{f/f(x1)eA}f(x1)V(df)a A € C Borelov.
C

Za 1 < n < N — 1 uvjetna distribucija od ¢, u odnosu na (¢;i)l<i<n je jednaka distribuciji
od: o

Xn+1

~, _ Jargmax,g O (Xpi1), ako @, #0
argmax seq: oy, > ako ©,. =10

gdje je ®,.. Poissonov tockovni proces s intenzitetom

L pay<z, ooy sisny o) > Zu oA f)
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Z,(x) = max ¢(x) = max ¢, (x), xeX.
¢ed; I<isn =™

Dokaz. Distribucija od ¢} je dana u Propoziciji Nadalje se dokazuje rezultat za
uvjetnu distribuciju. Iz definicije ekstremalnih funkcija slijedi Z(x;) = ¢} (x;) Sto pak znaci
daje Z(x;) = Z,(x;), i=1,...,n. 1z Propozicije|(l.2.5|slijedi da je uvjetna distribucija od
@, u odnosu na ®; jednaka distribuciji Poissonovog tockovnog procesa s intenzitetom

Lipan<zean1<ismp(df) = 1<z, o1 <ismp(d f).

Sada promatramo restrikciju 6,”1 = O, N{f € C, f(xp41) > Zy(xp41)}. Taj restringiran
proces je i dalje Poissonov toCkovni proces zbog prethodne jednakosti mjera i to intenziteta
L fee <z 1 <izm L x> 2o iM(d f ). Nadalje, razlikuju se 2 slucaja, ako je ®@,.; = 0 tada
ne postoji funkcija u @, koja je veca od Z, u x,,1 pa je stoga Z(x,4+1) = Zy(Xp41) 1. =

Xn+1

argmax seq: P(Xn+1),a ako Dy nije prazan tada postoji neka funkcija u @, koja ja veca od

Zy 0 Xyp Paje Z(xp11) > Zp(Xn11) 1 ¢;n+| = argnlaxqjef;f)n+l A(Xnt1)- a

Kako iz propozicije slijedi da moZemo simulirati ¢, ,, koristeéi distribuciju P, ,
predstavljam algoritam koji daje egzaktnu simulaciju max-stabilnog procesa Z na to¢kama

x=(x1,...,xN):
1. Simuliraj &' ~ Exp(1)iY ~ P,
2. Z(x) postavi na £Y(x)

3. Radi forpetljuzan =2,...,N

4. Simuliraj £~' ~ Exp(1)

5. Tako dugo dok je & > Z(x,) radi

6. Simuliraj ¥ ~ P,

7. Ako je £Y(x;)) < Z(x;)) zasve i = 1,...,n — 1 onda promjeni Z(x) na
maksimum po komponentama od {Z(x), £Y(x)}

8. Simuliraj E ~ Exp(1) i stavi £71 + E umjesto &

9. Vrati Z.

Prirodno se javlja pitanje koji je od ovih algoritama brZi i samim time kojeg izabrati u
kojoj situaciji. Kod algoritma simulacije ekstremalnim funkcijama potrebne su dvije kon-
kretne simulacije, slu¢ajne varijable s eksponencijalnom distribucijom 1 slu¢ajnog vektora
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zadanog s P,,,...,P,,. S glediSta algoritamske sloZenosti simulacija jedne varijable je za-
nemariva u odnosu na simulaciju slu¢ajnog vektora. U propoziciji 4. iz [4] je pokazano
da je sloZenost algoritma simulacije ekstremalnim funkcijama reda O(n), dok je sloZzenost
algoritma simulacije spektralnom mjerom (doduse generalizirane verzije algoritma) dana
snE (maxﬁi | Z(Xi)‘l). 1z toga zakljuCujemo da je algoritam simulacije ekstremalnim funk-
cijama efikasniji u smislu oCekivanog broja operacija koje se trebaju izvrSiti pa uvijek
preferiramo algoritam simulacije ekstremalnim funkcijama.

Postoji 1 jednostavnija varijanta ovog algoritma, medutim ona zahtjeva jo$ jedan do-
datan uvjet, sup,.z« W(x) < C. Brown-Resnickov proces i ekstremalni ¢ proces ga ne za-
dovoljavaju, medutim Tukeyev max-stabilni proces ima svojstvo uniformne ogranicenosti
odozgo zaa < 01tosa C = exp {% log(1 —a) — 20(”12_61)}. Dakle sljedeci algoritam daje
egzaktnu simulaciju Tukey max-stabilnog procesa za a < 0 1 priblizno to¢ne uzorke za
O<ax<l.

[S—

. StaviZ(x)=0zasvexe X, E=0,i=1

[\

. Simuliraj ¢ ~ Exp(1) i slucajnu realizaciju od {W;(x), x € X}

3. Tako dugo dok je inf,.x Z(x) < C/E radi

4 Promjeni £ na E + &;
5. Promjeni Z(x) na maksimum po komponentama od {Z(x), W;(x)/E}
6. Vrati Z.

3.3 Uyjetna simulacija

U geostatistici i sli¢nim podru¢jima znanosti se namece potreba za uvjetnim simulacijama.
Za sada se to u raznim softverima postize s Gaussovim modelima (npr. modeliranje topo-
grafije, Mandelbrot,1982), dok upotreba max-stabilnih procesa jos uvijek nije zazivjela. U
nastavku ¢u objasniti ideju kako koristiti max-stabilne procese.

Neka je dano podrudje od interesa X € R? i znamo vrijednosti procesa u k toCaka.
Zanima nas Z(-) uz uvjet da znamo da je Z(x;) = z1,...,2(x) =z, X1,...,xx € X. Za
nastavak e biti potrebno uvesti jo$ jedan pojam, scenarij pogadanja (engl. hitting scena-
rio). Bez smanjenja op¢enitosti pretpostavimo da je skup tocaka za koje imamo unaprijed
definirane vrijednosti procesa konacan. Gotovo sigurno vrijedi da je svakoj od tih tocaka
pridruZena jedna ekstremalna funkcija (vjerojatnost da dvije slu¢ajne funkcije imaju jed-
naku vrijednost u jednoj tocki je 0). Medutim moze se dogoditi da je jedna ekstremalna
funkcija doprinijela funkciji Z(x) za 2 ili viSe vrijednosti od x. Naprimjer, neka postoje 3
ekstremalne funkcije i 5 toaka uvjeta xi, ..., xs.
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Iz slike mozemo vidjeti da je crvena ekstremalna funkcija “zasluzna” za x;, x,, plava
za X3, a crna za x4, Xs. 1aj podatak moZemo promatrati kao particiju i konciznije zapisati
kao {{xi, x2}, {x3}, {x4, x5}}. Svaku takvu particiju nazivamo scenarij pogadanja, a skup svih
mogucih particija skupa {xi, ..., x;} oznatavamo s P;.

Za sljedeci rezultat koji nam omogucuje uvjetnu simulaciju max-stabilnih procesa bit ce
potrebna regularnost tockovnih procesa.

Definicija 3.3.1. Za funkcije f i g vrijedi daje f(n) = o(g(n)) zan — oo ako za svaki & > 0
postoji konstanta N tako da je |f(n)| < £|g(n)|, za svakin > N.

Definicija 3.3.2. Tockovni proces @ sa stacionarnim prirastima je regularan ako za 6 > 0
vrijedi
P{O(z, 1 + 6] > 1} = 0(9).

Pretpostavimo da je to€kovni proces ® regularan i neka je (x,s) € X", Zat =
(T1,-.,7) € Pr, j = 1,...,Idefiniramo I; = {i : x; € 7}, x; = (Xier;,  Zr; =
@ier;y  Xee = (Xigr, 2o = (2)ig;-

1. Nacrtamo slu€ajnu particiju 6 € P s distribucijom m,(z, 7) = P{0 = 7|Z(x) = z}.

2. Uz dano 7 = (1y,...,7;), nacrtamo / nezavisnih sluCajnih vektora ¢y (s), ..., ¢, (s) iz
distribucije P{go;f(s) edvlZ(x) =2z,0 = 1}.

.....
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3. Nezavisno nacrtamo Poissonov tockovni proces {£;};»; na (0, o) s intenzitetom £~2d¢
i {Y:};>1 nezavisne kopije od Y.
Takoder definiramo slucajni vektor Z7(s) = max;>; &Yi($) v,z

Tada slucajni vektor Z(s) = max{Z*(s), Z (s)} slijedi distribuciju od Z(s) i to s uvjetom
Z(x) =z

6.0

56

54

52

Slika 3.5: Prikaz uvjetne simulacije koriStenjem naredbe condrmaxstab iz paketa SpatialExtremes u R-u.
Crnom bojom je nacrtani simulirani max-stabilni proces na kojem su u tockama -4,-2,0,2,4 uzete njegove
vrijednosti koje ¢ine uvjete po kojima ¢e biti simulirani svi ostali max-stabilni procesi naznaceni sivom
bojom.
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Sazetak

Cilj ovog rada bio je prikazati osnovna teorijska svojstva max-stabilnih procesa. Osim fun-
damentalnog de Haanovog teorema uveden je i pojam ekstremalnih funkcija. Predstavljene
su i neke poznatije parametarske familije (u jednodimenzionalnom 1 dvodimenzionalnom
okruzenju): Smithov, Schlatherov, Brown-Resnickov, ekstremalni 7 1 Tukeyev proces. Od
tih procesa izabrali smo Brown-Resnickov proces za detaljnije proucavanje zbog nekih nje-
govih zanimljivih svojstava. Uvedeni su pojmovi Brown-Resnick stacionarnosti te Brown-
Resnick sluc¢ajnog polja. Osim toga objasnjena je veza s variogramom, mijeSanim moving
maxima procesima, a i dokazan je teorem koji omogucuje prvi algoritam simulacije. Uz
taj algoritam objasnjena su jo$ dva, simulacija spektralnom mjerom koji se pokazao naje-
fikasnijim i uvjetna simulacija koji se moZe koristiti u primjenama.






Summary

The aim of this thesis was to present basic theoretical properties of max-stable processes.
Apart from the fundamental de Haan theorem we also introduced the term extremal functi-
ons. Also featured are some of the more familiar parametric families (in one-dimensional
and two-dimensional environment): Smith, Schlather, Brown-Resnick, Extremal-t and Tu-
key process. From these processes we chose Brown-Resnick’s process for a more deta-
iled study because of his interesting features. The terms Brown-Resnick stationarity and
Brown-Resnick random field were also introduced. In addition, we explained the relation
with the variogram and mixed moving maxima processes. We proved a theorem which
enables the first simulation algorithm. Along this algorithm, two more simulation algo-
rithms were demonstrated. One that used spectral measure, which proved to be the most
efficient one, and conditional simulation that can be used in applications.
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