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Uvod

Na gaussovske procese mozemo gledati kao na dalekosezno poopéenje klasi¢nih normal-
nih slucajnih varijabli. Teorija gaussovskih procesa je jedna od najnaprednijih u podrucju
vjerojatnosti, a primjenjiva je u statistici, financijama, predikciji i strojnom ucenju te raz-
nim drugim tehni¢kim 1 akademskim podrucjima. U radu prikazujemo znacaj i vaZnost
kanonske reprezentacije gaussovskih procesa, ¢iju teoriju je inicijalno dao Levy 1955. i1
istaknuo njezinu vaznu ulogu u teoriji slucajnih procesa. Cilj nam je upoznati Citatelja s
osnovnim svojstvima stacionarnih gaussovskih procesa te vaznim rezultatima vezanim uz
kanonsku reprezentaciju. Glavna literatura koja se u radu koristi je knjiga [7]].

Ovaj rad se sastoji od pet poglavlja. U prvom poglavlju navodimo osnovne definicije
1 rezultate koji se direktno ne ticu gaussovskih slu€ajnih procesa, ali ¢e biti potrebni u
proucavanju istih. Poglavlje je podijeljeno u dvije cjeline. U prvoj cjelini dajemo osnovne
rezultate iz teorije vjerojatnosti, a u drugoj iz teorije integrala i mjere. Vecina rezultata koja
se navodi u ovom poglavlju preuzeta je iz knjige [9].

Prvi korak u proucavanju gaussovskih procesa je definicija gaussovskih sistema te nji-
hova osnovna svojstva, ¢ime se bavimo u drugom poglavlju. Od osobite vaZnosti je nor-
malna distribucija pa dajemo izraz njezine karakteristicne funkcije te dokazujemo da ona
ima konac¢ne momente svakog reda. Takoder, promatramo nezavisne gaussovske slucajne
varijable i njihova posebna svojstva. Na kraju poglavlja dajemo sli¢ne rezultate i za kom-
pleksni slucaj.

Glavni dio rada Cine trece 1 Cetvrto poglavlje. Koncentriramo se na gaussovske slucajne
procese s diskretnim vremenskim parametrom. U tre¢em poglavlju dajemo definiciju ka-
nonske reprezentacije gaussovskih slucajnih procesa te vazne rezultate koji garantiraju eg-
zistenciju i jedinstvenost te reprezentacije. Takoder promatramo karakterizaciju Markov-
ljevog svojstva za gaussovske slucajne procese. Od bitne vaznosti je rezultat koji kaze da
je gaussovski slucajni proces Markovljev ako 1 samo ako je kanonska jezgra odredenog
oblika.

U cetvrtom poglavlju se bavimo stacionarnim gaussovskim procesima. Na pocetku
uvodimo pojam stacionarnosti i slabe stacionarnosti te pokazujemo da kod gaussovskih
procesa jedna implicira drugu. U nastavku uvodimo pojmove deterministickog i potpuno
nedeterministickog procesa te Woldov teorem dekompozicije, koji kaze da se svaki slabo
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stacionarni proces moze zapisati kao zbroj dva medusobno ortogonalna stacionarna pro-
cesa, od kojih je jedan potpuno nedeterministicki, a drugi deterministicki. Izneseni dokaz
teorema je varijanta dokaza iz [2]. Nadalje, uvodimo pojam autokovarijacijske funkcije
procesa, dajemo njezinu spektralnu reprezentaciju, kao i spektralnu reprezentaciju staci-
onarnog procesa. Odjeljak vezan uz spektralnu reprezentaciju procesa je informativne pri-
rode pa Citatelja upucujemo na knjige [2]], [3], [4], [6] i [7], gdje se mogu pronadi i dokazi
iskazanih tvrdnji.

Peto i posljednje poglavlje se koncentrira na primjere stacionarnih gaussovskih procesa.
Takoder, uvodimo pojam autokorelacijske funkcije i prikazujemo njezin graf za svaki pro-
ces koji navodimo. Najprije prouc¢avamo i simuliramo gaussovski bijeli Sum koji je osnovni
temelj za ostale primjere gaussovskih procesa. Nastavljamo s ARMA procesima te posebno
promatramo MA procese 1 AR procese. Simuliramo iste 1 dajemo izraze za autokorelacijsku
funkciju te pokazujemo u kojim slu€ajevima su stacionarni. Dokazi navedenih rezultata u
ovom poglavlju mogu se pronaci u [4]].



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi 1 potrebni rezultati

1.1 Iz teorije vjerojatnosti

Neprekidne slucajne varijable

Definicija 1.1.1. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P) i neka
je Fx njezina funkcija distribucije. KaZemo da je X apsolutno neprekidna sluc¢ajna vari-
Jjabla ako postoji nenegativna realna Borelova funkcija f na R, tj. f: R — [0, +00), takva
da je

Fy(x) = f ) F(HdA®), x €R.

Kovarijanca kompleksnih sluc¢ajnih varijabli

Definicija 1.1.2. Neka su X i Y kompleksne slucajne varijable. Tada je kovarijanca izmedu

X iY dana sa o
Cov(X, Y) = E(X - EX))(Y — E(Y))),

gdje (Y — E(Y)) oznacava kompleksni konjugat od Y — E(Y).

Vjerojatnosti na beskona¢no dimenzionalnim prostorima

Neka je A proizvoljan skup indeksa. Za svako A € A stavimo R, = R. Sa R* = [],ca Ra
oznacimo skup svih realnih funkcija w = (x(1) : 1 € A) = (x; : 4 € A) definiranih na
skupu A. Ako je A = {1,2,...,n}, tada je R® = R”, ako je A = N, tada piSemo R* = R*,
a ako je A = R, tada je R skup svih realnih funkcija realne varijable.
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Uzmimo {4;,4,...,4,} konaan podskup od A i definirajmo projekciju
Moty - RY = R 52

ﬂ-/l],/lz ,,,,, /l,,(w) = (-x/lpx/lz’ o ’x/l,,)’ W = (.X'(/l) : /l € A) € RA-

Definicija 1.1.3. Za skup C € R™ kaZemo da je Borelov cilindar s bazom B nad koordina-
tama Ay, A,, ..., A, ako postoje neprazan konacni podskup {1, A», ..., A,} od R* i Borelov
skup B € B" takvi da je

C=my . (B)={weR: (x3,x4,...,x,) € B}

Sa 2 oznaCavamo familiju svih Borelovih cilindara u R*. Neka je 8 = 8" = o(F*)
o-algebra generirana sa ¥*. B zovemo o-algebra Borelovih skupova u R™, a njezine
elemente zovemo Borelovi skupovi u R*.

Familiju funkcija distribucija {Fs} indeksiranu po svim konacnim podskupovima S od
A zovemo suglasna familija ako zadovoljava uvjete suglasnosti Kolmogorova:

1. Ako je (iy,...,i,) proizvoljna permutacija od (1, ..., n), tada je
/l,-n(xip v i) = Foa, (X, ).

2. Ako je m < n, tada je

Ay, Kips oo Xi) = Fay 4, (X1, 00y Xy 00,0, 00).

Teorem 1.1.4. (Kolmogorov) Neka je {F,, ,,...2,} suglasna familija konacno dimenzional-
nih funkcija distribucije. Tada postoji vjerojatnosna mjera P, na o-algebri B takva da

PA(C) =Pa a,,...0,(B) (1.1)
vrijedi za svaki Borelov cilindar C. Osim toga, Py je jednoznacno odredena s (1.1)).
Dokaz se moZe pronaci u knjizi N. Sarape [9]].
Definicija 1.1.5. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor i neka je A = Z ili A = Z,. Familiju
{X1, A € A} slucajnih varijabli na Q zovemo slucajni proces (s diskretnim vremenom).

Karakteristi¢ne funkcije

Definicija 1.1.6. Neka je F ogranic¢ena funkcija distribucije na R. Karakteristicna funk-
cija od F je funkcija ¢: R — C definirana sa

o(1) :f "™ dFx(x) :f cos txdFyx(x) + if sintxdFx(x), t € R.

[Se] —00
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Definicija 1.1.7. Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije Fx. Karakteristicna
Junkcija ¢x od X je karakteristicna funkcija od F.

Drugim rijecima, karakteristicna funkcija slucajne varijable X je funkcija ¢x: R — C
dana formulom ¢x(f) = Ee'X. Opcenitije, karakteristiénu funkciju sluéajnog vektora
X = (X, ...,X,) definiramo kao funkciju ¢x: R" — C danu formulom ¢x, _x (t1,...,t,) =
Ee/Xit-+Xa) i () = Be™™X za svakit = (t1,...,t,) € R

Teorem 1.1.8. Slucajne varijable X,,X>, ..., X, su nezavisne ako i samo ako vrijedi

n
¢X1,X2,...,Xy,(t]7 t25 DR tl’l) = l—[ ¢Xk(tk)’ (tla t2’ ey tn) € Rn‘
k=1

Dokaz se moZe pronaci u knjizi N. Sarape [9].

1.2 1z teorije integrala i mjere

Prostor L*(Q)
Definirajmo skup
LX(Q,F,P) = {X : Q - R | X je slu¢ajna varijabla takva da je E(X?) < oo}

i preslikavanje

(oY L2O,F,P)x LXHQ, F,P) > R

sa
(X, Y) := B(XY).

Ovako definirano preslikavanje je dobro definirano zbog Cauchy-Schwarzove nejednakosti
za matematicko ocekivanje
EIXY| < [X]|Y],

ali nije skalarni produkt jer ne vrijedi pozitivna definitnost, tj. vrijedi
X, X)=0e X=0gs.
Stoga promatramo relaciju ekvivalencije
X~Y&e X=Ygs.

i odgovarajuéi kvocijentni skup L*(Q, 7, P) = L*(Q).
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Teorem 1.2.1. L*(Q) je unitaran vektorski prostor. Za X,Y € L*(Q) stavimo
(X, Y) := BE(XY). (1.2)
Sa (T.2)) je definiran skalarni produkt na L*(Q).

Dokaz se moZe pronadi u knjizi S. Mardesica [8]].
L*(Q) je i potpun prostor (dokaz se moZe pronaéi u R. B. Ash [1]]). Prema tome, L*(Q)
je Hilbertov prostor. Norma na tom prostoru definirana je pomocu || X]|| := V(X X).
Ukoliko radimo s kompleksnim slucajnim varijablama sve isto ostaje vrijediti uz ska-
larni produkt definiran sa
(X,Y) := B(XY).

Definicija 1.2.2. KaZemo da su slucajne varijable X,Y € L*(Q) ortogonalne i pisemo
X LY akoje(X,Y)=0. Skup K c L*(Q) je skup ortogonalnih sluéajnih varijabli ako je
X L Y za proizvoljne X,Y € K, X # Y. Ako je jos || X|| = 1 za svako X € K, tada K zovemo
ortonormiran skup u L*(Q).

Propozicija 1.2.3. Neka su X i Y slucajne varijable s ocekivanjem nula. Tada su X i Y
ortogonalne ako i samo ako su nekorelirane.

Dokaz. Neka su slucajne varijable X i Y ortogonalne. Tada je (X,Y) = E(XY) = O.
Izra¢unajmo kovarijancu izmedu X i Y

Cov(X,Y) = E[(X — E(XX))(Y — E(Y))]
= E(XY) - E(X)E(Y)
= (E(X) =E(Y) =0, E(XY) =0 po pretpostavci) =0.
Obratno, neka je Cov(X, Y) = 0. Vrijedi sljedece
0 =Cov(X,Y)
= E[(X - EGO)(Y - E(Y))]
= (B(X) = E(Y) = 0)
= E(XY) = (X, Y).
O

Definicija 1.2.4. Ako je g : R — R Borelova funkcija, tada slucajnu varijablu g(X) zovemo
procjena za Y. Procjenu g*(X) zovemo optimalna procjena u srednjekvadratnom smislu ako

je
E[(Y - g"(X))*] = irg}fE[(Y - g(X))’],

pri cemu se infimum uzima po nekoj klasi Borelovih funkcija.
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Propozicija 1.2.5. Neka je {Y,,Y>,...,Y,} ortonormiran skup u L*(Q) i X € L*(Q). Op-
timalna procjena u srednjekvadratnom smislu za slucajnu varijablu X u klasi linearnih
procjena )i, a;Y; je procjena

X= ) X1V, (1.3)
i=1
Dokaz se moZze pronaci u knjizi N. Sarape [9]].
Geometrijski smisao optimalne linearne procjene X je sljedeéi. Neka je £ = L(Y1,...,Y,)
linearan potprostor od L*(Q2) razapet ortonormiranih skupom {Y1, ..., Y,}. Tada imamo
X=X+X-X),

pri emu je prema (I3) X € £,aX - X L Lusmisludaje X — X L Y zasvako ¥ € L.
Varijablu X zovemo ortogonalna projekcija od X na potprostor L.

Uvjetno ocekivanje

Definicija 1.2.6. Slucajnu varijablu E(X|¥) zovemo uvjetno ocekivanje od X uz danu
o-algebru 7. B(X|F) je jednoznacno odredena, do na F -izmjeriv skup vjerojatnosti nula,

relacijom
fE(XIT)dP: fXdP,
B B

Gornja definicija se odnosi na uvjetno ocekivanje za danu o-algebru na vjerojatnosnom
prostoru na kojem su definirane slucajne varijable. Uvjetno ocekivanje moZemo konstru-
irati na sljedeci nacin.

Neka je X € L'(Q) i neka je Y proizvoljna slu¢ajna varijabla. Funkcija ¢ definirana na
B sa

za sve B € F.

W(B) = f XdP, B € B,
{YeB}

je o-aditivna, ¢ : B8 — R, dakle ¢ je razlika dviju kona¢nih mjera. Osim toga, ¥ je
ocigledno apsolutno neprekidna u odnosu na Py pa iz Radon-Nikodymova teorema slijedi
da postoji Borelova funkcija y — E(X|Y = y) definirana za svako y € R i jednoznacno
odredena do na Borelov skup Py-mjere nula, relacijom

f E(X|Y = y)dPy(y) = f Xdp
B {YeB}

za svako B € B. Funkciju E(X|Y = y) zovemo uvjetno oc¢ekivanje od X uz dano Y = y.
U sljedecoj propoziciji dajemo neka vazna svojstva uvjetnog ocekivanja.
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Propozicija 1.2.7. Neka su X, X, X € L'(Q). Tada vrijedi

1. Ako je X = c (g.s.) gdje je c konstanta, tada je

E(X|Y =y) = ¢ (g.s. obzirom na Py).

2. E(a1X; + axXslY = y) = aiE(Xq|Y = y) + a;E(X,|Y = y) (g.s. obzirom na Py) za
proizvoljne konstante ay,a, € R.

3. Ako je X; < X, (g.s. obzirom na Py), tada je E(Xi|Y = y) < E(Xz|Y = y)
(g.s. obzirom na Py).

4. [E(X|Y = y)| < E(X||Y = y) (g.5. obzirom na Py).
5. E[E(X|Y)] = E(X) pri cemu E(X|Y) zapravo znaci E(X|o(Y)).
6. Ako je g Borelova funkcija takva da je g(Y)X € LY(Q), tada vrijedi
E(g(M)X|Y =y) = gOEX|Y = y) (g.s. obzirom na Py).
7. Ako su X i Y nezavisne, tada vrijedi
E(X|Y = y) = E(X) (g.s. obzirom na Py).

8. AkojeY = c(g.s.) gdje je c konstanta, tada je E(X|Y = y) = E(X) (g.s. obzirom na Py).
9. Ako je X F -izmjeriva, tada je B(X|F) = X (g.s.)

Dokaz se moZe pronaci u knjizi N. Sarape [9].

Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji

Teorem 1.2.8. Ako je (X, T, u) prostor mjere i g : X — [0, 00) u-integrabilna funkcija te
ako za gotovo svaki x € X vrijedi

f(x) = lim f,(x) i |f,(x)| < g(x), zasvakineN,
n—+oo
tada su f i f, za svaki n € N u-integrabilne funkcije i
ffd,u = lim | f.du.
X n—+oo |y

Dokaz se moZe pronadi u knjizi S. Mardesica [8]].



Poglavlje 2

Definicije i osnovna svojstva gaussovskih
sistema

2.1 Sistemi gaussovskih slucajnih varijabli

Neka su m,00 € R, o > 0. KaZemo da je neprekidna slucajna varijabla X gaussovska
slu¢ajna varijabla s parametrima m i 0%, u oznaci X ~ N(m, o), ako joj je funkcija gustoce

dana sa
1 _ -m)?

e 22, x€eR,
oN2r

gdje konstante m i o* predstavljaju redom, o¢ekivanje i varijancu. U slucajum = 0io = 1
kaZzemo da X ima standardnu gaussovsku distribuciju i oznacavamo X ~ N(0, 1). Funkcija
gustoce standardne gaussovske slucajne varijable dana je sa

V2r

1z tehnickih razloga nam je prakticno reci da i slucajna varijabla X koja zadovoljava X = m
g.s. (dakle g.s. je jednaka konstanti) ima gaussovsku distribuciju s parametrom o = 0 (jer
joj je varijanca jednaka 0).

Neka su p,my,mp, 01,0, € Rtakvidaje -1 < p < 110y,0, > 0. Kazemo da je
2-dimenzionalni neprekidni slucajni vektor X gaussovski ako mu je funkcija gustoce dana
sa

1 e p{ 1 [(X] — nn )2 ) X1 —my Xop —nmy
Xpq — -2p
2n0 105 /1 — p? 24/1 = p? (o] o8] (og)

2
+ (xz _ mz) ]},(xl,xz) €R,
)

(2.1)
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gdje sa p oznatavamo koeficijent korelacije slu€ajnih varijabli X; i X.

Opcenitije, neka je n € N, m = (my,...,m,) € R" 1 V realna, simetricna, pozitivno
definitna matrica reda n. Tada je det(V) > 01 V™! = [0 ] je takoder simetri¢na i pozitivno
definitna matrica reda n. KaZemo da je X n-dimenzionalni gaussovski slucajni vektor s
parametrima m 1 V ako mu je funkcija gustoce dana sa

Q2r)~H (det(V)) e 20V IGmmT Ly e R, (2.2)

gdje je m vektor oCekivanja i V = (V;;) kovarijacijska matrica od X, a V;; kovarijance
izmedu X; 1 X;. Sada moZemo dati opcenitu definiciju.

Definicija 2.1.1. Sistem slucajnih varijabli X = {X, : 1 € A} zovemo gaussovskim ako je
svaka konacna linearna kombinacija Z’;’:l axX),, za neke ay,...,a, € Ridy,....,4, € A
gaussovska slucajna varijabla. Ako je X slucajni proces, zovemo ga gaussovski proces.

I u slucaju gausssovskih sistema definirani su moguée beskonacni vektor ocekivanja
m = (m; : A € A)imoguce beskonacna kovarijacijska matrica V.= (V, , : 4, u €
A). Kovarijacijska matrica V je pozitivno definitna u smislu da je za svake A, s, ..., 4,
pozitivno definitna i matrica V = (V) ,,) reda n.

Teorem 2.1.2. Neka je m = (my : A € A) bilo koji vektor i neka je V. = (Vy,,,) bilo
koja regularna, simetricna, pozitivno definitna matrica. Tada postoji gaussovski sistem
X = {X, : A € A} s danim vektorom ocekivanja m i kovarijacijskom matricom V. Osim
toga, distribucija od X je jedinstvena.

U teoremu [2.1.2} jedinstvenost znaCi da akosu X = {X; : 1 € A}i X' = {X)| : 1 € A}
gaussovski sistemi s istim vektorom o¢ekivanja m i istom kovarijacijskom matricom V, tada
su za svake A, Ap, ..., 4, distribucije od (X, X3,,...,X;,) 1 (X’I,ng, .. ,len) jednake.

Dokaz. Najprije formiramo potreban gaussovski sistem. Uzmimo za € prostor funkcija
R” i neka je B o-algebra generirana svim cilindrima iz Q. Sada imamo izmjeriv prostor
(Q,8B). Zacilindar C = {w = (w,) : (wy,,wy,,-..,w,,) € B}, gdje je B Borelov skup u R”,
definiramo

P a,..0,(C) = f f(x)dx, (2.3)

B
gdje je f(x) funkcija gustoe definirana kao u (2.2)), osim §to umjesto m stavljamo samo
dio tog vektora (m,,,...,m,, ), a umjesto V uzimamo (Vﬁi,dj 21, j=1,...,n). Sada imamo

vjerojatnosnu mjeru na o-algebri generiranoj cilindrima za svaki konacan A. Kolekcija tako
dobivenih mjera svakako zadovoljava uvjet kompatibilnosti. Prema Kolmogorovljevom
teoremu postoji jedinstvena vjerojatnosna mjera [P na izmjerivom prostoru (€2, 8). Stavimo
w, = X (w). Sada je {X, : 1 € A} gaussovski sistem definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, B,P) s vektorom ocekivanja m i kovarijacijskom matricom V, iz pretpostavke teorema.
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Za drugi dio dokaza samo primijetimo da je svaka kona¢no dimenzionalna gaussovska
distribucija jedinstveno odredena vektorom ocekivanja i kovarijacijskom matricom. O

2.2 Neka svojstva gaussovske distribucije

Slijede neka vazna svojstva karakteristicna za gaussovsku distribuciju i gaussovski sistem.
Najprije ¢emo se koncentrirati na 1-dimenzionalnu gaussovsku distribuciju, tj. na gaussov-
ske slucajne varijable, a zatim na viSedimenzionalnu gaussovsku distribuciju.

Neka je X ~ N(0, 1). Tada je karakteristiCna funkcija sluajne varijable X dana sa

1 —+00 2 .
¢x(1) = \/Tf e~ 7e"dx, t € R. (2.4)
T J—-0

Za proizvoljne ¢, x € R vrijedi

- (ltx)k

Uvrstimo prethodno u (2.4) pa dobivamo

1 (ltx)k
ox() = = [ e ZZ x, t€R. 2.5)

Zamijenimo sada redoslijed sumiranja i integriranja (zahvaljujuci Lebesgueovom teoremu
o dominiranoj konvergenciji),

o \%=0
= ()¢ 1 oo 2
=) ar_ 1 f xe Tdx, t € R. (2.6)
k=0 ' 27T —00
Bududi da je
X —1 xke_%

Vo
parna funkcija za paran k i neparna funkcija za neparan k, vrijedi sljedece

1 f+oo . 2 1 0 L 2 1 +00 2
— |x|"e de:—f (—=x)"e 2dx+—f e Tdx
V27T —00 V27T —00

1 0 2
sl [ aetae L [
( ) 27T —00 ¢ e 271'



POGLAVLIJE 2. DEFINICIJE I OSNOVNA SVOJSTVA GAUSSOVSKIH SISTEMA 12

= (=D +1)—f e dx.

Sada je izraz u (2.6)) jednak izrazu

(zt) (( D* + 1)_f e zdx teR.

k=0

Uvedemo li u gornji izraz supstituciju u = x—;, dobivamo sljedece

(2u)§e_”(2u)_%du
0

=Dk +1
¢X<r)—Z(”)( >+

+00

0 k
= Z (— 1) 1 25 W'z e du,
k=0 k! 0

Uocimo da je integral u zadnjem izrazu zapravo gama funkcija s parametrom k” Sada

dobivamo . .
(" (-1)+1 ol k+1
ox(r) = Z Nor ( . )

Budu¢i da za neparne k vrijedi (—1)" + 1 = 0, sumiramo samo po parnim k. Konacno,

o (i (-D* + 1 2t (2k+1)
ox(t) = 25T
T4 var 2

> (i) 2, (2k+1)
=) —__—okIp[ T~
L4 (2k)! 2

Za daljnji raCun nam treba sljedeca lema.

Lema 2.2.1. Za n € N vrijedi

F(z)F(z + %) = 21752 \n(22).

Dokaz. Neka su m,n € N. Po definiciji beta funkcije imamo
I'(m)I'(n) f : -1 -1
B(m,n) = ——— = "1 - w)" du.
(m,n) Ton + 1) ; u" (1 —u) u
Stavimo sada m = n = z. Slijedi

— F(Z)F(Z) — 1 z—1 -1
B(z,z) = ) —I)u (1 = u)* 'du.
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Uvedimo supstituciju u = £,

I')I'(z) _fl 1+ x\" { - 1+x Z_ld
2 Ja\ 2 2 ) @
L1 +x) T (1= x\
L5 () e
1 1
— 2—1+2—21v[v (1 _ XZ)Z—ldx — 21—21(2f (1 _ Xz)z_ldX).
-1 0

Uvedemo li supstituciju u = x?, izraz za B(m, n) moZemo zapisati u sljedeéem obliku

1
B(m,n) = qml 2f N1 = 2y dx,
0

I'(m + n)
mame [(() 1 ;I
R Tty
odakle uz I'(3) = 7 slijedi tvrdnja. i

Sada imamo sljedece

o 2(it)?k 21\t T(2k)
L4 (2k)! 221 T(k)

~ i Sk (% k=D 2% 2k - 1)!
- Q! (k=1)! & 2k)(2k—-1)! (k= 1)!

ox(1) =

(9]

> (i % 1 ((it)? =10 2 .
- G szk,_z (2) Zk,(_z):ez,teR.

Moramo jo$ opravdati zamjenu redoslijeda sumiranja i integriranja u (2.6). Za x,z € R
vrijedi

400 .
Gtk _e2 ey 2l
5 — 2 —e 2 =e 2
E i | |
K =

Buduci da je funkcija x +— e'”"‘é integrabilna na R, tvrdnja slijedi iz teorema o dominiranoj
konvergenciji.

Neka je sada X ~ N(m,o?). Tada je )% =Y ~ N(,1), odnosno X = oY + m.
Da bismo izracunali karakteristi¢nu funkciju slucajne varijable X potrebna nam je sljedeca
propozicija.
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Propozicija 2.2.2. Ako je X slucajna varijabla i a,b € R, tada vrijedi

Daxip = e””(ﬁx(dt), teR.

Dokaz. 1z definicije karakteristi¢ne funkcije slijedi

¢aX+b(t) — E(eit(ax+b)) — eiblE(eialX) — eib[(bx(at).

Ako primijenimo gornju propoziciju na sluc¢ajnu varijablu X, dobivamo sljedecée

, . o212
¢X(t) = ¢0’Y+m(l) = elmt¢Y(Ut) = elmt_T, reR.

Neka je () karakteristicna funkcija slucajne varijable X, tj. 1-dimenzionalne distri-
bucije F. ZapiSimo log y/(¢) u obliku

n . Nk
togun = 3 T+ o), )
k=1 :

gdje je v, tzv. poluinvarijanta stupnja k 1 o(#") greska, Ciji eksplicitni izraz je dan sa

.\ +oo ]
(ﬁ%J‘fﬂﬂﬂwwmﬂ@WW
— cJ-c0 0

sa svojstvom

. o(1")
lim =
t—0 "

0.

Karakteristi¢na funkcija gaussovske slu¢ajne varijable X ~ N(m, %) je prema dokazanome
dana sa

(1) = ™7 (2.8)
Ako to zapiSemo u obliku (2.7)), dobivamo
2
log ¢(t) = imt — %tz.
Uocimo da su za gaussovsku slucajnu varijablu polu-invarijante stupnja k > 3 jednake

vr = 0. Dakle, za gaussovsku slucajnu varijablu imamo

2
Yr=m, Y, =0,

a to su upravo parametri distribucije.
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Gaussovska distribucija ima momente svakog reda. Moment n—tog reda, m, = E(X"),
je dan sa

o, n=2%k+1
" Qk- DN o*, n=2k

Neparni momenti su jednaki 0 jer je funkcija x — x*~!e=*"/2 neparna funkcija, a integral

neparne funkcije na simetricnom intervalu je 0. Pokazimo slucaj za paran k. Najprije za
a € N izraCunajmo sljedeci integral
+00
f e ™ dx.
—0
U

. e .
Uvedimo supstituciju x = = Dobivamo

oo 2 oo 1 u? 27T T
X dx = “2du = A ’— = —.
Ioo ¢ g f—oo vV 2CY€ ! 2a a

Racunamo sljedec¢i integral parcijalnom integracijom

+00 +0oo
2 2k-1 s
f o~ gy = f 2o gy —

2« o

_(2k—1)(2k—3)-...-3-1 T
- 2k Q2k+1
_@k-DN [ r

- 2k Q2k+1”

Stavimo sada a = # 1 pomnoZzimo integral s #271 da bismo dobili izraz za n-ti moment
(n = 2k). Dobivamo sljedece

1 reo 1 Qk-D!
f e 2w dx = ( ) Vo)A = 2k — 1)!lo.
271 J-0

oN2r 2K

(%)

o

Osim toga, mozemo dati izraz za apsolutni moment n-tog reda, E|X|".
2 2ok, n=2k+1
EIX] = S0kl n=2k
k- DN o*, n=2k

PokaZzimo da gornji izraz vrijedi. Za parne n je n-ti apsolutni moment zapravo n-ti moment
od X pa nam preostaje pokazati za neparan n (n = 2k + 1).

2+l 1 T kel —2 2 T kel — 2
EX|™ = —— x| e 22dx = x e wdx.
oN2r J-w o V2r Jo
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Uvedimo supstituciju y = ;722 Imamo sljedece
2%k+1 2 Tk k2 25T e 7 s
EIX|™ = —f 25"y eVdy = ——o yedy.
o V2r Jo V2r 0

Uocimo da je integral s desne strane zadnje jednakosti zapravo gama funkcija s parametrom

k + 1. Konacno,
EIX[**! = \ﬁzkﬂ“r(k} = \/22"0'2"*%!.
T b

Ako je {X, Y} gaussovski sistem takav da X 1 Y nisu linearno zavisne, tada je uvjetna
distribucija P(X < x|Y) takoder gaussovska. Ovo svojstvo proizlazi iz svojstava funk-
cije gustoée dvodimenzionalne gaussovske distribucije (2.1). Uvjetna ocekivanja E(X|Y) i
E(Y|X) su linearnau X1Y.

Teorem 2.2.3. Ako su X i Y nezavisne i imaju konacne varijance, tada njihova kovarijanca
postoji i jednaka je nuli. Vrijedi i obrat, tj. ako je {X, Y} realni gaussovski sistem takav da
je Cov(X,Y) =0, tada su X i Y nezavisne.

Dokaz. Neka su X i Y nezavisne sluCajne varijable s kona¢nim varijancama. Tada su
konacna i oCekivanja, tj. vrijedi E(X) < oo, E(Y) < co. Sada imamo

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
= B[XY — XE(Y) - E(X)Y + E(X)E(Y)] = (linearnost)
= E(XY) - E(XE(Y)) - EE(X)Y) + EX)E(Y) = (nezavisnost)
= E(X)E(Y) — E(X)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y) = 0.

Obratno, bez smanjenja opc¢enitosti mozZemo pretpostaviti da su X 1 Y centrirane. Po te-
oremu |1.1.8|slijedi da su slucajne varijable X i Y nezavisne ako i samo ako vrijedi

¢(X,Y)(S’ ) = ¢X(S) . ¢Y(t), za svake 5,1 € R.
Oznacimo s v kovarijancu od X i s w kovarijancu od Y. Tada je

U= v Cov(X,Y)} (v O
“\Cov(Y, X) w 0w

kovarijacijska matrica slu¢ajnog vektora (X, Y). Ako stavimo r = (s, ), imamo

i 1 T
¢(X,Y)(Sa t) — E(etr-(X,Y)) — e—j(rUr)

— o130 _ =3 (08%) =5 ()
Px($)py (2).

Dakle, X 1 Y su nezavisne. O



POGLAVLIJE 2. DEFINICIJE I OSNOVNA SVOJSTVA GAUSSOVSKIH SISTEMA 17

Ako su X i1 Y nezavisne gaussovske slucajne varijable, tada je i njihova suma, X + Y
gaussovska slucajna varijabla. Djelomic¢no vrijedi i obrat.

Teorem 2.2.4. (P. Lévy i H. Cramer)
Ako su X i Y nezavisne i njihova suma je gaussovska slucajna varijabla, tada su X i Y
gaussovske slucajne varijable.

Dokaz se moZe pronaci u Fellerovoj knjizi [S].

2.3 Kompleksni gaussovski sistemi

U ovom poglavlju dajemo rezultate vezane uz kompleksne gaussovske slucajne varijable.
MoZemo se zapitati kako bismo uveli kompleksni slucaj kao prirodan nastavak na realan,
sa svim dobrim svojstvima koje imaju realne gaussovske slucajne varijable. Ipak, nije
dovoljno samo pretpostaviti da 1 realni i imaginarni dio imaju gaussovsku distribuciju.
Krecemo sa slu€ajnim varijablama.

Neka je Z kompleksna slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (2, ¥, P). Ozna-
¢imo s m € C oCekivanje od Z te sa X i Y redom, realni i imaginarni dio od Z — m. Tada Z
ima sljedeci oblik

Z(w) = X(w) + iY(w) + m. (2.9)

Definicija 2.3.1. Ako su X i Y u (2.9) medusobno nezavisne, centrirane (ocekivanje im je
Jjednako 0), gaussovske slucajne varijable s istom varijancom, tada Z zovemo kompleks-
nom gaussovskom slu¢ajnom varijablom.

Sada moZemo dati definiciju kompleksnog gaussovskog sistema.

Definicija 2.3.2. Neka je Z = {Z, : 1 € A} sistem gaussovskih slucajnih varijabli. Ako
je linearna kombinacija, s kompleksnim koeficijentima, bilo kojeg konacnog broja eleme-
nata iz Z uvijek kompleksna gaussovska slucajna varijabla, tada Z zovemo kompleksnim
gaussovskim sistemom. Ako je A skup cijelih brojeva ili interval realnih brojeva, tada Z
zovemo kompleksnim gaussovskim procesom.

U sljedecoj propoziji dajemo osnovna svojstva kompleknih gaussovskih sistema.

Propozicija 2.3.3. (i) Ako je Z = {Z, : 1 € A} kompleksni gaussovski sistem, tada
je sistem {X,,Y, : A € A} realnih slucajnih varijabli, izveden iz dekompozicije
Z, = X, +iY,, realni gaussovski sistem.

(ii) Ako je Z = {Z, : 1 € A} sistem kompleksnih gaussovskih sluc¢ajnih varijabli koje su
medusobno nezavisne, tada je Z kompleksni gaussovski sistem.
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(iii) Za dan_i kompleksni gaussovski sistem Z = {Z, : 1 € A} ]iormiramo novi sistem
Z = 1{Z, : 1 € A}, kompleksni konjugat od Z,. Tada je Z, takoder kompleksni
gaussovski sistem.

(iv) Podsistem kompleksnog gaussovskog sistema Z je takoder kompleksni gaussovski sis-
tem.

Dokaz. (1) Neka je Z = {Z, : 1 € A} kompleksni gaussovski sistem. To znaci da je
konac¢na linearna kombinacija kona¢no mnogo proizvoljnih Z;, 1 € A kompleksna
gaussovska slucajna varijabla. Uzmemo li linearnu kombinaciju

n

D ety - iZn:deAk, cihdi €R,

j=1 k=1
dobivamo

Zc] A; —ldeZ,ik ZC]X +ZZ deXk+deYk

Sada uocimo da je
Cij + dek
=1 k=1
realni dio kompleksne gaussovske slucajne varijable.
(i) Neka je Z = {Z, : A1 € A} sistem kompleksnih gaussovskih slu¢ajnih varijabli koje

su medusobno nezavisne. Treba pokazati da je linearna kombinacija konacno mnogo
proizvoljnih Z, kompleksna gaussovska slucajna varijabla. Stavimo

Z/lk =my + X, + 1Y,

1uzmimo ¢, = a; + iby, ai, by € R, k=1,2,...,n. Tada imamo
Z CkZ/lk Z(Clk + lbk)(Xk + lYk) + Z Crmy,
k=1 k=1

= Z(aka + iakYk + ikak - kak) + Z Crmy
k=1

( Dk - Zkak) ; ( e Zakyk) + chmk
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(iii)

(iv)

Iz (i) znamo da je sistem {X,, ¥} gaussovski. Ako oduzmemo ocekivanja s lijeve i s
desne strane, zakljuCujemo da su varijance dviju zagrada jednake. Naime,

n n

Var( Z Ck(Z/lk - mk)) = Var( Z Ck(Xk + Y, +my — mk)) = Var( Z Ck(Xk + lYk))

k=1 k=1 k=1
= Var[( Z ar Xy — Z kak) + I(Z b Xy + Z akYk)].
k=1 k=1 k=1 =)

Osim toga, buduci da su Z, medusobno nezavisne za svaki 4 € A, kovarijanca je
jednaka nuli. Dakle, }};_, cxZ,, je kompleksna gaussovska slucajna varijabla.

Neka je Z = {Z)(w) : 4 € A} sistem kompleksnih gaussovskih slucajnih varijabli
koje su medusobno nezavisne. Analogno kao i u (ii) treba pokazati da je linearna
kombinacija svaka dva Z, kompleksna gaussovska slucajna varijabla. Stavimo

Z/lk =my + X, —iY,

1uzmimo ¢, = ai + iby, ap, by €R, k=1,2,...,n. Tada imamo
Z Ckz/lk = Z(ak + lbk)(Xk — lYk) + Z ckmkk
k=1 k=1 k=1
= Z(aka —ia Y, + ikak + kak) + Z Crmy
k=1 k=1
= (Zaka + Zbkyk) + l(Zkak - ZakYk) + chmk.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Iz (i) znamo da je sistem {X,, Y;} gaussovski. Sada kao u (i) zakljuCujemo da je
Yie1 €kZa, kompleksna gaussovska slucajna varijabla.

Neka je Z = {Z)(w) : 1 € A} kompleksni gaussovski sistem. Tada je svaka kona¢na

linearna kombinacija
n

Z akZAk, a, €C
k=1
kompleksna gaussovska slucajna varijabla. Uzmemo li Z" = {Z, : 4 € A’}, pri cemu
je A’ neki podskup od A, tada je Z’ takoder kompleksni gaussovski sistem jer su sve
konacne linearne kombinacije njegovih ¢lanova upravo gornjeg oblika, pri cemu A
uzimamo samo iz podskupa A’.
O
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Propozicija 2.3.4. Neka je {Z,,7Z,} kompleksni gaussovski sistem. Da bi Z, i Z, bile neza-
visne, nuzno je i dovoljno da vrijedi Cov(Z,,Z,) = 0.

Dokaz. MozZemo pretpostaviti da su Z; i Z, centrirane slucajne varijable. Ako su Z; i Z,
nezavisne, tada je njihova kovarijanca

E(21Z,) = E(Z))E(Zy) = 0.

Obratno, pretpostavimo da kovarijanca od Z; i1 Z, iSCezava, tj. vrijedi Cov(Z;,Z;) = 0.
ZapiS$imo Z, i Z, u obliku (2.9) i stavimo m = 0. Dakle, imamo

Z;=X;+1iY;, j=1,2.
Prema pretpostavci vrijedi sljedece
E{(X1 + iY1)(X2 — iY2)} = 0.
Odavde slijedi
E(X:1X>) + E(Y1Y2) =0,
E(Y1X;) - E(X,Y2) = 0.
S druge strane, linearne kombinacije

L1+, =XK1+ X)) +i(Y1£Y))

1 xiZ, = (X] ¢Y2)+i(Y1 +X5)

su takoder kompleksne gaussovske. Kako su realni i imaginarni dio svake od njih
medusobno nezavisni, dobivamo

0 = E[(X; = X5)(Y) = V)] = (E(X 1)) — E(X,Y»)) + (E(X,Y2) — E(Y1X3))

0 =E[(X; F )(Y1 +X,)] = (E(X 1)) - E(X,Y2)) + (E(X,1X2) — E(Y1 12)).
Odavde imamo

E(X:1X,) - E(Y1Y2) =0,
E(Xl Yz) + E(Y1X2) =0.

Konacno,
E(X:X,) = E(Y 1Y) = E(X,Y,) = E(Y1X;,) = 0.

Dakle, {X;,X,,Y),Y,} je nezavisni sistem pa prema teoremu [2.2.3] slijedi da su slucajni
vektori (X1, Y1) 1 (X3, Y>) nezavisni, tj. sluajne varijable Z; 1 Z, su nezavisne. O
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Za kompleksni gaussovski sistem Z = {Z, : 4 € A} su vektor ocekivanja m = (m,) 1
pozitivno definitna kovarijacijska matrica V = (V) dani sa

E(Z) =my, 1€ A
E[(Z) — m)(Z, — )] = Vo, A,u € A.

Isto vrijedi i u realnom slucaju. Sada stavimo
V/L/l = 2(\//1,# + l'W/L#), VausWau € R (210)

te neka je Z, = X, +iY, + myiZ, = X, +iY, + m, kao prije. Primijetimo da suZ,, Z, i
Z, + iZ, kompleksne gaussovske varijable. Vrijedi sljedece:

Vau = Vua = E(XAX/J) = E(Y/IY,u)a
Wau = —Wya = E(YAXIJ) = —E(XAY/J).

DokaZimo najprije da vrijedi vy, = v, 11 Wa, = —Wyua. Za A, 4 € A imamo

Vi = BU(Zy — my)(Z, — m,)]

Vi = BI(Z, — m)(Z; — mp)].

Odavde dobivamo

Vi = BI(X, + iY)(X, — iY,)] = E(XX,) — iE(XaY,) + E(Y,X,) + E(Y.Y,)
= (E(XaX,) + E(YaY,)) + i(E(YaX,) — E(XaY,)) = 2(va, +iw,),

Via = EI(X, +iY,)(Xy —iYy)] = E(X,X,) — iE(X,Y) +iE(Y,X,) + E(Y,Y,)
= (E(X,. X)) + E(Y Y) + i(B(Y, X)) — E(X, Y1) = 2(v0 + iwya)

Dakle,
21/’/141 = E(XAX#) + E(Y,{Y#),

ZVM,{ = E(XHXA) + E(YAY“)

paje 2v,, = 2v,,. Analogno,
2w,y = E(YaX,) — E(X, X)),

ZW#J = E(Y#X/l) - E(X,uY/l)
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paje 2w,, = —2w,,. Stavimo li zbog jednostavnosti m; = m, = 0, moZemo uociti da
vrijedi

Li+Z, =X+, + X, +iY, =(Xa + X)) +i(Y, +Y,)

Li+iZ, =X+, +iX, - Y, =Xy =Y, +i(Y, + X,).

Buducidasu Z,+Z, 1 Z,+iZ, kompleksne gaussovske slucajne varijable, realni i imaginarni
dijelovi su im nezavisni. Sada imamo

E[(X; +X,)Y,+Y,)]=0

E[(Xy - Y)Y, + X,)] = 0.

Odavde slijedi
E(X,Y,) = -E(X,Y,)

E(X.X,) = E(Y,Y,).

Konacno,
Vau =Vau = E(X/IXu) = E(Y/lyy)’

Wau = ~Wya = E(XﬂY/l) = —E(XAY#).

OznacCimo matrice vy, 1 wa, s viw redom,

V=), w=Wi). (2.11)

Sada moZemo dati pomo¢nu lemu koja je potrebna za dokaz najbitnijeg teorema u ovome
poglavlju.

Lema 2.3.5. Neka je V = (V,,) kompleksna pozitivno definitna matrica. Uzmimo realne
matrice v i w definirane kao u (2.11)) te definirajmo novu matricu v s

v= [V _W]. 2.12)

Tada je v takoder pozitivno definitna.

Dokaz. Neka je

_ |4 2
[
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1 z nije nulvektor, tj. barem jedno od a, b nije jednako nuli. Simetri¢na realna matrica v je
pozitivno definitna ako je z'vz > 0 za svaki takav z. Racunamo

E(X,X,) -EX, YM)] H

Fvz=|a b [E(XAY#) E(X,X,) ||b

= [dE(X,X,) + BE(X,Y,) - aB(X,Y,) + PE(X,X,)] [Z]

= a®E(X,X,) + abB(X,Y,) — abE(X,Y,) + b*E(X,X,)
= (@ + PHEX,1X,).

Tvrdnja propozicije vrijedi jer vektor z nije bio nulvektor i matrica V je po pretpostavci
pozitivno definitna pa je i spomenuto ocekivanje vece od nule. O

Teorem 2.3.6. Neka je A skup parametara. Za dani vektor m = (m,) i pozitivno definitnu
matricu V = (V,,) postoji kompleksni gaussovski sistem Z = {Z(w) : A € A} kojemu su m
vektor ocekivanja i V kovarijacijska matrica.

Dokaz. Formirajmo pozitivno definitnu matricu v iz dane kovarijacijske matrice V kao u
lemi Tada prema teoremu [2.1.2] formiramo realni gaussovski sistem {X,, Y, : 1 € A}
s vektorom ocekivanja 0 1 kovarijacijskom matricom v, gdje {X,} 1 {Y,} imaju istu kovari-
jacijsku matricu v i vrijedi

E(Y, X)) = —E(X, Yy = Wau-
Definirajmo sada pomocu vektora m
Z)(w) = X)(w) +iY(w) + my, 1€ A. (2.13)
Pokazimo da je Z;, 1 € A kompleksni gaussovski sistem. Trebamo dokazati da je svaka

konacna linearna kombinacija ) ;_; a,Z, kompleksna gaussovska slu¢ajna varijabla.

n n n n

DaZy =Y aXy +i¥y tmy) = > aXy i) ady + Z amy,,

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

gdje su a; € C. Buduci da je prema propoziciji[2.3.3] (i) {X,, Y, : A € A} realni gaussovski
sistem, >;_, ax Xy, 1 25y axY, su medusobno nezavisne realne gaussovske slucajne vari-
jable. Takoder, >);_, axm,, je kompleksni broj pa je >;_, axZ,, kompleksna gaussovska
slu¢ajna varijabla. O

Propozicija 2.3.7. Neka je dan realni gaussovski proces. Tada moZemo formirati komplek-
sni gaussovski proces s istom kovarijacijskom matricom.
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Dokaz. Neka je {X,} dani gaussovski proces. Pretpostavimo da je E(X,;) = 0 za svaki A.
Uzmimo nezavisnu kopiju od {X,} i oznac¢imo je s {¥,}. Stavimo

1
Z)(w) = @(XM + Yi(w))-

Uocimo da je {Z,} kompleksni gaussovski proces. Naime, X i Y, su medusobno nezavisne
gaussovske slu€ajne varijable s oCekivanjem jednakim O pa je Z, kompleksna gaussovska
sluc¢ajna varijabla. Osim toga, Z, ima istu kovarijancu kao dani {X,}. Izracunajmo kovari-
jancu izmedu Z; 1 Z,,.

Cov(Zy, Z,) = COV(%(XA(Q)) + Vi), %(X,l(w) + Yﬂ(w)))

(BICX, + Y)(X, + Y,)])
(B(X1X, + X2Y, + X, + Y,Y,)) = (linearnost)

E(X,X,) + E(X,Y,) + B(Y,X,) + E(Y,Y,)) = (nezavisnost)

N =N =N~

1
= E(E(XAX#) + E(X)E(Y,) + E(Y)E(X,) + E(Y/IYM)).

Buduci da je E(X,) = E(Y3) = 01, kako je Y naprosto kopija od X, E(X;X,) = E(Y,Y,),
slijedi da je posljednji izraz jednak EX;X,,.. O

Definicija 2.3.8. Kompleksni gaussovski proces definiran kao u dokazu prethodne propo-
zicije zovemo kompleksni oblik od {X,}.



Poglavlje 3

Kanonska reprezentacija gaussovskih
procesa

Kazemo da je realni gaussovski sistem X = {X,(w) : 1 € A}

(i) gaussovski proces s diskretnim vremenskim parametrom ako je A skup cijelih
brojeva Z ili skup svih nenegativnih cijelih brojeva Z,,

(ii) gaussovski proces s neprekidnim vremenskim parametrom ako je A ili cijeli R
ili interval realnih brojeva.

U slucaju (i) koristimo oznaku X, a u slucaju (ii) oznaku X(r), gdje n i ¢t predstavljaju
vrijeme. Razlika izmedu gaussovskih procesa s diskretnim vremenskim parametrom i ga-
ussovskih procesa s neprekidnim vremenskim parametrom je velika. U ovom radu ¢emo
se baviti samo diskretnim slucajem.

3.1 Kanonska reprezentacija gaussovskih procesa s
diskretnim parametrom

Neka je X = {X,, : n € Z,} gaussovski proces s diskretnim parametrom. Pretpostavimo
da je E(X,) = 0 za svaki n. S obzirom da X, imaju ocekivanje jednako nuli za svaki n,
a varijanca im je konacna, zakljucujemo da su slucajne varijable X,, elementi Hilbertovog
prostora L*(€2). Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije se moZe primijeniti u svakom
Hilbertovom prostoru pa posebno i u L>(Q). Njime se od proizvoljnog niza u tom prostoru
dolazi do ortonormiranog niza s istom linearnom ljuskom.

Neka £ = L{Y},Y,...,Y,} oznatava vektorski potprostor od L*(Q) razapet skupom
{Y1,Y,,...,Y,}). Dakle, L je skup svih slu¢ajnih varijabli oblika )., ;Y;, a; € R. Neka je

25
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(Y,, n € Z,) niz linearno nezavisnih slu¢ajnih varijabli u L*(€2). Tada postoji ortonormiran
niz (¢,, n € Z,) u L*(Q) takav da ta dva niza razapinju isti potprostor u L*(Q). Niz
(&, n € Z,) konstruiramo induktivno. Stavimo

Opcenito,

gdje je ¥, projekcija od Y, na L{&,...,&,-1) pa je prema propoziciji[l.2.5

n—1

P,= D (Y, 606
i=1

Bududida (Y, n € Z,)1(¢,, n € Z,) razapinju isti potprostor, tj. vrijedi

LYy, Y, = L&, .. )

iYy,...,Y, su linearno nezavisne, imamo ||Y, — ¥,|| > 0. Dakle, &, je dobro defini-
ran. Iz konstrukcije slijedi [|€,]] = 1, n € N 1(&,,&) = 0 za svako j < n pa je niz

(&,, n € Z,) doista ortonormiran.
Ako je (&,, n € Z,) ortonormirani niz u L*(Q), tada za svako X iz zatvarata njegove
linearne ljuske i1 svako € > O postoje n € Z, 1 ay, ... ,a, € R takvi da je

|- an]a,-f,-H <e
Tada iz propozicije [[.2.3]slijedi i
[x- Zoc &) < e
Odavde zakljuSujemo da je za svako X € LX(Q)

x= Y e
i=1

pri ¢emu konvergenciju razmatramo u normi prostora L2(Q), tj. u srednjem reda 2.
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Primijenimo sada postupak ortogonalizacije na X,, n = 1,2,..., pri ¢emu je
{X, : n € Z,} gaussovski proces s diskretnim parametrom kao s pocetka odjeljka. Do-
bivamo

X =ay &
X5 = az &1 + azpé

Opcenito vrijedi
X, = Z an,j'fj (31)
=1

za sve realne a, j, j < nineki ortonormirani niz {£,} iz L*(Q,P). Gram-Schmidtov postu-
pak ortogonalizacije joS postize da je:

A > 0 za svakim € N. (3.2)

Uocimo da je svaki &;, j < n linearna kombinacija od X;, k < j. Kako su X, gaussovske
sluCajne varijable, tada suié,, n € Z, gausovske, a prema propoziciji su nekorelirane
te su onda i medusobno nezavisne prema teoremu [2.2.3

MoZemo dati izraz za uvjetno ocekivanje,

k
E(X,|X1, Xo, ..., Xp) = an,jfja (3.3)
=1
koji dobivamo na sljedeci nacin:
n k
E(X,X1, X5,...,X) =E [ Z anié; ' ayiéi, ..., ak,jfj]
=1

J=1 J

= (prema propoziciji (2.)
k
+ ...+ an,kE [fk ' a],lé“l, cee Z akaj]

J=1

k
=a,E [51 ‘al,lfla ce Z ar, &

j=1
k

al,lfl,---,zak,jfj

j=1
= (prema propoziciji (7.)1(9.)
= &)+ o+ Gl + Qi B (Ea) + .+ 0B () = (B, = 0 za svaki n)

aiéi, ...,

k
J=1

+ an,k+lE [é:kﬂ

+...+ an,nE [fn ak,jfj]
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k
=ap &)+ .+ Ay = Zan,jfj-

J=1
Sada moZemo definirati kanonsku reprezentaciju gaussovskog procesa.

Definicija 3.1.1. Neka je X = {X,, : n € Z,} gaussovski proces i neka vrijedi E(X,) = 0 za
svaki n. Ako postoji dvostruki niz a, j, j < n, takav da za sistem nezavisnih standardnih
gaussovskih slucajnih varijabli {&, - n € Z,} procesi X i Y ={Y, : n € Z,}, takav da vrijedi

n

Y, = Z Cln,jfj,

J=1

imaju istu vjerojatnosnu distribuciju, tada sistem {a,j : j < n, &, : n € Z,} zovemo re-
prezentacija od X. Ako reprezentacija {a, ; : j<n, & : n € Z.} zadovoljava uvjete (3.1)),
(B-2) i (3.3), tada je zovemo kanonska repezentacija od X. Sistem {£,} zovemo inovacijski
proces od X, a za dvostruki niz a, ; kaZemo da je kanonska jezgra reprezentacije.

U nastavku dajemo bitan rezultat ovog poglavlja koji nam garantira egzistenciju i je-
dinstvenost kanonske reprezentacije.

Teorem 3.1.2. Gaussovski proces X = {X,, : n € Z,} uvijek ima kanonsku reprezentaciju i
ona je jedinstvena u smislu da ako su {a, ;, &} i{a ., &} dvije kanonske reprezentacije od
X, tada je ay,; = a,, ; za svake n, j €N, n > j.

’
n,j’

Dokaz. Za dani gaussovski proces X = {X,, : n € Z,} znamo da su sluajne varijable
X, elementi Hilbertovog prostora L*(€2) i na taj niz moZemo primijeniti Gram-Schmidtov
postupak ortogonalizacije kao u uvodnom dijelu ovog odjeljka. Dakle, za X, postoje realni
dvostruki niz a, ;, j < niortonormirani niz {&,}, n € Z, na L*(Q) takvi da je

n

X, = ) an k).

=1

Buduci da {a, ;, &} zadovoljava uvjete (3.1)), (3.2)) i (3.3), zakljuCujemo da je {a, ;, &} ka-
nonska reprezentacija od X.

Preostaje nam dokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dvije kanonske repre-
zentacije {a, j, &} i{al ;, &) od X, tj. da vrijedi

n,j’

n

X = Z an, i€

J=1
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n
_ § ’ ’
Xn - Clndfj.

=1
Stavimo sada u (3.3)) k = n — 1. Tada vrijedi

n—1

E(X, X1 Xa o Xu) = ) an i

=

n—1

EX, X1 Xos oo, Xa) = Y d) €
=1
Uocimo da je
2
[X, - EQX,IX1, Xa, o, X)) [ n,j&j — an,jfj]
n-1 2
= [ Q)+ Qunn = ) an,,f,]
=1

1 analogno
n—1 2
[Xn - E(Xn|X1,X2, e n 1) = [ a Jé:; - a;;,]é:;]
Jj= J=1
n— n—1 2
:[ anjf +ann§ Zaw ]
=a, f .
Kako X, — E(X,|X1,X>,...,X,_1) ne ovisi o izboru reprezentacije, dobili smo aﬁ,nfﬁ =
a,&?. Uzimanjem oCekivanja proizlazi an 2 BE = al BEL 4. ar lIEIF = al €N pa

zbog normiranosti zakljuujemo a,% =a? Vadenjem drugog konjena Slljedl an n=a,

Napomenimo da je n bio proizvoljan pa smo zapravo dokazali jedinstvenost (tj. Jednakost)
dijagonalnih elemenata dvostrukog niza. Pogledajmo kako izgleda kovarijanca izmedu X,
1X,zam < n.

Cov(X,n, X,,) = E[(X,, — E(X,))(X, — E(X,))] = (koristeéi E(X,,) = E(X,) = 0)
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= E(X\nX,) = E[( i am,jfj)( Zn: an, & j)

J=1 J=1

= E[(am,lgl +...+ am,mé:m)(an,lé:l +...+ an,mfm + an,m+1é‘:m+1 +...+ an,nfn)]
2
= B(am 100 €] + m1n261E + oo+ AiQupéién + ...

2 .
+ A& + - oo+ ApmQnnénén) = (hnearnost)

m

= > anjanBE) + . anjanBE ) = (nezavisnost)
j=1 1<j<m
1<k<n
j#k

m

= Z i JE(ED) = (Koristeci E(€D) = 1 jer je & ~ y*(1)) = Z iUy,

J=1 j=1

Analogno, ako uzmemo kanonsku reprezentaciju {a, ,

f}}, dobivamo

m
4 ’
Cov(X,,, X,) = Z Ay, Ay -
Jj=1

Tvrdnju sada dokazujemo matematickom indukcijom. Izjednacimo li dvije dobivene

sume,
m m
_ r
Am,jAn,j = am,jan,j’

J=1 J=1
zam = 1 dobivamo
’ ’
apian1 = a4, -

Po prethodno pokazanome znamo da vrijedi
ap = a'l 1> 0

pa odavde dijeljenjem slijedi
an1 = Gy

ito za svaki n. Za m = 2 imamo
7 ’ ’ ’
ar,10p1 + A220p2 = Ay 14, 1 + Ay 54, 5,

a znamo da je
ary = Cl,22 >0

te iz prethodnog koraka
’ : ’
612’1 = 612’1 1 an’l = an’I .
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Sada zakljuCujemo da je
a’l,z = a;1,2

za svaki n. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za j < n, tj. da vrijedi

Y ) r
aj’la,l’l + ...+ aj,ja,l’j = aj,lan,l +...+ aj,jan’j.

Sadazam = j+ 1 imamo

o ’ ’ ’ ’ ’
Ajr1,1Gn1 + oo T AjgjAnj T Aji1 i1 Gnjel = Ay Gyt oo T A Gy 5+ Ay Gy

Zbog pretpostavke indukcije 1 jednakosti dijagonalnih elemenata dobivamo

— 7
Qnjr1 = Ay ji1

1 to za svaki n. Dakle, za svaki n € N 1 svaki j < n vrijedi

’

an’j = Cln’j.

Time je dokazana jedinstvenost kanonske reprezentacije. O

3.2 Karakterizacija Markovljevog svojstva za gaussovske
procese

Neka je X = {X,, : n € Z,} gaussovski proces i {a, j, &,} kanonska reprezentacija od X dana
sa
a,j=ac"’, j<n.

Tada za svaki n > kK moZemo izraCunati uvjetno ocekivanje na sljedeci nacin:

k k

EX,|X1, X, ..., Xk) = Z ac"_jé-‘j — Z acn—k+k—j§j

=1 =1
k

— Cn—k Z ack_ij — cn—ka,
J=1

gdje prva jednakost slijedi iz (3.3)) i oblika kanonske reprezentacije od X. Uo¢imo da X,
mozemo zapisati kao sumu dva nezavisna izraza,

n

n k
X, = Zac"_jgj = Zac"‘jfj + Z ac" ¢
=1 =1

Jj=k+1
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= (prema prethodno pokazanome)

= "X + i ac"¢ -
Jjek+1
Uzmemo li sada uvjetnu vjerojatnost P(X, < x|X;, Xs, ..., Xp), tj. uvjetno oCekivanje
E(1ix,<xlX1, X2, - . - X)s
dobivamo da za svaki par (n, k), k < n vrijedi
P(X, < x1X1, X2, ..., Xp) = P(X,, < x|Xy), (3.4)
gdje je x € R.

Definicija 3.2.1. KaZemo da je slucajni proces X = {X,, : n € Z,} Markovljev proces ako
za x € Risveniktakve da je k < nvrijedi (3.4) P—g.s. Svojstvo (3.4) zovemo Markovljevo
Svojstvo.

Uocimo da je gaussovski proces s kanonskom reprezentacijom a,; = ac"™, j < n
zapravo Markovljev proces.
Stavljamo uvjet da je gaussovski proces X nedegeneriran u smislu da vrijedi

E(X,l Xk, k<n-1)# X,.

U nastavku dajemo teorem koji nam daje nuzne i dovoljne uvjete da bi gaussovski
proces bio Markovljev.

Teorem 3.2.2. Gaussovski proces X = {X,, : n € Z.} je Markovljev proces ako i samo ako
kanonska jezgra ima sljedeci oblik:

anj=ay,-bj, j<n. 3.5)

Dokaz. Pretpostavimo da je kanonska jezgra reprezentacije gaussovskog procesa X dana
sa (3.5). Tada X moZemo zapisati u obliku

n

X =) ab;.

=1
Primijetimo usput da iz a,, # O slijedi a, # 01b; # 0 za svake n 1 j. Za svaki par

(n, k), k < nuvjetno ocekivanje je dano sa

ay
E(Xn|X1,X2, e ,Xk) = a_Xk
k
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Naime,

E(X,|X1, Xs, ..., Xi) = (koriste¢i (3.3))

k

= ) abié
=1
k

Z an
= 245, bR
=1

k
a
=— ) abi;

ay =
= (koriste¢i (3.1))

a
= —nXk.
ay

Uocimo da X, mozemo zapisati kao sumu dva izraza,

n

X, = > abié

J=1
k n

= Zanbjfj + Z a,b;&;
J=1 J

j=k+1
k n

= Z Z—:akbjfj + Z ayb;&;
=1

Jj=k+1
a n
n
= a_Xk + Z Clnbjfj.
k j=k+1

Uzmemo li sada uvjetnu vjerojatnost, tj. uvjetno ocekivanje, za x € R dobivamo sljedece

P(X, < xIX1, Xa,..., X)) = E(Qix,<nl X1, Xo, ..., Xp)
= E(Lix,<qlXi) =
= P(X, < x|X).
S obzirom da gaussovski proces X zadovoljava Markovljevo svojstvo slijedi da je X Mar-
kovljev proces.

Obratno, neka je X Markovljev proces i {a, ;, &,} kanonska reprezentacija od X. Buduci
da X zadovoljava Markovljevo svojstvo, vrijedi i sljedece

EE()(2|)(19)(29-- -5)(k) = EE()(ﬁl)(k) P - gs.
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za svaki par (n, k) gdje je k < n. Lijeva strana gornjeg izraza je prema (3.3) jednaka

k
2, ni

J=1

Obzirom da je {Xj, X,,} Gaussovski sistem, imamo E(X,|X) = ¢, Xy za neku konstantu c,, .
Izjednacavanje izraza daje

k k
Z a,,,jgfj = Cn,k ak,jfj.
j=1 j=1
Obziromdasu &y, . . ., & linearno nezavisni (jer su medusobno ortogonalni), izjednacavanjem

koeficijenata dobivamo
Qp,j = Cnidk,j-

Buduci da je k proizvoljan, vrijedi da su retci matrice (a, ;) proporcionalni, odakle lako
slijedi tvrdnja. O

Koristeci gornji teorem moZemo dokazati sljedecu tvrdnju.

Korolar 3.2.3. Nedegeneriran gaussovski proces je Markovljev ako i samo ako za kovari-
Jjacijsku matricu vrijedi sljedece

1—‘m,n = ay,a,c,, m = n, (36)
pri cemu su a, # 01 (c,) je rastuci niz pozitivnih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo da je E(X,) = 0 za svaki n 1 da je X Markovljev proces. Izraunajmo
kovarijancu izmedu X,, 1 X,,, gdje je m > n.

COV(Xm’ Xn) = E(Xan) - E(Xm)E(Xn)
= (koristeéi E(X,,) = 0 za svaki n)
= E(Xan)

= (iz dokaza teorema|3.1.2))

n
= § A, jln,
j=1

= (koristeci teorem [3.2.2)

n
= Z a,,bjambj
=1
n
= a,,d, Z b?.
j=1
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Stavimo sada
n
o 2
C, = E bj.
J=1

Obratno, neka je kovarijacijska matrica od X dana sa inekajec, = X}, b’ za neki
niz realnih brojeva (b;). To moZemo pretpostaviti radi pretpostavke da je niz (c,) rastuci.
Definiramo gaussovski proces Y sa

n

Y, = Zanbjfj,

J=1

gdje je {£,} nezavisni sistem standardnih gaussovskih slu¢ajnih varijabli. Izracunajmo ko-
varijancu izmedu Y,, 1 Y, zam > n.

COV(Yma Yn) = E(YmYn) - E(Ym)E(Yn)

m n m n

= E[( Z ambjfj)( Z a, jfj Z p, ,f, anbjfj)

j=1 j=1 j=1

.
Il
—_

= (koristeci linearnost i E(£,) = 0 za svaki n)

m n

- E[( Z ambjfj)( Z anbfff)]

J=1 J=1

= E( Z amanbjbkfjfk)

1<j<m
1<k<n
J#k

= (koriste¢i linearnost, nezavisnost i E(¢,) = 0 za svaki n)
n
= ) anabiEE)
j=1

= (koristei E(£2) = 1 jer je & ~ x*(1))

n
= E amanlﬁ
J=1

= 4,,Q,Cp.

Dakle, X 1Y su isti gaussovski proces. Da bismo dokazali da za Y vrijedi Markovljevo svoj-
stvo, prema teoremu trebamo pokazati da je {a,b;, &,} kanonska reprezentacija, tj. da
vrijede svojstva (3.1)), (3.2)) i (3.3). Svojstvo (3.1) slijedi iz definicije Y,,, a Gram-Schmidtov
postupak ortogonalizacije nam osigurava da vrijedi a,b, # 0 pa je time zadovoljeno i svoj-
stvo (3.2). Buduci da su {¢;} medusobno linearno nezavisni za 1 < j < nia,b, # 0 za
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svaki n, zakljuCujemo da {1, Y>,...,Y,} 1 {&1,&,...,&,} razapinju isti vektorski prostor.
Sada je

E(Y,|Yy,...,Y,) = E(Zanbjgj‘n, X))
=1
= (linearnost)
= a,biE& Y, ..., ) + ...+ abiBENY, ..., Y
+ apbi  BGealYy, ... Y) + ..o+ anb B, . Y
= (koriste¢i propoziciju (7)109.)
= apybiér + ..+ apbi&y + B(&pr) + ... + E(E)
— (Koristeci E(&,) = 0)

k
= Z Clnbjé:j.
J=1

Time je pokazano svojstvo (3.3). o



Poglavlje 4

Stacionarni gaussovski procesi

U ovom poglavlju bavit ¢emo se slu¢ajnim procesima na prostoru L>(Q). Podet ¢emo s
definicijom stacionarnih procesa koji nisu nuzno gaussovski, a onda ¢emo se usredotociti
na gaussovske procese s diskretnim parametrom. Za skup parametara uzimamo skup cijelih
brojeva Z, a n predstavlja vremenski parametar na Z.

4.1 Stacionarni procesi s diskretnim parametrom

Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor i X = {X,, : n € Z} slu€ajni proces na danom vjero-
jatnosnom prostoru. Slucajni proces na L>(Q) je familija realnih ili kompleksnih slu¢ajnih
varijabli s kona¢nim drugim momentom. Kada govorimo o sluajnim procesima na L*(Q),
mislimo na svojstva slucajnih procesa vezanih uz autokovarijacijsku funkciju.

Definicija 4.1.1. Neka je X = {X,, : n € Z} slucajni proces. Autokovarijacijska funkcija
procesa, u oznaci y(m, n) dana je sa

v(m,n) = Cov(X,,, X,,), m,n € Z.
Definicija 4.1.2. Slucajni proces X = {X,, : n € Z} je slabo stacionaran ako vrijedi
1. B(X,|?) < oo za svakin € Z,
2. E(X,) = m za svaki n € Z, gdje je m konstanta nezavisna od n

3. za svaki h € Z zajednicka distribucija od (X, X,.,) ne ovisi o n pa ni autokovarija-
cijska funkcija y(h) = Cov(X,4, X,,) ne ovisi o n.

Definicija 4.1.3. KaZemo da je slucajni proces X stacionaran ako slucajni vektori
(Xo> Xoni1s« - o s Xnwke1) T Xnshi Xt 1s - -+ » Xnanake1) Imaju istu vjerojatnosnu distribuciju za
sven,h eZ.

37
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Drugim rije¢ima, slu€ajni proces je stacionaran ako svaka konacno-dimenzionalna za-
jednicka distribucija ovisi samo o pomaku /4 i ne ovisi o vremenu.

Kako wuredeni par (X,,X,.,) sacinjavaju naprosto dvije koordinate vektora
(Xo> Xoni1s oo Xuen) (za h > 0) ili (Xyyns Xnpiats---»Xn) (za h < 0), slijedi da stacionar-
nost implicira slabu stacionarnost. Vremenska homogenost autokovarijacijske funkcije y
se vidi joS direktnije. Naime,

E[X,.X,] = f f xydFx, x,(x,y) = f xydFx, ., x,.,(X, ) = E[XnsnXninl
1 sli¢no,

E(X,) = f i xdFx,(x) = f ) xdFy,,,(x) = E(X.p).

(89

Obrat opcenito ne vrijedi. Na primjer, neka su Z, ~ N(0, 1) nezavisne i jednako distri-
buirane za svaki n 1 definirajmo slu€ajni proces X na sljedeci nacin

¥ Z,, n paran,
" \%(25—1 — 1), nneparan.

X je slabo stacionaran. Naime,

Ez,) =0, n paran,
EX, = E((Z2, - 1)) = (B(z2.))- 1) =0, n neparan
V2 V-1 ~ \2 n—1 - P
i
Var(Z,) =1, n paran,
VarX, = 1 s . )
Var(\—rz(Zn_] - 1)) =5Var(Z,_) =1, nneparan.

Uocimo da je kovarijanca zbog nezavisnosti jednaka nuli. Za n i & parne imamo

COV(Xna Xn+h) = COV(Zn’ Zn+h)
=E(Z,Z,.1) — B(Z,)E(Z,,) = (nezavisnost)
= B(Z)E(Zu11) — B(Z)E(Z,11) = 0.

Za n paran 1 h neparan imamo

1
—=(
V2

1 1
= @E@n(z,%_m - 1) - %HZ»E(Z,%_M -1

Cov(X,, Xpun) = Cov(Z,, —=(Z2_ 1,y — 1)
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1
= —E(Z,Z> ,,,) = (nezavisnost) = 0.
\/z n

Za n 1 h neparne imamo
1 1
V2 V2
1 1
= SB(Zp = DZp 1 = D) = SE(Z — DEZ, 0~ 1)

2
= (nezavisnost) = 0.

CoV(X,, Xoun) = Cov(—=(Z7, = D—=(Z 1, - 1)

Slucaj n neparan i 4 paran dobivamo analogno kao za n paran i 4 neparan. Dakle, X je
slabo stacionaran. Zanima nas jesu li distribucije za n paran i n neparan jednake. Za n
paran imamo

P(X, < x) =P(Z, < x),

a Za n neparan

1
—=(
V2
=P(Z2, < V2x+ 1)

:P(— NV2x+1<Z,., < \/\/§x+1).

Ako uzmemo x = 0, dobivamo

P(X, < x)=P(—=(Z, - 1) < x)

0.5, n paran,

P(X, < x) = {
¢(1) — p(—1) = 0.6826, n neparan,

gdje je ¢(x) funkcija distribucije standardne gaussovske sluCajne varijable. S obzirom da
distribucije nisu jednake, zaklju¢ujemo da X nije stacionaran.

Definicija 4.1.4. Neka je X = {X, : n € Z} stacionarni slucajni proces. Ako je X gaussov-
ski, tada kaZemo da je X stacionarni gaussovski proces.

Pokazali smo da opcCenito slaba stacionarnost ne povlaci stacionarnost, no u slucaju
gaussovskih procesa implikacija vrijedi. Sljedeci rezultat to dokazuje.

Propozicija 4.1.5. Ako je X = {X,, : n € Z} slabo stacionarni gaussovski slucajni proces,
on je ujedno i stacionaran.
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Dokaz. Neka je X slabo stacionarni gaussovski proces i neka su n,h,k € Z, k > 0 pro-
izvoljni. Zbog E(X,) = m k-dimenzionalni slucajni vektori iz definicije stacionarnosti,
(Xna Xn+1’ EER) Xn+k—1) i (Xn+ha Xn+h+1, R Xn+h+k+l)’ imaju isti  vektor oéekivanja
(m,m, ..., m). Nadalje, kovarijanca ne ovisi o n, tj. za i, j vrijedi

Cov(X,4i» Xn+j) = Cov(Xpsith, Xn+j+h) = y(h).

Buduci da dani slucajni vektori imaju isti vektor ocekivanja i istu kovarijacijsku matricu,
prema teoremu zakljuujemo da (X, Xys1, - - - s Xnrk=1) 1 Xnns Xowats - -+ » Xoshakr1)
imaju istu gaussovsku distribuciju. Prema tome, X je stacionaran. O

Sada ¢emo dati neka osnovna svojstva slabo stacionarnih procesa.

Definicija 4.1.6. Neka je X = {X,, : n € Z} slabo stacionarni proces. Definiramo

HX)=LX,:ne€Z) 4.1)
HX)=L* X, k<n},neZ (4.2)
H_o(X) = () Ha(X), (4.3)

nez

gdje H,(X) = L*{Xy : k < n}, n € Z znaci da je H,(X) zatvoreni linearni potprostor od
L*(Q) razapet sa {Xi : k < n}.
Primijetimo da H,(X) | H_(X) kadan | —c0 1 H,(X) T H(X) kadan T 4+co. Prema
definiciji o€ito vrijedi i
H,X)C H,.1(X), zasvakin € Z. 4.4)

Ako je Y € L*(Q), oznatimo s P,Y ortogonalnu projekciju od Y na H,(X). Osim toga,
definirajmo operator pomaka Ty, na H(X) s

Th( Z aka) = Z 79, (U

za svake m,n € Z, m < n i za svake koeficijente a; te proSirimo po ogranicenosti na cijeli
prostor H(X). Naime, zbog

HTh( i Clka)H2 = Zn: @B XenXin) = Zn: a@E(X X)) = H Zn: ClkaH2
k=m

k=m k,l=m k,J=m

vidimo da je gornjom formulom definirana izometrija na potprostoru konac¢nih lineranih
kombinacija varijabli X, te se ona jedinstveno proSiruje do izometrije 7, na zatvaraCu tog
potprostora, §to je upravo H(X). Nadalje, primijetimo da je inverz operatora 7}, upravo
operator T_, pa je T, izometrija s inverzom koji je takoder izometrija. Dakle, usput smo
pokazali da je T}, unitarni operator na H(X).
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Definicija 4.1.7. Neka je X = {X,, : n € Z} slabo stacionarni proces. KaZemo da je X
deterministicki proces ako je H_..(X) = H(X) ili, ekvivalentno, ako se H,(X) ne mijenja
sn, tj. H(X) = H(X) za svaki n € Z. Za X kaZemo da je nedeterministicki proces ako
H_(X) € H(X). Ako je H_(X) C L*{1}, gdje L*{1} oznacava potprostor od L*(Q) koji
sadrzi samo konstante, L*{1} = R, tada za X kaZemo da je potpuno nedeterministicki
proces.

Za potpuno nedeterministicki proces X se relacija iz definicije moZe zamijeniti sa sla-
bijom relacijom
H,(X) & H,1(X), zanekin € Z. 4.5)

Da bismo predvidjeli X,,,; s danim X}, k < n, traZimo element prostora H,(X) najblizi
X,.+» u prostoru L2(Q), a to je P,X,.;. 1z definicije operatora pomaka zakljuujemo

T,H,(X) = Hy.y(X), zan,h € Z. (4.6)
Takoder vrijedi i sljedece
TP Xy, = PropXoin, k < n. 4.7)

Kako bismo pokazali da to vrijedi, prvo primijetimo da je po definiciji projekcije P;X, €
H(X)iX, - PX, L H(X). Iz (4.0) slijedi T,PX, € Hi,(X), a buduéi da je operator
pomaka unitarni operator, on ¢uva skalarni produkt pa vrijedi

Ty(X, — PiX,) L ThH(X) = Hip,(X).
Drugim rijecima,
Xpsn — ThPi X, L Hip(X).
Dakle, TthXn = Pk+th+h-

Pretpostavimo da je E(X,,) = 0 za svaki n € Z.

Teorem 4.1.8. (Woldov teorem dekompozicije)
Svaki slabo stacionarni proces X = {X,, : n € Z} moZemo zapisati kao zbroj dva medusobno
ortogonalna stacionarna procesa

X=X +X", (4.8)

gdje je X' = {X, : n € Z} potpuno nedeterministicki proces, a X" = {X;) : n € Z}

deterministicki proces. Osim toga, takva dekompozicija je jedinstvena.

Dokaz. Definiramo X, = P_.X, 1 X, = X, — X;/. Budu(i da je P_, X, ortogonalna pro-
jekceija od X, na H_(X), vrijedi X/ € H_(X)1 X, = X, — X]/ L H_(X) za svakin € Z.
Odavde slijedi da su X, i X;" medusobno ortogonalni.
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Kako je X, € H,(X) 1 X’ € H_(X) € H,(X) (po definiciji presjeka), imamo X, =
X, — X, € H,(X) za svaki n. Budu¢i da je X] element iz H,(X), vrijedi H_.(X") C H_o(X).
No, pokazali smo da vrijedi X, L H_.(X) paje H_(X") L H_(X). Dakle, H_.(X") = {0}
pa je X’ potpuno nedeterministic¢ki proces.

Da bismo pokazali da je X" deterministicki proces, uo¢imo daiz X, € H_.(X), za svaki
n € Z, slijedi H(X") € H_.(X). Takoder, kako zbog definicije procesa X vrijedi X,, = X +
X}, za svaki n, te kako su X’ 1 X" medusobno ortogonalni i vrijedi X, X, € H,(X), slijedi
H,(X) = H,(X") ® H,(X"). Zbog definicije presjeka imamo H_.,(X) € H,(X") ® H,(X")
za svaki n. No, kako je H_(X) L X/, slijedi H_(X) € H,(X"). Konacno, zaklju¢ujemo
H(X") = H,(X") (= H-(X")), tj. da je X"" deterministicki.

Preostaje nam dokazati jedinstvenost dekompozicije. Ako vrijedi X, = X, + X/, gdje je
X’ potpuno nedeterministicki, a X" deterministic¢ki proces, prema prethodno dokazanome
imamo H,(X) = H,(X") @ H,(X") = H,(X") ® H(X") (jer je X" deterministi¢ki proces).
Uoc¢imo daakojeZ € H_(X)iZ L H(X"”), tada je Z € H,(X’) za svaki n. Odavde slijedi
da je H_(X) = H_(X") ® H(X”). Budud¢i da je X’ potpuno nedeterministicki, vrijedi
H_(X) = HX"”). Tadaimamo X, = X, + X!, X' € HX") = H..(X)1 X, L HX") =
H_.(X). Dakle, X' = P_.X, pa je time dokazana tvrdnja. O

U prethodnom teoremu smo slabo stacionarni proces X prikazali kao sumu dva
medusobno ortogonalna procesa X’ i X” u L*(Q). X’ je potpuno nedeterministicki u
smislu da dugoro¢no gledano nije moguca korisna predikcija. Drugim rije¢ima, pozna-
vanje proSlosti procesa ne pomaze u predikciji X, za veliki h. X" je deterministicki u
smislu da ako je poznat X;’ za svaki n, moguce je savrSeno predvidjeti X', za h > 0.
Osnovni rezultat Woldovog teorema je da je deterministicka komponenta savrSeno pre-
dvidljiva te da se moze naci jednostavna formula za predvidanje potpuno nedeterminsticke
komponente.

Pokazali smo da bilo koji slabo stacionarni proces moZemo zapisati kao zbroj potpuno
nedeterministickog i deterministickog procesa. Za stacionarne gaussovske procese vrijedi
ista tvrdnja, a zbog svojstava gaussovske distribucije, dobivamo i nezavisnost izmedu pot-
puno nedeterministicke i deterministicke komponente.

Propozicija 4.1.9. Stacionarni gaussovski proces X = {X,, : n € Z} moZemo zapisati u
obliku (A.8)), gdje je X' potpuno nedeterministicki i X" deterministicki proces. Osim toga,
X't X" su nezavisni.

Dokaz. Najprije pokazimo da su X’ 1 X" gaussovski procesi. Buduci da je X gaussovski
sistem, isto vrijedi za njegovu linearnu ljusku 1 podsisteme. Naime, ako je X gaussovski
sistem, tada je svaka konacna linearna kombinacija

n

Z @ Xk

k=m
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gdje su m < k < n realni brojevi, gaussovska slucajna varijabla. Kako je linearna lju-
ska skup svih linearnih kombinacija, a za X su sve konacne linearne kombinacije ga-
ussovske sluCajne varijable, tada to vrijedi i za njegovu linearnu ljusku. Prema tome,
H(X) kao potprostor od L*(Q) razapet s {X, : n € Z} je gaussovski sistem. Uzmemo li
X" ={X; : k € A}, gdje je A podskup skupa cijelih brojeva Z, tada je X’ takoder gaussovski
sistem jer su konacne linearne kombinacije njegovih ¢lanova oblika

Z @ Xk,

keA

pri ¢emu k uzimamo samo iz podskupa A od Z. Analogno vrijedi i za X”’. Dakle, X' 1
X" su gaussovski sistemi. Nadalje, propozicija 4.1.5| nam garantira da su X’ i X" staci-
onarni. Buduéi da su X’ i X" gaussovski, a prema pretpostavci propozicije su i medusobno
ortogonalni, zbog propozicije|l.2.3|zakljuCujemo da su 1 nekorelirani. S obzirom da neko-
reliranost u slucaju gaussovske distribucije implicira nezavisnost (teorem[2.2.3)), X" i X" su
nezavisni. ]

U prethodnom poglavlju uveli smo kanonsku reprezentaciju gaussovskih procesa. Skup
parametara je bio skup nenegativnih cijelih brojeva. Sljedeéi korak je proSiriti skup para-
metara na skup cijelih brojeva Z.

Teorem 4.1.10. Potpuno nedeterministicki stacionarni gaussovski proces X = {X, : n € Z}
takav da je E(X,) = 0 za svaki n € Z ima kanonsku reprezentaciju danu s

Qnj = Qu_j, j <N 4.9)

Drugim rijecima, X ima kanonsku reprezentaciju, a kanonska jezgra ovisi samo o n — j za
Jj<n

Dokaz. Neka je X potpuno nedeterministicki proces. MoZemo uociti da je prostor oznacen
sa H,(X)e H,_(X), koji je ortogonalni komplement od H,_;(X), najviSe jednodimenziona-
lan. Naime, H,(X) moZemo zapisati kao direktnu ortogonalnu sumu

Hn(X) = Hn—l(X) @ Dn

S obzirom da H,_{(X) U {aX, : a € C} razapinje H,(X), D, je najviSe jednodimenzionalan.
Ako je dim(D,)) = 0, tada je H,(X) = H,-1(X) pa je H,(X) = H(X) za svaki n. Dakle, X je
deterministicki §to nam daje kontradikciju. Dakle, dim(D,) = 1 za svaki n. Osim toga, za
m<nje

Dm - Hn—l L Dn

pa su D, medusobno ortogonalni. MoZemo pretpostaviti da je D, razapet vektorom &,
norme 1. Kako je X gaussovski proces, &, je standardna gaussovska sluCajna varijabla
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za svaki n. U sluCaju gaussovskih slucajnih varijabli, prema propoziciji [1.2.3|1 teoremu
ortogonalnost povlaci nezavisnost. Dakle, sistem {£, : n € Z} je sistem nezavisnih
gaussovskih slucajnih varijabli pa je gaussovski. Vrijedi

€7 = B =1

radi samog odabira od &,, a to vidimo i iz & ~ y(1). Ako je sada k € N, tada je
{¢én : n— k < m < n} ortonormirana baza za D, ; & ... ® D, jer su &, medusobno or-
togonalne, nezavisne i normirane. S obzirom da je

H,(X)=D,+®...®D,® H, ;_(X),

slijedi
k
Xn = Z ajfn—j + Pn—k—IXna
=0
gdje je
aj; = (X é‘:n—j>
= E(Xné:n—j)

= (koristeci E(X,,)E(&,-;) = 0)
= COV(Xn’ é:n—j)-

Bududi da je X stacionaran, tada je i slabo stacionaran pa autokovarijacijska funkcija ne
ovisi o n. Dakle, imamo
a; = (Xo,&_j).

Preostaje pokazati da za k — oo vrijedi P, X, = P_X, = 0. Stavimo

Tada je
P,=P_o+P,

gdje je P, projekcijana H'(X). Ako uzmemo Y € L*{X,, : n € Z}, tada su slucajne varijable

P.Y — P, Y ortogonalne za svaki k. Naime, vrijedi

PP, =PP, =P zaj>k
pa imamo

Y_P;'+1

(P Y.PY = P, Y) = (P, = P (P}~ P, DY.Y)

/
J
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:<(PI’<P}_PI’<P;'+1_P1,<+1P;'+Pl’c+lp;'+l)Y’Y>

={(P, = P, — P,  + P,YY) =0,

za j > k. Tada za svake m < n vrijedi

n 2 n
| ey =] = 3 ety = P vie
k=m k=m

Sto konvergira u 0 kada m,n — —oo, radi

-1
DUIPLY = P YIP < 201YIP < oo,
k=—c0
Dakle,
-1
PNATS Y
k=—o00
konvergira u L*(Q) pa postoji limes od P, Y kada n — —oo; ozna¢imo ga s Yy. Taj limes je
u prostoru
ﬂ H,(X) = H_(X).
nez
Budu¢i da je P)Y € H(X) L H_(X), imamo Y, = 0. Sljedi da je P,Y = P_.Y +
PY - P_.Y zan — —co. Buduci da je X potpuno nedeterministicki, za ¥ = X,, posebno
dobivamo P_.. X, = 0. Konac¢no,

n

Xy = Z ajgn—j = Z an—j‘f]"
=0

Jj=—0
O

U prethodnom poglavlju dali smo primjer gaussovskih procesa koji su Markovljevi te
rezultat koji nam daje egzistenciju i oblik kanonske reprezentacije za takve procese. I ovom
slu¢aju moZemo prosiriti skup parametara na skup cijelih brojeva.

Korolar 4.1.11. Ako je stacionarni gaussovski proces X = {X,, : n € Z} potpuno nedeter-
ministicki i Markovljev, tada X moZemo zapisati u obliku

X, = Z ac" g, neZ, 0<|c < 1. (4.10)

j==eo
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Dokaz. Pretpostavimo da X nije trivijalni proces. Prema teoremu kanonska repre-
zentacija postoji i kanonska jezgra ima oblik kao u (#.9). Bududi da je X Markovljev,
kanonska jezgra je oblika (3.5). Dakle, imamo a,_; = a,b;, a zbog stacionarnosti koja
povlaci slabu stacionarnost, autokovarijacijska funkcija ne ovisi o n pa imamo

ay—j = anbj = an+1bj+1 =
Sada,uz a, # 01 b; # 0, stavimo

Ap+1 _ bj

b
ay b j+1

gdje je c konstanta koja ne ovisi o n i j. Nadalje, a,+1 = a,ci1bj, = % Odavde imamo

ay = A, 1C = dyrCt =...=apc"
i
bi-i  bj bo
bi:_:_z = ... =
' c c c/

4. a, = apc" i b; = bpc™, zan, j € Z, a to povladi relaciju @.10). Preostaje nam pokazati

da je |c| < 1. To dobivamo racunajuci varijancu od X,,. Naime,

n

Var(X,) = Var( Z acn_'ifj)

j:—oo

= (nezavisnost )

= > Var(ac" &)
Jj=—
= > @ Var(§)

j:—oo

= (koristeci da su &, standardne gaussovske slucajne varijable)

n

— § aZCZn—Zj

j=—o00

= E a’cH.

Jj20

Da bi ova suma bila kona¢na, mora vrijediti |c| < 1.
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4.2 Spektralna reprezentacija

Ovaj odjeljak je prvenstveno informativne prirode jer diskutira prilicno teske rezultate te-
orije stacionarnih procesa. Dokazi teorema koje spominjemo prelaze okvire ovog diplom-
skog rada pa samo dajemo smjernice na odgovarajucu literaturu.

Neka je X = {X, : n € Z} kompleksni stacionarni proces. Autokovarijacijska funkcija
procesa X je dana sa

y(h) = E[(Xyen — m)(X,, —m)], h € Z.

Sljedeca lema nam daje uvjete kada je funkcija na skupu cijelih brojeva autokovarijacijska
funkcija kompleksnog stacionarnog procesa. Dokaz leme se moZe pronaci u knjizi P. J.
Brockwellai R. A. Davisa [4]].

Lema 4.2.1. Funkcija y definirana na skupu cijelih brojeva je autokovarijacijska funkcija
kompleksnog stacionarnog procesa ako i samo ako vrijedi y(h) = y(—h) za svaki h € Z i

S apj— ko >0,

j=1 k=1

zasveneNia,...,a, €C.

Promotrimo proces X sljedeceg oblika:

N
X, = Z ce™ 7, (4.11)
k=1

gdje su cy,...,cy kompleksni brojevi, Aj,..., Ay realni brojevii Z;, 1 < k < N, ne-
zavisne jednako distribuirane gaussovske kompleksne slucajne varijable s ocekivanjem
nula i konacnom varijancom. MoZemo pokazati da je X kompleksni gaussovski sistem,
tj. mozemo pokazati da je linearna kombinacija konacno mnogo proizvoljnih X; komplek-
sna gaussovska sluCajna varijabla. Naime, vrijedi sljedece

n N N N N
E a E ™7, = a Z ™7 + ay E 7+ .. +a, Z cie™* 7,
=L k=l k=1 k=1 k=1

=a;(c,eMZ, + ...+ cne™Zy) + ay(c; N Z) + . ..

+ NP + . F ag(c1 €M Z + .+ ene N Zy)

_ iy iy 2idy 2idyN
=aic1e'Zi+...+aicyeVZy + aycie” 2+ ...+ axcye Iy + ...
= +a,c1€"MZ; + ... + a,cne" N Zy

il

=1 Zi(a1 e + ...+ ae™) + .+ enZy(@ €™ + ...+ a,e™™)
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n

S a( 3 ac")

k=1 =1

(oznaéimo Ay = ale’”k)

N
= Z CkAka.
k=1

Bududi da je
N
Z CkArZy
k=1
linearna kombinacija kona¢no mnogo kompleksnih gaussovskih slu¢ajnih varijabli, slijedi
daje
n N
Z ay Z cie"* 7,
N=1 k=1
kompleksna gaussovska slu€ajna varijabla.
Promatrajmo sada X,,.,, gdje je h € Z pomak vremenskog parametra n. Imamo

cke’"l"e’m"Zk.
1

N
Xpsn = Z cre "z, =

N
k=1 k=

Zelimo pokazati da je X stacionarni proces pa treba dokazati da (X, : n € Z) i (Xp :
n € 7Z) imaju istu vjerojatnosnu distribuciju. Buduci da je X gaussovski proces, a slaba
stacionarnost povlaci stacionarnost, prema propoziciji f.1.5 dovoljno je pokazati da je X
slabo stacionaran. Dakle, moramo pokazati da vrijede svojstva iz definicije {.1.2] Ocito je
E(X,) = 0 za svaki n. Naime,

N

E(X,) = E( Z cre"™Z,)

k=1
= (koriste¢i linearnost)

N
= Z ce™E(Zy)
k=1

= (koristeéi E(Z;) = 0 za svaki k)
=0.
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Bududi da Z; imaju kona¢nu varijancu, stavimo Var(Z;) = E|Z* = o

autokovarijacijska funkcija y(h) dana sa

za svaki k. Tada je

N
Yy = 0 ) lePe™™.
k=1

PokaZzimo da to vrijedi:

y(h) = E[X,11X,]

N N
(S ) $ e i)

k=1 k=1
=E[(c;e™™NZ + ..+ cne W Z0 (e MMZ + L+ eve "V Z))]

= E(lciPe™|Zi + ... + [en[e™ M Zyl

+eiop ity 7 e G 7 7

= (koristedi linearnost)

= |e1Pe™ M E(Zi) + ... + lew e E(Zyl?)

+ clCp@MMUTINU (7 7N 4 4 eyey_ @I (707 1))

= (koristeéi nezavisnost i E(Z;) = 0 za svaki k)

N
= ) lele ™ B(ZP)
k=1

= (koriste¢i E|Z|* = o)
N

= g2 Z lcx[2e™
k=1

Prema tome X je stacionarni gaussovski kompleksni slucajni proces.

U nastavku dajemo teorem o reprezentaciji autokovarijacijske funkcije koji ¢e nam
biti potreban za definiranje spektralne reprezentacije procesa X. Dokaz teorema se moze
pronaci u knjizi R. B. Asha [2] i L. Breimana [3]].

Teorem 4.2.2. (Herglotzov teorem)
Funkcija y : Z. — C je autokovarijacijska funkcija stacionarnog procesa u L* ako i samo
ako postoji konacna mjera dF na B[—n, rr] takva da vrijedi

y(n) = f e™dF(Q), za svakin € Z.

T
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Krenuli smo s kompleksnim gaussovskim procesom X s diskretnim vremenom takvim
da vrijedi E(X,) = 0 za svaki n i pokazali da je stacionaran. Prema Herglotzovom teoremu
4.2.2] postoji jedinstvena konac¢na mjera dF na B[—r, 7] takva da vrijedi

y(h) = f e™dF), heZ, (4.12)
gdje je
FQ) =02 ) led?6, (),
A=A
pri cemu je
1, —m<A <A,
5/1k = oy
0, 1inace,

A € [—n, rr]. Mjeru dF zovemo spektralna mjera procesa. Buduéi da je dF mjera, funkcija
F je monotono neopadajuca. Nadalje, neprekidna je zdesna i vrijedi F(—m) = 0. Takva
funkcija F (1) je jednoznacno odredena autokovarijacijskom funkcijom y(n).

Definicija 4.2.3. Integral u relaciji zovemo spektralna reprezentacija autokovarija-
cijske funkcije y(h), a F zovemo spektralna funkcija distribucije od X.

Ako je dF apsolutno neprekidna u odnosu na Lebesgueovu mjeru s gustoCom f, tada f
zovemo spektralna gustoca procesa.

Sada moZemo dati teorem o spektralnoj reprezentaciji kompleksnog stacionarnog ga-
ussovskog procesa. Zbog sloZenosti izostavljamo dokaz teorema, no moZe se pronaci u
knjizi G. R. Grimmetta i D. R. Stirzakera [6].

Teorem 4.2.4. Neka je X = {X, : n € Z} kompleksni stacionarni gaussovski proces sa
spektralnom funkcijom distribucije F takav da za svaki n vrijedi E(X,) = 0. Tada postoji
kompleksni proces Z = {Z, : (—n, ]} takav da vrijedi

X, = f " e"dzZ(). (4.13)

Definicija 4.2.5. Neka je X = {X,, : n € Z} kompleksni stacionarni gaussovski proces.
Reprezentaciju od X u obliku (4.13) zovemo spektralna reprezentacija procesa X. Nadalje,
za svaki X,, kaZzemo da ima spektralnu dekompoziciju.

Mozemo vidjeti da postoji veza izmedu relacija (.12)) i (4.13). Naime,

’y(l’l) = E()(n+h)_(n)
= (koristeéi relaciju @.13))
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— (fﬂ ei(n+h)/le(/l) fﬂ e—in/ldz(/l))

= f e™EldZ(D)P

YUY

= (koristeéi relaciju (@.12))

= f eMdF ().

dF () = BldZ())%.

Stoga, vrijedi

Neka je X = {X,, : n € Z} slabo stacionarni proces i pretpostavimo da su Ay, ..., A; di-
sjunktni podskupovi intervala [, 7] koji u uniji daju taj interval. Takoder, pretpostavimo
da su izmjerivi u odnosu na dF. Tada X,, moZemo prikazati kao sumu medusobno ortogo-
nalnih slabo stacionarnih procesa ¢ija je spektralna distribucija ograni¢ena na Ay, ..., A;.
To moZemo uciniti na sljedeci nacin: ako X, ima spektralnu reprezentaciju

X, = f ) e™dz(Q), EldZ(A)P = dF(),

Vs

definirajmo XY sa

XV = f ™S (DdZ(D), j € Z,

7

gdje je

1, A€ Aj,
6;() = .
0, 1inace.

Tada je X' slabo stacionarni proces i ima spektralnu distribuciju danu sa

A
Fi = [ 6drw.

Prema tome je distribucija F'; ograni¢ena na A ;. Osim toga,

HﬁﬁﬁzfémeWMMMM

-

= f "M (DS (D)AZ(A) = 0 za j # k.

7

Ovim postupkom dobivamo ranije spomenutu spektralnu dekompoziciju.
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Sljedeci specijalni slucaj spektralne dekompozicije je vrlo vazan. Neka je F' dana spek-
tralna funkcija distribucije. Tada F' moZemo prikazati u obliku

F=F,+F,+F,

gdje je F, apsolutno neprekidna komponenta,

b
Fo() = f F'(wdp,
F; neprekidna singularna komponenta koja je monotono neopadajuéa i F,; komponenta
koja se povecava samo na skokovima od F za visinu skoka. Takva dekompozicija od F
implicira odgovaraju¢u dekompoziciju procesa X na tri medusobno ortogonalna procesa.

Spektralna reprezentacija stacionarnog procesa dekomponira isti u sumu komponenti
koje su eksponencijalne funkcije. Osim toga, postoji odgovaraju¢a dekompozicija auto-
kovarijacijske funkcije procesa. Analiza stacionarnog procesa u smislu spektralne repre-
zentacije se Cesto naziva “frekvencijska domena”. Alternativa je analizi koju zovemo “‘vre-
menska domena”, a koja se odnosi na Woldovu dekompoziciju koja je bila ranije obradena.



Poglavlje 5

Primjeri stacionarnih gaussovskih
procesa

U nastavku dajemo nekoliko primjera stacionarnih gaussovskih procesa. Ranije smo defi-
nirali autokovarijacijsku funkciju procesa. Mozemo definirati i autokorelacijsku funkciju
procesa.

Definicija 5.0.1. KaZemo da je p(h) autokorelacijska funkcija (ACF) procesa
X ={X, : n € Z} ako joj je vrijednost u “lagu” h jednaka

_rh

hy= ==,
p(h) 70)

za svaki h € Z.

Slike simuliranih procesa u nastavku ovog poglavlja izradene su u programu MATLAB
R2017b.

5.1 Gaussovski bijeli Sum

Neka je {£, : n € Z} niz medusobno nekoreliranih slu€ajnih varijabli s o¢ekivanjem 0 1 vari-
jancom o2. Proces koji zadovoljava ta svojstva zovemo bijeli Sum, u oznaci
&, ~ WN(0,0?%). Ako su slucajne varijable &, gaussovske, kazemo da je {&, : n € Z}
gaussovski bijeli Sum.

Na sljedecoj slici je prikazan gaussovski bijeli Sum {&, : n € Z}, gdje je &, ~ N(0, 4).

53
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10 Gaussovski bijeli Sum

HHH\M IH" A A M‘ ‘m M L il I\‘ }

‘HMW i H!\‘ \Mx \“‘w \W”‘ ww\wmu‘ il u[wul

_1 O 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Slika 5.1: Gaussovski bijeli $um {&,} s varijancom o> = 4

Autokovarijacijska funkcija gaussovskog bijelog Suma je dana s

2 _ ) B
v(n,m) = Cov(&,, &) = E(fn-f_m) — {E(fn), n=m, _ {0’ , h=m,

E()EE,), n#m,

MoZemo izracunati i autokorelacijsku funkciju,
(h) I, h=0,

p(h) = 2o
y©) 10, h#0.

Na sljedecoj slici moZemo vidjeti autokorelacijsku funkciju gaussovskog bijelog Suma koji
smo prikazali na slici [5.1] Naravno, ovdje (i na kasnijim slikama) je rije¢ o autokore-
lacijskoj funkciji simuliranog procesa, koja samo aproksimira teorijsku autokorelacijsku
funkciju.
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ACF
1 ‘
S 08" .
©
206" 1
o
o
204 .
-}
<
[} - _
TE:' 0.2
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n O — I C— I
02 | | |
0 5 10 15 20
Lag

Slika 5.2: Autokorelacijska funkcija gaussovskog bijelog $uma {&,} s varijancom o> = 4

5.2 Gaussovski ARMA(p, q) procesi

Kazemo da je proces X = {X,, : n € Z} ARMA(p, q) proces (eng. autoregressive moving
average) ako je X stacionaran i za svaki n vrijedi

X, — ¢1Xn_1 - ... ¢an—p =7Z,+60Z,1+...+ qun—q’

gdje je {Z, : n € Z} gaussovski bijeli Sum. Gornju relaciju mozemo zapisati i u kompaktni-
jem obliku na sljedeci nacin,

¢(B)X, = 60(B)Z,, n € Z, (5.1)
gdje su ¢ i 0 polinomi redom, p-tog i g-tog stupnja dani sa

$)=1-¢iz—...—¢,7"

0z)=1+601z+...+6,7,

a B je operator pomaka unatrag zadan s B'X,, = X,_;, j € Z.

MA procesi

Akoje ¢p(z) = 1u(B.I), tadaje X, = O0(B)Z, = Z, + 6, Z,_y + ...+ 0,Z,_, 1 kaZemo da je X
MA proces reda g ili, kraCe, MA(q) proces (eng. moving average). Mozemo vidjeti da je X
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stacionarni proces. Naime, ako stavimo 6y = 116; = 0 za j > ¢, tada je

q
EX,) =E( ) 6,7.))
=0
= (koristeéi linearnost)

q
= 0E(Z, )
=0

= ({Z, : n € Z} je gaussovski bijeli Sum)
0.

Uoc¢imo da za h = 0 vrijedi

COV(Xth» Xn) = E(Xﬁ)

4 2
=E(),6/7:-)
=0

= (koristedi linearnost i nezavisnost)

q
_ 2 2
=Y FBZ.)
j=0

= ({Z, : n € Z} je gaussovski bijeli Sum)

azalh| <gq,h+#0imamo

COV(Xn+h’ Xn) = E(Xn+hX_n)

= ]E[( JZ: HjZn+h—j)( ,Zi(; HJ'Z"—J')]

= (koristeéi linearnost i nezavisnost)
= OOWEIZ,* + 0101w BIZusi > + . .. + 0y OB\ Z sy
= ({Z, : n € Z} je gaussovski bijeli Sum)

q—lhl

= 0'2 Z 0j9j+|h|-
j=0
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Dakle,
DN h=0,
Cov(Xyin, X) = {07 Zi;(l)hl 00, 0<h,
0, |h| > g

pa bududi da zadovoljava svojstva iz definicije[d.1.2] zakljucujemo da je X slabo stacionarni
proces. Kako je {Z,} gaussovski 1 X je gaussovski pa je prema propoziciji 4.1.5|stacionarni
gaussovski proces.

IzraCunajmo jo$ vrijednosti autokorelacijske funkcije.

1, h=0,
n 2500
o(h) = y(h) _ j=0 YjYj+lhl 0 <
q 2 2 2
¥(0) ‘0
0, lhl > q.

Primjer 5.2.1. (MA(1) proces)
Neka je g = 1. Tada je X, = Z, + 0Z,_,. Autokovarijacijska funkcija je dana sa

(1+6)0%, h=0,
y(h) = {607, Al =1,
0, Il > 1,

a autokorelacijska funkcija sa dana sa

1, h=0,
ph) =L, Jh = 1,
0, A > 1.

Na slici|5.3| prikazani su MA(1) procesi za parametar 6 = 0.8,0.2 i gaussovski bijeli Sum
s varijancom o* = 1. Crvenom bojom je prikazan MA(1) proces X, = Z, + 0.8Z,_,, a
plavom X,, = Z, + 0.27,_;.
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Simulirani MA(1) procesi

0 20 40 60 80 100

Slika 5.3: Simulirani MA(1) procesi za parametar § = 0.8,0.2 1 gaussovski bijeli Sum s
varijancom o~ = 1

Njihove autokorelacijske funkcije mozZemo vidjeti na slici

ACF ACF

0.8

o
(o]

0.6

o
D

0.4
0.2|

o
N

Sample Autocorrelation
o
. S .
Sample Autocorrelation

o
-
[E—
.
e
e
[
e

-0.27

o
no

-0.4

5 10 15 20

o
(6]
—
o
—
ot
N
o
o

Slika 5.4: Autokorelacijske funkcije MA(1) procesa za parametar 8 = 0.8 (lijevo) 16 = 0.2
(desno)

Primjer 5.2.2. (MA(2) proces)
Neka je q = 2. Tada imamo X,, = Z,+6,Z,_+6,7Z,_,. Autokovarijacijsku i autokorelacijsku
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Sfunkciju moZemo izraziti kao

1+6+6)0?, h=0,

0, + 0,0,)02 hl=1
(h) = 6, + 6,6,)0°, |hl =1,

620-2, |h| = 29
0, lh| > 2
i
L h =0,

61+6,0,
]_1_;2_1'_022’ |h| = 13
plh)y=1",""

o n=2,
0, |h| > 2.
Na slicisu prikazani MA(2) procesi X, = Z, + 092, + 0.9Z,_, (crvenom bojom)

iX,=27,+0.0001Z,_, + 0.0001Z,_, (plavom bojom), gdje je {Z,} gaussovski bijeli Ssum s
varijancom o? = 0.2.

Simulirani MA(2) procesi

-3 ! ! ! !
0 20 40 60 80 100

Slika 5.5: Simulirani MA(2) procesi s parametrima (6;,6,) = (0.9,0.9) i (6,,6,) =
(0.0001, 0.0001)

Autokorelacijske funkcije gore prikazanih procesa dane su na slici
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ACF ACF

0.8
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0.6+

o
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Slika 5.6: Autokorelacijske funkcije MA(2) procesa s parametrima (6,,6,) = (0.9,0.9)
(lijevo) 1 (84, 6,) = (0.0001,0.0001) (desno)

AR procesi
Stavimo sada 6(z) = 1 u (5.1). Tada imamo

¢(B)X, = Z,. (5.2)

Za proces koji zadovoljava relaciju kaZzemo da je autoregresivni proces reda p ili,
kraée, AR(p) proces. Zelimo pokazati da je i ovo sluCaj stacionarnog procesa, a to ¢emo
ilustrirati na primjeru AR(1) procesa.
Nekaje ¢(z) = 1 — ¢z, 4.
Xn =Zy + ¢1 X1 (5.3)

Ako iteriramo (3.3)), dobivamo sljedece

X, =Z,+ ¢I(Zn—1 + ¢1Xn—2)
= Zn + ¢IZn—1 + (b%Xn—Z = ...
= Zn + ¢1Zn_1 + ...+ ¢'{Zn_k + ¢]1C+1Xn_k_1

k
j k+1
= > 6120+ X,
Jj=0
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Akoje |¢1| < 1i{X, : n € Z} stacionaran, tada je ||X,,|* = E(Xg) konstanta pa vrijedi

k
% - 2012
j=0

Uocimo da 77, ¢{Zn_ ;j konvergira u srednjem reda 2, tj. da vrijedi sljedece

|> 6z 5> oz,
j=0 j=0

= (koristeéi linearnost i nezavisnost)

= Zgb B(Z2.)

= ({ : n € Z} je gaussovski bijeli Sum)

00
J=
2

2
| = ¥ IX, P > 0 zak > .

5 <00 za|p| < 1.

o
I - ¢

Sada mozemo zakljuciti da je formulom

X, = i $1Z0-
j=0

definiran stacionarni proces koji zadovoljava (5.2). Naime,

(o)

E(X,) =E( > ¢]Z,.))

J=0

= (koristedi linearnost)
= Z ¢ E(Z,-))
=0

({Z, : n € Z} je gaussovski bijeli Sum)
0.

Takoder, vrijedi sljedece

Cov(Xsn» Xp) = EXenX,r)

5.4)
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im E[( 3 6170)( 3 0170
j=0 Jj=0
m—|h|

Tim ()" 616" EIZ, i)
Jj=0

(koristeci da su Z, gaussovski bijeli Sum)
m—=h|

tlim (2 9107"'c")
=0

‘ .
0_2¢|1]| Z ¢]]
=0
1
1-¢?
Dakle, {X,,} dan s (5.4)) je stacionarni proces za || < 1. U slucaju |¢| > 1, {X,} zadan s (5.4)

ne konvergira u L2. Za |¢| = 1 imamo X,, = Zj’;o Z,_;. UoCimo da i u tom sluCaju {X,} nije
stacionaran. Naime,

E(X;) = B( i Z, ,)2

=0

= (koristedi linearnost i nezavisnost)

Realizacija procesa s parametrom ¢; = 091 Z, ~ N(0, 1) je prikazana na slici a
njegova autokorelacijska funkcija na slici
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10 Simulirani AR(1) proces
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Slika 5.7: Simulirani AR(1) proces
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Slika 5.8: Autokorelacijska funkcija AR(1) procesa

Dajemo rezultat koji nam govori u kojem sluc¢aju su ARMA(p, q) procesi stacionarni.
Dokaz se moZe pronaci u knjizi P. J. Brockwella i R. A. Davisa [4]].

Teorem 5.2.3. Ako je ¢(z) # 0 za svaki z € C takav da je |z| = 1, tada jednadzba za ARMA
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proces dana s
¢(B)X, = 0(B)Z,

ima jedinstveno stacionarno rjesenje

X, = i ViZy
jm—oo

gdje su koeficijenti j odredeni relacijom

09" = ) uid =Y,

J:—OO

Na slici [5.9] prikazani su ARMA(2, 1) proces X, — 0.7X,-; — 0.1X,,» = 0.4Z, (plavom
bojom) i ARMA(1,?2) proces X, — 03X,y = Z, + 0.2Z,_; + 0.6Z,_, (crvenom bojom).

Njihove autokorelacijske funkcije mozemo vidjeti na slici

Simulirani ARMA procesi

0 20 40 60 80 100

Slika 5.9: Simulirani ARMA procesi
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Slika 5.10: Autokorelacijska funkcija ARMA(2, 1) procesa (lijevo) i ARMA(1,2) procesa
(desno)

5.3 Spektralna gustoca ARMA(p, q) procesa

Kako bismo ilustrirali spektralnu gusto¢u ARMA(p, q) procesa, potreban nam je sljedeci
rezultat. Navodimo samo iskaz, a dokaz se moze pronaci u knjizi P. J. Brockwellai R. A.
Davisa [4].

Teorem 5.3.1. (Spektralna gustoca ARMA(p, q) procesa)
Neka je X = {X,, : n € Z} ARMA(p, q) proces koji zadovoljava

¢(B)X,, = 0(B)Zy,

gdje je {Z, : n € Z} gaussovski bijeli Sum te ¢(z) = 1 — ¢z — ... — ¢z’ i
0(z) = 1 +6,z2+...+6,z7 nemaju zajednickih nulto¢aka te ¢ nema nultocaka na jedinicnom
krugu. Tada je spektralna gustoé¢a od X dana s

0.2 |9(e—i/l)|2

M= e me

A € [-nm, m]. (5.5)

Primjer 5.3.2. Spektralna gustoca MA(1) procesa
Neka je X, = Z,+0Z,_1, gdje je {Z, : n € Z} gaussovski bijeli Sum. Izracunajmo spektralnu
gustocu danog procesa.

f(A) = (prema (5.5))
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0_2 |9(e—i/l)|2
27| p(e P

= (p(x) = 1)

o2 |1 + 02

27 1
o’ 12
= —|1 +6¢"
2ﬂl e
2

= O-—ll + 60 cos A — ifsin A?
2n

0_2 2
= ﬂ( VA +6cos )2 + (HSin/l)z)

0_2
= —(1 +20cos A + 6%).
2

Kao primjer uzimamo MA(1) proces X, = Z, + 0.9Z,_,, gdje je {Z,} gaussovski bijeli sum
s varijancom o = 6.25. Na sljedeéim slikama prikazani su simulirani proces i autokore-

lacijska funkcija te spektralna funkcija gustoce.

Simulirani MA(1) proces

15

10+

-10

15 ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400

Slika 5.11: Simulirani MA(1) proces zadan s X,, = Z, + 0.9Z,_,

500
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Slika 5.12: Autokorelacijska funkcija procesa X,, = Z, + 0.9Z,_,

Spektralna funkcija gustoce
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Slika 5.13: Spektralna funkcija gustoée ¢ — f(2nc), 0 < ¢ < %, procesa X, = Z, +0.9Z,_,

Primjer 5.3.3. Spektralna gustoca AR(1) procesa
Uzmimo proces X, — $X,—1 = Z,, gdje je {Z,} gaussovski bijeli Sum. Koriste¢i teorem|5.3.1]
spektralnu funkciju gustoc¢e danog procesa dobivamo slicno kao i u prethodnom primjeru.

2 2
O =21 —ge 2= L (1= 26c0s A + 67"
2 2
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Prikazujemo graficki proces X, — 0.7X,-, = Z,, gdje je {Z,} gaussovski bijeli Sum s
varijancom o = 6.25, njegovu autokorelacijsku funkciju i spektralnu funkciju gustoce.

e Simulirani AR(1) proces
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Slika 5.14: Simulirani AR(1) proces zadan s X,, — 0.7X,_; = Z,

ACF

o
(o]
T
I

o
D
T
I

o
N
T
I

Sample Autocorrelation
o
N
T
L

(@]
[
Lo
te

o
N

o
(6]
—_
o
—_
()]

20

Slika 5.15: Autokorelacijska funkcija procesa X,, — 0.7X,_, = Z,
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i Spektralna funkcija gustoce
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Slika 5.16: Spektralna funkcija gustoce ¢ — f(2nc), 0 < ¢ < % procesa X, —0.7X,-1 = Z,
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Sazetak

Gaussovski proces je u potpunosti odreden ocekivanjem i autokovarijacijskom funkcijom.
U ovom radu proucavamo stacionarne gaussovske procese s diskretnim vremenskim pa-
rametrom te njihovu kanonsku i spektralnu reprezentaciju. Takoder, proucavamo karak-
terizaciju Markovljevog svojstva za gaussovske procese pomocu kovarijacijske matrice.
Konacno, u radu se izlaZu i simuliraju primjeri stacionarnih gaussovskih procesa.



Summary

A Gaussian process is completely determined by its mean and autocovariance function.
In this thesis we consider stationary Gaussian processes with discrete parameter and their
canonical and spectral representations. Also, we discuss the Markov property of Gaussian
processes, which can be characterized in terms of the covariance function. Finally, in the
thesis we discuss and simulate examples of stationary Gaussian processes.
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