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Sazetak

U ovom radu pokazali smo da je u sustav ultrahladnih atomskih plinova, ogranice-
nog na dvije dimenzije (u xy ravnini), moguce upisati vektorski potencijal zavojnice
koriste¢i lasersku zraku koja se propagira u z-smjeru. Prvo smo pokazali da sustav
ultrahladnih atomskih plinova cije stanje ovisi o vanjskim parametrima A i koji evo-
luira adijabatski dobiva geometrijsku fazu § A - dX, gdje je A sinteticki vektorski
potencijal istog oblika kao i vektorski potencijal zavojnice A ~ ¢ /r. Pokazali smo da
je A posljedica interakcije svjetlosti i atoma i da trebamo laserske zrake s vrtlozima
koje imaju fazu e da bi dobili .A Zeljenog oblika. Nakon toga pogledali smo kom-
pozitne Cestice u dvodimenzionalnom prostoru koje se sastoje od zavojnice i nabijene
Cestice. Te Cestice zovu se anyoni i imaju necjelobrojnu statistiku, Sto zapravo znaci
da dobivaju fazu koja nije ni 0 (bozoni) ni = (fermioni) kada se jedan anyon zavrti
oko drugog identi¢nog takvog. Pogledali smo dvije takve laserske zavojnice upisane
u Bose-Einsteinov kondenzat koji se nalazi u vanjskom skalarnom potencijalu har-
monickog oscilatora. Na zamjenu pozicija zavojnica dobili smo fazu koja nije ni 0 ni
7, ali vidjeli smo i da ta faza ovisi o udaljenosti medu zavojnicama Sto znaci da to

nije topoloska faza.

Kljucne rije¢i: Geometrijska faza, Berryjeva faza, laserske zrake s vrtlozima, sinteticki

vektorski potencijal, anyoni



Synthetic magnetism for ultracold atomic gases
Abstract

Here we have shown it is possible to imprint a solenoidal vector field to a system of
ultracold atomic gases confined to two dimensions in the xy plane using a laser beam
propagating in the z-direction. First we have shown a system of ultracold atomic ga-
ses, whose state depends on external parameters A and whose evolution is adiabatic,
acquires a geometric phase ¢ A - dA, where A is the synthetic vector potential of the
same form as the solenoidal vector field A ~ ¢/r. We have also shown A is a result
of the light-matter interaction. Optical vortex laser beam, i.e. a laser beam with a
phase ¢, is needed for .A to take the form that of a solenoidal vector field. Then we
have introduced a composite particle in two dimensional space consisting of a flux
tube (a solenoid) and a charged particle. These composite particles are called anyons
and have non-integer statistics. Non-integer statistics here (and elsewhere as per the
author’s knowledge) meaning they acquire a phase that is neither O (like bosons) or
7 (like fermions) when one anyon comes a full circle around another identical one.
We have put 2 such laser flux tubes imprinted in a Bose-Einstein condensate in an
external scalar potential that of a harmonic oscillator and spun them around. Turns
out, the phase we get actually is non-integer, but it shows dependence on the dis-

tance between the flux tubes and is, therefore, not topological.

Keywords: Geometric phase, Berry phase, optical vortex, synthetic vector potential,

anyon
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1 Uvod

Magnetski efekti poput Aharonov-Bohm efekta vrlo su zanimljivi problemi kvantne
fizike [1]. Ti efekti posljedica su sprege elektromagnetskih polja i nabijenih Cestica.
Za Cesticu mase m i naboja ¢ koja se giba brzinom v, interakciju s magnetskim poljem
B opisujemo Lorentzovom silom F' = qv x B ili hamiltonijanom

5 [P—qA®)P

H=———">" 1.1
S (1.1)

gdje je p operator impulsa, a A vektorski potencijal ¢ija rotacija nam daje magnetsko
polje B = V x A. Proucavanje magnetskih efekata obi¢no se svodi na sinteticki
magnetizam [2]. Sinteticka magnetska polja dobivamo tako da ultrahladne atome
obasjavamo laserskom svjetlos¢u. Interakcija svjetlosti i atoma je ta koja nam daje
bazdarno polje, oznac¢imo ga s .A. Atomi su neutralni pa se onda kod sintetickog
magnetizma ne pojavljuje naboj ¢. Bazdarno polje A zvat ¢emo sintetickim vektor-
skim potencijalom i ono igra ulogu vektorskog potencijala pomnoZzenog s nabojem ¢
kod pravog magnetizma. Hamiltonijan poput onog iz jednadzbe (1.1), za sinteticki

magnetizam je
(1.2)

Dakle, zamijenili smo ¢A s .A. Isto vrijedi i za sve ostale jednadzbe gdje se pojav-
ljuju vektorski potencijali. Naravno, po analogiji s pravim magnetizmom, imamo i

sinteticko magnetsko polje B = V x A za koji vrijede ista pravila.

1.1 Beskonacno tanka i beskona¢no dugacka zavojnica

U ovom radu najviSe ¢e nas zanimati beskona¢no dugacka i beskonacno tanka zavoj-
nica. Jedna takva zavojnica magnetskog toka ® postavljena duz z-osi stvara vektorski
potencijal

_®¢

o’

A (1.3)

Ovdje treba odmah primjetiti da je vektorski potencijal u ¢ smjeru. Kroz xy ravninu



Slika 1.1: Zavojnica postavljena duz z-osi stvara magnetsko polje u z smjeru. Magnet-
sko polje izvan zavojnice je 0, a razli¢ito od 0 unutra. Kada je zavojnica beskonac¢no
dugacka i beskonacno tanka, magnetsko polje je delta funkcija; beskonacno tamo
gdje je zavojnica i nula svugdje ostalo.

ukupni tok je ¢ pa je onda magnetsko polje

B = 35—”2, (1.4)
2 r
da bi imali
/B -dS = o. (1.5)

Na slici 1.1 vidimo jednu sli¢nu zavojnicu. Ta zavojnica nije ni beskona¢no dugacka
ni beskonacno tanka jer bi to bilo malo nezgodno za nacrtati, ali korisna je da ilustri-
ramo par stvari, kao, na primjer, Aharonov-Bohm efekt. Magnetsko polje je 0 izvan

zavojnice i razli¢ito od nule unutra.

1.2 Aharonov-Bohm efekt

Zamislimo onda jednu zavojnicu kao na slici 1.1 i nabijene cestice koje se gibaju oko
nje. Ta zavojnica moze, ali i ne mora biti beskonacno tanka. Bitno je jedino da u
takvom sustavu postoji podrucje gdje je magnetsko polje nula i podrucje gdje nije

nula. Radi jednostavnosti, zamislimo da je zavojnica konac¢no tanka. Izvan zavoj-



nice, magnetsko polje je 0, dok unutra nije 0. Mjerenjima na Cesticama koje nikad ne
prodru u podrudje gdje polje nije 0, mozemo detektirati prisutnost magentskog polja.
Taj efekt zovemo Aharonov-Bohm efekt [1].

Za ilustraciju pogledajmo interferometrijski eksperiment kao na slici 1.2. Nabi-

B

Sereen

Emitter

Slika 1.2: Interferometrijski eksperiment za ilustraciju Aharonov-Bohm efekta. Na-
bijene cestice gibaju se oko zavojnice od izvora do zaslona u podrudju gdje nema
magnetskog polja. Unutar zavojnice postoji magneetsko polje i ono uzrokuje pomak
u interferencijskoj slici na zaslonu. Slika preuzeta iz [2].

jene Cestice idu oko zavojnice od izvora do zaslona i stvaraju interferencijsku sliku.
Kada kroz zavojnicu ne tece struja, niSta se posebno ne dogada; imamo samo stan-
dardnu sliku interferencije. Zanimljive se stvari po¢nu dogadati kada pustimo struju
kroz zavojnicu; magnetsko polje unutra vise nije nula, a slika interferencije se po-
makne. Taj pomak odgovara pomaku u fazi izmedu cestica koje idu s jedne strane

zavojnice i Cestica koje idu s druge strane zavojnice. Taj pomak u fazi je [1], [2]

o
Ap = 21— 1.6
P (1.6)
gdje je ® magnetski tok kroz zavojnicu, a &, = h/q kvant magnetskog toka. Aharonov-
Bohm faza je geometrijska faza; ne ovisi o brzini Cestice ni o vremenu koje joj treba
da dode od izvora do zaslona. Ta faza je i topoloska faza; ne ovisi o putu kojem
Cestice idu, barem sve dok putanje na slici 1.2 ostanu svaka sa svoje strane. Ako

zelimo Aharonov-Bohm fazu napisati pomocu lokalnih veli¢ina, onda nam za to treba



vektorski potencijal A,

2 1
Ap = —W//Bz(x,y)dxdy:—]{qA-dr, (1.7)
&, o

gdje je C zatvorena krivulja koja se sastoji od dva puta kojim Cestica moze i¢i.

Sada kada znamo kako izgledaju potencijal i polje i kakve faze trebamo dobivati,
zanima nas mozemo li isti takav vektorski potencijal upisati u sustav ultrahladnih
atomskih plinova, ograni¢enog na gibanje u dvije prostorne dimenzije (u xy ravnini),
koristec¢i lasersku zraku koja se propagira u z-smjeru. Interakcija svjetlosti i atoma
stvarat ¢e neki sintetiCki vektorski potencijal i ovdje ¢emo pokazati kakav to¢no sus-
tav atoma i laser trebamo da bi taj sinteticki vektorski potencijal bio istog oblika kao
i vektorski potencijal zavojnice u jednadzbi (1.3). Da bismo to napravili, prvo ¢emo
u poglavlju 2.1 promotriti kvantni sustav koji ovisi o vanjskim parametrima koji evo-
luiraju adijabatski. Pokazat ¢emo da se u takvim sustavima pojavljuju geometrijske
faze, poput Aharonov-Bohm faze, u kojima se pojavljuje bazdarno polje A koje igra
ulogu vektorskog potencijala pomnozenog s nabojem ¢A. U poglavlju 2.2 promotrit
¢emo atome koji se sporo gibaju u monokromatskom laserskom polju i kod njih pri-
mijeniti ideju geometrijske faze. U poglavlju 2.3 pogledat ¢emo atome s dva nivoa
(ili s tri nivoa koji se mogu efektivno svesti na dva nivoa) i odrediti kako .4 ovisi
o laserskom detuningu A i Rabijevoj frekvenciji x. U poglavlju 3 rijeSit ¢emo valnu
jednadzbu i proucit ¢emo opticke vrtloge jer ¢e nam oni trebati da odredimo kakva
to laserska zraka treba biti da bismo dobili Zeljeni .A. U poglavlju 4.1 odredit ¢emo
onda kakve parametre laser treba imati da bi dobili polje Zeljenog oblika, a u po-
glavlju 4.2 konacno i izvodimo sinteticki vektorski potencijal zavojnice. U poglavlju
5 predstavit ¢emo anyone i u poglavljima 5.1 i 5.2 pogledat ¢emo kakve veze nase

zavojnice imaju s anyonima.



2 Geometrijske faze

Pogledajmo sustav ¢ije stanje ovisi o nekim vanjskim parametrima. Neka ti paremetri,
oznacimo ih s vektorom A, evoluiraju po zatvorenoj krivulji i neka je ta evolucija

adijabatska, tj. A evoluiraju sporo od vremena 0 do vremena 7" iistisuu0i7"
A(0) = A(t) = AX(T) = X(0). (2.1)

Prirodno je onda pretpostaviti i da e stanje sustava u vremenu 7" biti isto kao i stanje
sustava u vremenu 0, ali to ne mora nuzno biti tako.

Primjer jednog takvog sustava je Foucaultovo njihalo. Vanjski parametar u tom
slu¢aju je ovjesiste njihala. Kada se Zemlja okrene oko svoje osi, ovjesiSte se opet
nade na istom mjestu, ali ravnina njihanja njihala zakrene se za neki kut koji ovisi o
geografskoj Sirini na kojoj se njihalo nalazi. Dakle, vanjski parametar, ovjesiste, je na
istom mjestu i na pocetku i na kraju, ali stanje sustava nije isto; ravnina se zakrenula.
Kazemo da je Foucaultovo njihalo dobilo geometrijsku fazu.

Ideja je sada dobiti slicnu takvu geometrijsku fazu u kvantnom sustavu.

2.1 Berryjeva faza

U radu [2], J. Dalibard dao je pregled kako se dolazi do Berryjeve faze [3] u kvant-
nom sustavu koji evoluira adijabatski, tj. sporo, a mi ¢emo ovdje ponoviti to isto jer
¢emo onda nauciti otkud ta faza dolazi i kako se racuna.

Zamislimo kvantni sustav ¢iji hamiltonijan ovisi o nekom parametru A. Oznacimo

s |¢n (X)) svojstvena stanja hamiltonijana i s £, (\) pripadne energije:

HX) [¥n(N) = Ba(X) [$(X)) - (2.2)

Pretpostavimo da je {|¢,(A))} ortogonalna baza Hilbertovog prostora za svaki A i

pogledajmo evoluciju vektora stanja

() =D eal®) [alAD)) (2.3)

n



kada A sporo evoluira u vremenu. Pretpostavimo da je sustav pocetno pripremljen u

stanju [1);

a(0) =1, ¢,(0) =0, Vn#1, (2.4)

i evolucija adijabatska. Evoluciju koeficijenta ¢; dobivamo iz Schrodingerove jed-

nadzbe:
ihé; = [Ei(t) — ihX - (&i Vn)e
= [E, — X A(N)]a. (2.5)
Clan
Ai(X) = ih (Y Vi) (2.6)

zovemo Berryjevom vezom i ona Ce igrati ulogu vektorskog potencijala i zato ¢emo
A zvati jos i sintetickim vektorskim potencijalom. Preciznije, u elektromagnetizmu,
na mjestu .A stajao bi vektorski potencijal pomnozen s nabojem, tj. ¢A pa .A igra
ulogu ¢A. Bududi da se nas .4 ne mnozi s nabojem u jednadzbama, mozemo raditi i
s neutralnim Cesticama.

Pogledajmo sada kako to to¢no dobijemo geometrijsku fazu. Pretpostavimo da
parametar A evoluira po zatvorenoj krivulji C u parametarskom prostoru tako da

A(T)=X(0). Integriranjem jednadzbe (2.5) dobivamo
o(T) = 2™ M ® ()¢ (0), (2.7)

gdje smo uveli dinamicku fazu

T
W (T) = _%/ Ey(t)dt (2.8)
0
i geometrijsku fazu
1 [T 1
peom ﬁ/ - AI(A) dt = ﬁ fAKA) -d\. (29)
0



Dinamicka faza je ista ona faza koja se pojavljuje u vremenski neovisnom problemu.
Geometrijska faza, koju joS zovemo Berryjevom fazom, ovisi samo o putanji parametra
A. Clanovi exp (i®%"™) i exp(i®9°°™) bazdarno su invarijantni; ne mijenjaju se ako
svojstvena stanja |¢,(A)) pomnozimo s proizvoljnim faznim faktorom [2].

Ako se ograni¢imo na slucaj kada parametar X evoluira u dvodimenzionalnom (ili
trodimenzionalnom prostoru), onda moZemo uvesti Berryjevu zakrivljenost koja igra

ulogu magnetskog polja:
B =V x A, (2.10)

Berryjeva zakrivljenost je realno, bazdarno invarijantno, vektorsko polje. Geometrij-

sku fazu tada mozemo napisati kao

1
I (T) = ﬁ//SBl-dQS, (2.11)

gdje je S povrsina definirana krivuljom C.

2.2 Adijabatska evolucija obucenih stanja

Ideju geometrijske faze mozemo primjeniti kod ultrahladnih atoma (7" < pK). Ul-
trahladni zapravo znaci jako spori [4], Sto pak znaci da im se centar mase sporo giba.
Dakle, polozaj centra mase r je vanjski parametar koji evoluira adijabatski.

Postoje dva stupnja slobode. Jedan je gibanje centra mase atoma koje opisujemo
operatorima polozaja 7 i impulsa p = —ihV,, a drugi je unutarnja dinamika atoma;
prijelazi izmedu elektronskih stanja inducirani laserom. Cijeli sustav opisujemo ha-
miltonijanom H,,, a taj drugi, unutarnji, stupanj slobode opisujemo vremenski neo-

visnim hamiltonijanom H,,,(r):

~2

a,, = ;’—M 4 (7). (2.12)

Obucena stanja |y, (r)) definiramo kao svojstvena stanja unutarnjeg hamiltonijana:

A

Hint (1) [¢n (1)) = En(r) [¢n(r)) - (2.13)



U svakoj tocki 7, skup {|,(r))} ¢ini bazu Hilbertovog prostora koji odgovara unu-

tarnjim stupnjevima slobode pa ukupno stanje sustava razvijemo u toj bazi:
Z O (7, 1) [0 (7)) . (2.14)

Ako je sustav pocetno pripremljen u stanju |1;), kao u jednadzbi (2.4), onda uvrstavajudi

jednadzbu (2.14) u Schrodingerovu jedndazbu,

ov

Zﬁa [:[tot\Ij(r t)
h2
_ [_ L e )] W 1), (2.15)

dobivamo jednadzbu za amplitudu vjerojatnosti v;:

o IM

o _ {@ — Ar))?
ot

+E(r) 4 Vi) i), (2.16)
gdje je
Ai(r) = ih (| V) (2.17)

Berryjeva veza koja igra ulogu vektorskog potencijala; V je gradijent u realnom ko-

ordinatnom prostoru, £;(r) energija obucenog stanja, a

h? )
Vi(r) = 537 ; 2SI (2.18)
dodatni skalarni potencijal. Nas zanima A, i izraCunat ¢emo ga za slucaj sustava s

dva nivoa.

2.3 Sustav s dva nivoa

Pogledajmo sustav s dva nivoa kao na slici 2.1a. Kada je vrijeme zivota pobudenog
stanja puno duZe od vremenskih skala na kojima se provodi eksperiment (npr. ako ko-
ristimo atome magnezija, stroncija ili iterbija), mozemo zanemariti procese vezane uz
spontanu emisiju fotona. Tada interakcija atoma i lasera ovisi samo o Rabijevoj frek-

venciji i razlici frekvenija lasera i atomskog prijelaza koju zovemo detuning A. Isti



(a)
! hA,

RA

le)
Lff ster Laser
} . hA
|9 |
|.f;1 }‘

Slika 2.1: (a) Atom s dva nivoa. (b) Ramanov prijelaz izmedu dva podnivoa osnov-
nog stanja atoma. Slika preuzeta iz [2].

formalizam moZemo primijeniti i za sustav kao na slici 2.1b s Ramanovim prijelazom
izmedu dva podnivoa osnovnog stanja atoma. Takav sustav imamo kod alkalijskih
metala i kod erbija i disprozija. Ako je detuning A. dovoljno velik, pobudeno stanje
|e) moZemo eliminirati iz jednadZzbi i problem se svodi na sustav s dva nivoa u bazi

{lg1),|g2)} s Ramanovim detuningom A i Rabijevom frekvencijom

Kok}
= 2.1
"7 oA, (219

gdje su «; jednofotonske Rabijeve frekvencije [5] za prijelaze g; <> e. Jednofotonska

Rabijeva frekvencija za prijelaz i «+ j dana je jednadzbom

(2.20)

gdje je d, ; prijelazni dipolni moment, a E elektri¢no polje koje stvara laserska zraka.
Primjetimo da ¢e onda dvoatomska Rabijeva frekvencija u jednadzbi (2.19) biti pro-
porcionalna umnosku E, - E} s naglaskom na zvijezdicu kod E,; to ¢e nam biti vazno
kasnije.

I u slu¢aju atoma s dva nivoa i atoma s tri nivoa koji se svodi na ovaj s dva nivoa,

unutarnji hamiltonijan H;,, moZemo napisati kao 2 x 2 matricu u bazi {|g), |e)} ili



bazi {|g1) , |92)}:

R h{A &k
int = 5 (2.21)
2\k -A
Definiramo poopc¢enu Rabijevu frekvenciju €2, kut mijesanja 0 i fazni kut ¢:
2 2\1/2 A i

Q= (A4 ||7)77, 0089:5, Kk = |k|e. (2.22)
Unutarnji hamiltonijan tada postaje

R hQ cosf e ®ginf hQ)

e?sin —cosf

gdje je n jedinicni vektor odreden sferi¢nim kutevima 6 i ¢, a ¢; su Paulijeve matrice.

Svojstvene vrijednosti ove matrice su +/£)/2, a pripadna svojstvena stanja su

cos(0/2) —e"sin(0/2)
ey =1 , Y-) = : (2.24)
e’ sin(6/2) cos(6/2)
Sada mozemo izracunati Berryjevu vezu (u ulozi vektorskog potencijala) koristeci

jednadzbu (2.17), a onda i Berryjevu zakrivljenost (u ulozi magnetskog polja) ko-

riste¢i jednadzbu (2.10):

AL = :I:g(cosé — 1)V, (2.25)

B.= igV(COS 0) x V. (2.26)

Predznake + biramo ovisno o tome u kojem smo svojstvenom stanju pripremili sus-
tav pa bez gubitka opcenitosti mozemo izabrati + i viSe ne moramo pisati + u jed-
nadzbama.

Do ovdje razvijen matematicki formalizam je manje-vise ponovljen racun iz [2].
Dva su razloga za to; prvi je da provjerimo sam racun, a drugi je da nau¢imo odakle
dolazi sinteticki vektorski potencijal. Ovaj dio s provjerom racuna zapravo je jako
bitan; u izvodu Berryjeve veze u (2.25) iz svojstvenih stanja u (2.24) koja su pak

dosla iz (2.23), implicitno se pretpostavlja da Rabijeva frekvencija ne ovisi o radijal-
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noj koordinati pa ¢emo u jednom trenutku morati pretpostaviti da je laserska zraka
jako siroka da bi promjene na prostornoj skali u radijalnom smjeru na kojoj se sve
dogada bile zanemarive.

Sinteticki vektorski potencijal posljedica je interakcije atoma i laserske svjetlosti.
Sada, u principu, moZemo traziti kakvi A i ¢ moraju biti da bi dobili .A koji je ~ @ /7.
Medutim, da odredimo kakav laser treba biti, trebamo nauciti sto su to opticki vrtlozi

pa ¢emo prvo to napraviti u idu¢em poglavlju.
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3 Laserske zrake s vrtlozima

Laserske zrake s vrtlozima detaljno su obradene u [7]. Pro¢i ¢emo ovdje kroz izvod

jedne takve. Promotrimo valnu jednadzbu

102
(V2 — g@)u(r, z,t) =0, (3.1)

gdje je sada r = (z,y) = (rcos¢, rsin ) vektor polozaja u cilindri¢cnom koordinat-

nom sustavu. Separacijom varijabli,
u(r, z,t) = R(r, 2)e ™" (3.2)
i uvrStavanjem u jd. (32) dobivamo jednadZzbu za R(r, 2):
(V2> = k*))R(r,2) =0, (3.3)
gdje je k = w/c valni broj. Daljnjom separacijom,
R(r,z) = U(r, 2)e™*, (3.4)

i paraksijalnom aproksimacijom 9°U/92* < kdU/dz dobivamo paraksijalnu valnu

jednadzbu

0*  0? 0
— 4+ — + 2ik— =0. .S
(ax2 + 05 +2i &)U(T’Z) 0 (3.5)

U(r, z) moZemo dalje separirati:

U(r,z) = Z(z)F(u,v)GB(r, q), (3.6)

gdje su p = (u,v) = (z,y)/x(z) skalirane koordinate s faktorom skaliranja x(z) koji

tek treba odrediti, a GB(r, ¢) je gausijan

% ikr? )
GB(r,q) = ex : (3.7)
(r,q) pr p<2q<z)

s kompleksnim parametrom ¢ = z + qo. Struk zrake definiramo kao Sirinu zrake

tamo gdje joj je intenzitet najjaci, u z = 0; wy = w(0), kao na slici 3.1. Parametar
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Slika 3.1: Laserska zraka i njezin struk wy.

q(z = 0) = qq i struk wy povezani su; qo = 7w /\; A je valna duljina laserske zrake.
Uvrstavajudi jednadzbu (3.6) u jednadzbu (3.5) dobivamo jednadzbe za F'(u,v), x(z)
iZ(z):

V2 —ip-V —~—i]F =0, (3.8)
0 (x? 1

o () = e 52
oz iy —1

gdje je V = (8/0u,d/dv), a v je separacijska konstanta. RjeSavanjem (3.9) dobivamo

parametar skaliranja:

1 1 1
—k(2-2), 3.11
X?(2) (d Q) G101

gdje je ¢ = z + qo, a ¢o je integracijska konstanta. Iz jednadzbe (3.10) dobivamo

~ iy/2—1/2
Z(z) = (ﬁ) : (3.12)
440

Z(0) = 1. F(p) = F(u,v) napiSemo u obliku:

F(p) = G(p)e™e/*/ p, (3.13)
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gdje su p = r/x(z) , a m cijeli broj i uvrstimo u jednadzbu (3.8) da bismo, uz pro-

mjenu varijable g = ip*/2, dobili:

0% 1 iy/2  1/4—(m/2)?
— == G(p) = 0. 3.14
(0@2 1T o > (@) 514
Jednadzba (3.14) je kanonska forma Whittakerove diferencijalne jednadzbe [6] ¢ija
su rjeSenja dana Whittakerovim funkcijama M;, /2 ,/2(0). Kada skupimo sve clanove

zajedno, rjeSenje paraksijalne valne jednadzbe je

~ /2 s . 2N\ —1/2
M ~ 490 w
U(r,z) =CiB'(r;q,q) = (—~> (—)
(r.2) v ( ) qqo 2x?
ir?

X Mi'y/Z,m/2 (2_X2> e

x [GB(r, q)GB(r,q)]"/%. (3.15)

Whittakerove funkcije M,/ ,(0) povezane su s konfluentnom hipergeometrijskom

funkcijom ; F (a, b; ) [6] pa jednadzbu (3.15) moZemo napisati u obliku

~ y/2—=1/2 , . 9\ m/2
ym - 490 ir
CiB)'(r;q,q) = <—) (—2)
q9o 2x

14+m —iy ir?
X1 Fi| —— 1, —
1 1( 9 7m+ 72X2>

xGB(r, q)e™?. (3.16)

CiB ovdje stoji za circular beams, u slobodnom prijevodu; zrake s vrtlozima. Specija-
lan slucaj kada su konstante v = —i(p +m + 1) i §o = 0 zovemo hipergeometrijski ga-
usovski modovi, skraceno, HyGG modovi, koji su detaljnije obradeni u [8]. Rjesenje u
obliku jednadzbe (3.16) vrlo je nezgodno zbog konfluentne hipergeometrijske funk-
cije koja se u njoj pojavljuje. Kao i uvijek, spasavaju nas svojstva specijalnih funkcija,

kao npr. ovaj limes iz [6]:

1Fi(a,b;z) ~ 27 zax — oo. (3.17)
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aibsu—p/2im+1,az = ir’l/2x% Da bismo primijenili taj limes u jednadzbi

(3.16), dovoljno je pogledati ¢lan 1/x? koji je za HyGG (g, = 0) jednak

1
S qo

1/x* — oo kada z — 0 ili kada z — qq, ali zanimljiv nam je samo prvi slu¢aj jer to¢no
znamo gdje je to; u struku zrake (a i ¢y je puno manji od e laserske zrake pa mozemo

uzeti g ~ 0 i opet se svodimo na prvi slu¢aj). Tada se, za = — 0, HyGG svodi na

HyGG,"(p, p) = CiB”, (1 1+1)(T5 90, 0)

= Cpmr‘mee_erim‘o, (3.19)

gdje je C,,,, konstanta koja se moze odrediti normiranjem, ali to nam ovdje nije po-
trebno; bitno je jedino da je konstanta, p = r/wy, a modove p = —|m| moZemo
generirati tako da fazu ¥ dodamo na TEM, mod lasera. Takva laserska polja pos-
toje i zovu se opticki vrtlozi, a dobivaju se, na primjer, propustanjem laserske zrake
kroz masku koja je kompjuterski generirani hologram (CGH) kao u [8]. Elektri¢no
polje takvog lasera koji se propagira u z-smjeru je; ne smijemo zaboraviti dio koji se

tiCe propagacije same zrake;

E = Eye ""/wogime gikz—iwtg, (3.20)
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4 Sinteticki vektorski potencijal za ultrahladne atome

Sada mozemo odrediti kakav to laser treba biti, tj. kakav detuning A i Rabijeva
frekvencija x moraju biti, tj. kakvi cos@ i ¢ moraju biti da bi na$ sinteticki vektorski

potencijal .4 bio istog oblika kao i vektorski potencijal zavojnice A ~ @/r.

4.1 Rabijeva frekvencija i detuning

Prilicno je jednostavno pogoditi rjeSenje. Ako je cos f konstantan, a ¢ proporcionalna
cilindri¢noj koordinati ¢, onda jednadzba (2.25) odmah daje A ~ @/r i B = 0,
za r # 0; tocno kako i treba biti za beskona¢nu zavojnicu. Bududi da je Rabijeva
frekvencija ~ K.k} ~ €*¢, a Kk, ~ E, elektri¢no polje E mora biti oblika ™%, gdje
je m cijeli broj.

Clan oblika ¢"™# imamo u jednadzbi (3.20) pa mozemo koristiti laser s elektri¢nim

poljem
E = Eoe—TQ/w%eimgoeikz—iwtaA:’ (41)

tj. laser koji stvara opti¢ke vrtloge. Magnetsko polje je, naravno, B = (1/c¢)k x E,
polarizacija je linearna, laserska zraka je u struku Siroka w.

Ovdje je vazno naglasiti da elektricno polje ima ovaj oblik samo u struku zrake
(u z = 0, tj. u xy ravnini); tamo kamo zraku fokusiramo, tj. tamo gdje je njezin
intenzitet najjac¢i. Dakle, nase ultrahladne atome moramo staviti u struk zrake u xy
ravninu da bi cijela stvar funkcionirala.

Svaka realna laserska zraka ima neku raspodjelu intenziteta u radijalnom smjeru
pa ¢lan e "*/“6 ne moZemo izbje¢i. Medutim, taj nam ¢lan nece stvarati probleme
ako je laserska zraka dovoljno $iroka, tj. w, dovoljno velika. Takoder, ¢lan >t
ne mozemo izbjedi jer se laserska zraka mora nekako propagirati. £z dio nije proble-
matican jer ¢emo ga se modi rijeSiti bazdarnom transformacijom, a iwt dio nestane

prilikom kompleksne konjugacije.

4.2 SintetiCki vektorski potencijal

Sustav s kojim radimo je onaj na slici 2.1b. Imamo dva lasera, w, i w,. Oba imaju

polja istog oblika, ali se propagiraju u suprotnim smjerovima. Laserska zraka prvog
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lasera propagira se u +z smjeru i njezino elektri¢no polje ima oblik
E, = Eoe—r2/w§6imgoeikz—iwti’ (4.2)

a laserska zraka drugog lasera propagira se u —z smjeru i njezino elektricno polje

ima oblik
E, = Ege "'/viemimee-ikesivty, (4.3)
Rabijeva frekvencija je, koriste¢i jednadzbu (2.19),

2imp+-2ikz

K = K€ e’w/w(%, (4.4)
tj. faza je

¢ = 2kz + 2mep, (4.5)

a gradijent koji se pojavljuje u .A u jednadzbi (2.25) je

V6 = 2kz +2m2. (4.6)
T
Kut mijesanja cos 6 je, koriste¢i jednadzbu (2.22),
cosf = A 4.7)

(A2 + H3€—4r2/w8)1/2’

i konstantan je za konstantni detuning A i veliku Sirinu struka wy. Sinteticki vektorski
potencijal tada je
h A 7

@ R
/ —_ — _— —_—
A = 3| ey~ L @m + 2k2), (4.8)

gdje smo kod A’ stavili crticu da bi nam idu¢a jednadzba ljepse izgledala jer ¢emo

bazdarnom transformacijom A = A’ — 2k2 eliminirati konstantni ¢lan 2k2 koji nam

prilikom integriranja po zatvorenoj petlji u jednadzbi (2.9) ionako daje 0. Dobivamo:
h A 7

A=3 (82 4 e adye Py (49
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Ako definiramo sinteticki magnetski tok ¥ kao

A
%= 27rhm<(A2 T 1), (4.10)

koji je priblizno konstantan za dovoljno Sirok struk;

A
=2 ——— — 1 A1
Trhm((AQ—i—/ﬁg)l/Q )7 (4 )
sinteticki vektorski potencijal zavojnice za ultrahladne atome tada je
S 0
A=—=2 (4.12)
2mr

a sinteticko magnetsko polje je B = (3/27)[6(r)/r]z u potpunoj analogiji s vektor-
skim poljem beskonacne zavojnice A = (®/27)(¢/r) i magnetskim poljem B =
(®/2m)[6(r) /7] 2.

Jednadzba (4.12) najvazniji je rezultat u ovom radu.
Dimenzija sintetickog magnetskog toka ¥ je Js, a obitnog magnetskog toka ¢ je
JsC~1, gdje je C jedinica naboja Coulomb, tj. primjetimo da smo naboj u sinteti¢kom

slu¢aju izgubili kao Sto smo i spomenuli ve¢ par puta u tekstu.
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S5 Anyoni

Kada imamo dvije identi¢ne Cestice i zamjenimo im mjesta, njihova dvocesti¢na valna
funkcija ostane ista do na predznak. Ako valna funkcija dobije predznak minus, te
Cestice zovemo fermioni, a ako ostane predznak plus, zovemo ih bozoni. Medutim,
to vrijedi samo u tri dimenzije. U dvije dimenzije prica je drugacija.

Poc¢nimo s tri dimenzije; s dvije identi¢ne Cestice kojima ¢emo zamijeniti mjesta.
Neka je pocetna dvocesti¢na valna funkcija ¢/(r, 7). Bududi da su Cestice identi¢ne,
nakon §to im zamijenimo mjesta, sve vjerojatnosti moraju ostati iste, tj. mora vrijediti
lh(ry,7o)[> = |[¥(rs,71)|* [10]. To znadi da se valne funkcije prije i poslije zamjene

mogu razlikovati samo do na fazu:

¢("°177'2) - €i7l'¢w(,’,17,r.2>‘ (51)

Ako ih onda opet zamijenimo, dobivamo jos jedan isti takav fazni faktor pa je kona¢na
valna funkcija e*™1)(ry, ;). Ali to znadi da smo se vratili u isto stanje s pocetka i

onda nam pocetna i krajnja valna funkcija moraju biti iste:
Y(r1, 7o) = 2™ (ry, 19), (5.2)
$to nam onda daje uvjet
e?ime — 1. (5.3)

Ako je ¢ = 0, tj. faza je 0, imamo bozone, a ako je ¢ = 1, tj. faza je = (kod jedne
zamjene), imamo fermione.

Sto se mijenja kada smo u dvije dimenzije? Pa, razlika je u topologiji. Prvo, pri-
mjetimo da ako zamijenimo dvije Cestice jednom i onda jo$ jednom kao gore, zapravo
smo samo jednu cCesticu zavrtjeli oko druge. Pogledajmo sada sliku 5.1. Vidimo da u
tri dimenzije putanju kojom jedna Cestica kruzi oko druge mozemo kontinuirano de-
formirati u jednu tocku pa nam vrijedi tvrdnja da su pocetna i kona¢na valna funkcija
iste, tj. da je faza koju valna funkcija dobiva jednaka e?"™¢ = 1.

U dvije dimenzije, pak, putanju ne mozemo kontinuirano deformirati u to¢ku bez

da pokupimo drugu cesticu. To znaci da valne funkcije prije i poslije rotacije ne
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Slika 5.1: Prikaz dviju Cestica u tro- i dvodimenzionalnom prostoru. Put kojim jednu
Cesticu vrtimo oko druge u tri dimenzije mozemo kontinuirano deformirati u tocku,
dok u dvije dimenzije to ne mozemo bez da pkupimo drugu cesticu. Slika preuzeta
iz [10].

moraju biti iste, tj. da ne vrijedi nuZno da je ¢*™® = 1 i onda ¢ moZe biti bilo $to
izmedu 0 i 1. Takve Cestice zovemo anyoni.

Kompozitna Cestica koja se sastoji od beskonacno dugacke i beskonac¢no tanke
zavojnice magnetskog toka ® i Cestice naboja ¢ zove se Wilczekov anyon [11]. Takve
Cestice nisu nekakva posebna vrsta anyona, nego je fizika sustava takvih zamisljenih
kompozitnih Cestica (zbog Aharonov-Bohm faze nabijene Cestice u vektorskom po-
tencijalu zavojnica) ista kao i fizika sustava anyona [11].

U idu¢em potpoglavlju pogledat ¢emo beskonacne laserske zavojnice, koje stva-
raju sinteticki vektorski potencijal, provucene kroz Bose-Einsteinov kondenzat (ultra-
hladni atomi) u skalarnom potencijalu harmonickog oscilatora. Pogledat ¢emo pro-
blem s jednom i s dvije zavojnice. Problem s jednom zavojnicom je pitanje pronalaska
rjeSenja za valnu funkciju (analitickog i numerickog), a problem s dvije zavojnice po-

kazuje kako do¢i do Berryjeve faze u takvom sustavu.

5.1 Bose-Einsteinov kondenzat u harmonickom oscilatoru i laser-

ska zavojnica

Pogledajmo skalarnu (spin 0) Cesticu naboja ¢ i mase M u vektorskom potencijalu
jedne zavojnice i skalarnom potencijalu harmonickog oscialtora. Ovaj naboj ¢ je

efektivni naboj koji dolazi od sintetickog magnetizma koji za atome stvara laserska
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zavojnica. Dakle, imamo jednu zavojnicu koja stvara vektorski potencijal

oo
A=_7%
2 r
i dodatni vanjski skalarni potencijal
V= 1M w?r?

Kao i uvijek, rjeSavamo problem

H(r) = Eb(r).
Hamiltonijan je

(p—qA)2 1 2.2
-+ -M
oM +2 wr

H =

ili, napisan u polarnim koordinatama;

H

h?( #? 19 18  _qAd ¢ .

= — e 4 2= 4 = AP
Wi + 21 + +

0 M2w2 N
orz2  ror 1202 hrdp h? h2 ’

Valna funkcija koja rjesava ovu jednadzbu je

gdje je m € Z. Ovdje je korisno prije¢i na bezdimenzionalne varijable.

novu bezdimenzionalnu radijalnu koodrinatu p = xr, gdje je

Mw
h )

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

Uvodimo

(5.10)

bezdimenzionalni tok o = ¢q®/(27h) i enegiju ¢ = 2FE/(hw). | = k! je oscilatorska

duljina, tj. p mjerimo u jedinicama duljine harmonickog oscilatora. Uvrstavajuci

(5.9) u (5.8), dobivamo jednadzbu za R(p)

1 _ 2
}W+—R+(e—@¥§L—f)R=Q
p p
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Cije je rjesenje

l+|m—a] ¢

— im—q] -1
R(p) = p"™ e 2U( 5 :

1+ |m—a|,p2>, (5.12)

gdje je U(a, b, z) konfluentna hipergeometrijska funkcija druge vrste [6]. Konfluentna
hipergeometrijska funkcija druge vrste postaje generalizirani Laguerrov polinom ako

joj je prvi parametar a = —n, negativan cijeli broj:
U(=ny, b, 2) = (=1)"n, LV (). (5.13)

To nam onda daje dozvoljene energije

e=2+4+2m—a|+4n, (5.14)
i radijalni dio valne funkcije
R(p) = 20! pmelL, (p)e2’ (5.15)
Cn.+|m—al+1) "

koji se za osnovno stanje (n,, = 0, m = 0) svodi na

R(p) = Lpae—%ﬂ? (5.16)

I'a+1)
Ukupna valna funkcija je ¢(r) = (27)~'/2R(p)e"™¢. Dobiveno rjeSenje moZe se uspo-
rediti i s rezultatima dobivenim numerickim rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe,
Sto ¢emo i prikazati za sluc¢aj o = 0.4. Na slici 5.2 vidimo dvodimenzionalni prikaz
kvadrata apsolutne vrijednosti valne funkcije osnovnog stanja nabijene Cestice u po-

tencijalu jedne zavojnice i potencijalu harmonickog oscilatora, a na slici 5.3 presjek

po dijagonali da bi bolje vidjeli usporedbu analitike i numerike.
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Slika 5.2: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije osnovnog stanja nabi-
jene Cestice u vektorskom potencijalu jedne zavojnice i skalarnom potencijalu har-
monickog oscilatora. Lijevo je numericko rjeSenje, a desno je analiticko. x i y mje-
rimo u jedinicama oscilatorske duljine [ = \/h/(Mw).

5.2 Slucéaj dvije zavojnice

Sada mozemo pogledati Sto se dogada kada imamo dvije zavojnice; jednu u centru i
drugu koja se oko nje vrti na udaljenosti ;. Nezgodno je Sto za taj slucaj nemamo
analiticko rjeSenje, ali mozemo pogledati numericko; znamo da nam numerika dobro
radi iz prethodnog slucaja s jednom zavojnicom. Na slici 5.4 vidimo valne funkcije za
3 razlicita polozaja druge zavojnice. Za takav sustav, kada se jedna zavojnica zavrti
oko druge, valna funkcija nabijene Cestice koja se nalazi u prostoru oko zavojnica
dobiva Berryjevu fazu. Berryjeva faza dobije se integriranjem Berryjeve veze, a onda
se za numericki slucaj moze, iz izraza koji sadrzi gradijente, prijei na izraz koji je (u
granici malih pomaka) produkt puno skalarnih produkata valnih funkcija za susjedne

polozaje zavojnice [12]:

® = —arg((1[tha) (Va|ts) ... (Un—1][n) (Un 1)), (5.17)

gdje su ¢;, i = 1,..., N, valne funkcije za i-ti polozaj zavojnice. Konkretno, neka se
druga zavojnica vrti oko prve na udaljenosti 7, u N = 36 koraka od po 10°; dakle,
zavrtimo ju za puni krug. Na slici 5.5 vidimo Berryjevu fazu u ovisnosti o udaljenosti

druge zavojnice od prve. Dobivena Berryjeva faza nije ni 0 ni 7, ali ovisi o udaljenosti
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Slika 5.3: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije osnovnog stanja nabi-
jene Cestice u vektorskom potencijalu jedne zavojnice i skalarnom potencijalu har-
monickog oscilatora; presjek po dijagonali. p mjerimo u jedinicama oscilatorske du-

ljiine | = /h/(Mw).

4

3

-3

-4

Slika 5.4: Valna funkcija osnovnog stanja nabijene Cestice u vektorskom potencijalu
dviju zavojnica i skalarnom potencijalu harmonickog oscilatora. Jedna zavojnica je
u ishodistu koordinatnog sustava, a druga na udaljenosti 2 = 0.5 od prve. ry, x i
y mjerimo u jedinicama oscilatorske duljine [ = /A/(Mw). Na lijevoj slici, druga
zavojnica je na pozitivnoj strani osi X, na srednjoj slici druga zavojnica je pod kutem
od 45° stupnjeva u odnosu na os x, a na desnoj slici je na pozitivnoj strani osi y.

medu zavojnicama pa ta faza nije topoloska. U ovom trenutku, ne moZemo tvrditi
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Slika 5.5: Berryjeva faza ¢ za sustav s dvije zavojnice. Jedna zavojnica kruzi oko
druge na udaljenosti ;, u jedinicama oscilatorske duljine | = \/h/(Mw).

da valna funkcija osnovnog stanja pokazuje anyonsko ponasanje na zamjenu dvije
zavojnice jer ne znamo Sto se to tu tocno zapravo dogada jer nemamo analitiku.
Idudi korak bio bi sve ovo ponoviti kada nema potencijala harmonickog oscilatora,

ali tamo nemamo nikakvu analitiku pa ¢emo ovdje stati.

25



6 Zakljucak

Beskonac¢no dugacka i beskona¢no tanka zavojnica stvara vektorski potencijal A =
(®/27)(p/r). Mi smo predlozili kvantni sustav; ultrahladne atome, koji u interakeiji
s laserskom svjetlosc¢u stvaraju polje istog oblika.

Prvo smo promotrili sustav koji ovisi o nekom vanjskom parametru A koji se sporo
mijenja (adijabatski). Uveli smo Berryjevu vezu A, = if (| V1)) koja igra ulogu vek-
torskog potencijala i nasli smo geometrijsku fazu koju dobiva valna funkcija nakon
jedne takve adijabatske promjene; ®9«°" = (1/h) ¢ A; - dX. To smo primjenili na
sustav s dva nivoa (formalno dva, sustav zapravo ima 3 nivoa ali se matematicki for-
malizam svodi na dva nivoa) i pokazali smo da je Berryjeva veza (sinteticki vektorski
potencijal) u tom slucaju jednaka A = (h/2)(cosd — 1)V ¢, gdje su cosf i ¢ povezane
s laserskim detuningom i Rabijevom frekvencijom.

Nakon toga, pokazali smo da jedno od rjeSenja paraksijalne valne jednadzbe ima
oblik ~ exp(—7r?/wq + imp — ikz — iwt) u struku laserske zrake. Rabijeva frekvencija
tada ima fazu ¢ ~ 2me, a cosf je konstantan ako je struk zrake dovoljno Sirok. To
nam odmah daje sinteticki vektorski potencijal A = (X/27)(¢/r), gdje je ¥ sinteticki
magnetski tok. Sinteticki vektorski potencijal je istog oblika kao vektorski potencijal
beskonacne zavojnice A = (®/27)(p/r).

Ukratko smo opisali i $to su to anyoni; kompozitne Cestice u dvije dimenzije koje
se sastoje od zavojnice i nabijene Cestice i imaju necjelobrojnu statistiku. Necjelo-
brojna statistika je samo nacin na koji se pametnije kaze da kada jednu takvu cesticu
zavrtimo oko druge, njihova ukupna valna funkcija dobije fazu koja nije ni O ni =,
tj. da nije ni bozon ni fermion. Pogledali smo Sto se dogada kada imamo dvije za-
vojnice upisane u Bose-Einsteinov kondenzat u skalarnom potencijalu harmonickog
oscilatora. Pokazali smo da takav sustav dobiva fazu koja nije ni O ni 7, ali ta faza
ovisi o udaljenosti izmedu zavojnica pa nije topoloska. Jos ne znamo kako to¢no ta

faza ovisi o udaljenosti jer nemamo analitiku, samo numeriku.
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