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Sazetak

Unutar modela mnogocesti¢ne lokalizacije koriStena je aproksimacija reducirane
baze za izracun korelacijskih funkcija. Razmatran je Heisenbergovog model lanca s
neredom koji se mapira na fermionski model bez spina. Unutar njega je racunata
krutost nabojnih stupnjeva slobode te njena ovisnost o jakosti nereda. Krutost po-
prima konacne vrijednosti za jaki nered unutar neergodi¢ne faze dok nestaje u gra-
nici slabog nereda. Rezultati aproksimacije reducirane baze usporedeni su s egzak-
tnim vrijednostima u razli¢itim rezimima parametara te su raspravljena pojedina
tipicna i netipi¢na ponasanja metode u ovisnosti o konfiguracijama nereda. Pose-
bice, aproksimacija reducirane baze pokazuje svoje prednosti pri racunanju dugo-
vremenskih korelacija za jace nerede, sto omogucuje proucavanje sustava linearnih
dimenzija koje nije moguce ispitati metodama egzaktne dijagonalizacije. Vrijednosti
krutosti gusto¢e naboja dobivene egzaktnom dijagonalizacijom nadopunjene su vri-
jednostima krutosti gusto¢e naboja sustava vecih linearnih dimenzija dobivenim u
aproksimaciji reducirane baze te su ukupni rezultati skalirani na termodinamicku
granicu. Rezultati skaliranja ukazuju da na jakim neredima krutost nabojnih stup-
njeva slobode ostaje konacna kako linearna dimenzija sustava raste dok u granici
slabog nereda is¢ezava, Sto sugerira pojavu mnogocesti¢ne lokalizacije, odnosno pri-
jelaza iz ergoditne u neergodicnu, lokaliziranu fazu za konac¢nu kriticnu vrijednost

jakosti nereda i u termodinamickoj granici.

Kljucne rije¢i: mnogocesti¢na lokalizacija, aproksimacija reducirane baze, krutost

gustoce naboja, ergodicnost.



Many-body localization: Long-time
charge-density correlations

Abstract

Within the model of many-body localization reduced basis approximation is used
to evaluate correlation functions. Heisenberg spin chain with disorder is studied
which maps directly to the disordered chain of spinless fermions. Within this mo-
del charge-density stiffness and its dependence on disorder strength is calculated.
Stiffness remains finite for strong disorder within the non-ergodic regime, while its
value vanishes in the limit of weak disorder. Results of reduced basis approximation
are compared with exact values in various parametric regimes and some typical and
atypical behaviours of the method in dependence on disorder configurations are dis-
cussed. Reduced basis approximation shows its advantages in calculating correlati-
ons in systems with strong disorder, which enables to study systems with large linear
dimensions that can not be studied by standard methods of exact diagonalization.
Values of charge-density stiffness obtained by exact diagonalization are extended
with the values of charge-density stiffness of the systems with larger linear dimen-
sions obtained by reduced basis approximation and combined results are scaled to
thermodynamic limit. Results of scaling indicate that in strong disorder limit charge-
density stiffness remains finite as the system size increases, while vanishes in the
limit of weak disorder, which signals appereance of many-body localization and tran-
sition from ergodic to nonergodic, localized phase at some critical value of disorder

strength even in thermodynamic limit.

Keywords: many-body localization, reduced basis approximation, charge-density stif-

fness, ergodicity.
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1 Uvod

Kvantna statisticka fizika formulirana je pojavom kvantne mehanike jos u prvoj polo-
vici prosloga stoljeca i u meduvremenu se potpuno integrirala u mnoge pristupe ko-
jima se teorijski razmatraju razliCite pojave u mnogocesti¢nim sustavima [1]. Moze
se slobodno re¢i kako je kvantna statisticka fizika danas jednostavno nezaobilazna
u atomskoj fizici i fizici kondenzirane materije, koje omogucuju sintezu, kontrolu i
proucavanje novih fizikalnih sustava s jako koreliranim kvantnim stupnjevima slo-
bode [2-7]. Takvi sustavi pak otvaraju mogucnost prema otkrivanju novih kvantnih
fenomena Cije teorijsko razumijevanje zahtijeva potpun opis u okviru mnogocesti¢ne
kvantne fizike.

U mnogim problemima fizikalno je potpuno opravdano pretpostaviti da je pro-
matrani sustav u termalnoj ravnotezi sa svojom okolinom, vanjskim rezervoarom
[8]. Tada se promatrani sustav moZe opisivati preko dobro poznatih koncepata rav-
notezne statistiCke fizike, krecué¢i na niskim temperaturama od njegovog osnovnog
stanja i niskoleze¢ih pobudenja, Sire¢i njihov opis sve do kriti¢nih ponasanja i faznih
prijelaza [9].

Novi proboji u eksperimentalnoj fizici omogucuju izravno simuliranje i izoliranih
mnogocesti¢nih kvantnih sustava, kada oni nisu u termalnom kontaktu s bilo kakvim
vanjskim rezervoarom [10]. Odnosno, razvijeni su i brojni pristupi koji omogucéuju
izravan uvid u procese termalizacije koji dovode do uravnotezivanja izoliranih kvant-
nomehanickih sustava. U tom kontekstu postavlja se posebno zanimljivo pitanje Sto
se dogada sa sustavom nakon njegove proizvoljno duge vremenske evolucije bez do-
dira s okolinom?

U izoliranom mnogocesti¢cnom kvantnom sustavu bez medudjelovanja nema pri-
jenosa impulsa i energije medu Cesticama, a to dovodi do zakljucka da takav sustav
ne moZze doc¢i u termalnu ravnotezu, odnosno termalizirati se. Ipak, termodinamicka
svojstva idealnih plinova redovno se opisuju u terminima ravnotezne statisticke fi-
zike [1]. Razlog tome je Sto zapravo niti jedan sustav nije u potpunosti idealan,
odnosno uvijek postoji neko medudjelovanje izmedu Cestica pa makar ono bilo i pro-
izvoljno slabo. Upravo je u aproksimaciji idealnog plina medudjelovanje toliko slabo
da je zanemarivo u odnosu na kineticku energiju Cestica pa se stoga niti ne uzima u

obzir pri racunanju statistickih usrednjenja. Medutim, njegova uloga je i dalje vazna,



a to je dovodenje sustava u termalnu ravnotezu.

Nasuprot sustavu nezavisnih Cestica, scenarij termalizacije u izoliranom mnogo-
Cesticnom kvantnom sustavu s medudjelovanjem medu Cesticama obi¢no podrazu-
mijeva da sustav moze djelovati kao svoj vlastiti rezervoar [11-14]. Unutar takvog
scenarija za svaki podsustav, koji sadrzi manji broj stupnjeva slobode originalnog
sustava, ostatak podsustava djeluje kao vanjski rezervoar. Ukoliko dinamika sustava
ispunjava ovo svojstvo, odnosno ukoliko je ergodi¢na [1], ravnotezni statisticki an-
sambli u potpunosti opisuju dugovremensko ponasanje promatranog podsustava opi-
sanog s nekoliko globalnih parametara pridruzenih sa¢uvanim veli¢inama u sustavu.
Medutim, nova istrazivanja mnogocesti¢nih sustava s nasumi¢nim neredom ukazuju
na postojanje i suprotnog, neergodi¢nog ponasanja, kada se kvantni mnogocesti¢ni
sustavi unato¢ medudjelovanju medu Cesticama ne uspijevaju termalizirati ¢ak niti
na jako dugim vremenskim skalama. Konkretno, ovdje se misli na sustave u kojima
se pojavljuje fenomen mnogocesti¢ne lokalizacije (MBL!) [15-17].

Vazan doprinos problemu lokalizacije u kvantnim sustavima dao je P. W. Ander-
son jos sredinom prosloga stolje¢a kada je promatrao problem dinamike jedne Cestice
u nasumicno raspodijeljenom potencijalu koji simulira nered [18]. Kako je poka-
zano, kvantni sustavi s nasumi¢nim neredom karakterizirani su gusenjem transporta,
Sto je posljedica eksponencijalnog trnjenja jednocesti¢nih valnih funkcija u realnom
prostoru. Kao rezultat toga, Cestica ostaje lokalizirana nasumi¢nim neredom, a ovaj
ucinak najizrazeniji je u niskodimenzionalnim sustavima (d < 2) [19].

Vazno pitanje vezano za Andersonovu lokalizaciju svakako je ono koliko je ona
singularna u medudjelovanju medu cCesticama, odnosno hoce li se mnogocesticni
sustav delokalizirati ¢im se uklju¢i medudjelovanje medu cesticama? Ako lokali-
zacija u ovom smislu nije singularna pojava, onda postoje sustavi za koje dolazi do
mnogocesticne lokalizacije, odnosno sustavi u kojima postoji MBL faza. Postojanje
takve MBL faze znacilo bi i postojanje izoliranog mnogocesticnog kvantnog sustava s
medudjelovanjem i neergodi¢cnom dinamikom, koji bi bio karakteriziran odsustvom
transporta globalno sacuvanih veli¢ina. Takav neergodi¢an sustav jednom izbacen iz
ravnoteze ostajao bi u neravnoteznom stanju, odnosno takav izolirani MBL sustav ne
bi se uspijevao termalizirati.

Intenzivna istrazivanja mnogocesti¢ne lokalizacije pokrenuli su radovi [20, 21],

leng. many-body localization



gdje je sugerirano da je fermionska jednocesti¢na lokalizirana faza perturbativno
stabilna s obzirom na slabo medudjelovanje. U meduvremenu, najviSe paznje pri-
vukle su numericke simulacije druge granice, one jakog nereda, kada je lokalizacija
mnogocesticnog sustava potaknuta smanjenjem ucinaka medudjelovanja zbog male
lokalizacijske duzine jednocesti¢nih stanja u jakom neredu [22-26].

Danas postoje i eksperimentalne indikacije o postojanju MBL sustava, odnosno
sustava s neergodi¢nom dinamikom [16,17]. U sustavu ultrahladnih atoma nered se
moze simulirati laserskim zrakama koje stvaraju kvaziperiodicki potencijal te je Fesh-
bachovim rezonancama moguce podesiti jacinu medudjelovanja izmedu atoma [16],
odnosno moguce je eksperimentalno realizirati jednodimenzionalni Aubry-André mo-
del [27] s medudjelovanjem [28]. Unutar takvog postava eksperimenta pocetno
stanje pripremljeno je u obliku vala gustoc¢e naboja [29] te je puSteno evoluirati u
vremenu. Promatrano je dugovremensko ponasanje razlike zaposjednuca pocetno
popunjenih i poCetno praznih ¢vorova te je na temelju dobivenih mjerenja naprav-
ljen fazni dijagram modela u ovisnosti o ja¢ini nereda A i ja¢ini medudjelovanja U,
Sto je prikazano na slici 1.1. Za ergodicne sustave razlika zaposjednuca nestaje u du-
govremenskom limitu, dok bi za neergoditne sustave neujednacenost zaposjednuca
pocetno popunjenih i pocetno praznih ¢vorova trebala ostati vidljiva i na dugim vre-
menima, $to je u eksperimentu opaZeno u parametarskom rezimu naznacenom na
slici 1.1 zutom bojom.

Medutim, pri analizi rezultata vezanih uz pojavu MBL faze valja biti na oprezu
radi moguce vrlo spore dinamike takvih sustava, zbog koje je onda potrebno gledati
relaksacije sustava na vrlo dugim vremenskim skalama. Naime, u sustavu ultrahlad-
nih atoma postoji problem §to je promatrani sustav samo konac¢no vrijeme u dobroj
aproksimaciji odvojen od okoline, pa se ne moze odbaciti moguc¢nost da se sustav ipak
ponasa ergodicno na puno duljim vremenskim skalama nego Sto je karakteristi¢na
vremenska skala eksperimenta. Sli¢no, zbog konac¢nih linearnih dimenzija sustava
dostupnih numerickim simulacijama, duge vremenske skale odmah otvaraju pitanje
vaznosti u¢inaka rubnih uvjeta, ¢ime se automatski pojavljuje i problem skaliranja
rezultata dobivenih na temelju proucavanja manjih, konac¢nih sustava na termodi-
namicku granicu.

Cilj ovoga rada je aproksimativhom metodom racunati dugovremenske korelacije

gustoCe naboja, Cije konacne vrijednosti signaliziraju pojavu MBL faze [30, 31] na
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Slika 1.1:  Shematski prikaz jednodimenzionalnog Aubry-André modela s
medudjelovanjem, pocetnog stanja pripremljenog u obliku vala gustoce naboja te
faznog dijagrama modela. A. Pocetno stanje pripremljeno u obliku vala gustoce na-
boja, gdje se svi atomi nalaze samo na ¢vorovima e. B. Fazni dijagram modela. U
ergodi¢noj fazi (bijela boja) dolazi do brzog raspada vala gustoce naboja, dok u ne-
ergodi¢noj fazi (zuta boja) val gustoce naboja opstaje i na dugim vremenima. C.
Vizualna reprezentacija razlicitih ¢lanova jednodimenzionalnog Aubry-André hamil-
tonijana s medudjelovanjem. Preuzeto iz [16].

sustavima linearnih dimenzija koje inace nije moguce proucavati metodama egzak-
tne dijagonalizacije (ED). Ideja aproksimativne metode je postavljanjem rezonantnog
uvjeta izdvojiti najrelevantnija stanja za proucavanje dugovremenske dinamike oda-
branog modela. Takva stanja tvore reduciranu bazu koja sadrzi (znatno) manji broj
stanja u odnosu na ukupan broj stanja, Sto omogucuje proucavanje dugovremenskih
svojstava sustava veliki linearnih dimenzija. Stoga se takva metoda naziva aprok-
simacija reducirane baze (ARB), koja se pokazuje izrazito efikasnom u proucavanju
sustava s jakim neredom, odnosno za sustave s jakim neredom omogucuje sigurniju
raspravu o skaliranju rezultata na termodinamicku granicu.

Ovaj rad je strukturiran na sljede¢i nacin. Poglavlje 2 je uvodno poglavlje u
kojemu je razmotren proces termalizacije generickih kvantnih sustava. U poglav-
lju 3 ukratko je opisana Andersonova lokalizacija te su iznijeti glavni rezultati i
predvidanja mnogocesticne lokalizacije. Zatim je u poglavlju 4 opisan nacin na koji
je moguce efikasno odabrati relevantna stanja reducirane baze za proucavanje dugo-
vremenske dinamike sustava kada se ocekuje pojava MBL faze. U poglavlju 5 pro-
matrana je dugovremenska korelacijska funkcija gusto¢e naboja te su na temelju do-
bivenih numerickih rezultata unutar jednodimenzionalnog modela medudjeluju¢ih

elektrona bez spina s neredom iznijeti neki zakljucci o svojstvima ergodicne i lokali-



zirane faze, uz ocjenu prednosti koriStene aproksimativne metode. Konac¢no, ARB je
koriStena za izracun dugovremenskih korelacija u sustavima velikih linearnih dimen-
zija te su dobiveni rezultati skalirani na termodinamicku granicu uz raspravu faznog

dijagrama.



2 Kvantna termalizacija

U ovom poglavlju najprije je razmotren pojam termalizacije. Zatim je proces termali-
zacije podrobnije proucavan u kontekstu izoliranih mnogocesti¢nih kvantnih sustava.
Na kraju je iznesena hipoteza o termalizaciji svojstvenih stanja (ETH?) koja postav-
lja stroge uvjete na strukturu svojstvenih stanja izoliranih mnogocesti¢nih kvantnih

sustava u kojima dolazi do termalizacije.

2.1 Pojam termalizacije

Zanimljivo pitanje koje se postavlja u fizici jest Sto se dogada sa sustavom priprem-
ljenim u nekom stanju nakon proizvoljno dugog vremena? Promatrani sustav obi¢no
se sastoji od velikog broja Cestica s mnogo stupnjeva slobode, odnosno mnostvo
mogucih mikroskopskih realizacija. U takvim uvjetima Cesto se svojstva sustava na
dugim vremenima mogu opisati manjim brojem dobro definiranih fizikalnih veli¢ina
[1,8]. U tom slucaju sustav je definiran jednim makroskopskim stanjem, gdje su
svojstva sustava u potpunosti opisana s nekoliko usrednjenih velicina jednakima za
cijeli sustav Cije se vrijednosti ne mijenjaju u vremenu. Za takav sustav se kaze da
se nalazi u termalnoj ravnotezi, te se proces dolaska sustava u termalnu ravnotezu
naziva termalizacija. Ovo sugerira da je proces termalizacije povezan s gubitkom bilo
kakve lokalne informacije o poCetnom stanju sustava.

Termalizacija se opravdava hipotezom o ergodi¢noj dinamici sustava, odnosno
pretpostavkom da su sve mikroskopske konfiguracije sustava jednako vjerojatne na
dugim vremenskim skalama. Tada se dugovremenska svojstva sustava uistinu dadu
opisati preko usrednjenih veli¢ina, gdje se za izracun njihovih ravnoteznih vrijednosti
mogu koristiti predvidanja ravnotezne statisticke fizike, odnosno mogu se racunati

usrednjenjem preko statistickih ansambala.

2.2 Termalizacija u izoliranim mnogocesticnim kvantnim susta-
vima

U mnogim sluc¢ajevima fizikalno je opravdano pretpostaviti da je sustav vezan na

svoju okolinu. Okolina je takoder neki sustav koji se po pretpostavci zbog svoje

2eng. eigenstate thermalization hypothesis



veli¢ine i nasumic¢nog karaktera ponasa ergodi¢no, odnosno nalazi se u termalnoj
ravnotezi koja ne moze biti narusena zbog vezanja sustava na okolinu. Ukoliko sus-
tav s okolinom izmjenjuje energiju i Cestice na nacin da je njihovo medudjelovanje
dovoljno slabo da kvalitativno bitno ne mijenja sama svojstva sustava, kazemo da je
sustav u termalnom kontaktu s okolinom, te da okolina za sustav djeluje kao vanj-
ski rezervoar. Prema nultom zakonu termodinamike tada ¢e i promatrani sustav
nakon dovoljno dugog vremena biti u termalnoj ravnotezi opisan onim istim termo-
dinamickim parametrima koji opisuju okolinu. Drugim rije¢ima, promatrani sustav
u termalnom kontaktu s okolinom ¢e i sam biti u termalnoj ravnotezi i u ravnotezi
s okolinom. No postoje i sustavi koji su u dobroj aproksimaciji izolirani od okoline
te se postavlja pitanje Sto se dogada s proizvoljnim pocetnim stanjem takvog sustava
na dugim vremenskim skalama? Posebice, termalizira li se izolirani mnogocestic¢ni
kvantni sustav voden jedino vlastitom dinamikom?

Za pocetak, dinamika izoliranog mnogocesticnog kvantnog sustava je unitarna
[32] pa nije isprva jasno kako uop¢e moze do¢i do termalizacije. Odgovor na ovaj
problem lezi u tome da se unitarnom evolucijom lokalna informacija o pocetnom
stanju ne gubi, ve¢ je skrivena u sustavu preko makroskopskog broja mikroskopskih
stupnjeva slobode ako se sustav termalizira [15]. Za to je odgovoran proces dekohe-
rencije [32], odnosno Sirenje kvantne prepletenosti koje rasipa lokalnu informaciju
o pocetnom stanju sustava po cijelom sustavu. U skladu s time, izvodenjem samo
lokalnih mjerenja na samo nekim stupnjevima slobode sustava ne moze se povratiti
potpuna informacija o po¢etnom stanju sustava, pa se s pravom moze reci da se takvi
kvantni sustavi ponasaju jednako kao da su termalizirani.

U kontekstu termalizacije izoliranih mnogocesti¢nih kvantnih sustava uobic¢ajeno
je promatrati ponasanje makroskopskih opservabli manjih podsustava originalnog
sustava. Izolirani sustav prakti¢no je podijeliti na dva dijela, A i B, gdje je podsustav
A manji u odnosu na B, u smislu da omjer broja stupnjeva slobode ova dva podsus-
tava iSCezava u termodinamickoj granici. Kako je u tom slu¢aju od interesa proma-
trati opservable samo manjeg podsustava, ravnoteznu vrijednost operatora gustoce
podsustava A, koji sadrzi informaciju o svim njegovim svojstvima, dobiva se uzima-
njem traga po podsustavu B operatora gusto¢e ukupnog sustava [32]

A5 = T pa(t) = Jim T ((1)) @1
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Uz pretpostavku da je temperatura 7" jedini intenzivni makroskopski parametar koji
opisuje svojstva cijelog sustava u termalnoj ravnotezi, u izoliranom mnogocesticnom
kvantnom sustavu dolazi do termalizacije ukoliko je ova ravnotezna vrijednost ope-
ratora gustoce jednaka vrijednosti operatora gustoce koju daje ravnotezni statisticki

ansambl [11-14]
~(eq) _ ~(eq) _ 1 —H/kpT
pu (T) = Trp (p°(T)) = 7 Trp (e ) , (2.2)

gdje je Z particijska funkcija, H hamiltonijan te k£ Boltzmannova konstanta.

Izraz (2.2) daje kriterij termalizacije izoliranog mnogocesti¢cnog kvantnog sus-
tava, iz kojeg jednom kada je zadovoljen, proizlazi da podsustav B sluzi kao vanjski
rezervoar podsustavu A koji se prema tome termalizira unato¢ tome $to je ukupni
sustav A U B izoliran. Dakle, termalizacija izoliranog mnogocesticnog kvantnog sus-

tava moguca je ukoliko sustav sam sebi moze sluziti kao rezervoar.

2.3 Hipoteza o termalizaciji svojstvenih stanja

U prethodnom potpoglavlju razmatran je uvjet pod kojim u izoliranom mnogoce-
sticnom kvantnom sustavu dolazi do termalizacije no nije argumentirano zasto bi
uopce dinamika takvih sustava bila ergodi¢na. Problematika ergodi¢nosti izoliranih
mnogocesti¢nih kvantnih sustava ve¢ se nekoliko desetljeca raspravlja u okviru ETH
[11-14], kojom se pokusava objasniti mehanizam termalizacije kvantnog sustava uz
pretpostavku da su sva svojstvena stanja sustava koji se termalizira, termalna.

Kako bi se ilustrirala glavna ideja ETH, zgodno je pretpostaviti da se sustav nalazi
u nekom svojstvenom stanju |n) s pripadnim operatorom gustoée 5™ = |n) (n|. Za

reducirani operator gustoce podsustava A vrijedi
PR = Trp (n) (n]) (2.3)

te je srediSnja ideja ETH da ¢e podsustav A takvog sustava u termodinamickoj granici

biti u termalnoj ravnotezi (2.2)

) = Tra () (nl) = - Tra (e /0T, @D



Vazno je naglasiti da je ETH samo hipoteza te da nema rigoroznog analitickog
dokaza o njenoj valjanosti i primjenjivosti. Medutim, mnogobrojni numericki rezul-
tati podrzavaju ETH u sustavima u kojima uistinu dolazi do termalizacije na upravo
opisani nacin [14,24]. S druge strane, ETH ocito nece vrijediti za svojstvena stanja
sustava s neergodicnom dinamikom u kojima termalizacije nema. Takvi su potenci-

jalno MBL sustavi koji ¢e se detaljnije proucavati u sljede¢im poglavljima.



3 Mnogocesti¢na lokalizacija

U ovom je poglavlju najprije opisan fenomen Andersonove lokalizacije te su nave-
dene neke njegove klju¢ne karakteristike. Zatim su navedeni rezultati teorije skali-
ranja vezani za metal-izolator prijelaz te je promatrano kako prijelaz i svojstva lo-
kalizirane faze ovise o dimenziji sustava. Najveca paznja posvecena je proucavanju
utjecaja medudjelovanja u Andersonovom sustavu, odnosno MBL fazi. Najprije su iz-
nijeti glavni perturbativni rezultati vezani uz stabilnost pojave lokalizacije u prisustvu
medudjelovanja. Zatim su nabrojane neke klju¢ne karakteristike MBL faze dobivene
ED MBL hamiltonijana te je na kraju prikazan mogudi fazni dijagram standardnog

modela za MBL.

3.1 Fenomen Andersonove lokalizacije

Godine 1958. P. W. Anderson objavio je jedan od svojih najpoznatijih radova [18]
u kojemu je proucavan utjecaj nereda i necistoca na transport i vodljivost kristala.
Prvotna motivacija bila je objasniti eksperimentalne opservacije anomalno dugih re-
laksacijskih vremena elektronskih spinova u Si poluvodi¢ima dopiranih s necisto¢ama
[33-35]. Ono do Cega je Anderson dosao je da u neinteragiraju¢im sustavima s na-
sumicnim neredom jednocesticne elektronske valne funkcije mogu biti eksponenci-
jalno lokalizirane za dovoljno jaki nered, suprotno delokaliziranoj prirodi svojstvenih
stanja Cistih sustava. Ovaj fenomen poznat je pod nazivom Andersonova lokalizacija.
Budu¢i da eksponencijalno lokalizirani elektroni ne mogu prenositi niti energiju niti
naboj, u sustavima s neredom moze do¢i do metal-izolator prijelaza.

Konkretno, hamiltonijan kojim se uobi¢ajeno modelira Anderson sustav glasi
Hy= —t, Z (c;rcj + C}L-CZ—) + Z hicjci, (3.1)
(4,9) @

gdje je ¢! (c;) operator stvaranja (ponistavanja) fermiona na &voru i, t, integral pre-
skoka, h; uniformo distribuiran dijagonalni nered unutar intervala —W < h; < W te
(.,.) oznacava modeliranje preskoka samo izmedu prvih susjeda.

Analiticka analiza Andersonovog problema (3.1) obic¢no se radi uz pretpostavku
da je kineticki ¢lan preskoka slaba perturbacija neredu. U tom slucaju, svako neper-

turbirano jednocesti¢no svojstveno stanje je trivijalno lokalizirano na ¢voru i. Ukljudi-
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vanjem preskoka, jednocesti¢na svojstvena stanja se poc¢inju mijesati, odnosno dolazi
do hibridizacije te je od interesa promotriti ponasanje amplitude vjerojatnosti ¢; valne
funkcije lokalizirane na ¢voru 7 u granici ¢ — oo. Ukoliko sustav ostaje lokaliziran
i nakon ukljuc¢ivanja preskoka, za svojstveno stanje pocetno lokalizirano na nekom
¢voru amplituda vjerojatnosti valne funkcije na tom ¢voru ostaje konac¢na u granici
t — oo, dok se u delokaliziranom, metalnom rezimu rasiri po svim ¢vorovima i suk-
ladno tome trne u nulu.

Andersonov perturbativni rezultat za amplitudu vjerojatnosti ¢; valne funkcije lo-
kaliziranog stanja na ¢voru ¢ ukazuje da na dugim vremenima i dovoljno jakom ne-
redu njena vrijednost ostaje konacna, te da vjerojatnost zauzeca susjednih ¢vorova
opada unutar lokalizacijske duzine kako udaljenost od ¢vora i raste. To vodi do rezul-
tata o lokalizaciji jednocesti¢nih valnih funkcija u neuredenim sustavima ¢ija gustoca

vjerojatnosti eksponencijalno trne u realnom prostoru

|r =4

Wi(r)[P ~ e T (3.2)

gdje je ¢ lokalizacijska duzina stanja ¢ te r; polozaj ¢vora s maksimalnom amplitudom
valne funkcije.

Za ilustraciju, promatraju¢i jednodimenzionalni, d = 1, lanac linearne dimenzije
L = 14 s integralom preskoka uzetim kao jedinicom energije, ¢, = 1, i mijenjajuci
jacinu nereda W, numerickom dijagonalizacijom hamiltonijana (3.1) dobivena je
gustoca vjerojatnosti valnih funkcija Andersonovih stanja na pojedinom ¢voru te je
zajedno s eksponencijalnim fitom (3.2) prikazana na slici 3.1. Na slici 3.1 vidi se
da su Andersonove valne funkcije lokalizirane za sve vrijednosti nereda $to je svoj-
stvo koje cCe, kako ¢e se pokazati, uvijek vrijediti u jednodimenzionalnim sustavima.
Pojacavanjem nereda lokalizacijska duzina ¢ postaje sve manja, odnosno lokalizacija

se ocekivano povecava kako nered raste.

3.2 Teorija skaliranja

Nakon Andersonovog perturbativnog pristupa lokalizaciji pojavile su se mnoge druge
teorije koje su otkrile ¢itavo bogatstvo fenomena [36]. Teorija skaliranja uzima u ob-
zir dimenzionalnost sustava, odnosno opisuje dimenzionalnu ovisnost metal-izolator

prijelaza [19]. Klju¢na pretpostavka ove teorije jest da za svaku dimenziju postoji
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Slika 3.1: Gustoca vjerojatnosti valnih funkcija Andersonovih stanja zajedno s ekspo-
nencijalnim fitom (3.2) dobivena numerickom dijagonalizacijom Andersonovog ha-
miltonijana (3.1) sustava dimenzije d = 1 za razlicite vrijednosti nereda WV

parametar g koji u potpunosti karakterizira metal-izolator prijelaz.

Neka je jedini¢na Celija kristala povecana za faktor p. Nova konstanta resetke
iznosi L; = ap, gdje je a originalna konstanta reSetke, i nova jedinicna celija sadrzi
p? originalnih ¢elija gdje je d dimenzija sustava. Prema pretpostavci teorije, lokaliza-
cijska svojstva nove jedini¢ne Celije su u potpunosti odredena s g(L;). Slicno, nakon
m takvih transformacija, L,, = ap™, te ponovno jedino g(L,,) odreduje lokalizacijska
svojstva nove jedini¢ne celije. To dalje povlaci da su parametri g(L,,) za razliciti m
medusobno povezani, Sto znaci da svojstvena stanja u bloku duljine L, mogu biti
u potpunosti odredena poznavajuéi svojstvena stanja u bloku duljine L;, odnosno
mogu biti odredena poznavajuc¢i samo jedan parametar.

Thouless je argumentirao da je traZeni parametar dan omjerom AE /W [37],
gdje je AE energijski pomak svojstvenih stanja kada su periodicki ili aperiodicki
rubni uvjeti nametnuti na sustav dimenzije L% gdje je L linearna dimenzija sus-

tava, dok 6 odgovara usrednjenom razmaku energijskih nivoa jednocesti¢nih sta-
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nja. Promjena rubnih uvjeta nece znacajno promijeniti energiju svojstvenih stanja
lokaliziranih duboku u uzorku pa je sukladno tome promjena AF za lokalizirana sta-
nja zanemarivo mala. S druge strane, delokaliziranom djelu spektra promjena rubnih
uvjeta u potpunosti mijenja svojstvena stanja te je AFE velik. Sukladno tome, AE/6W
je uistinu parametar koji omogucuje odredivanje lokalizacijskih svojstva sustava.
Konkretno, za razmak nivoa vrijedi 6WW = (pLd)_1 gdje je p gustoca stanja sus-
tava, dok je energijski pomak dan s AE = h/7 [38] gdje je h reducirana Planckova
konstanta i 7 vrijeme difuzije Cestice preko cijeloga uzorka. Koriste¢i Einsteinovu
relaciju [1] izmedu DC3 vodljivosti o i konstante difuzije D, o = e?pD, gdje je e

jedini¢ni naboj, moze se dobiti ovisnost trazenog parametra o veliCini sustava

o(L) = 5G(L). (3.3)

U izrazu (3.3), G = o L% je DC provodnost sustava pa slijedi da je parametar skali-
ranja zapravo bezdimenzionalna provodnost g.

Dalje se uvodi

_ dIn[g(L)]

kao logaritamska derivacija od g(L). Izvorna ideja je da veli¢ina ((g) opisuje klju¢nu
fiziku problema metal-izolator prijelaza. Naime, u granici L — oo, 5(g) > 0 povlaci
da g(L) divergira. No ako 3(g) < 0 za L — oo, tada ¢g(L) monotono i$Cezava §to je
signal pojave izolatorskog ponasanja. OCito ¢e predznak od (g) odredivati razliku
izmedu metalnog i izolatorskog ponasanja.

U granici slabog nereda provodnost zadovoljava Ohmov zakon, G = oL%2, pa
B(g) = d — 2 Sto odgovara granici kada je g velik. Medutim, u granici jakog nereda
provodnost eksponencijalno pada s L, g ~ e~L/¢, pa je B(g) = In g. Pretpostavljaju¢i
jos da je 5(g) monotona funkcija u g, logaritamska ovisnost funkcije 5(g) se kontinu-
irano interpolira do asimptotske vrijednosti 5(g) = d — 2, $to je prikazano na sl. 3.2.
Sa slike 3.2 vidi se da je 3(g) < 0 za d = 1,2 pa u niskodimenzionalnim sustavima
nema metal-izolator prijelaza te su sva stanja uvijek lokalizirana, cak i za male vrijed-
nosti nereda. Nasuprot tome, u d = 3 dolazi do prijelaza iz metalnog u lokalizirano
stanje na dovoljno velikoj vrijednosti nereda.

Za d = 3 stvar je jos nesto kompliciranija. Naime, pokazuje se da u tom slucaju

3eng. direct current
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4B

B=din(g)/din(L) | d=3

g =G/(e / h) /r- In(g)

Slika 3.2: Dimenzionalna ovisnost funkcije 5(g) = dIn(g)/dIn L kao funkcija pro-
vodnosti g. Za d = 1,2 ((g) je strogo negativna i asimptotski tezi nuli za veliki g i
d = 2. To indicira da nema metal-izolator za d = 1,2 te da su u niskim dimenzijama

stanja uvijek lokalizirana. U d = 3, #(g) sijece os B(g) = 0 pa sukladno tome teorija
predvida i prijelaz izmedu izolatorskog i metalnog stanja. Preuzeto iz [39].

postoji prag mobilnosti u spektru jednocesti¢nih stanja koji razdvaja rubna stanja od
onih u sredini spektra [40], slika 3.3. Stanja na donjem i gornjem rubnom dijelu
spektra su lokalizirana, dok su ona u sredini spektra delokalizirana. Polozaj praga
mobilnosti u spektru jednocesti¢nih stanja odreden je jacinom nereda. Ukoliko za
Fermijev nivo vrijedi y < E¢, gdje je Ec polozaj praga mobilnosti na slici 3.3, DC
vodljivost sustava u niskotemperaturnoj granici 7' — 0 iSCezava. Odnosno, za i < E¢

i konac¢ne temperature, vodljivost je temperaturno pobudena u skladu s Arrheniuso-

vim zakonom o (7T') oc e~ (Fe=#)/T [21].

| f/ \

Ec’

density of states

energy

Slika 3.3: Kvalitativna slika gustoce stanja d = 3 Andersonovog modela. Osjencana
rubna podrucdja oznacuju lokalizirani dio spektra, dok se u sredini spektra nalaze
delokalizirana stanja. E¢ i E oznacuju pragove mobilnosti. Preuzeto iz [36].
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3.3 Medudjelovanje u Andersonovom problemu

Jos od pojave Andersonovog rada mnogo je teorijskog istrazivanja posveceno boljem
razumijevanju raznih aspekata jednocesticne lokalizacije. Medutim, postoji i fun-
damentalni problem koji se dotice pitanja medudjelovanja u takvom lokaliziranom
sustavu. Konkretno, kako opcenito dvocesticno medudjelovanje utjece na stabilnost
pojave Andersonove lokalizacije?

Prvi pokusaji uvodenja medudjelovanja [41] temeljili su se na perturbativnoj
analizi utjecaja medudjelovanja na jednocesticna Andersonova stanja u duhu Lan-
dauove teorije Fermijevih tekuc¢ina [42]. Ideja je bila gledati imaginarni dio vlas-
tite energije & (3 (w)) kao veli¢inu koja ukazuje na stabilnost lokalizacije u prisustvu
medudjelovanja. Ono sto se odmah moZe primijetiti je da u sustavima s nasumi¢nim
neredom nema translacijske invarijantnosti Sto uvelike komplicira problem. Nada-
lje, isprva nije ni jasno hoce li Andersonova stanja kontinuirano evoluirati sa sporim
pojacavanjem medudjelovanja, odnosno ukljucuje li se medudjelovanje adijabatski ili
djeluje singularno, pa takav pristup ve¢ u samome pocetku ne bi imao smisla. Unato¢
tome, u radu [41] je kao polazis$ni, neperturbirani sustav, promatran Andersonov sus-
tav sa spektrom potpuno lokaliziranih stanja. Pritom je od iznimne vaznosti potrebno
odabrati pogodnu bazu za provedbu perturbativnog razvoja gdje se prirodno namece
baza jednocesti¢nih Andersonovih stanja (|{)).

¥ (X(w)) definira vrijeme raspada elementarnih pobudenja. U slu¢aju kada broj
prijelaznih stanja preko kojih dolazi do raspada elementarnog pobudenja tezi u be-
skonac¢nost,  (3(w)) je u bazi (|/)) kontinuirana funkcija u w, Sto signalizira nesta-
bilnost elementarnih pobudenja. S druge strane, ukoliko je broj prijelaznih stanja
konacan, tada je za S (X(w)) svojstvena pojava rezonantnih vrhova smjeStenih na
energijama elementarnih pobudenja, ¢ija je Sirina znatno manja od razmaka medu
vrhovima (rezonantnih doprinosa). Ukupna vjerojatnost raspada je tada zanemarivo
mala, odnosno elementarna pobudenja su u tom slu¢aju dobro definirana.

Ponasanje imaginarnog dijela vlastite energije elementarnih pobudenja lokalizira-
nog Andersonovog sustava s medudjelovanjem moze se prouciti u prvom redu pertur-
bacijske teorije. U jednocesticnom kanalu na frekvenciji w, ukoliko je medudjelovanje
kratkodosezno, dva se stanja [ i I’ medusobno rasprsuju jedino ako su lokalizirana
na dovoljno bliskim ¢vorovima. Medutim, to uvodi ograni¢enja na njihove energije

bududi da je razlika energija stanja bliskih u prostoru velika [43]. Oba uvjeta zado-
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voljena su za samo mali, konacan broj stanja, pa slucaj takvog rasprsenja vodi na po-
javu rezonantnih vrhova u & (X(w)) na energijama elementarnih pobudenja. Slican
argument vrijedi i za mnogocesti¢ni kanal kada se uzme u obzir ukupan volumen
faznog prostora dostupan takvom rasprsenju. Nadalje, realni dio vlastite energije
R (X(w)) doprinosi samo renormalizacijom pocletnog nereda, pa nema utjecaja na
dinamiku elementarnih pobudenja. To povlac¢i da do prvoga reda spektar elementar-
nih pobudenja lokaliziranog Andersonovog sustava ostaje diskretan i stanja spektra
ostaju lokalizirana, Sto sugerira da je Andersonova lokalizacija sa iS¢ezavajucom vri-
jednosti DC vodljivosti stabilna u prisustvu kratkodoseznog medudjelovanja.
Medutim, opisani perturbativni pristup ima nekoliko ogranicenja. Kao prvo, on
nije primjenjiv u slucaju jakih medudjelovanja. Isto tako, nije prikladan za analizu
metal-izolator prijelaza. Takoder, postavlja se pitanje hoce li sli¢ni zakljucci vrijediti

za vise redove perturbacijske teorije.

3.4 Granica slabog medudjelovanja

U radu [21] iz 2006. godine, Basko, Aleiner i Altshuler (BAA) podrobno su obradili
problem utjecaja medudjelovanja na lokalizirana jednocesti¢na stanja uzimajudi u
obzir i doprinose visokih redova perturbacijske teorije. Za slabo medudjelovanje pre-
dvidjeli su postojanje lokalizirane faze sve do neke kriti¢ne vrijednosti temperature.
Odnosno, predvidjeli su postojanje mnogocesticnog metal-izolator prijelaza koji raz-
dvaja lokaliziranu MBL na niskim i vodljivu fazu na visokim energijama. U nastavku
je iznesen kratak sazetak njihovog rada.

BAA su promatrali opceniti hamiltonijan oblika

T T Im 1
H=> aplor+V Y xiweloleone;, (3.5)
I jkim
gdje operator golT (1) stvara (poniStava) fermion u jednocesticnom Andersonovom
stanju [ energije ¢;. Matri¢ni elementi X?E ograniCeni su i u energiji i u realnom
prostoru, odnosno zbog eksponencijalne lokalizacije Andersonovih stanja matricni
elementi nezanemarivi su samo za stanja koja zadovoljavaju

(3.6)
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gdje je ¢ lokalizacijska duzina, a 7, oznacava poziciju maksimuma amplitude valne
funkcije stanja [ u realnom prostoru. Takoder, zanemareni su svi matricni elementi
za stanja udaljena u energiji za vise nego Sto je tipi¢na vrijednost razmaka energije

jednocesticnih stanja J, unutar lokalizacijske duZine

let — x|, lem — €] <6 ili | — €], |€m — €r] < O (3.7)

Gledano perturbativno, medudjelovanje V' vodi na procese u kojima se lokalno
pobudenje [ raspada na cesticna i Supljinska pobudenja. Svakim se redom broj
mogucih raspada obi¢no brzo povecava, pa prakticki ve¢ za vrlo visoke redove broj
raspada tezi u beskonacnost. No u ovom slucaju samo odredeni dio procesa zado-
voljava uvjete (3.6) i (3.7), te se postavlja pitanje ostaje li broj raspada, odnosno
prijelaznih stanja, konacan u visokom redu perturbacijske teorije. BAA su u samo-
konzistentnoj Bornovoj aproksimaciji racunali & (X (w)) te u visokim redovima per-
turbacijske teorije pokazali da broj prijelaznih stanja ostaje konacan, Sto daje vrlo
jaku naznaku stabilnosti pojave lokalizacije u prisustvu medudjelovanja, odnosno

postojanja MBL faze.

3.5 Granica jakog nereda

Tako je perturbativni pristup BAA otvorio cijelo polje novih istrazivanja, njihovi rezul-
tati primjenjivi su jedino u granici slabih medudjelovanja. Ovo u faznom dijagramu
odgovara tik do Andersonove lokalizacije. Nadalje, u blizini faznog prijelaza sustav
postaje nestabilan na male perturbacije, pa BAA nije prikladan ni za opis samog MBL
prijelaza. Konac¢no, BAA je aproksimativan pa sam po sebi ne moze biti konacan do-
kaz postojanja MBL faze. Zato postoji niz numerickih analiza koje se danas najvise
bave drugom granicom, onom jakog nereda, koju je zbog male lokalizacijske duzine
lakse proucavati u konacnim sustavima. Model koji se uvrijezio kao prototip mo-
dela za numericke simulacije jako lokaliziranih sustava je d = 1 sustav fermiona
u nasumi¢nom potencijalu (Andersonov problem (3.1)) s medudjelovanjem izmedu

najblizih susjeda

HMBL = —tp Z (CICJ‘ + C}Ci> + Z hiC;rCi +V Z ﬁi+1ﬁi. (38)
(6,9) @ i
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Ovako definirani problem izravno se mapira na Heisenbergov spinski model s di-
jagonalnim neredom preko Jordan-Wigner transformacije [44] te je samo pitanje
prakti¢nosti, hoce li se raditi u slici fermiona bez spina ili sa spinskim Heisenbergo-
vim hamiltonijanom.

U dvije razlicite granice modela (3.8) ocekuju se vrlo razlicita ponasanja: u gra-
nici jakog nereda W > t, > V i u granici slabog nereda V,¢, > W. Prva gra-
nica ima analogija s BAA problemom uz vrlo kratku lokalizacijsku duzinu. Kako su
sva jednocesticna Andersonova stanja lokalizirana u jednoj dimenziji, u toj granici
otekujemo kako ¢e i mnogocesti¢ni sustav biti lokaliziran. U granici V,t, > W, hi-
bridizacija je zbog medudjelovanja toliko jaka da podjednako mijeSa sva produktna
mnogocesti¢na stanja te su mnogocesti¢na svojstvena stanja modela (3.8) u toj gra-
nici potpuno delokalizirana. To povlaci da bi izmedu ove dvije ekstremne granice

trebao postojati MBL prijelaz na nekoj kona¢noj vrijednosti nereda V..

3.6 Svojstva MBL faze

Mnoge numericke analize utemeljene na ED hamiltonijana (3.8) za konacne sustave
ukazuju na postojanje dviju razlic¢itih faza modela, one ergodi¢ne i MBL faze, od-
nosno prijelaza izmedu tih dviju faza na kriticnoj vrijednosti nereda W, [22-26].
Obje faze karakterizirane su razli¢itim dinamickim svojstvima te razli¢itom struktu-
rom mnogocesti¢nih stanja. U nastavku su nabrojena neka vazna svojstva MBL faze

koja bi trebala odgovarati slucaju W > W..

e neergodi¢na dinamika: informacija o lokalnim pocetnim uvjetima ostaje sacCu-
vana u lokalnim opservablama i na vrlo dugim vremenskim skalama [30, 31,

45,46]

e narusena ETH: kako je dinamika MBL sustava neergodi¢na, odnosno kako je
MBL sustav karakteriziran odsustvom termalizacije, tako ni svojstvena stanja

takvog sustava ne pokazuju svojstva obuhvac¢ena ETH.

e DC vodljivost globalno sactuvanih veli¢ina iS¢ezava [26,47]: ovo svojstvo pos-

ljedica je postojanja lokalno sacuvanih veli¢ina u MBL fazi.

e statistika MBL spektra: MBL faza takoder pokazuje karakteristicno ponasanje

lokalnog energetskog spektra. Konkretno, prosje¢na vrijednost (r) bezdimenzi-
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onalnog omjera r, = min(d,, 0,+1)/ max(d,, d,+1), gdje je 6, = E,+1 — E, raz-
lika dviju uzastopnih svojstvenih energija tezi (r) — 0.39 kako linearna dimen-
zija sustava raste. Ova vrijednost ukazuje na Poissonovu distribuciju razmaka
energetskih nivoa, odnosno indikator je odsustva odbijanja energetskih nivoa
u MBL fazi. Ovakvo ponasanje energetskog spektra razlikuje se od tipi¢nog
ponasanja spektra generickog kvantnog sustava s medudjelovanjem koje obi¢no

slijedi Wigner-Dysonovu statistiku [22,24,25].

entropija prepletenosti svojstvenih stanja skalira se s povr§inom sustava [25,
48]: pojam entropije prepletenosti uveden je u dodatku A, gdje je i podrobnije
razmatrano njezino skaliranje s linearnom dimenzijom MBL sustava. Ugrubo, u
MBL sustavima entropija prepletenosti svojstvenih stanja skalira se s povrSinom
sustava jer su korelacije lokalnih opservabli koje u potpunosti opisuju MBL sus-

tav eksponencijalno potisnute u prostoru [45,46].

logaritamski rast prepletenosti u vrememu [23, 49]: kre¢u¢i od produktnog
mnogocesti¢nog stanja numericke simulacije ukazuju da entropija prepletenosti
S(t) nakon uklju¢ivanja medudjelovanja u MBL fazi pokazuje spori, logaritam-
ski rast u vremenu. U granici . — oo njezina vrijednost raste sporo, ali neo-
grani¢eno, dok za konacne sustave saturira vrijednosti odredenoj konkretnim
pocetnim uvjetima koja je ekstenzivna no jos uvijek manja od one ocekivane u
termalnoj fazi. Neogranicen rast entropije S(¢) posljedica je gubitka fazne ko-
herencije svojstvenih stanja uklju¢enih u dekompoziciju pocetnog produktnog
mnogocesticnog stanja zbog utjecaja medudjelovanja. To indicira da unatoc¢ ne-
mogucnosti uspostavljanja transporta globalno sacuvanih veli¢ina, odnosno ne-
mogucnosti uspostavi termalizacije, medudjelovanje u MBL sustavu omogucuje

sporu propagaciju kvantne dekoherencije preko cijelog sustava.

Ova svojstva saZeta su u tablici 3.1. Navedena svojstva u spomenutoj tablici mogu se

koristiti kao detekcija pojave mnogocesti¢ne lokalizacije u numerickim simulacijama

raznih fizikalnih modela.

Variranjem nereda W i linearne dimenzije L u numerickim analizama moze se

pokusati dobiti fazni dijagram prijelaza izmedu ergodi¢ne i MBL faze, odnosno pona-

Sanja modela u termodinamickoj granici L — co. Primjer moguceg faznog dijagrama

MBL prijelaza prikazan je na slici 3.4, gdje je kao kriterij pojave MBL faze promatrano
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| termalna faza

| Andersonova lokalizacija | mnogoCesti¢na lokalizacija |

informacija o pocetnom

stanju na dugim
vremenima skrivena u
globalnim operatorima

vrijedi ETH

dio informacije o po¢etnom

stanju sustava na dugim
vremenima ostaje sacuvan
u lokalnim opservablama

dio informacije o po¢etnom

stanju sustava na dugim
vremenima ostaje sacuvan
u lokalnim opservablama

DC vodljivost moZze imati

ETH narusena

ETH naruSena

konacne vrijednosti
lokalni spektar

DC vodljivost iS¢ezava

DC vodljivost iS¢ezava

kontinuiran
prepletenost svojstvenih

lokalni spektar
diskretan

lokalni spektar
diskretan

stanja skalira se
s volumenom sustava

prepletenost svojstvenih
stanja skalira se

prepletenost svojstvenih
stanja skalira se

s povrsinom sustava s povrsinom sustava
potencijski rast nema Sirenja logaritamski rast
prepletenosti prepletenosti prepletenosti
u vremenu u vremenu

Tablica 3.1: Lista nekih svojstava MBL faze, usporedenih sa svojstvima termalne faze
i Andersonove lokalizirane faze.

1/L]

kvantno kriticno d
podrucje 3

MBL

-

W

Slika 3.4: Mogudi fazni dijagram prijelaza izmedu termalne i MBL faze kao funkcija
jacine nereda W i linearne dimenzije sustava L. U termodinamickoj granici, L — oo,
predvida se direktni prijelaz iz termalne u MBL fazu na kriti¢cnoj vrijednosti nereda
W., dok se na kona¢nim linearnim dimenzijama sustava pojavljuje kriti¢cno prijelazno

podrudje. Fazni dijagram raden je prema rezultatima rada [50].
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ponasanje entropije prepletenosti svojstvenih stanja modela (3.8) u razli¢itim para-
metarskim rezimima za razli¢ite dimenzije sustava [50]. Na slici 3.4 moze se vidjeti
da se u termodinamickoj granici ocekuje kao moguénost izravan prijelaz iz ergodi¢ne
u MBL fazu na kriti¢noj vrijednosti nereda .. S druge strane, na kona¢nim dimen-
zijama sustava prvo se pojavljuje kriticno prijelazno podrucje koje razdvaja ove dvije
faze. Taj rezim karakteriziran je platom u vrijednosti entropije prepletenosti svoj-
stvenih stanja, gdje zbog kona¢nih dimenzija sustava ova veli¢ina ne moze poprimiti
vrijednosti za beskonacne sustave. Ipak, s opisanim faznim dijagramom treba biti
oprezan bududi su vrijednosti entropije prepletenosti, pa tako i fazni dijagram (3.4),
dobivene s ED samo do L = 16, dok su ostale vrijednosti interpolirane na temelju
dobivenih egzaktnih rezultata. Stoga nije u potpunosti jasno $to se zbiva u sustavima
s vec¢im linearnim dimenzijama (L > 16) te je od vitalnog interesa razviti metodu
koja bi omogucila ispitivanje svojstava sustava s linearnim dimenzijama nedostup-
nim poznatim numeri¢kim metodama, kako bi se sa sto ve¢om sigurnos¢u moglo reci

Sto se zapravo zbiva u termodinamickoj granici.
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4 Aproksimacija reducirane baze

U ovom poglavlju uvodi se ARB pomocu koje se pokusava ispitati svojstva MBL sus-
tava linearnih dimenzija koje inace nije moguce ispitati metodama ED (L > 16).
Konstrukcija metode pocinje od Andersonovog problema kojega je moguce egzak-
tno numericki rijesiti za velike sustave (L = 10000) te se zatim promatra uloga
medudjelovanja na mnogocesticna Andersonova stanja konstruirana kao Slaterova
determinanta jednocesti¢nih Andersonovih stanja. Argumentirano je da su ovakva
nemedudjeluju¢a mnogocesticna Andersonova stanja prikladan izbor za razmatranje
medudjelovanja jako lokaliziranih sustava u granici jakih nereda. Uvodenjem rezo-
nantnog uvjeta konstruira se reducirana baza relevantnih mnogocesti¢nih Anderso-
novih stanja unutar koje je moguce naci aproksimativha mnogocesti¢na stanja punog
hamiltonijana. Takva baza sadrzi (znatno) manji broj stanja u odnosu na ukupni broj
mnogocesticnih stanja, a istovremeno aproksimativno obuhvaca sve relevantne pro-

cese za opis MBL faze u dugovremenskoj granici. Na kraju poglavlja raspravljana je

statistika rezonanci kojima se konstruira reducirana baza u ovisnosti o jakosti nereda.

4.1 Motivacija za uvodenje reducirane baze

Ispitivanje postojanja MBL faze obi¢no se izvodi unutar okvira kojega pruza ED ha-
miltonijana mnogocesti¢nog sustava. No buduéi da broj mnogocesti¢nih stanja eks-
ponencijalno brzo raste uz stalnu gusto¢u s linearnom dimenzijom sustava L, nu-
merickim simulacijama unutar razmatranog modela obi¢no se moze obuhvatiti sus-
tave do L = 16. Fizikalnu poteskoc¢u stvara Cinjenica da je dinamika MBL sustava
potencijalno vrlo spora, pa relaksacije sustava na vrlo dugim vremenskim skalama
za sobom nuzno povlace pitanje vaznosti u¢inaka konacnih linearnih dimenzija sus-
tava dostupnih numerickim simulacijama. Naime, spore vremenske skale obi¢no se
razvijaju preko dugih prostornih skala, pa ograni¢enje numerickih modeliranja na
razmjerno male linearne dimenzije ostavlja otvoreno pitanje o to¢nosti skaliranja re-
zultata prema termodinamickoj granici.

Osnovna ideja ARB je na prikladan nacin, postavljanjem rezonantnog uvjeta, od
svih mnogocesti¢nih stanja izdvojiti ona relevantna za dinamiku MBL sustava na du-
gim vremenima s obzirom na neko pocetno stanje u kojem se sustav nalazi. Proucava-

juci tako dugovremenska ponasanja moguce je onda odrediti svojstva MBL sustava
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obzirom na svojstvo ergodi¢nosti te istraziti ulogu rezonanci u mnogocesti¢cnom kon-
tinuumu. Uz pretpostavku da je podskup relevantnih stanja znacajno manji od skupa
svih stanja, s ARB ogranicenje na proucavanje razmjerno malih sustava je relaksirano,
odnosno prikladnim odabirom relevantnih stanja moze se proucavati i one sustave
koje obi¢no nije moguce numericki simulirati drugim metodama. U konacnici, zbog
Sireg dostupnog raspona linearnih dimenzija, ARB pruza vecu sigurnost prilikom ska-

liranja promatranih veli¢ina prema termodinamickoj granici.

4.2 Model u bazi mnogocesti¢nih Andersonovih stanja

Hamiltonijan (3.8) se moze razdvojiti na dva dijela, dio hamiltonijana H, (3.1)
koji odgovara Andersonovom problemu, te H; dio koji opisuje kratkodoseZno medu-
djelovanje fermiona na susjednim ¢vorovima. Kako su za d = 1,2 sva Andersonova
jednocesti¢na stanja lokalizirana, najveci u¢inak lokalizacije i za mnogocesti¢ne sus-
tave ocekujemo u niskim dimenzijama. Fokus je stoga stavljen na d = 1 slucaj, te je
na lancu linearne dimenzije L s periodickim rubnim uvjetima promatran slucaj polu-
popunjenja N = L/2, s prosjecnom gustoom na pojedinom ¢voru 7 = 1/2. Nadalje,
integral preskoka koristen je kao jedinica energije, ¢, = 1. Sto se tite medudjelovanja,
u numerickim analizama razmatran je slu¢aj V' = 1, koji za slu¢aj polupopunjenja
u odsustvu nereda odgovara tocki u faznom dijagramu izmedu slobodnih fermiona
V' = 0 i sustava s procijepom u spektru jednocesti¢nih stanja kada je V' > 2 [51].
Nakon $to su nadena jednoéesti¢na svojstvena stanja hamiltonijana H 4, u sljede-
¢em koraku hamiltonijan medudjelovanja I, prou¢ava se u bazi mnogoesti¢nih
Andersonovih stanja u kojoj je H4 dijagonalan s namjerom razlu¢ivanja rezonant-
nih i perturbativho malih doprinosa. Konkretno, uz numericku dijagonalizaciju,

jednocestic¢ni dio hamiltonijana poprima oblik

Hy =) aglon, ol =) duc, (4.1

l i
gdje operator gpj (1) stvara (poniStava) fermion u jednocesticnom Andersonovom
stanju [, ¢ su jednocesti¢ne energije Andersonovih stanja te valne funkcije ¢;; pove-
zuju bazu Andersonovih stanja s bazom zaposjednuca pojedinog ¢vora. Jednocesti¢na

Andersonova stanja sada se mogu Koristiti za konstrukciju baze mnogocesti¢nih An-
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dersonovih stanja

) =TI () 10, B =3 am, (4.2)
l

I
gdje sukladno fermionskoj prirodi ¢estica vrijedi n; = 0, 1.

Ova stanja mijesaju se pod utjecajem hamiltonijana medudjelovanja

Hy =V Z Xrolohones, (4.3)
jklm
s matri¢nim elementima
Xk = Z DL i it1 Ph,it1 94, (4.4)

gdje se za matri¢ne elemente moze pokazati da vrijedi
Xon = (X‘Zm> . (4.5)

Odgovarajudi izvod dan je u dodatku B.
S obzirom na bazu mnogocesti¢nih Andersonovih stanja, mogu se razlikovati tri
razli¢ita doprinosa hamiltonijana medudjelovanja H;. Prvi doprinos je dijagonalan

te predstavlja Hartree-Fockovu korekciju [44]
] _ gk kj\ ~ o
Hyr =2V 3" (k= X4 iy, (4.6)
k>j

koja samo mijenja jednocesti¢ne neperturbirane energije ¢;, pa sukladno izrazu (4.2)

i energije mnogocesti¢nih Andersonovih stanja

O — O 1 (n] Hyp |n) . (4.7)

n

Preostala dva doprinosa dana su s

HY =V > (0 + X = X570 = x) ehenny, (4.8)
jhAm

Hi=V > (O +xm =i =X eleleres, (4.9)
jkAEm
I>m,k>j
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te ih se prema djelovanju na bazu mnogocesticnih Andersonovih stanja moze in-
terpretirati kao jednostruko i dvostruko cesticno-supljinsko pobudenje. Podrobnija

analiza ova tri doprinosa napravljena je u dodatku B.

4.3 Konstrukcija reducirane baze

Primarni cilj ARB je promatrati svojstva sustava u granici jakog nereda koja bi trebala
odgovarati MBL fazi. U tom kontekstu prirodno je krenuti od mnogocesticnog An-
dersonovog stanja (4.2) koje je za d = 1 potpuno lokalizirano te na njemu promatrati
utjecaje medudjelovanja. Medudjelovanje sustav pripremljen u takvom stanju veze
za druga stanja, odnosno dolazi do mijesanja stanja (4.2). No u granici jakog nereda
kada je lokalizacijska duzina £ vrlo kratka i relevantni matri¢ni elementi mogu biti
prostorno jako lokalizirani, pa bi i u¢inak medudjelovanja u toj granici trebao biti
slab. To povlaci da bi pravilnim izborom perturbativno znacajnih doprinosa reduci-
rana baza mogla dobro opisivati svojstva MBL faze.

Kako broj mnogocesti¢nih Andersonovih stanja vrlo brzo raste porastom L, njihov
spektar prakticki vrlo brzo postaje kontinuiran. Tada se svaki perturbativni razvoj
u H; suotava s problemom rezonanci kada se promatraju stanja bliska u energiji
i neiSCezavaju¢im matricnim elementom. SrediSnja ideja ARB je upravo ta da se
rezonantni doprinosi egzaktno uzmu u obzir, do beskonaénog reda u H;, a ostale,
perturbativho male doprinose, u potpunosti zanemari ili eventualno uzme njihov
vodeci doprinos.

Reducirana baza za dano po¢etno mnogocesticno Andersonovo stanje |n) energije
EY (4.7) konstruira se iterativno kroz G generacija. Svaka generacija dobiva se dje-
lovanjem hamiltonijana H? i H? na sva stanja prethodne generacije G — 1, pri ¢emu

se zadrzavaju samo stanja koja zadovoljavaju rezonantni uvjet

<nG_1 I—:T?A mG>
Z0Fo =r >R, (4.10)
0~ “m

gdje se parametar R moZe po volji mijenjati te postavlja uvjet rezonancije i time
kontrolira brzinu rasta reducirane baze po generaciji. Takoder, vrijedi uociti da se u
nazivniku pojavljuju zapravo jednocesti¢ne energije bududi da su stanja u brojniku

povezana preko najvise dva rasprsenja jednocesti¢nih Andersonovih stanja, pa se raz-
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lika EQ — EG uvijek svodi na neku kombinaciju jedno¢esti¢nih Andersonovih energija
s ukljucenom Hartree-Fockovom korekcijom. Unutar tako konstruirane reducirane
baze moze se dijagonalizirati hamiltonijan sustava te dobiti odgovarajuca svojstvena
stanja |m) i svojstvene energije F,; kao aproksimaciju egzaktnih stanja koja su preko
hamiltonijana medudjelovanja znacajnije povezana s pofetnim stanjem |n).

Ovakav pristup konstrukciji reducirane baze ima izravne poveznice s Rayleigh-
Schrédingerovom perturbacijskom teorijom [52] jer se u izrazu (4.10) pojavljuje
energija £ pocetnog stanja nulte generacije. Nadalje, pogledaju li se prve tri ko-

rekcije Rayleigh-Schrédingerove perturbacijske teorije za stanje [n(®)) [53]

Vian
[n®) = 22 [0, (4.11)
Enk1
Vier ko Vi VonVi 1 Vor, Vi
@)\ _ kika Vkon — VanVein k(0)>__ nki Vkin | (0) 12
’n > <Enk1Enk2 E’?Lkl ) ! 2 Elzln ’n >7 (4 )
|TL(3)> — |:_ Vk‘lkzvk‘gkgvk‘gn + Vnndlknggn ( 1 + ]- ) .
Ek1nEnk2Enk3 EklnEnkg Enk1 Enk:g

Vi Vern Vi ? Viern (1 1
_| | k1 +| k2| k1 (E + > k§0)>—|— (413)

E3 EklnEnkg nki 2Enk2

kin

Vaks Vot Virn + Viean Vierks Vi n Vo | Vi
252, Eo, E?

nki

n©),

gdje su uvedene pokrate V,,, = (n”| H; |m®) i E,,,, = EY — BY te se podrazumi-

jeva sumacija po indeksima k;, ks i k3, vidljivo je da ARB do tre¢ega reda obuhvaca
sve ove popravke, s razlikom da ih ARB uzima egzaktno kada su one rezonantne dok
ih Rayleigh-Schrodingerova teorija uzima samo perturbativno.

U ovome radu za konstrukciju reducirane baze koristi se dodatni rezonantni uvjet,
slitan onome (4.10) gdje se u nazivniku umjesto energije £J pocetnog stanja nulte
generacije nalazi energija stanja G — 1 generacije. Uz takav dodatni rezonantni uvjet
ARB obuhvaca i veéinu korekcija viSih redova Rayleigh-Schrodingerove perturbacij-
ske teorije za dano pocetno stanje.

Valja primijetiti da slu¢aj R = 0 odgovara ED bez aproksimacija, $to je pristup
primjenjiv za sustave do L = 16. Nasuprot tome, ARB moZe mijenjanjem parametra R

izdvojiti samo neka, nadamo se sva relevantna stanja za proracun danih korelacijskih
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funkcija na dugim vremenskim skalama, ¢iji je broj N, (znatno) manji od ukupnog
broja stanja V,,;. Time se onda ujedno mogu proucavati i sustavi s ve¢om linearnom

dimenzijom (L > 16).

4.4 Statistika rezonanci

Prakti¢no pitanje koje se postavlja jest koji su dijelovi hamiltonijana medudjelovanja,
H3 ili A, vazniji prilikom konstrukcije reducirane baze? Kako je rigorozna ana-
liticka analiza matri¢nih elemenata u izrazima (4.8) i (4.9) vrlo zahtjevna, pogodno
je osloniti se na numericku evaluaciju njihove statistike [54].

Na slici 4.1 prikazani su numericki rezultati za prosjecan broj rezonanci p,., po

jednom stanju u reduciranoj bazi, reskaliran s R, kao funkcija nereda W,

Rpres = %/00 drf(r,W), 4.14)

R

gdje je f(r,W) distribucija rezonanci prema njihovoj jacini, » > R ~ 1. Moze se

0.12 — : e —

0.1

0.08}

R pl'{:h

0.04

Slika 4.1: Gustoca rezonanci p,.s po jednom stanju u reduciranoj bazi reskalirana s
R, prikazana odvojeno za H? (crna boja) i H} (crvena boja) ¢lan. Preuzeto iz [54].

vidjeti da se sa smanjivanjem nereda gustoca rezonanci brzo povecava, Sto je odraz
ergodi¢nog ponasanja sustava na malim neredima. U suprotnoj granici jakog ne-
reda gustoca rezonanci postaje mala, Sto povlac¢i da su jake rezonance koje zado-
voljavaju uvjet (4.10) rijetke kombinacije odredenih matri¢nih elemenata i razlika

energija jednocesti¢nih Andersonovih stanja. Za te jake rezonance skaliranje s R na
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slici 4.1 ukazuje na p,.; ~ 1/R, odnosno da je gusto¢a rezonanci dana dugim re-
pom distribucijske funkcije f(r, W) koja se asimptotski ponasa kao f(r, W) ~ r7¢,
¢ =~ 2. Konactno, slika 4.1 ukazuje da u granici slabe lokalizacije, mali 1V, najrele-
vantniji doprinosi rezonancama dolaze od H? dijela hamiltonijana, odnosno dvostru-
kog Cesti¢no-supljinskog pobudenja. S druge strane, u granici jakog nereda gustoca
rezonanci je uvijek veéa za H 3 ¢lan. Zanimljivo, statistika rezonanci ne mijenja se
niti na kvalitativan niti na kvantitativan nacin iskljuci li se Hartree-Fockova korekcija
energija mnogocesticnih Andersonovih stanja (4.7).

Naposljetku, valja naglasiti da je dominantan oblik rezonanci oblik u kojemu su
stanja u izrazu (4.10) daleko (blizu) u realnom prostoru, s malom (velikom) razlikom
energija. Ovo je zapravo rezultat koji slijedi Mottov argument [43]. Analogija je
jednostavna bududi da se svakom lokaliziranom stanju moze jednoznacno pridruziti
¢vor s maksimalnom gustocom valne funkcije, slika 3.1. Sukladno tome, i vrijednost
matri¢nog elementa raste kako su stanja blize u prostoru, pa se moze re¢i da su
tipicne rezonance one s malim (velikim) matri¢cnim elementom i malom (velikom)

razlikom energija.
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5 Korelacijska funkcija gustoce

U ovom poglavlju podrobno je razmatrana korelacijska funkcija gustoce te je uve-
dena krutost kao dugovremenski limit odgovarajuce vremenske korelacijske funkcije.
Opisana je veza izmedu krutosti i ergodi¢nosti sustava te je krutost gustoce naboja
raspravljana u kontekstu MBL faze. U raspravi rezultata prvo su prikazani rezultati za
krutost gustoce naboja na pojedinom ¢voru resetke u formalnoj granici beskonacne
temperature te su na temelju tih rezultata iznijeti neki zakljucci o svojstvima lokalizi-
rane faze. Zatim su krutosti gusto¢e naboja proucavane u ARB za razlicite vrijednosti
jacine nereda W te je pomocu dobivenih vrijednosti dugovremenskih korelacijskih
funkcija ispitana konvergentnost ARB i njezini razliciti aspekti ponasanja u razlic¢itim
parametarskim rezimima. Dalje je uveden aproksimativni model hamiltonijana ciji
se fazni dijagram kvalitativno ne razlikuje od faznog dijagrama punog MBL hamil-
tonijana, te su u ARB na aproksimativnhom modelu hamiltonijana racunate srednje
krutosti gustoce naboja sustava velikih linearnih dimenzija, L < 40, $to je omogu¢ilo

sigurniju raspravu o skaliranju rezultata na termodinamicku granicu.

5.1 Korelacijske funkcije i krutosti

Sasvim opcenito, korelacijske funkcije opisuju medusobnu prostornu i vremensku
povezanost mikroskopskih varijabli [55]. Uobicajeno ih je definirati kao termodi-
namicki prosjek produkta dvaju operatora A i B na pozicijama r’ i r'+r te vremenima

it +t
~ A 1 o ~
<A(r’,t’) B +r,¢ +t)> - T [A () BE +r,t +1)], (5.1)

gdje je Z particijska funkcija te (-) oznacava spomenuto termodinamicko usrednjava-
nje. Ukoliko jo$ operatori A i B predstavljaju jednu te istu mikroskopsku varijablu,
takva korelacijska funkcija naziva se autokorelacijska funkcija.

U ovom radu podrobnije ¢e se proucavati vremenski ovisne korelacije, formalno
u granici beskonac¢ne temperature, 7' — oo. Tada termodinamicki prosjek obuhvaca

sva stanja sustava s jednakom vjerojatnosc¢u pa se izraz (5.1) svodi na usrednjavanje
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po svim stanjima

<A (t’)B(t’+t)> = > AW B +1)n), (5.2)

gdje je N,,; ukupni broj stanja |n). Valja primijetiti da se u izrazu (5.2) pojavljuju ¢ i
t’. No u konacnici ¢e biti od interesa promatrati samo korelacije na dugim vremen-
skim skalama kako bi se razlikovala ergodi¢na ponasanja od onih neergodic¢nih, svoj-
stvenih MBL fazi kada se pojedine veli¢ine ne relaksiraju niti na dugim vremenima.
Promatrati Ce se zato vremenska usrednjenja bez eksplicitne ovisnosti o pocetnom

trenutku. Odnosno, promatrati ¢e se vremenski ovisna korelacijska funkcija dana

formalno s
1 T/ 1 Ntot
IRT - / A\ D (4!
Cap(t) = lim T,/O dt Nmt;m\A(t)B(t +t)|n), (5.3)

gdje vremensko usrednjenje podrazumijeva duge vremenske skale 7' za koje kon-
kretno pocetno vrijeme ¢’ ne igra nikakvu ulogu.
Uz pretpostavku da su stanja sustava bez degeneracije, za vremenski ovisni ope-

rator moze se pisati

A(t) =" [n) Ay (m| e/ Em =B, (5.4)

gdje je E, energija stanja |n) i A,,, matri¢ni element (n| A |m), pa se za korelacijsku
funkciju (5.3), kao sto je pokazano u dodatku C, dobiva
Ntot

Ap B’ En=Emt, (5.5)

,m=1

1
Ntotn

Cap(t)

Posebice, zanimati ¢e nas takozvana krutost D 45, koja odgovara granici vremen-

skog usrednjenja korelacijske funkcije C'45(t)

1 T
DAB = lim — dtCAB(t)

T—00 T 0

1 % (5.6)
- Anan'm

tot

n=1

gdje se podrazumijeva 7 > 7’ > 1/t,, odnosno da se u odnosu na pocetni trenutak

korelacije mjere na jako dugim vremenskim skalama.

30



Ovako uvedena krutost moze posluziti kao indikator neergodic¢nosti sustava. Na-
ime, ukoliko su operatori A i B lokalni i vrijedi <A> =0ili <B> =0, te <121[§[ > =0
ili <Bﬁ > = 0, neiSCezavajuca vrijednost krutosti, D, p # 0, ukazuje na postoja-
nje kvazilokalne sacuvane veli¢ine u dinamici sustava koja se ne relaksira. Drugim
rijeCima, informacija o poCetnom stanju sustava ostaje sacuvana cak i na jako dugim

vremenskim skalama, odnosno sustav se ponasa neergodi¢no.

5.2 Krutost gustoée naboja i MBL faza

Izborom A = B = di; = n;/i — 1 gdje je 7; operator gustoée naboja na &voru i te
n srednja gusto¢a naboja sustava, dobiva se korelacijska funkcija krutosti nabojnih
stupnjeva slobode. Dugovremenska autokorelacija naboja na pojedinom ¢voru dana
jes
1 Ntot
Di= 5= > 0n), [, 0<Di<1 (5.7)

tot

n=1

Valja primijetiti da je ovakva krutost D; analogna Edwards-Andersonovom parametru
uredenja [56]. Ovaj parametar uredenja obi¢no se analizira u kontekstu staklastih
faznih prijelaza.

Opcenito se ocekuje da ¢e u ergodicnoj fazi nakon dovoljno dugog vremena zbog
medudjelovanja izmedu cestica do¢i do relaksacije i zaboravljanja pocetnih rubnih
uvjeta, te ¢e kao rezultat toga na svim ¢vorovima resetke vjerojatnost preko dugih
vremenskih skala da su ¢vorovi zauzeti ili prazni biti jednaka i neovisna o zauzetosti
u pocCetnom vremenskom trenutku, (n;) = n. Drugim rije¢ima, za ergodi¢ne sustave
krutost (5.7) iS¢ezava. S druge strane, konacnost krutosti gusto¢e naboja, 0 < D; < 1,
signalizira da nabojni stupnjevi slobode i nakon dugog vremena ostaju korelirani s
pocetnom konfiguracijom raspodjele naboja na pojedinim ¢vorovima. Ovakvo neer-
godi¢no ponasanje odgovara MBL fazi [30,31].

Kako bi proucili svojstva dugovremenskih korelacija naboja (5.7) modela (3.8) za
razlicite vrijednosti nereda, na slici 5.1 prikazan je rezultat vezan uz termalni prosjek
krutosti gustoce naboja na beskonac¢noj temperaturi D; za nerede W = 2 —8 jednakih
prostornih konfiguracija h;/WW dobiven ED. Sa slike 5.1 vidi se da usrednjeni D; po
svim stanjima i u granici beskona¢ne temperature pokazuje znatnu ovisnost o ¢voru
reSetke, Cak StoviSe, da postoji jasna prostorno ovisna veza izmedu konfiguracije ne-

reda h; i vrijednosti krutosti gusto¢e naboja D;, Sto je ponaSanje koje susre¢emo i
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kod staklastih stanja [56]. Konkretno, ¢vorovi i = 2,12 s izrazenim maksimumima
krutosti gustoc¢e naboja odvojeni su velikom energetskom barijerom Ah ~ 2 od su-
sjednih ¢vorova (i & 1). Ukupno, izgleda kao da se krutost gusto¢e naboja D; mono-
tono skalira s ja¢inom nereda W. Ovakvo ponasanje o€ituje se na svim vrijednostima
nereda i sugerira kontinuirani prijelaz iz ergodi¢ne u neergodi¢nu MBL fazu. No ovi
zanimljivi aspekti rezultata vezani u prvom redu za ergodi¢nost sustava ipak zahti-
jevaju podrobnija daljnja razmatranja kako bi se s ve¢om sigurnos¢u mogli dovesti u
vezu sa scenarijima mnogocesti¢ne lokalizacije. Posebice, od interesa je prouditi Sto
se dogada u sustavima velikih linearnih dimenzija (L > 16) pa je potrebno pogledati

izraze za korelacijske funkcije i krutosti u ARB.

NBDO®

0.8

0.6 -E \ : .....

0.4

0.2

¢vori

Slika 5.1: Krutost gustoc¢e naboja na pojedinom ¢voru u granici beskona¢ne tempe-
rature (5.7) izracunata egzaktno za razlicite vrijednosti nereda W = 2 — 8 uz fiksnu
prostornu konfiguraciju nereda h; /.

5.3 Korelacijske funkcije i krutosti u ARB

U kontekstu ARB termodinamicki prosjek u izrazu za vremenski ovisnu korelacijsku
funkciju (5.2) ukljucuje uprosjec¢ivanje po (znatno) manjem broju stanja reducirane

baze
Nst

<A () B(t' + t)> ~ NL S A B + 1) |n) (5.8)

t =1
gdje sada za razliku od stanja |m), mnogocesticna Andersonova stanja |n) nisu svoj-
stvena stanja punog MBL hamiltonijana (3.8). Medutim, stanja |n) jo$ uvijek mogu

posluziti kao prikladna stanja za izvrijednjavanje termodinamickog prosjeka.
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Pretpostavljajudi i dalje da je spektar mnogocesti¢nih stanja bez degeneracija za

vremenski usrednjenu korelacijsku funkciju u ARB se dobiva

Nst

1 (B~ —E-
Cap(t) = N, Z|<n|m>|2AmiBimel(Em El)ta (5.9)

st n=1

ml

odnosno za krutost
Nst

Dap =

$to se u slucaju uprosjecivanja po svim stanjima |n) zbog svojstva potpunosti baze
svodi na izraz (5.6) Podrobnosti izvoda nalaze se u dodatku C. Konkretno, dugovre-

menska autokorelacija naboja na pojedinom ¢voru (5.7) u ARB dana je s

1 Nst

Di=+ > Hnlm)[* [(0n,),,,,)* (5.11)

st

n=1
m

Treba primijetiti da doprinosi za dugovremensko ponasanje ovise izravno o prek-
lopu s pocetnim stanjem |n), odnosno samo svojstvena stanja sustava s velikim prek-
lopom na to pocetno stanje |n) ¢e znatnije doprinositi u izrazu (5.10). To je upravo u
duhu izbora relevantnih stanja unutar opisane metode reducirane baze jer se u nul-
toj generaciji krece od nekog danog stanja |n). Drugim rije¢ima, ARB bi trebala dati
vrlo dobru aproksimaciju dugovremenskog ponasanja pojedinih korelacijskih funk-
cija, odnosno za ponasanje krutosti dane izrazom (5.10), a nakon uprosjecivanja po

svim mnogocesticnim Andersonovim stanjima i za egzaktnu krutost (5.6).

5.4 Krutost gustoée naboja i konvergencija ARB

Konvergentnost ARB ispitana je promatranjem krutosti gusto¢e naboja na pojedinom

¢voru bez usrednjavanja po neredu, odnosno stanjima |n)
Z [(n|m)|* [(6n:),.. -] - (5.12)

Na slici 5.2 prikazane su krutosti gustoce naboja (5.12) dobivene u ARB uz vrijednost
parametra R? = (.01 u izrazu (4.10). Ova vrijednost parametra R koriStena je u svim

daljnjim rezultatima ovoga rada. Slika 5.2 daje jasan uvid u konvergentnost ARB. U
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ta unutar ARB

v

1Zracuna

2 — 16. Uvjet rezonancije je pos-

&vori

(5.12)

inom ¢voru

edi
34

&vori

boja na poj

4

ce na

i gusto

- « «
e B e R . M T T o o e e e e BT I T e o b Crpr
e A1 N
- - crmme
[|oramen =, PP < o Hounnn e T r/
IR T, (57 RRRRRT-) Ny o :
vcovooold voooood 4 L1 12 N
L do L ~ .
EEREE i e o e
NN Pini = P
Lirdiiin 1L 1
SO
e,
L L L .
e
SN~
L L L T~
"\
L L L i
J
/
L - = -
- - -
i
i
L L A
//
\,
L L T <Y
/
L
- - o
= 1
=
ot |
[ [ —omran da -
A7 i, /
<
Ll A NN T N T I T I N B - il R R |
- @ - @ © < ~ o~ @ © -
3 ] 3 3 3 3 3 3
< «
e e RS LI B e B g
= = - = SN 4=
\,
- - - > EE 4
e _ =
L - - — ~ o EEEE <=
- IU:/: TS
- - - = He F s =
© |
n
s d_
- - - o o
- - H 4« b 4«
omnwn
e
L N Hoovoool = /~ - ™
; ~ ! )
i ) : i J
1 i : .
i H : I y
| - —r—t Ly L
< < = >
o o S
(uya

Krutost

Slika 5.2

v

za razlicite vrijednosti i konfiguracije nereda W =

tavljen na R? = 0.01 te G oznacava broj generacije. Dobiveni rezultati usporedeni su

s egzaktnim vrijednostima (crna linija).



lijevom stupcu prikazani su primjeri s tipi¢nim ponasanjem krutosti gusto¢e naboja
kroz generacije. Ve¢ se u Cetvrtoj generaciji, G = 4, aproksimativni rezultati vrlo
dobro slazu s egzaktnima. Ono $to takoder treba primijetiti za male nerede je kako je
konvergencija ARB monotona, svaki puta podrazumijevajuci sve veci broj rezonanci
po generaciji. To ujedno znaci i kako broj stanja u reduciranoj bazi razmjerno brzo
raste s porastom broja generacije G. Ovo ponaSanje kroz generacije ujedno daje
jednostavan zor ergodickog ponasanja sustava. Nasuprot tome, za vrlo jake nerede,
W = 16, vrlo dobro slaganje s egzaktnim rezultatima moze se dobiti ve¢ s malim
brojem stanja i u niskim generacijama, Sto samo po sebi ukazuje na neergodi¢nu
dinamiku sustava na dugim vremenskim skalama.

Medutim, za neka pocetna stanja |n) pojavljuju se i slucajevi s netipi¢nim ponasa-
njem gdje u viSoj generaciji dolazi do vidljivog odstupanja od egzaktnih vrijednosti.
Primjeri takvih slu¢ajeva posebno su izdvojeni i mogu se vidjeti u drugom stupcu slike
5.2, pri cemu se mogu razlikovati dva tipa netipi¢cnog ponasanja. Prvi tip karakteri-
zira veliko odstupanje od monotone konvergencije u jednoj generaciji, kao primjerice
na slici 5.2 treca generacija za nered W = 6 i Cetvrta generacija za nered W = 4, dok
je za drugi tip specifi¢cno da korelacijska funkcija na pojedinim ¢vorovima iskazuje
odstupanja i za ve¢e G, kao na slici 5.2 za slu¢ajeve W = 8,16. No istovremeno
ovdje treba posebno naglasiti kako pojava netipi¢nih ponasanja nije vezana za neko
taju kada ARB ne uspijeva obuhvatiti ili krivo odreduje vrlo osjetljivi (rezonantni)
meduodnos izmedu jednog do dva stanja posebno relevantna za dugovremensku di-
namiku sustava. Posebice, kao Sto ¢emo vidjeti u nastavku, odstupanja ne utjecu
bitno na usrednjenu vrijednost srednje krutosti gusto¢e naboja po velikom broju kon-
figuracija nereda kao osnovnog parametra koji karakterizira globalnu ergodic¢nost
sustava. Stovi$e, ovakva odstupanja u pojedinim generacijama mogu se pojaviti i u

slu¢ajevima kada je rezonantni parametar postavljen na R = 0.

5.5 Aproksimativni model hamiltonijana medudjelovanja

U potpoglavlju 4.4 proucavana je gustoca rezonanci te je ustanovljeno da na jakim
neredima dominantan doprinos raspréenjima dolazi od [ 3 dijela hamiltonijana. Na-

dalje, djelovanje ﬁ})’ clana pruza jednostavni uvid u pracenje fizikalnih procesa koji
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se odvijaju prilikom konstrukcije reducirane baze buduéi da H? u svakoj generaciji
doprinosi samo jednim cesti¢no-supljinskim pobudenjem. Korisno je stoga usporediti

ponasanje srednje krutosti gusto¢e naboja

L
D(n) =~ Dy(n). (5.13)
=1

|

usrednjene preko mnogo konfiguracija nereda budu¢i da krutost gusto¢e naboja na
pojedinom ¢voru moze ovisiti o konkretnoj realizaciji nereda, koja karakterizira glo-
balnu ergodi¢nost sustava s i bez H + ¢lana gdje u drugom slucaju postoji izravna veza

izmedu generacija i najveceg broj stvorenih Cestica-Supljina parova.
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Slika 5.3: Srednja krutost gustoce naboja (5.13) sustava linearne dimenzije L. = 14
za razlicite vrijednosti nereda I usrednjena preko 128 konfiguracija nereda. Srednja
krutost gustoée naboja ratunata je u dva modela, s i bez H# dijela hamiltonijana, gdje
se vidi da oba modela vode na isto kvalitativno ponasanje srednje krutosti gustoce
naboja. Unutar ta dva modela takoder su usporedivane aproksimativne s R? = 0.01 i
egzaktne vrijednosti srednje krutosti gustoce naboja.

Na slici 5.3 prikazana je srednja krutost gusto¢e naboja (5.13) usrednjena preko
128 konfiguracija nereda u dva razli¢ita modela, s i bez H? dijela hamiltonijana, te
su unutar ta dva modela usporedivane egzaktne vrijednosti krutosti gusto¢e naboja
i aproksimativne vrijednosti u ARB. Sa slike 5.3 je jasno da srednja krutost gustoce
naboja pokazuje kvalitativno, a na viSim neredima i kvantitativno isto ponasanje u
slu¢ajevima kada je A} dio hamiltonijana isklju¢en i uklju¢en, s razlikom da na ma-
njim neredima kada ocCekujemo ergodi¢no ponasanje sustava, aproksimacija nesto
brze konvergira s uklju¢enim H} ¢lanom, buduéi da se tada po generaciji generira

viSe stanja. Stoga je za istrazivanje lokalizirane faze na jakim neredima i prijelaza
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u nju dovoljno raditi s H? doprinosima, odnosno fazni dijagram s takvim modelom
se kvalitativno neée razlikovati od modela u kojemu su oba ¢lana, H3} i H?, uzeta
u obzir. Iz tog razloga je u daljnjoj raspravi rezultata koriSten model u kojemu su
raspréenja u potpunosti opisana s H? dijelom hamiltonijana gdje onda broj G jed-
noznacno definira maksimalni broj pobudenih elektron-supljina parova u odnosu na
pocetno stanje.

Rezultati na slici 5.3 takoder mogu posluziti za ocjenu konvergentnosti aprok-
simacije. Iako za pojedinu konfiguraciju nereda, odnosno bez uprosjec¢ivanja po
pocetnim stanjima, slika 5.2, u pojedinim generacijama moze do¢i do odstupanja
vrijednosti krutosti gusto¢e naboja, odnosno ARB ne konvergira monotono, upro-
sjecena vrijednost srednje krutosti gustoce naboja na slici 5.3 monotono konvergira
egzaktnim vrijednostima. To sugerira da su ranije spomenuta odstupanja zapravo
slucajna i rijetka, pa njihov u¢inak nakon uprosjecivanja rezultata po velikom broju
uzoraka nestaje. Nadalje, na jakim neredima egzaktne vrijednosti srednje krutosti
gustoce naboja mogu se dobiti ve¢ u vrlo niskoj generaciji. Kako je upravo upro-
sjecena vrijednost srednje krutosti gustoce naboja osnovni parametar koji karakteri-
zira ergodi¢nost sustava, moze se re¢i da ARB najcesc¢e, zbog malog srednjeg broja
rezonanci, ve¢ u niskom redu moze obuhvatiti sve relevantne procese za opis MBL

faze.

5.6 Skaliranje s linearnom dimengijom sustava

Krajnji je cilj ovoga rada ispitati svojstva sustava velikih linearnih dimenzija (L > 16)
s obzirom na svojstvo ergodi¢nosti, Sto bi omogucilo bolje razumijevanje i predvidanje
ponasanja rezultata u termodinamickoj granici. Za pocetak je korisno pogledati
ponasanje srednje krutosti gustoce naboja usrednjene preko velikog broja konfigura-
cija nereda u ovisnosti o inverzu linearne dimenzije sustava dobiveno ED do L = 16,
slika 5.4. Prikazane pogreske odgovaraju standardnoj devijaciji.

Za slabi nered, W = 2, na slici 5.4 izgleda da se vrijednost srednje krutosti
gustoce naboja sve vise smanjuje kako se linearna dimenzija sustava povecava. Sli¢no
ponasanje ocituje se i za nered W = 4, no nedostatak informacije o ponasanju
srednje krutosti gusto¢e naboja u sustavima vec¢ih linearnih dimenzija onemogucuje

donosenje zakljucka o kona¢nom skaliranju rezultata za manje nerede. Konkretno,
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iSCezava li srednja krutost gusto¢e naboja za manje nerede u termodinamickoj granici
ili ostaje mala, ali ipak konacna. S druge strane, ponasanje srednje krutosti gustoce
naboja na ve¢im neredima, W = 6 — 16, sugerira da njena vrijednost ostaje konacna
i za sustave velikih linearnih dimenzija. Tome ide u prilog i ponasanje standardne
devijacije na slici 5.4, gdje je vidljivo da se njena vrijednost unato¢ velikoj fluktuaciji
srednje krutosti gustoce naboja od uzorka do uzorka sve viSe smanjuje kako line-
arna dimenzija sustava raste, Sto sugerira da je njena srednja vrijednost sve tocnije
odredena kako L raste. Medutim, ovi rezultati dobiveni su ipak na sustavima manjih
linearnih dimenzija kada su i standardne devijacije razmjerno velike zbog cega je
posebno zanimjivo razmotriti sustave vecih linearnih dimenzija. Stoga je u nastavku
koristena ARB u svrhu ispitivanja ponasanja srednje krutosti gusto¢e naboja i sustava

vecih linearnih dimenzija.
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Slika 5.4: Srednja krutost gustoce naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda
dobivena ED do L = 16 za razlicite vrijednosti nereda I u ovisnosti o inverzu line-
arne dimenzije sustava. Prikazane pogreske odgovaraju standardnoj devijaciji.

Srednja krutost gustoce naboja na slici 5.4 pokazuje kvalitativno razli¢ito ponasa-
nje na malim i velikim neredima. Iz tog razloga, promatrani su rezultati koje ARB
daje za dva ekstremna nereda, W = 21i W = 16. Slucaj W = 2 prikazan je na slici 5.5
gdje se moZe pratiti ponasanje srednje krutosti gusto¢e naboja usrednjene preko 128
konfiguracija nereda u ovisnosti o inverzu linearne dimenzije sustava kroz sedam
generacija. Za fiksnu generaciju G maksimalni L odreden je maksimalnim brojem

stanja reducirane baze dostupnim numerickim simulacijama.
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Sa slike 5.5 vidimo da se trend egzaktnih rezultata reproducira nakon cCetvrte
generacije. Medutim, za sustave velikih linearnih dimenzija s malim neredom broj
stanja u petoj generaciji postaje toliko velik da je reducirana baza usporediva s pot-
punim skupom stanja. Ovo ima jednostavnu fizikalnu interpretaciju. Krecuéi od
baze lokaliziranih mnogocesti¢nih Andersonovih stanja, za opis ergodi¢nih svojstve-
nih stanja na manjim neredima potrebna je reducirana baza ¢iji je broj lokaliziranih
mnogocesticnih Andersonovih stanja sumjerljiv s ukupnim brojem stanja. Stoga u
slu¢aju malih nereda ARB ne pokazuje prednosti u ispitivanju dugovremenskih kore-
lacija u sustavima velikih linearnih dimenzija. To je potpuno u skladu s ocekivanjima,
budu¢i da je ARB predvidena za racunanje dugovremenskih korelacija u jako lokali-

ziranim sustavima, odnosno u sustavima s velikim neredom.
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Slika 5.5: Srednja krutost gustoce naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda
dobivena unutar ARB s R? = 0.01 kroz sedam generacija za nered W = 2. Za fiksnu
generaciju G maksimalni L odreden je maksimalnim brojem stanja reducirane baze
dostupnim numerickim simulacijama.

Prednosti ARB dolaze do izrazaja za vece nerede. Na slici 5.6 prikazana je srednja
krutost gustoce naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda u prvoj i sedmoj
generaciji do L = 40, zajedno sa standardnim devijacijama te egzaktnim vrijednos-
tima srednje krutosti gusto¢e naboja do L. = 16. Dobiveni rezultati sugeriraju da
se na velikom neredu vrijednost srednje krutosti gustoce naboja znatnije ne mijenja
kako linearna dimenzija sustava raste, odnosno da ostaje kona¢na u termodinamickoj

granici. Takoder se moze primijetiti da na velikom neredu obi¢no ve¢ prva genera-
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Slika 5.6: Srednja krutost gustoc¢e naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda
dobivena unutar ARB s R? = 0.01 u prvoj i sedmoj generaciji za nered W = 16 do L =
40, zajedno s egzaktnim vrijednostima do L = 16. Prikazane pogreske odgovaraju
standardnoj devijaciji.

cija daje vrlo dobro slaganje s egzaktnim rezultatima. Za usporedbu, na slici 5.6 su
takoder nacrtane vrijednosti srednje krutosti gusto¢e naboja dobivene u sedmoj ge-
neraciji. Vidljivo je da su gotovo identi¢ne onima u prvoj generaciji, odnosno egzak-
tnim vrijednostima krutosti gustoce naboja do L = 16. To sugerira da bi se na visim
neredima s ARB moglo racunati srednju krutost gusto¢e naboja u vrlo niskom redu
$to bi omogudilo ispitivanje svojstava sustava jo$ vecih linearnih dimenzija. Ipak,
treba imati na umu da ponekad dolazi i do odstupanja rezultata dobivenih u ARB,
naprimjer netipi¢na ponasanja na slici (5.2), gdje se pojavljuju rezonance koje krivo
odreduju fini meduodnos stanja posebno relevantnih za dugovremensku dinamiku
sustava pa se u tom slucaju nije dovoljno zadrzati na prvoj generaciji, ve¢ se moraju
uzeti u obzir i popravke viseg reda kako bi se na kraju njihov fini meduodnos ispravno
odredio.

Koriste¢i prednosti koje ARB pruza za proracun dugovremenskih korelacija u sus-
tavima s velikim neredom, slika 5.4 moze se nadopuniti vrijednostima srednje kru-
tosti gustoce naboja sustava veéih linearnih dimenzija (L > 16). Skaliranje s nado-
punjenim rezultatima prikazano je na slici 5.7. Vrijednosti srednje krutosti gustoce
naboja do I = 16 preuzete su sa slike 5.4, odnosno dobivene su ED, dok su vri-

jednosti za sustave vecih linearnih dimenzija racunate u sedmoj generaciji. Izuzev
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Slika 5.7: Srednja krutost gusto¢e naboja usrednjena preko 128 konfiguracije nereda
za razliCite vrijednosti nereda W u ovisnosti o inverzu linearne dimenzije sustava.
Rezultati do L = 16 dobiveni su ED, dok su srednje krutosti gusto¢e naboja za vece
linearne dimenzije racunate u sedmoj generaciji s B> = 0.01. Za fiksni nered W
maksimalni mogu¢i L odreden je maksimalnim brojem stanja sedme generacije dos-
tupan numerickim simulacijama, izuzev slucaja W = 16, gdje su promatrani rezultati
do L = 40. Rezultati na velikim neredima, W = 6 — 16 skalirani su linearno na
termodinamicku granicu. Prikazane pogreske odgovaraju standardnoj devijaciji.

nereda W = 16 gdje su proucavani sustavi do L = 40, za ostale nerede maksimalni
moguci L odreden je maksimalnim brojem stanja sedme generacije koji je dostupan
numerickim simulacijama.

Na manjim neredima broj stanja oc¢ekivano vrlo brzo raste kroz generacije pa ve¢
za male linearne dimenzije broj stanja reducirane baze postaje sumjerljiv s ukupnim
brojem stanja. Sukladno tome, za manje nerede ni ARB ne moze proSiriti egzaktne
rezultate na vece linearne dimenzije. Medutim, kako nered raste tako se za fiksnu
generaciju i fiksni L broj stanja reducirane baze smanjuje. Stoga se za vece nerede
egzaktni rezultati mogu proSiriti na nesto vece linearne dimenzije. Posebno, za ne-
red W = 16 egzaktni rezultati protegnuti su sve do L = 40 gdje je vidljivo da vri-
jednost srednje krutosti gustoce naboja ostaje gotovo nepromijenjena kako linearna
dimenzija sustava raste. Takoder i standardna devijacija sve viSe pada kako L raste,
Sto sugerira da su usrednjene vrijednosti srednje krutosti gustoce naboja sve tocnije
odredene. To omogucuje da se za sustave s velikim neredom moZze sigurnije rasprav-

ljati o skaliranju rezultata na termodinamicku granicu pa su rezultati za W = 6 — 16
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na slici 5.7 linearno skalirani prema L — oco. Rezultati linearnog skaliranje pokazuju
da se vrijednost srednje krutosti gustoce naboja s neredom ocekivano povecava, ali i
da ostaje konacna kako L raste. S druge strane, na malom neredu, W = 2, izgleda
da krutost gustoce naboja iS¢ezava u granici L — oo. To sugerira na vazan rezul-
tat da izmedu ova dva slucCajeva postoji kriticna vrijednost nereda W, na kojoj i u

termodinamicCkoj granici dolazi do MBL prijelaza.
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6 Zakljucak

U ovom radu opisana je ARB u kontekstu racunanja dugovremenskih korelacijskih
funkcija u modelu mnogocesti¢ne lokalizacije. Prvi dio rezultata posvecen je nu-
merickom racunu ispitivanja karakteristika ergodi¢ne i neergodi¢cne MBL faze. Kon-
kretno, za mali nered u ergodi¢noj fazi prosjecna vrijednost dugovremenske korela-
cijske funkcije gustoce naboja, takozvana krutost gusto¢e naboja, nakon potpunog
uprosjecivanja na beskonacnoj temperaturi, odnosno po svim stanjima isc¢ezava, dok
u slucaju jakih nereda krutost gusto¢e naboja pokazuje jaku prostornu ovisnost ko-
reliranu s konkretnom konfiguracijom nereda, sto je ponasanje koje susre¢emo i kod
staklastih stanja.

Paznja je takoder posvecena i svojstvima same ARB te je uoCeno da u vecini
slucajeva dolazi do brze konvergencije rezultata po generacijama egzaktnim vrijed-
nostima. To povlaci da se ve¢ s malim brojem generacija (s procesima koji su u ni-
skom redu u medudjelovanju V), odnosno za jace nerede ve¢ s razmjerno malim bro-
jem stanja, moze obuhvatiti svu relevantnu fiziku za proucavanje dinamike sustava
na dugim vremenskim skalama. Pristup se pokazuje izrazito efikasnim u lokaliziranoj
fazi Sto omogucuje proucavanje lokalizirane faze na sustavima velikih linearnih di-
menzija. Stoga su egzaktni rezultati do L = 16 za vrijednost srednje krutosti gustoce
naboja nadopunjeni rezultatima ARB do vec¢ih linearnih dimenzija, te su za velike
nerede rezultati linearnim fitom skalirani prema termodinamickoj granici L — oc.
Na manjim neredima izgleda da srednja krutost gusto¢e naboja iS¢ezava u termodi-
namickoj granici, dok rezultati linearnog skaliranja sugeriraju da vrijednost srednje
krutosti gusto¢e naboja na velikim neredima ostaje konacna u granici . — oo, Sto
signalizira pojavu MBL faze, odnosno MBL prijelaza na kriti¢noj vrijednosti nereda
W, i u termodinamickoj granici. Vrijedi spomenuti da su numeric¢ke simulacije unu-
tar ovoga rada za sustave s jakim neredom W = 16 izvedene do linearne dimenzije
L = 40, ali da na jakim neredima ARB aproksimacija moZe obuhvatiti ¢ak i sustave
s vecom linearnom dimenzijom radi Sto sigurnije rasprave o skaliranju rezultata na
termodinamicku granicu. Posebice, ovaj pristup moze biti vrlo koristan i u komplici-

ranijim modelima, ponajprije u visokodimenzionalnim modelima.
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Dodaci

Dodatak A Entropija prepletenosti

Sasvim opcenito, rjeSavanje mnogocesticnog kvantnog problema svodi se na rjesava-
nje hamiltonijana koji djeluje na nekom Hilbertovom prostoru stanja [32]. Cesto
je od interesa pocetni kvantni sustav podijeliti na manje podsustave gdje je ukupni
Hilbertov prostor stanja tenzorski produkt Hilbertovih prostora stanja manjih pod-
sustava. Konkretno, ukoliko se sustav podijeli na samo dva dijela, A i B, ukupni
Hilbertov prostor dekomponira se kao H = H, ® Hp. Ukoliko se s druge strane
vektor stanja ukupnog sustava ne moze napisati kao produkt vektora stanja svakog
od podsustava, kaze se da su podsustavi prepleteni.

Cisto kvantno stanje, uz pretpostavku da je normalizirano, u Hilbertovom pros-

toru H = H 4 ® Hp moZe se napisati u obliku
[W) =D capla) s ®18) g, (A1)
af

gdje stanja |«) , tvore ortonormiranu bazu u Hilbertovom prostoru 4, te stanja |3) 5
ortonormiranu bazu u Hilbertovom prostoru #g. Suma po indeksima « i § obuhvaca
sva stanja u oba Hilbertova prostora.

Schmidtovom dekompozicijom [32] stanje [¢)) se moZe transformirati u formu

oblika N
) =D Aolo), @ o)y, (A.2)
o=1

gdje N oznacuje dimenziju dimenzionalno manjeg Hilbertovog prostora H 4 ili Hp.
Stanja |o) , /p tvore novi ortonormirani, ali ne nuzno potpun skup stanja u Hu,p
povezan unitarnom transformacijom sa stanjima |«) , , |3) 5. A, Su nenegativni realni
brojevi sa svojstvom fozl A2 = 1. To omoguctuje da se slitno entropiji statistickog
ansambla

Sp = —kp sz' In p;,, (A.3)

gdje je p; vjerojatnost realizacije kvantnog stanja ¢ [1], moze uvesti entropija preple-

44



tenosti S

N
S() == AInAZ (A.4)
o=1

gdje je A2 vjerojatnost da se sustav nalazi u produktnom stanju |o), ® |o), pa
entropija prepletenosti daje mjeru prepletenosti dvaju podsustava A i B u stanju
|1). Alternativno, entropija prepletenosti moze se racunati preko reducirane matrice

gustoce [32]

S(¥)) = =Tra(palnpa), pa=Trpp, p=) Yl (A.5)

Najmanja moguca vrijednost entropije prepletenosti jednaka je nuli, Sto odgovara
slu¢aju kada je |¢)) produktno stanje stanja podsustava A i B, odnosno kada podsus-
tavi nisu prepleteni. S druge strane, maksimalna vrijednost entropije prepletenosti
iznosi S = In N/, Sto odgovara slucaju kada se sustav s jednakom vjerojatnoscu nalazi
u bilo kojem produktnom stanju.

Umjesto samog racunanja entropije prepletenosti nekog kvantnog stanja za fik-
snu podjelu pocetnog sustava na manje podsustave, Cesto je korisnije gledati kako
se entropija prepletenosti mijenja kako se veli¢ina jednog od podsustava smanjuje ili
povecava. Konkretno, jednodimenzionalni sustav s L ¢vorova moze se podijeliti na
sljedec¢i nacin, A = 1,2,....,1i B =1+1,..., L, te se moze racunati entropija preple-
tenosti za [ = 1,2, ..., L/2. Na taj nac¢in moze se ispitati prepletenost podsustava A
razli¢itih dimenzija sa ostatkom sustava.

Uz pretpostavku da za kvantne sustave koji se termaliziraju vrijedi ETH za re-
duciranu matricu gustoc¢e podsustava A vrijedi (2.4) $to se aproksimativno svodi na

1

pa Ee_ﬁﬁf‘ = e_B(HA_C), (A.6)

gdje je H, restrikcija punog hamiltonijana na podsustav A. U tom slu¢aju za entro-

piju prepletenosti vrijedi

A~

S([¥) = —Tra(palogpa) = BTrs (pA (HA - C)) , (A.7)

Sto priblizno odgovara energiji podsustava A. Kako je energija ekstenzivna veli¢ina

(E o 14, gdje je | linearna dimenzija podsustava A), entropija prepletenosti svojstve-
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nih stanja sustava u kojima dolazi do termalizacije skalira se s volumenom sustava

S(1) oc 1%, (A.8)

S druge strane, MBL sustave karakterizira postojanje lokaliziranih stupnjeva slo-
bode ¢ije korelacije eksponencijalno trnu u prostoru, pa razliciti stupnjevi slobode
dvaju podsustava mogu biti prepleteni jedino ako su blizu u prostoru [45,46]. Pos-
ljedica toga je da se entropija prepletenosti svojstvenih stanja MBL sustava skalira s
povrsinom sustava

S(1) o< 1971 (A.9)

Sto je tipi¢no svojstvo osnovnog stanja hamiltonijana s procijepom [57], a koje se u

MBL sustavu proteze na cijeli spektar.
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Dodatak B Struktura hamiltonijana medudjelovanja

Za hamiltonijan medudjelovanja gusto¢a naboja susjednih ¢vorova vrijedi
H[ =V Z ﬁi+1ﬁi =V Z cLlciJrlcjci =V Z C;-[C,}L+1Ci+1ci, (Bl)

gdje su kod zadnje jednakosti za dovodenje operatora u ovaj redoslijed koristene

fermionske antikomutacijske relacije

{ci,c;} =0, {cj,c}} =0, {ci,c;} = 0jj. (B.2)

Koristedi izraz (4.1) koji povezuje Andersonovu bazu i bazu zaposjednuca pojedinog

¢vora, za hamiltonijan medudjelovanja se moze pisati

H}:VZ

Jkim

> ¢7,i¢:1,i+l¢k,i+l¢j,i] ol phore;, (B.3)

a kako se opcenito bilo koji dvocesti¢ni operator u nekoj bazi moze prikazati kao
Hy =V xXimolel,onp;. (B.4)
jklm

za matri¢ni element se moze prepoznati
Ilm * 1k
Xjk = E ¢l,i¢m,i+1¢k,i+1¢j,i~ (B.5)
i

B.1 Svojstva matric¢nih elemenata

Svojstvo (4.5) matri¢nog elementa moZe se dobiti jednostavnom manipulicijom iz-

raza (B.5)

l
Xjk = Z DLiPrmit1 Phsiv195i
i
T ok

= Z OLiPm,it1 ¢Z,¢+1 ¢}kz (B.6)

B T *

= Z O iPr i1 Pmit1Qi| = (Xgm> :
L ¢ i
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B.2 Dijelovi hamiltonijana medudjelovanja

Hamiltonijan medudjelovanja (B.4) moze se podijeliti na razlicite dijelove s obzirom
na broj jednakih indeksa j, k, [ i m, $to je analogno podijeli hamiltonijana na ¢lanove
Hyp, H? i H}. Time se zapravo potvrduje da ova tri ¢lana u potpunosti opisuju
problem medudjelovanja u sustavu.
1. sva Cetiri indeksa su jednaka:
Ovaj slucaj trivijalno propada jer uvijek mora vrijediti j # kil # m, Sto je
izravna posljedica fermionskih antikomutacijskih relacija.

2. dva od ¢etiri indeksa su razlicita:

Postoje dva doprinosa, (m =k, = j) te (m = j, 1 = k)

Hyp =V xrolohone; + VY xilelelowe;

j#k J#k
=V Z Xjpfwhy —V Z Xlolowole;
i7k 7k
ik~ A~ kj~ A
=V > Xy =V Y Xl (B.7)
7k 7k
ik ki ~ =~
=V~ (g =it
jk
ik ki ~ ~
= QVZ (ng — in> N
>k

3. tri od c¢etiri indeksa su razli¢ita:

Postoje Cetiri doprinosa, (j =m), (j =1), (k=m)i(k=1)

2 ly im
H} =V Y xhelelowos +V Y xrelehene+

NEalizal J#k#m (B.8)
+V Y xhelelorei +V Y xhelehenes,
AR ithEm
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pa se pazljivim mijenjanjem indeksa j, k, [ i m dobiva

) o o
Hf ==V > Xielesn; +V Y xiehern+

parery jkEm

+V Y Xheloiin =V Y el
forwrt jkgm

==V > XWehewiy +V ) el +

jkgm jkEm

+V Y X ehesty = VY oo
jkEm jkgm

=V > O+ X = X5 — ) ehenny.
jkgm

4. sva cetiri indeksa razlic¢ita:

Vrijedi

Hi =V Y Xpelehowei +V > xrolehones

J#kAlEm J#kAlAm
I>m,k>j <m,k<j

+V > xweleherei vV D Xirelehores.

j#kAlLAm j#kAlAm
I>m,k<j l<m,k>j

(B.9)

(B.10)

Ideja je da se u svakoj sumi pojavljuje uvjet (I > m,k > j) pa je potrebno

operatore dovesti na valjanu poziciju i raditi resumacije

Hi = > xirelehowi+ D xrehelesen

j#kALAm i#kAlAm

I>m,k>j l<m,k<j
l l
— Y Xreleheier— D Xirelelew;
jkAEm jkAm
I>m,k<j l<m,k>j

= Y Xreleherei+ Y xieleheres

J#kAEm i#kAEm
I>m,k>j I>m,k>j

— Y xipeleherei— D Xpelehere;

i#kAEm i#hAlFm
I>m,k>j I>m,k>j

=V > R+ - X - X)) elehenes.

i#kAAm
I>m,k>j
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Dodatak C Izvod vremenski usrednjene korelacijske funk-
cije i krutosti

UvrStavanjem izraza (5.4) za vremenski ovisne operatore A i B u izraz za korelacijsku

funkciju (5.3) dobiva se

Ntot
1/ 1 , /
Cap(t) = lim — [ d'~—>"(n [ S () (ma] A e (Fa=Bna)

T—=oo T Jo Niot v

X Z |TLB> <mB| BanBei(EmB_E"B>(t/+t)] |n>

ng,mp
Niot

Y D [nlna) (malnp) (mpln) x

n=1N1A,MA
np,mp

1 [ 1
= lim — dt’
T—=oo T Jo Niot

X A”AmA ei(EmA ~Pna )t, BanB €i<EmB —EnB)(t’+t):|

Niot

1 (7,1
=1lim = [ dt'—> " > [SnnadmangOmpnX (C.1)

=00 T Jo Niot

1 (7 1 . ,. ,
— lim = dt’ Antmnez(Em—En)t ez(En—Em)(t +t)
T—00 T 0 tot n7m:1
1 Ntot ‘ 1 -
= Z Ay By Er=Em)t i = dt’
Niot S—— 700 T Jo
1 Ntot
= Antmnel(En Em)t
Ntot

1 .
= > A B lim = [ dpe!En .

gdje je iskoristena relacija

[
lim = [ dte! Bt = §(E, — E,,), (C.3)

T—00 T 0
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odnosno vrijedi n = m buduéi po pretpostavci u spektru nema degeneracija.

C.1 Izvod korelacijske funkcije i krutosti u ARB

Izraz za vremenski ovisni operator u ARB glasi
A(t) =D |7) An (1] & Fn=FR), (C4

gdje su |m) i Ej; svojstvena stanja i svojstvene energije punog MBL hamiltonijana
(3.8).

Za vremenski usrednjenu korelacijsku funkciju (5.8) tada vrijedi

T st
_ o L ) 1 B B, )t/
Cap(t) _Th—glo; 0 at Ny Z (n] [ Z [74) (Al Ay pe’ (Ena=na )

n=1 NAMA

X Y |ig) (mp| Bigmge' i(Banp = Ens)(t'”)] n)

nB mB
N.st

’
= Th_glo; dt Z Z n\nA mA|nB> (mB\n> X

n= 1nAmA
np,Mp

XAﬁAmAei<EmA—EﬁA)t/BﬁBmBei(EmB—EﬁB)(t/+t):|

Nst

hm -
T—00 T

[(n|na) (Mp|n) Oy np ¥ (C.5)

n= lnA ma
ng,Mp

X Afi s a ei(Pra=Fa, >t/BﬁBmB i(Bmp—Fap) (t’+t)}

Nst

- N, Z Z [”‘nA (mpln) Az ,iBig, el mB_El_)t] x

n=1n4,mp
]

1 /7 , ,
x lim = [ dt'e(Frs=Bas )t
T—00 T 0

Nst

B¢ i( Eq—Ep)t

9

gdje je slicno kao ranije prepoznata relacija

1T ,
lim = [ dt'e(Zre—Eaa)! = § (B, — Ex,). (C.6)

T—00 T 0
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Konacno, za krutost D,z u ARB se analogno dobiva

Sto se u slucaju prosjeka po svim stanjima svodi na egzaktnu krutost (C.2).
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