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Uvod

Sukladnost trokuta moze se definirati pomocu jednakosti duljina stranica i mjera kutova.
Takoder, sukladnost Cetverokuta i drugih likova mogla bi se na sli¢an nacin definirati, ali
rijetko gdje se zaista tako definira. Drugi pristup je, ako znamo §to je izometrija, reci da su
dva lika sukladna ako postoji izometrija koja preslikava jedan na drugi.

Pojmovi sukladnost i izometrije poznati su ufenicima joS iz osnovne i srednje Skole. Sa
sukladnoscu se ucenici prvi puta susrecu u Sestom razredu osnovne $kole na nacin da ot-
krivaju definiciju za sukladnost trokuta i obraduju poucke o sukladnosti trokuta. Znanje o
sukladnosti proSiruju u prvom razredu srednje Skole pri ¢emu pojam sukladnosti proSiruju
na duzine 1 kutove, dok poucke o sukladnosti trokuta pokusSavaju dokazati. Pojam izome-
trije takoder obraduju u prvom razredu srednje Skole, ve¢inom samo prirodoslovno - mate-
mati¢ke gimnazije, dok opce i srodne gimnazije obraduju vrlo Sturo ili uopée ne obraduju.
Prilikom obrade preslikavanja navedenih kao primjeri izometrija, dokazuju tvrdnje da je
odredeno preslikavanje izometrija.

U ovom radu ukratko se upoznajemo s konceptom obrade sukladnosti 1 izometrija u
Skolama, dok se vecina rada bazira na aksiomatskom pristupu sukladnosti i izometrijama.
Glavna literatura u ovom radu je knjiga [[11]].

Osnovni zadatak ovog rada je proucavanje ve¢ poznatih Cinjenica kroz strogo aksio-
matsko izlaganje pri kojem se na temelju polaznih objekata, relacija 1 aksioma izgraduju
nove tvrdnje. Takav nacin izlaganja trebao bi Citatelja uzdici na viSu, apstraktniju razinu,
ali isto tako osposobiti ga da se vrati na konkretan model. Osim toga, cilj je klasificirati
izometrije ravnine.

U radu se koristi Hilbertov sustav aksioma. Rad se sastoji od tri poglavlja i jednog
dodatka.

U prvom poglavlju opisan je nacin obrade sukladnosti i izometrija u osnovnoj i srednjoj
Skoli. Poglavlje se sastoji od tri cjeline. U prvoj cjelini opisana je obrada sukladnosti
trokuta, a dani su i dokazi teorema o sukladnosti trokuta. Druga cjelina govori o sukladnosti
poligona. Iako se konkretno ne spominje u osnovnoj i srednjoj Skoli, ¢inilo se zanimljivo
promatrati sukladnost poligona koristec¢i znanje o sukladnosti trokuta. I na kraju, u trecoj
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cjelini opisana je obrada pojma izometrija u srednjoj Skoli.

U drugom poglavlju opisujemo aksiomatski pristup sukladnosti. U tom poglavlju de-
finiramo pojmove i iskazujemo i dokazujemo tvrdnje potrebne za daljnji tijek ovog rada.
Poglavlje se sastoji od tri cjeline. U prvoj cjelini definiramo duZinu, kut i trokut, u dru-
goj cjelini definiramo mjere duZina 1 kutova, dok u trecoj cjelini definiramo okomitost 1
paralelnost. Sve tvrdnje koje iskazujemo dokazujemo pomocu aksioma.

I zadnje, tree poglavlje govori o izometrijama. Poglavlje se sastoji od osam cjelina pri
¢emu u svakoj cjelini detaljno obradujemo primjere izometrija kao $to i iznosimo tvrdnje
i posljedice vezane uz njih. Osim toga, u ovom poglavlju prou¢avamo sukladnost trokuta
koriste¢i svojstva izometrija i ostale dobivene rezultate vezane uz njih. Na kraju poglavlja
iznosimo kratku usporedbu izmedu srednjoskolskih definicija 1 iskazanih definicija u ovom
poglavlju.

Na kraju rada nalazi se dodatak koji sadrzZi sve Hilbertove aksiome.



Poglavlje 1

Sukladnost i izometrije u skoli

1.1 Sukladnost trokuta

Sukladnost trokuta prvi puta se obraduje u Sestom razredu osnovne Skole. Vedinom se

uvodi tako da ucenici presavinu papir na pola te izreZu trokut proizvoljne veliCine. Na taj

nacin dobivaju dva trokuta koja medusobno usporeduju. Usporedivanjem zakljuCuju da su

odgovarajuce duljine stranica i odgovarajuce veliine kutova promatranih trokuta jednake.

Promatrane trokute mogu poloZiti jedan na drugi tako da se poklapaju. Time dolaze do

pojma i definicije sukladnosti trokuta. Takoder prvi puta uvode i oznaku za sukladnost: =.
Osim definicije sukladnosti spominju i sljedee poucke o sukladnosti trokuta:

1. PouCak §S'S (stranica - stranica - stranica)
Dva su trokuta sukladna ako se poklapaju u svim trima stranicama.

2. Poucak S KS (stranica - kut - stranica)
Dva su trokuta sukladna ako se poklapaju u dvjema stranicama i kutu medu njima.

3. Poucak KS K (kut - stranica - kut)
Dva su trokuta sukladna ako se poklapaju u jednoj stranici i kutovima uz tu stranicu.

Ucenicima su u zadacima zadani razliciti trokuti za koje moraju primjenom poucaka odre-
diti jesu li sukladni.

U prvom razredu srednje Skole detaljnije se obraduje sukladnost trokuta. Prije same
sukladnosti trokuta, prisjecaju se nekih odnosa izmedu duZina, kutova i trokuta poznatih iz
osnovne Skole, a zatim definiraju sukladnost duZina i kutova.

Nakon toga detaljnije proucavaju sukladnost trokuta. U osnovnoj skoli obraduju se samo tri
poucka o sukladnosti trokuta, SS S, SKS, KS K, dok se u srednjoj skoli obraduje i Cetvrti
poucak, SSK”.
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U vecini udZbenika za srednje Skole sukladnost trokuta definirana je ovako:

Definicija 1.1.1. Trokuti su sukladni ako i samo ako imaju sukladne odgovarajuce stranice
i sukladne odgovarajuce kutove.

U ovoj se definiciji zahtijeva previSe, a to pokazuju teoremi o sukladnosti trokuta.
U ovoj fazi Skolovanja ucenici svaki teorem pobliZze proucavaju i pokuSavaju tvrdnje “do-
kazati”. U daljnjem tekstu iznijet cemo dokaze iz udZbenika. Valja napomenuti da ne nude
svi udzbenici dokaze, ve¢ samo iskaze teorema.

Teorem 1.1.2. (S — K — S ) Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut
medu njima.

Neka su AABC 1 AA’B’C’ takvida je |AB| = |A’B’|, |AC| = |A'C’|, |<BAC| = |<B’A’C’|.

Slika 1.1: S-K-S teorem

Trokut AA’B’C’ moZemo preslikati (pomaknuti, zarotirati i po potrebi zrcaliti) tako da
se stranica A’B’ preklopi sa stranicom AB, a vrh C’ padne u neku to¢ku C” u poluravnini
(odredenoj pravcem AB) u kojoj se nalazi i vrth C. Sada je AA’B’'C’ = AABC”.

Kamo moze pasti tocka C”'?

Tocka C” mora pasti na krak AC kuta <BAC jer se <B’A’C’ podudara s kutom <BAC.
Takoder, jer je |AC| = |A’C’|, mora vrijediti |AC| = |AC”|. Zbog toga je C = C” pa imamo
AA'B'C" = AABC” = AABC 1 poucak je dokazan.

Teorem 1.1.3. (K — S — K) Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne jedna stranica i
dva kuta uz tu stranicu.

Neka su AABC i AA’B’C’ takvi da je [<CAB| = |[<C'A’B'|, |<ABC| = |[<A’B'C’|,
|AB| = |A’B’|.

Preslikajmo izometrijom trokut AA’B’C’ tako da mu stranica A’B’ padne na stranicu
AB, a to¢ka C’ u neku tocku C” u poluravnini (odredenoj pravcem AB) u kojoj se nalazi i
tocka C. Sada je AA’B'C = AABC".

Kamo mora pasti tocka C”"?
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Slika 1.2: K-S-K teorem

Tocka C” mora pasti na krak AC kuta <CAB jer se kut <C’A’B’ podudara s kutom <CAB.
Takoder, jer se kutovi <A’B'C’ 1 <ABC podudaraju, to¢ka C”” mora pasti na krak BC kuta
<ABC. Kako se ta dva kraka sijeku u tocki C, mora vrijediti C”” = C pa imamo

AA'B'C" = AABC” = AABC 1 time je poucak dokazan.

Teorem 1.1.4. (S — S — S ) Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne sve tri stranice.
Neka su AABC i AA’B’C’ takvida je |AB| = |A’B’|, |AC| = |A’C’| 1 |BC| = |B'C’|.

C c'

Slika 1.3: S-S-S teorem

Stranica A’B’ sukladna je stranici AB pa trokut AA’B’C’ moZemo preslikati izometri-
jom tako da se te dvije stranice poklope, a vrh C’ padne u neku to¢ku C”” u poluravnini
(odredenoj pravcem AB) u kojoj se nalazi i vrh C. Sada je AA’B’'C’ = AABC”.

Gdje se moze nalaziti C"?

Buduci da je |[BC| = |B’C’|, ona mora lezati na kruznom luku sa srediStem u tocki B i polu-
mjerom |BC]| (taj luk prolazi to¢kom C). Takoder, zbog |AC| = |A’C’|, to€ka C”” mora leZati
1 na kruznom luku sa srediStem u tocki A 1 polumjerom |AC| (i taj luk prolazi tockom C).
Ta se dva luka u ovoj poluravnini sijeku samo u tocki C pa je C = C”.

Sada je AA’B'C’ = AABC” = AABC i poucak je dokazan.

Teorem 1.1.5. (S — S — K~) Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne dvije stranice i
kut nasuprot vece stranice.

Neka su AABC i AA’B'C’ takvi da je |AB| > |AC|, |AB| = |A’B'|, |AC| = |A’C'),
|<BCA| = |<B'C’'A|.
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Slika 1.4: S-S-K~ teorem

Preslikajmo izometrijom trokut AA’B’'C’ tako da mu se stranica A’C’ poklopi sa strani-
com AC, a to¢ka B’ padne u neku to¢ku B” u poluravnini (odredenoj pravcem AC) u kojoj
se nalazi i vrh B. Sada je AA’B'C’ = AAB”C.

Gdje se nalazi tocka B”?

Ona lezi na kraku CB kuta <BCA jer se kutovi <B'C'A’ 1 <BCA podudaraju. Kako je
|A’B’| = |AB|, njezina udaljenost od vrha A jednaka je |A B| pa tocka B” leZi na luku kruZnice
sa srediStem u A i polumjerom |AB|. Taj luk sijeCe krak C B samo u tocki B pa mora vrijediti
B” = B.

Dakle, AA'B’C" = AAB”C = AABC 1 time je poucak dokazan.

Tako se ovi teoremi dokazuju u udzbeniku [3]]. U drugom dijelu rada navedene teoreme
dokazat ¢emo koristeci aksiome.

1.2 Sukladnost poligona

Kao $to smo definirali sukladnost trokuta, moZemo zakljuciti da bismo na slican nacin
mogli definirati sukladnost poligona. No u udzbenicima za osnovnu i srednju Skolu to se
ne spominje.

Definicija 1.2.1. Dva poligona su sukladna ako su im sukladne odgovarajuce stranice i
sukladni odgovarajuci kutovi.

Kao i kod sukladnosti trokuta, i u ovoj definiciji zahtijeva se previse, a o tome nam
govore teoremi o sukladnosti poligona.

Teorem 1.2.2. (Prvi teorem o sukladnosti poligona.) Dva poligona za koje su redom pri-
druZene stranice i kutovi sukladni, s izuzetkom jedne stranice i dva toj stranici prileZeca
kuta, su sukladna.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti za peterokut. Analognim postupkom mogli bismo dokazati
ovaj teorem za bilo koji n-terokut.
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Teorem ¢emo dokazati primjenom teorema o sukladnosti trokuta.
Neka su peterokuti ABCDE i1 A’B’C’D’E’ takvi da je

|AB| = |A’B’|, |BC|=|B'C’|, |CDI=|C"D’|, |DE|=|DE",

|<ABC| = |<A’B'C’|, |<BCD|=|<B'C'D'|, |<CDE|=|<C'D'E.

Slika 1.5: ABCDE1A’B'C’'D'E’

1z |AB| = |A’B’|, |BC| = |B'C’| i |<ABC| = |<A’B’C’|, prema Teoremu 1.1.2] slijedi
AABC = AA'B'C’

paje
|<BCA| = |<B'C’A’|, |<BAC|=|<B'A’C’| i JAC|=|A'C).

Iz |<BCD| = |[<B'C'D’| i |<BCA| = |[<B'C’A’| slijedi
|[<ACD| = |[<A’C'D’|.

Tada iz |AC| = |A'C’|, |CD| = |C'D’| 1 |[<ACD| = |<A’C’D’|, a prema Teoremu slijedi
AACD = AA'C'D’

pa je
|[<CDA| = |<C'D’A’|, |<DAC|=|<D'A’C’| i |AD|=|A'D'|.

Analogno vrijedi 1 da je AADE = AA’D’E’ pa je
|AE| = |A’E’|, |<DEA|=|<D'E'A’| i |<EAD|=|<E’A'D'|.

Zbog
|<BAC| + |<CAD| + |<DAE| = |<EAB|
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|<B’A’C’| + |<C’A’D’| + |<D'A’E’| = |<E’'A’B’|
te zbog
|[<BAC| = |[<B’A’C’|, |<CAD|=|<C’'A’D’| i |<DAE|=|<D'A’E’l
slijedi
|<EAB| = |<E’'A’B|.

1Z|AE| = |A'E’|, |<DEA| = |[<D'E’A’|1|<EAB| = |<E’A’B’| 11z uvjeta teorema zakljuCujemo
da su peterokuti sukladni, tj.

ABCDE = A'B'C'D'E’.
O

Teorem 1.2.3. (Drugi teorem o sukladnosti poligona.) Dva poligona kojima su redom
pridruZene stranice i kutovi sukladni, s izuzetkom dvije susjedne stranice i kutom medu
njima, su sukladni.

Dokaz. 1 ovaj dokaz provest ¢emo za peterokut. Analognim postupkom mogli bismo ovaj
teorem dokazati za bilo koji n-terokut.

I ovaj teorem dokazat ¢emo primjenom teorema o sukladnosti trokuta.
Neka su peterokuti ABCDE 1 A’B’C’'D'E’ takvi da je

|AB| = |A'B|, |BC|=|B'C'|, |CD|=|C"D,

|[<EAB| = |<E’A’B’|, |<ABC|=|<A'B'C’|, |<BCD|=|<B'C'D’|, |<CDE|=|<C'D'E’|.

Slika 1.6: ABCDE 1 A’B'C’'D'E’
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1z |AB| = |A’B’|, |BC| = |B'C’| i |<ABC| = |<A’B’C’|, prema Teoremu1.1.2] slijedi
AABC = AA'B'C’

pa je
|<BCA| = |<B'C’A’|, |<CAB|=|<C’A’B'| i |AC|=|A'C’|.

Iz |[<BCD| = |[<B'C’'D’| i |<BCA| = |<B’C’A’| slijedi
|[<ACD| = |[<A’C'D’|.

Tada iz |AC| = |A’C’|, |CD| = |C'D’| 1 |[<ACD| = |[<A’C’D’|, a prema Teoremu [1.1.2slijedi
AACD = pAA'C'DY

paje
|<CDA| = [<C'D'A’|, |<DAC|=|<D'A’C’'| i |AD|=|A’D.

Iz |<CDE| = |<C'D'E’| i |<CDA| = |<C’'D’A’| slijedi
|<ADE| = |<A’D’E’|,

dok iz |[<EAB| = |[<E’A’B’|, |[<CAB| = |<C’A’B’| te |[<DAC| = |<D’'A’C’| slijedi
|<EAD| = |<E'A’D’\.

1z |AD| = |A'D'|, |<ADE| = |[<A’D'E’| i |<EAD| = |<E’A’D’|, a prema Teoremu [I.1.3|slijedi
AADE = AA'D'E’

pa je
|DE| = |D'E’'|, |EA|=|E'A"| i |<DEA|=|<D'E'A’|.
1z |IDE| = |D'E’|, |[EA| = |E'A’| i |<DEA| = |[<D’E’A’| i iz uvjeta teorema zakljucujemo da
su peterokuti sukladni, tj.
ABCDE = A'B'C’'D'E’.

Takoder, primjenom teorema o sukladnosti trokuta, dokazuje se:

Korolar 1.2.4. Ako su dva poligona sukladna, tada su sukladne i njihove odgovarajuce
dijagonale.

Korolar 1.2.5. Dva poligona za koje su redom pridruZene stranice i dijagonale sukladne
su sukladna.

Iako je moguce proucavati sukladnost likova primjenom sukladnosti duZina (stranica
i dijagonala), sukladnosti kutova i sukladnosti trokuta, opisani pristup sukladnosti likova
rijetko gdje se koristi. Drugi, mnogo prakti¢niji pristup je koriStenje pojma izometrije.
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1.3 Izometrije ravnine

Pojam izometrije ravnine, naravno, u osnovnoj $koli se ne pojavljuje, no obraduju se pri-
mjeri izometrija ravnine: translacija, osna simetrija, centralna simetrija te rotacija.
Tako se osna simetrija prvi puta pojavljuje ve¢ u petom razredu osnovne skole. Proucavaju
se osnosimetri¢ni likovi u prirodi (npr. leptirova krila) te se prouavanjem takvih likova ot-
krivaju neka svojstva osne simetrije. Pri definiciji osne simetrije koristi se pojam simetrale
duzine. Konstruiraju se osnosimetri¢ne tocke te se crtaju osnosimetri¢ne slike, a otkrivaju
1 da su osnosimetri¢ne duzine jednake duljine. Osim toga proucavaju se osnosimetricni
likovi.

U osmom razredu navedeni primjeri obraduju se u nastavnoj cjelini “Preslikavanje ra-
vnine”. Tu se i prvi puta spominje pojam preslikavanja ravnine te je dana sljedeca defini-
cija:

Definicija 1.3.1. Kad svakoj tocki T ravnine pridruzimo po nekom pravilu neku tocku T’,
tada govorimo o preslikavanju ravnine. Tocku T’ zovemo slikom tocke T po preslikavanju
fibiljezimo je T' = f(T).

Kod translacije, osne simetrije, centralne simetrije i rotacije posebno spominju da na-
vedena preslikavanja Cuvaju udaljenosti, tj. duZine preslikavaju u sukladne duZzine, pravce
u pravce te kutove u sukladne kutove.

U udZbenicima za ope gimnazije pojam izometrije ravhine spominje se samo u ne-
kim udzbenicima, i to vrlo Sturo. Izometrije ravnine obraduju se samo u prirodoslovno -
matematickim gimnazijama 1 definiraju se na sljede¢i nacin:

Definicija 1.3.2. Preslikavanje f : M — M zovemo izometrija ravnine M ako za sve tocke
A i B te ravnine vrijedi:
|A’B’| = |AB|

gdje su A" i B’ slike tocaka Ai B, tj. f(A) =A"i f(B)=B'.

Nakon toga slijedi obrada osne simetrije, centralne simetrije, rotacije i translacije.
Uglavnom su navedena preslikavanja definirana ovako:

Definicija 1.3.3. Neka je s neki pravac ravnine M.
Preslikavanje ravnine f : M — M, koje svakoj tocki T ravnine M pridruZuje njoj sime-
tricnu tocku T’ s obzirom na pravac s, zovemo osna simetrija s obzirom na pravac s.

Napomena. Prije definicije osne simetrije komentira se kada su dvije tocke simetri¢ne
s obzirom na neki pravac.
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Definicija 1.3.4. Neka je S neka tocka ravnine M.

Preslikavanje ravnine f : M — M, koje svakoj tocki T ravnine M pridruZuje njoj centralno
simetri¢nu tocku T’ s obzirom na tocku S, zovemo centralna simetrija s obzirom na tocku
S.

Napomena. Prije definicije centralne simetrije komentira se kada su dvije tocke cen-
tralno simetri¢ne s obzirom na neku tocku.

Definicija 1.3.5. Rotacija oko tocke S za kut ¢ je preslikavanje ravnine pri kojem se svakoj
tocki T pridruZuje tocke T’ takva da je:

1) IST'| =|ST|,
2) <TST' = ¢.

Drugim rijeCima, to¢ke T 1 T’ leZe na istoj kruznici sa srediStem u tocki S, a polupravci
ST 1ST’ zatvaraju kut ¢.
Tocka T mozZe biti rotirana oko tocke S za kut ¢ u suprotnom smjeru od gibanja kazaljke
na satu. Tada kazemo da je rotacija izvrSena u pozitivnom smjeru za kut ¢.
Ako toc¢ku T rotiramo oko toc¢ke S za kut ¢ u smjeru gibanja kazaljke na satu, tada kazemo
da je rotacija izvrSena u negativnom smjeru i kut rotacije ¢esto oznacavamo sa —¢.

_)
Definicija 1.3.6. Neka je zadana orijentirana duZina AB.
Translacija je preslikavanje ravnine f : M — M koje tocku T preslikava u tocku T’ na
sljedeci nacin:

1) Tockom T povucemo paralelu p sa AB.

2) Tocku T’ dobivamo tako da na pravac p od tocke T nanesemo orijentiranu duZinu
AB.

Napomena. Prije definicije translacije uvodi se pojam orijentirane duzine ili vektora.

Nakon definiranja osne simetrije, centralne simetrije, rotacije i translacije dokazuju da
su navedena preslikavanja izometrije. Neki udZbenici daju definiciju fiksne tocke te se
komentira koja ih preslikavanja imaju. Zadaci koji se pojavljuju u udzbenicima veinom
su konstrukcijski.

Zanimljivo je da se u nekim udZbenicima prije sukladnosti trokuta spominje preslika-
vanje ravnine te se definira pojam izometrije ravnine. Navode se i translacija, rotacija i
osna simetrija kao primjeri izometrija. Nakon toga slijedi ova definicija sukladnosti likova:
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Definicija 1.3.7. Lik L sukladan je liku L’ ako postoji izometrija koja lik L preslikava na
lik L.

Proucavajuéi udzbenike koji su aktualni tijekom zadnjih nekoliko godina u nastavi ma-
tematike, moze se zakljuciti da se ipak sukladnost i izometrije obraduju kao zasebni poj-
movi. Nakon obrade izometrija ne donosi se jasan zaklju€ak o njihovoj povezanosti.



Poglavlje 2

Aksiomatski pristup sukladnosti

Geometrija se zasniva na pojmovima koji se ne definiraju 1 tvrdnjama koje se ne dokazuju
te se pomocu njih definiraju svi ostali pojmovi i izvode i dokazuju sve moguce tvrdnje.
Tvrdnje koje se smatraju tocne i ne dokazuju se nazivaju se aksiomima. U ovom radu
koristi se Hilbertov sustav aksioma kroz koji se promatraju ve¢ otprije poznati pojmovi i
tvrdnje, nauceni joS u osnovnoj i srednjoj Skoli. Hilbertovi aksiomi navode se u dodatku
na kraju rada.

2.1 Sukladnost duzina i kutova

Definicija 2.1.1. Neka su u ravnini dane tocke A, B i T. Skup svih tocaka T za koje je
(A — T — B) nazivamo duZinom i pisemo AB.

Ako je (A — T — B), prema aksiomu /1, slijedi da je takoder i (B — T — A). Zbog toga
duZinu AB moZemo oznacavati i s BA.

Definicija 2.1.2. Kut je par polupravaca {a, b} s istim pocetkom O i koji ne leZe na istom
pravcu. Kut oznacavamo s <ab, <ba, <aOb, <bOa.

Slika 2.1: Kut

13
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Definicija 2.1.3. Polupravci a i b nazivaju se krakovima kuta, a tocka O vrhom kuta.

Ako je tocka A na kraku a, a tocka B na kraku b, tada kut moZemo oznacavati s <AOB
ili <BOA.

Definicija 2.1.4. Neka su A, Bi C tri nekolinearne tocke, te neka je a, poluravnina s rubom
BC koja sadrZi tocku A, ag poluravnina s rubom AC koja sadrZi tocku B i ac poluravnina
s rubom AB koja sadrZi tocku C. Skup ax N ap N ac c¢ini trokut koji oznacavamo AABC.

Definicija 2.1.5. Tocke A, B i C nazivaju se vrhovi trokuta, duZine AB, BC i CA stranice
trokuta, a <BAC, <ACB i <CBA kutovi trokuta.

Definicija 2.1.6. Skup (a4 N ag N ac)\(AB U BC U CA) nazivamo unutarnjim podrucjem
trokuta AABC.

Slika 2.2: Trokut AABC

Prema aksiomu /11, za svaki polupravac a’ s pocetnom tockom A’ i za svaku duzinu AB
postoji tocka B’ € a’ takva da je duZina AB sukladna s duZinom A’B’. PiSemo AB = A’B’.

Teorem 2.1.7. Sukladnost duZina je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Da bismo to dokazali, moramo dokazati da je sukladnost duzina refleksivna, sime-
tri¢na 1 tranzitivna relacija.

1° refleksivnost

Promotrimo duZinu AB i neka je A’ bilo koja to¢ka i @’ bilo koji polupravac s podetnom
tockom A’. Na temelju aksioma /71 postoji tocka B’ € a’ takva da je

AB=AB. 2.1)

Koristeéi aksiom 1115,

(A’B = ABAA"B" = AB) = A’B’ = A”B",
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i (2.1)), imamo
(AB=A'"B NAB=A'B’) = AB = AB,
¢ime je dokazana refleksivnost relacije.
2° simetricnost
Simetri¢nost relacije dokazuje se pomocu refleksivnosti i aksioma //1,. Imamo:

(AB=ABAA'B = AB) = AB=A'B.
Dakle,

A'B =AB= AB=A'B,
tj. sukladnost duzina je simetri¢na relacija.
3° tranzitivnost

Neka je L
AB=A'BNA'B" = A"B".
Kako vrijedi
A/BI E A//B// z A//BI/ E A/B/’
1imamo

AB=A'B ANA"B”" =A'B'.
Primjenjujuéi aksiom I11,, slijedi AB = A”B”, tj. sukladnost duZina je tranzitivna rela-
cija. S obzirom na to da smo pokazali refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost relacije,
zakljuCujemo da je sukladnost duzina relacija ekvivalencije. O

Teorem 2.1.8. Tocka B’ iz aksioma 111, jednoznacno je odredena.

Dokaz. Pretpostavimo da polupravac a’ s po¢etnom tockom A" sadrzi dvije to¢ke B’ i B”
takve da je

AB=A'B" i AB=A'B". (2.2)
Tada je, prema aksiomu /11, i aksiomu /11,
A’B’ = A’B”.
Neka C’ ¢ A’B’. Trokuti AA’B'C’ 1 AA’B”C’ su takvi da je
A'B=A'B”", AC'=2A'C" i <C'A'B' =<C'A’B”

pa, prema aksiomu /175, slijedi

<A'C’'B' = <A'C'B".
No kako to¢ke B’ i B” pripadaju istom polupravcu s pocetnom toCkom A’, polupravci
C’'B’ i C'B” s poCetnom tockom C’ nalaze se u istoj poluravnini ¢iji je rub A’C’, ato je u

suprotnosti s aksiomom /71,. Dakle, polupravac @’ ne moZe sadrzavati dvije razlicite tocke
B’ i B” tako da je zadovoljen uvjet (2.2)). Dakle, vrijedi B' = B”. O
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Slika 2.3: Dokaz Teorema[2.1.9)]

Teorem [2.1.8]dopuna je aksiomu /71;.

Iskazimo joS 1 sljedeci teorem:
Teorem 2.1.9. Nekaje (A—-C—-B)i (A’ —C’' — B’). Tada
(AB=A'B ANAC = A'C") = BC = B'C".

Dokaz. Prema aksiomu /11; polupravac C’B’ s pocetkom u tocki C” sadrzi tocku B takvu
da je L
CB=(CB".
Tada je
(A-C-B) i A'-C'-B")

pa je, na temelju aksioma /115, L
AB=A'B".

Medutim, to je u suprotnosti s Teoremom jer je prema uvjetu teorema

AB=A'B,

a toCke B’ i B” pripadaju istom polupravcu s pocetkom u tocki A’. Dakle, mora vrijediti
B’ = B” te iz toga slijedi

CB=C'B.
O

Teorem 2.1.10. Ako je P tocka u unutrasnjosti trokuta AABC, tada postoji tocka D takva
da je L
AP N BC = {Dj},

gdje je AP polupravac s pocetkom u tocki A.
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Slika 2.4: Teorem 2.1.10

Dokaz ovog teorema proveli bismo primjenjujuéi aksiom /14 na tocke C, M, B i pravac
AP (vidi Sliku[2.4)]).

U skupu kutova relacija sukladnosti je relacija ekvivalencije. Da bismo to dokazali,
potrebno je prvo iskazati i dokazati nekoliko pomo¢nih teorema.

Lema 2.1.11. Neka su zadani trokuti ABC i A’B’'C’. Ako

AB=A'B, AC=AC' i <CAB=<C'A'B,

onda je i

BC = B C.

Slika 2.5: Lema[2.1.11

Dokaz. Pretpostavimo da duzina BC nije sukladna s duZinom B’C’. Tada, iz I11;, polupra-
vac B'C’ s pocetkom u tocki B’ sadrZi tocku C” # C’ takvu da je BC = B'C”. Kako iz
uvjeta leme i aksioma /115 slijedi <ABC = <A’B’C’ i kako se <A’B’C’ podudara s <A’B’C",
to se aksiom //I5 moZe primijeniti i na trokute AABC i AA’B'C”. Dakle, iz AB = A’B’,
BC = B'C" te <ABC = <A’B'C” slijedi

<«CAB = <C"A’'B'. (2.3)
S druge strane, prema uvjetu leme je

<«CAB = <C'A'B'. (2.4)
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Kako su A’C" 1 A’C” dva razlicita polupravca koji su sadrzani u istoj poluravnini ¢iji je rub
A’'B’, relacije (2.3) i (2.4) su u suprotnosti s aksiomom I71,. Dakle, C" = C”, a to znaci da
je BC = B'C. O

Lema 2.1.12. Neka je <ab = <a’b’. Neka je ¢ polupravac cija je pocetna tocka O vrh
kuta <ab i neka je sadrZan u unutarnjem podrucju tog kuta. Tada postoji jedan i samo
Jjedan poluravac ¢’ ¢ija je pocetna tocka O’ vrh kuta <a’b’ i koji je sadrian u unutarnjem
podrucju <a’'b’, takav da je <ac = <a’c’ i <cb = <c'D’.

Dokaz. Neka su A € a, B € b. (Slika Tada, prema aksiomu III;, postoje A’ € d/,
B’ € b’ takve da je

OA =0A’, OB=OPB. (2.5)

! i
[4] ' A0 o ' n o

1

Slika 2.6: Dokaz Leme [2.1.12] (1)

Iz 2.5) i <ab = <a’b’, a prema Lemi 2.1.11] slijedi

AB=A'B,

dok prema aksiomu /175 slijedi:
<OAB = <O'A’'B" i <OBA =<0O'B'A’.
Prema Teoremu [2.1.10] postoji to¢ka C (Slika[2.7) takva da je

ABnc={C}.

Prema aksiomu /I, pravac A’B’ sadrZi to¢ku C’ takvu da je AC = A’C’, a prema
Teoremu Mtada slijedi BC = B'C".
Uo&imo trokute AOAC i AO’A’C’. 12 OA = O’'A’, AC = A’C’ i <OAB = <O’A’B’, a prema
aksiomu /115 slijedi:
<AOC = <A’0'C’,
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Slika 2.7: Dokaz Leme [2.1.12](2)

tj.

<ac = <d'c’.

Analogno, primjenjujuci aksiom ///s na trokute AOCB1 AO'C’B’, slijedi:
<«cb = <c'b’,

¢ime je postojanje takvog polupravca dokazano.
Jedinstvenost polupravca ¢’ posljedica je aksioma I114. O

Lema 2.1.13. Neka je c polupravac cija je pocetna tocka O vrh <ab i neka je sadrZan u
unutarnjem podrucju tog kuta. Neka je ¢’ polupravac Cija je pocetna tocka O’ vrh <a’b’ i
neka je i on sadrZan u unutarnjem podrucju <a’'b’. Tada:

(<ac = <d'c’ A <cb = <c'b’) = <ab = <d'b’.

Takoder:
(<ab = <d’b’ A <ac = <d'c’) = <«cb = <'b'.

Dokaz. Pretpostavimo da <ab = <a’b’ nije zadovoljeno.
Prema aksiomu /71, u poluravnini s rubom a’a’ koja sadrzi b’ postoji polupravac b; s
pocetnom to¢kom O’ takav da

<ab = <d'b,.

Prema Lemi[2.1.12] u unutarnjem podrucju <a’b, postoji polupravac ¢; s poc¢etnom tockom
O’ takav da je
<ac=<dc; 1 <cb = <cib.

Medutim, tada iz
<ac=<d'c 1 <ac = <dc

1 jedinstvenosti polupravca ¢’ temeljem aksioma /71, slijedi:

’
cC =Cy.
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Analogno slijedi:
b =b,.

Dakle, <ab = <d’b’.
Analogno bismo dokazali 1 drugi dio leme.

Slika 2.8: Dokaz Leme

O

Iskazana lema za sukladnost kutova tvrdi ono Sto aksiom [///5 tvrdi za sukladnost
duzina.

Lema 2.1.14. Zadan je AABC. Ako
AC = BC,

onda je i
<CAB = <CBA.

Dokaz. Neka je AABC trokut takav da je AC = BC. DokaZimo da vrijedi <CAB = <CBA.
Promotrimo trokute AABC i ABAC.

20 \ A
A B B A

Slika 2.9: Dokaz Leme[2.1.14
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Za njih vrijedi:
AC=BC, BC=AC i <ACB=<BCA.
Sada prema aksiomu /175 slijedi:

<CAB = <CBA.

Lema 2.1.15. Neka su tocke Cy i C, s razlicitih strana pravca AB. Tada
(AC, =2 AC, A BC, = BC)) = <AC B = <AC,B.

Dokaz. Ako se pravci C1C; i C1A podudaraju, tada, zbog B_C1 =~ B_Cz, na trokut AC;BC,
primijenimo Lemu [2.1.14] pa slijedi

<ACB = <AC,B.

Za pravce C1C, = C;B tvrdnja slijedi analogno.
U slucaju C,C, # C1A 1 C;C, # C;B na svaki od trokuta AAC,C, i ABC,C;, zbog
AC, = ACy 1 BC; = BC,, primijenimo Lemu [2.1.14|pa slijedi:

<AC1C2 = <AC2C1 1 <BC1C2 = <BC2C1.

A C‘I CQ

— A
Ll
C?
c, c,
B
B
B

Slika 2.10: Dokaz Leme[2.1.15]

Ako je polupravac C;C; sadrzan u unutrasnjosti <AC, B, primjenjujemo prvi dio Leme
Tada imamo:

(<ACCy = <AC,Cy A <BC{Cy = <BC,Cy) = <AC B = <AC,B.

Ako je polupravac CyA sadrzan u unutrasnjosti <C,CB, primjenjujemo drugi dio Leme
ARENE
(<BC1Cy = «BC,C; A <AC1C, = <AC,Cy) = <AC B = <AC,B.

U slucaju kada je polupravac C B sadrzan u unutrasnjosti <C,C,A tvrdnja slijedi analogno.
Dakle, u svakom slucaju slijedi <AC,B = <AC,B. O
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Lema 2.1.16. Neka su zadani AABC i AA’B'C’. Ako je

AB=A'B’, BC=BC, AC=AC,

tada je i
<«CAB = <«C'A’B’, <ABC = <A’'B'C’ i <BCA=<BC'A’.

Dokaz. Neka je totka C” sadrZana u onoj poluravnini s rubom A’B’ koja ne sadrZi tocku
C’ te neka je <CAB = <C"A’B'1 AC = A’C".

Slika 2.11: Dokaz Leme

Tada prema Lemi [2.1.11|slijedi BC = B’C” pa kako je sukladnost duZina tranzitivna
relacija, imamo

A'C"=2=AC' te BC'=BC.
Iz ovih uvjeta i Leme [2.1.15slijedi

<A'C"B = <A'C’'B'.

Kako je

A'C'=AC", BC =zBC’ te <A'C'B =<A'C"B,

prema aksiomu /715 slijedi:
«C"A'B" = <C'A’'B'. (2.6)

Neka je tocka C/ sadrzana u onoj poluravnini s rubom A’B’ koja sadrzi i tocku C’ te neka
je

<CAB=<CiA’B" i AC=AC,.
Iz

AC=AC" i AC=AC

tada je
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1, prema Lemi[2.1.11}
B,Ci >~ B/Cl/,
pa, ponavljajuci prethodni postupak, dobivamo:
<C"A'B' = <C|A’B'. (2.7)

Kako su toCke C’ i C/ sadrZane u istoj poluravnini, polupravci A’C" 1 A’C] s pocetkom u

tocki A sadrzani su u istoj poluravnini pa su relacije (2.6)) i (2.7)) u kontradikciji s aksiomom
11,

Dakle, A’C" = A’C] pa, prema Teoremu [2.1.8] slijedi C" = C].
Tocka C/ bila je izabrana tako da je <CAB = <C|A’B’. Dakle, <CAB = <C'A’B'.
Ostale dvije relacije u lemi direktne su posljedice aksioma I1/1s. O

Lema 2.1.17. Sukladnost kutova je tranzitivna relacija.

Dokaz. Neka je <ab = <a’b’ i <a’b’ = <a”’b”.
Oznacimo s O, O’ 1 O” redom tjemena kutova <ab, <a’b’ 1 <a”’b"” te neka je

Aca, Aed, A'ed i OA=0A =0"A",

Beb, Beb, B'eb” i OB=0OB =0"B".

b b
B B'
a a'
0] A o Al o

Slika 2.12: Dokaz Leme

Primjenom Leme[2.1.1TJna AOAB i AO’A’B’ dobivamo
AB= AR,

a primjenom na AO’A’B’ 1 AO”A” B” dobivamo

A/B/ o~ ANBN.

Kako je sukladnost duzina tranzitivna relacija, za AOAB 1 AO”A” B” vrijedi
AB=A"B", OA=~0"A7, OB=0"B
pa iz Leme[2.1.16]slijedi

<ab = <d"b”.
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Na potpuno analogan nacin dokazuje se i:
Lema 2.1.18. (<ab = <a’b’ A <ab = <ad”’b") = <a’b’ = <a”’b".

Iskazana lema za sukladnost kutova tvrdi ono Sto aksiom /71, za sukladnost duZina.
Lema 2.1.19. Sukladnost kutova je refleksivna relacija.

Dokaz. Neka je a poluravnina s rubnim pravcem p i neka je polupravac a C p s pocetnom
tockom O te neka je polupravac b C a s pocetnom tockom O. Promotrimo <ab.
Neka je o’ poluravnina s rubnim pravcem p’ te neka je polupravac a’ C p’ s poetnom
tockom O’. Na temelju aksioma /11, postoji jedinstven polupravac b’ C @’ s poCetnom
tockom O’ takav da je

<ab = <a'b’. (2.8)

Promotrimo <a’b’ i polupravac a s poc¢etnom tockom O. Tada, takoder prema aksiomu /11y,
postoji jedinstven polupravac b; C a s pocetnom tockom O takav da je

<«a'b’ = <ab,. (2.9)
Iz (2.8) i (2.9) i tranzitivnosti relacije slijedi
<ab = «<ab,.

Medutim, kako aksiom /71, zahtijeva jedinstvenost pravca b, mora vrijediti b = b;.
Dakle, vrijedi
<ab = «ab,

tj. sukladnost kutova je refleksivna relacija. O
Lema 2.1.20. Sukladnost kutova je simetricna relacija.

Dokaz. Primjenjujuci aksiom /114, refleksivnost te Lemu[2.1.18] dobivamo:
(<ab = <d'b’ A <ab = <ab) = <ad'b’ = <ab.

Dakle,
<ab = <d'b’ = <d'b’ = <ab.

O

Prema Lemi [2.1.19] sukladnost kutova je refleksivna relacija, prema Lemi [2.1.20] sime-
triCna te prema Lemi tranzitivna relacija. 1z toga slijedi:

Teorem 2.1.21. Sukladnost kutova je relacija ekvivalencije.
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2.2 Mjere duzina i kutova

Definicija 2.2.1. Neka je svakoj duZini pridruZen pozitivan realan broj tako da:
1.) sukladnim duZinama pridruZen je isti broj;

2.) ako je (A — B — C), duZini AC pridruzen je broj koji je zbroj brojeva pridruzenih
duzinama AB i BC;

3.) postoji duZina kojoj je pridruZen broj 1.
Broj pridruzen AB je duljina duZine AB. PiSemo |AB.

Definicija 2.2.2. KaZemo da je AB manja od CD ako postoji tocka P takva da je (C—P—-D)
i CP = AB. To zapisujemo ovako: AB < CD. Takoder, kaZemo da je CD vecée od AB ako
je AB < CD. To zapisujemo ovako: CD > AB.

Teorem 2.2.3. U skupu svih duZina relacija ”...manje od...” je relacija strogog uredaja.

Teorem 2.2.4. Za dvije duzine AB i CD uvijek je zadovoljena jedna i samo jedna od ove
tri relacije: e
AB=CD, AB<CD, AB>CD.

Dokaz. Neka je CD polupravac s pocetkom u tocki C i tocka P takva da je:
PeCDACP=AB.

Prema tome je
iih P=D ii (C-P-D) ii (C-D-P).
Iz P = Dslijedi AB=CD.
Iz (C - P - D) slijedi AB < CD.
Iz (C — D - P) slijedi AB < CD. O

Eﬁnicija 2.2.5. Neka su AB, A|B; i A,B, zadane duzine. KaZemo da Jje duljina duZine
AB zbroj duljina duZina A\B, i A, B, ako postoji tocka P takva da je

(A—P-B), AP=AB,, PB=A,B,.
To zapisujemo ovako: |AB| = |A1By| + |A2B,|.
Definicija 2.2.6. Neka je svakom kutu pridruZen pozitivan realan broj tako da:

1.) sukladnim kutovima pridruZen je isti broj;
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2.) ako je (a—b—c), kutu <ac pridruZen je broj koji je zbroj brojeva pridruzenih kutovima
<ab i <bc;

3.) postoji kut kojem je pridruZen broj 1.

Broj pridruzen <ab je mjera kuta <ab. Pisemo |<ab|. Ako je O vrh kuta <ab te A € a i
B € b, moZemo pisati |<AOB,|.

Definicija 2.2.7. KaZemo da je <ab manji od <cd ako postoji polupravac p ¢ija je pocetna
tocka vrh kuta <cd, koji je sadrZan u unutarnjem podrucju tog kuta i takav da je <cp = <ab.
To zapisujemo ovako: <ab < <cd. Takoder, kaZemo da je <cd vecéi od <ab ako je <ab < <cd.
To zapisujemo ovako: <cd > <ab.

Teorem 2.2.8. U skupu svih kutova relacija ”...manje od...” je relacija strogog uredaja.
Analogno kao i Teorem [2.2.4] dokazali bismo:

Teorem 2.2.9. Za dva kuta <ab i <cd uvijek je zadovoljena jedna i samo jedna od ove tri
relacije:
<ab = <cd, <ab < <cd, <ab > <cd.

Definicija 2.2.10. Neka su <ab, <a\b,, <a,b, zadani kutovi. KaZemo da je mjera kuta <ab
zbroj mjera kutova <ab; i <a,b, ako postoji polupravac p s pocetnom tockom u vrhu kuta
<ab takav da je

(a—p->b), <ap=<ab;, <pb=<ayb,.

To zapisujemo ovako: |<ab| = |<a1b| + |<ayb;|.
Iskazimo joS nekoliko teorema koji ¢e nam biti potrebni za daljnja razmatranja.

Definicija 2.2.11. Neka je zadan <ab te neka je a* dopuna polupravca a. Tada je <a*b

sukut kuta <ab.
a’ X‘\\, i

Slika 2.13: Sukut kuta <ab

Teorem 2.2.12. Sukuti sukladnih kutova su sukladni.
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Dokaz. Neka je <ab = <a;b; te neka su O 1 O; vrhovi navedenih kutova.
Oznacimo sa a”, odnosno aj dopunu polupravca a, odnosno a; do pravca. Tada su kutovi
<ab i <ba” te kutovi <a,b; i <b;aj sukuti.
Neka je
Aca, Beb, Cea’, A €a, Byeb, C ea,

te

m% 0,A,, ﬁg O,B,, %E 0,C,.

Ay g
Slika 2.14: Dokaz Teorema|2.2.12

Primijenimo li na trokute AOAB i AO,A; B, aksiom I1I5 i Lemu[2.1.11] dobivamo:
<OAB = <0,A\B, i AB=AB,.
Prema aksiomu /115 iz OC = 0,C; i OA = 0,A; slijedi
AC = ACy,

pa primjenjujuéi na trokute AABC i AA;B;C, aksiom III5 i Lemu[2.1.T1] dobivamo:

<OCB=<0,C;B, i CB=CB,.
Na kraju, primijenimo aksiom /715 na trokute ACOB i AC,0,B; pa dobivamo
<«BOC = «B,0,C,,

tj.
<ba” = <ba]

Sto je 1 trebalo dokazati. O

Definicija 2.2.13. Neka je zadan <ab te neka su a* i b* dopune polupravcima a i b. Tada
su <a*b* i <ab vrsni kutovi.
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a
o

+ b
a

Slika 2.15: Vr$ni kutovi

Teorem 2.2.14. Vrsni kutovi su sukladni.

Dokaz. Neka su <ab 1 <a*b* vrsni kutovi. Svaki od kutova <ab 1 <a*b* sukut je kutu <ab”.
Kako vrijedi <ab* = <ab*, prema Teoremu [2.2.12| sukuti sukladnih kutova su sukladni pa
vrijedi

<ab = <a*b".

Definicija 2.2.15. Sukut kuta trokuta naziva se vanjski kut trokuta.

Teorem 2.2.16. Vanjski kut uz jedan vrh trokuta jednak je zbroju unutarnjih kutova uz
preostala dva vrha.

Dokaz ovog teorema provest cemo malo kasnije.

Teorem 2.2.17. Vanjski kut uz jedan vrh trokuta veci je od unutarnjih kutova uz preostala
dva vrha.

Dokaz. Promotrimo AABC i njegov <ABC. Ako P € ABtako da (A — B — P), <CBP je
vanjski kut AABC. Njegov sukut je <ABC. (Slika[2.16)) Teorem tvrdi da je <CBP veci od
<BCA 1o0d <CAB.

Slika 2.16: Dokaz Teorema|2.2.17|(1)

Dokazimo
<BCA < <CBP.
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Kako je, prema Teoremu [2.2.9]
ili «BCA = <CBP 1ili <BCA > «CBP ili <«BCA < <CBP,

dokaz se provodi tako da se dokaze nemoguénost prvih dviju tvrdnji.

Pretpostavimo <BCA = <CBP.
Neka je tocka P takva da BP = AC. (Slika[2.17)

Slika 2.17: Dokaz Teorema|[2.2.17|(2)

Uocimo trokute AABC i ABCP. Kako je
AC = BP, BC =BC, <BCA = <CBP,
primjenom aksioma /115 dobivamo:

<ABC = <BCP.

(2.10)

Neka je tocka Q € AC takva da (A — C — Q). Kako je <BCA = <CBP, na temelju Teorema

[2.2.12]slijedi:

<ABC = <BCQ.

2.11)

Kako su CP i CQ dva razli¢ita polupravca s pocetkom u tocki C, a zbog (A — B — P) i
(A—C - Q) sadrzani su u istoj poluravnini s rubom BC, relacije (2.10) i (2.1T)) u suprotnosti
su s aksiomom //1,. To znaci da smo dosli do kontradikcije pa slijedi da <BCA = <CBP

ne vrijedi.

Pretpostavimo sada <BCA > <CBP.

Prema definiciji postoji polupravac CD (Slika[2.18)) s pocetkom u tocki C koji je sadrzan u

unutarnjem podrucju kuta <BCA 1 takav da je

<BCD = «CBP.
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Kako je CD sadrzan u unutarnjem podrucju kuta <BCA, na temelju Teorema |2.1.10}, tocku
D mozZemo izabrati tako da L
ABNCD = {D}.

Slika 2.18: Dokaz Teorema|2.2.17|(3)

Tada za ADBC vrijedi <BCD = <CBP pri ¢emu je <CBP vanjski kut ADBC. 1z na-
vedenog slijedi da je vanjski kut uz jedan vrh trokuta jednak jednom unutarnjem kutu uz
drugi vrh trokuta. Navedeni rezultat opovrgnuli smo u prvom dijelu dokaza. Dakle, ni
<BCA > <CBP ne vrijedi.

Iz toga zakljuCujemo da mora vrijediti
<BCA < <CBP.

Analogno bismo dokazali i
<CAB < <CBP.

Definicija 2.2.18. Za kut sukladan svom sukutu kaZemo da je pravi kut.

Slika 2.19: Pravi kut

Iako se u ovom radu time necemo koristiti, napomenimo da pravi kut ima mjeru 90°.
Kako smo prije definirali sukute, napomenimo da sukuti zajedno Cine ispruzen kut Cija je
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mjera 180°, dok vr$ni kutovi <ab i <a*b* te <ab* i <a*b zajedno Cine puni kut ¢ija je mjera
360°.

Dokazimo jos i sljedece tvrdnje:

Lema 2.2.19. Neka su zadani AABC i AA’B'C’. Ako je

<«CAB = <C'A’B’, <ACB=<A'C'B i AB=AP,

tada je

AC = A'C.

Dokaz. Prema Teoremu je

ili AC=A'C’ ili AC<A'C’ ili AC>AC.

Neka je AC < A’C".

Slika 2.20: Dokaz Leme

Tada postoji tocka C” takva da je
A'-C"-C) i AC=AC".
Primjenom aksioma /1/s na AABC i AA’B’C"” imamo
<ACB = <A'C"B'.

1z toga slijedi

<AIc//B/ ~ <A’C’B/.
Kut <A’C” B’ je vanjski kut AC” B'C’ pa bi slijedilo da je vanjski kut uz jedan vrh trokuta
sukladan unutarnjem kutu uz drugi vrh trokuta, a to je u kontradikciji s Teoremom 2.2.17

Na isti nacin dokazujemo i nemogucnost AC > A’C".
Dakle, mora vrijediti AC = A’C’. O
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Teorem 2.2.20. Za svaku duZinu AB postoji jedna i samo jedna tocka S takva da je
(A-S-B) i AS =SB.

Dokaz. Neka je u ravnini o dana duZina AB te tocke C i C; s razli¢itih strana pravca AB
takve da L
<«CAB = «C1BA, CA =C(CB.

Kako su C i C; s razlicitih strana pravca AB, slijedi da postoji tocka S takva da

SeAB 1 (C-S-C)).

Slika 2.21: Dokaz Teorema

Dokazat ¢emo da je (A — S — B). Prije toga pokazimoda § #AiS # B.
Pretpostavimo da je S = B. Tada je (C — B — C;) 1 <ABC, je vanjski kut AABC.
Iz <CAB = <C,BA slijedi da je vanjski kut AABC uz jedan vrh trokuta sukladan s unutar-
njim kutom uz drugi vrh trokuta, a to je u kontradikciji s Teoremom [2.2.17
Analogno pokazujemo S # A.

Dakle, A, Bi S su tri razliCite toCke. 1z aksioma /15 slijedi da je
ili A-S-B) ii (A-B-S) ili (B-A-95).
Pretpostavimo da je (A — B — §). Iz Teorema[2.2.17]slijedi
<«C1BA > <C1SA > <CAS,
a kako je u skupu kutova relacija ” > ” tranzitivna, vrijedi
<CBA > <CAB.
Medutim, prema postavljenom uvjetu na pocetku je

<C,BA = <CAB
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pa prema Teoremu [2.2.9]slijedi kontradikcija.

Analogno bismo dosli do kontradikcije (B—A — S).
Dakle, mora vrijediti (A — S — B).

Pokazimo sada L
AS = BS.
U_oéimo_trokute AASC 1 ABSC;. 1z <CAB = «C|BA, <ASC = «BSC; (vr$ni kutovi) te
CA = C,B te primjenom Leme [2.2.19|slijedi

AS = SB.

Sada preostaje dokazati jedinstvenost tocke S. Pretpostavimo da postoji tocka S| # S
takva da je L
(A-S,-B) 1 AS,=S5B.
Kakoje(A—-S —B)i(A-S,;—-B),vrijedidajeili(A-S,-S)ili(A-S =§)).
Nekaje (A-=S,-95).1z(A-S,-8S)1(A-S —B)slijedi (S-S —B)paje

S>ASl S1B>SB,

IR

tj. o
AS > SB,
a to je u kontradikciji s AS = S B. Dakle, ~(A — S, - S).
Analogno dokazujemo —(A - S —§).
Dakle, mora vrijediti § = S, tj. dokazali smo jedinstvenost tocke S . O

Definicija 2.2.21. Tocku S iz Teorema[2.2.20\zovemo poloviste duZine.

Takoder, iskazimo i dokazimo sljedece teoreme:
Teorem 2.2.22. Za svaki trokut AABC, iz AC > BC slijedi <ABC > <CAB i obratno.
Dokaz. Zbog AC > BC, postoji tocka B’ takva da (A — B' — C) i B'C = BC. (Slika[2.22)

Tada je, prema Lemi [2.1.14]
<«CB'B = <B'BC. (2.12)

Kako je (A—B’—C), polupravac BB’ s pocetkom u tocki B sadrzan je u unutarnjem podrucju
<ABC. Zbog toga je
<ABC > <B'BC. (2.13)
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Slika 2.22: Dokaz Teorema|2.2.22| (1)

Iz (2.12)) i (2.13) tada slijedi:
<ABC > <CB'B. (2.14)

Uocimo AABB’. Kut <CB’B vanjski je kut tog trokuta. Prema Teoremu[2.2.17| tada slijedi:

<CB'B > <CAB. (2.15)

Iz (2.14) i (2.15) tada slijedi:
<ABC > <CAB,

¢ime je tvrdnja dokazana.

DokaZimo sada obrat, tj. iz <ABC > <CAB slijedi AC > BC.
Prema Teoremu [2.2.4] je

ili AC=BC ili AC<BC ili AC > BC.
Dokazat ¢emo da prve dvije tvrdnje nisu moguce.

Pretpostavimo AC = BC. Medutim, tada je, prema Lemi [2.1.14} <ABC = <CAB 5to je
u suprotnosti s uvjetom teorema. Dakle, AC = BC ne vrijedi.

Pretpostavimo AC < BC. L
Tada postoji to¢ka A’ takva da (B — A’ — C) i AC = CA’. (Slika [2.23)

Iz AC = CA’, prema Lemi [2.1.14 slijedi:
<CAA" = <AA'C. (2.16)

Kako je (B — A’ — C), to je polupravac AA” s poCetkom u tocki A sadrzan u unutarnjem
podrucju kuta <CAB. Zbog toga je

<CAB > <CAA’. (2.17)
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Slika 2.23: Dokaz Teorema[2.2.22](2)

Iz 2.16) i 2.17) slijedi
<CAB > <AA’C. (2.18)

Uocimo trokut AABA’. Kut <AA’C vanjski je kut tog trokuta. Iz Teorema [2.2.17| tada
slijedi:
<AA’'C > <ABC. (2.19)

Iz (2.18) i (2.19) tada slijedi:
<«CAB > <ABC,

Sto je u kontradikciji s uvjetom teorema.

Dakle, mora vrijediti AC > BC.
O

Teorem 2.2.23. Za svaki trokut, duljina svake stranice je manja od zbroja duljina drugih
dviju stranica.

Dokaz. Neka je dan trokut AABC i neka je |AB| = ¢, |[BC| = a, |CA| = b. Na polupravcu
AC s pocetnom tockom A oznacimo tocku D takoda (A —C — D)i|CD| = a.

Promotrimo trokut ACBD. Kako je BC = CD, prema Lemi [2.1.14|slijedi

<CBD = «BDC. (2.20)
Tada vrijedi

<ABD > <CBD,
dok iz (2.20) slijedi

<ABD > <BDC,
tj.

<ABD > <BDA.
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Kako je <ABD > <BDA, prema Teoremu [2.2.22] slijedi

t.

Slika 2.24: Dokaz Teorema

Do kraja ovog dijela u radu se se pojavile tri leme koje nas podsje¢aju na poucke o

sukladnosti trokuta. Lema|2.1.11|zapravo je S KS poucak o sukladnosti trokuta. Kao Sto je
i u Teoremu [1.1.2} uvjet za sukladnost je sukladnost dviju odgovarajucih stranica trokuta

i kuta izmedu njih. Lema [2.1.16] zapravo je SSS poucak o sukladnosti trokuta. Uvjet za
sukladnost trokuta je sukladnost svih odgovarajuéih stranica trokuta, kao §to je i navedeno
u Teoremu [[.1.4] Na kraju, KS K poucak o sukladnosti trokuta, tj. Teorem [I.1.3]krije se
u Lemi gdje je uvjet za sukladnost dva trokuta sukladnost dva odgovarajuca kuta 1
jedne odgovarajuce stranice.

2.3 Okomitost i paralelnost

Definicija 2.3.1. Pravci a i b na kojima leZe krakovi pravog kuta nazivaju se okomitim

pravcima. Pisemo a L b.

Teorem 2.3.2. Za svaku ravninu « i svaki pravac p € « i svaku tocku A € p postoji jedan
i samo jedan pravac n takav da je Aenin L p.

Dokaz. Oznadimo sa a i a* polupravce koje na pravcu p odreduje tocka A. Neka je a; jedna
poluravnina s rubom p. Neka je b proizvoljni polupravac s poetnom to¢kom A sadrzan u
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.

Ako je <ab = <ba*, prema definiciji pravog kuta, b je traZeni pravac, tj. b L p. (Slika

2.25)

Slika 2.25: Dokaz Teorema (D)

Ako —(<ab = <ba*), tada u ravnini @, postoji, prema aksiomu /714, polupravac b; s
pocetnom tockom A takav da je
<a’b; = «ab.

Neka je B € b proizvoljna toék& nel&je tocka B; € b, takva da AB = AB,. Neka je
tocka S takva da (B; —S — B)i B;S = S B. (Slika[2.26)

Slika 2.26: Dokaz Teorema[2.3.2](2)

Uocimo trokute AABS 1 AAB;S. 1z
AB=AB,, BS =SB,, AS =AS,
primjenom Leme slijedi
<bs = <bys,

gdje je s polupravac AS s pocetkom u tocki A.
Iz
<a'by=<ab 1 <bs = <bs,



POGLAVLIE 2. AKSIOMATSKI PRISTUP SUKLADNOSTI 38

a primjenom Leme [2.1.13] slijedi:

<as = <sa’.

Tada je, prema definiciji pravog kuta, s L p, tj. pravac n koji sadrZi polupravac s traZeni je
pravac.

DokaZimo sada jedinstvenost pravca n.
Neka je n; # ntakavda A € nyin; L p. (Slika[2.27)

851

Slika 2.27: Dokaz Teorema[2.3.2](3)

Tada u ravnini @ postoji polupravac s; # s s po¢etnom tockom A takav da je
<as; = <a’s;.

Kako je s; # sikako s 1 s imaju zajednicku pocetnu tocku A, s; sadrZan je ili u unutarnjem
podrucju kuta <as ili u unutarnjem podrucju kuta <sa*.
Pretpostavimo (a — s, — ). Tada je (a* — s — s1). 1z toga slijedi:

<as > <as; = <a's; > <sa’.

Iz toga dalje slijedi:
<as > <sa’,

a to je u kontradikciji s definicijom pravog kuta <as.
Dakle, mora vrijediti s; = s, tj. n; = n. |

Definicija 2.3.3. Pravac koji sadrZi poloviste duZine AB i okomit je na nju zovemo sime-
tralom duZine AB.

Korolar 2.3.4. Simetrala duZine jednoznacno je odredena.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz Teoremal|2.3.2] Teorema[2.2.20|te definicije simetrale duzine. O
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Teorem 2.3.5. Neka su u ravnini dane P € AB, P € A’B’, Q,Q" € PP’ takve da je
(Q-P—-P)i(P-P — Q). Ako je <QPB = <PP'B’, onda je ABNA'B’ = .

Dokaz. Pretpostavimo AB N A’B’ = {C}. Tada je <QPC vanjski kut APCP’, a sukladan je
s <PP’C tog trokuta. Prema Teoremu [2.2.17|to nije moguce. O

Slika 2.28: Dokaz Teorema 2.3.3|

Definicija 2.3.6. Neka su u ravnini dani pravci a i b. KaZemo da je pravac b paralelan s
pravcem a, i to zapisujemo ovako: b || a, ako je

anb=@ ili a=b.

Iz definicije paralelnosti pravaca slijedi da je relacija “biti paralelan” refleksivna i si-
metri¢na.

DokaZimo da je i tranzitivna.
Nekajea |l ci1b || c. Ako ai b nisu paralelni, onda je a N b = {P} pa postoje dva pravca, a
1 b, koji sadrze P, a paralelni su sa c. To je u suprotnosti s aksiomom Vg. Dakle a || b.
Time dolazimo do teorema:

Teorem 2.3.7. U skupu svih pravaca u ravnini relacija ”biti paralelan” je relacija ekviva-
lencije.

Sada Teorem [2.3.5 mozemo iskazati ovako:

Teorem 2.3.8. Neka su u ravnini dane P € AB, P’ € A'B’, Q,Q" € PP’ takve da je
(Q-P-P)i(P-P — Q). Ako je <QPB = <PP'B’, onda je AB || A’B’.

Korolar 2.3.9. Kutovi iz Teorama <QPB, <PP'B’, <APP’, <A’P’'Q’ su sukladni.
Takoder, kutovi <QPA, <PP'A’, <BPP’, <B’'P’'Q’ su sukladni.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz Teorema[2.2.12]i Teorema[2.2.14] |
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Definicija 2.3.10. Pravac PP’ iz Teorema koji sijece pravce AB i A’B’ naziva se
presjecnica ili transverzala.

Definicija 2.3.11. Kutovi koje zatvaraju presjecnica i paralelni pravci nazivaju se kuto-
vima uz presjecnicu.

Nakon navedenih tvrdnji moZzemo dokazati Teorem Provedimo dokaz:

Dokaz. Neka je dan trokut AABC. ProSirimo stranice trokuta do pravaca. Neka je P toCka
na pravcu AB i neka (A — B — P). Tada je kut <CBP jedan vanjski kut trokuta AABC.
Trebamo dokazati da je mjera kuta <CBP jednaka zbroju mjera kutova <BCA i <CAB.
Analogan dokaz provodi se i za ostale vanjske kutove.

Povucimo paralelu p s pravcem AC kroz to¢ku B. Tada su pravci AB i BC presjeCnice
paralelnih pravaca AC i p. Neka je to¢ka Q € p s one strane poluravnine s rubom AB s
koje je i tocka C.

Slika 2.29: Dokaz Teorema[2.2.16]

Tada, prema Korolaru [2.3.9] vrijedi:
<«CBQ =<BCA i <QBP = <CAB. (2.21)

Kako je
|<CBP| = |[<CBQ| + |[<QBP],

iz (2.21)) slijedi:
|<CBP| = |<BCA| + |<CAB|.

Na temelju definicije paralelnosti i aksioma Vg, moZemo iskazati teoreme:

Teorem 2.3.12. Zadani su pravcia, bi p takvidaa || b, a # pib # p. Ako p sijece jedan
od dva paralelna pravca, tada sijece i drugi.
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Dokaz. Nekaa ||bibnp ={P}. Akoanp = @, tadaa || p pa iz tranzitivnosti slijedi b || p
¢ime smo dosli do kontradikcije. Dakle, akoa ||bib N p = {P},tadaa N p = {Q}. O

Specijalno:
Teorem 2.3.13. Akojeal b, a L p, tadab L p.

Dokaz. Nekajea ||bia L p. Oznatimo anp = {A}. Prema Teoremu [2.3.12] tada p sijeCe
1 b. Ozna¢imo b N p = {B}. Neka su a*, odnosno b* polupravci pravaca a, odnosno b koji
se nalaze s iste strane pravca p.

Ako (b L p), tada |<a*Ap| # |<b*Bp|. Prema Teoremu [2.3.8] ako |<a*Ap| = |<b*Bpl|, tada
a || b, dok prema aksiomu Vg, za pravac a i tocku B ¢ a postoji jedan 1 samo jedan pravac
koji sadrzi tocku B, a ne sijece pravac a.

Iz navedenog zakljucujemo da ako je a || bia L p, tada mora vrijediti |<a*Ap| = |<b*Bp|,
tj. b L p. O

JJ

Slika 2.30: Dokaz Teorema[2.3.13|

Teorem 2.3.14. Akojep L a, p L b, tadaa || b.
Dokaz. Dokaz teorema slijedi iz Teorema O
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Izometrije

3.1 Osna simetrija

Definicija 3.1.1. Neka je p proizvoljni pravac u ravnini a. Osna simetrija je preslikavanje
koje svakoj tocki X € a pridruzuje tocku X' € a tako da su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

(i) ako X € p, X = X’
(ii) ako X ¢ p, X # X', XX’ L piXoX = XX, gdje je {Xo) = p N XX'.
Oznacavat cemo je s 0, gdje je p os simetrije. Dakle: 0,(X) = X', 0,(A) = A, ...
Propozicija 3.1.2. Kompozicija dviju osnih simetrija s istim osima je identiteta.

Dokaz. Neka je o, osna simetrija obzirom na pravac p.
Ako A € p, tada iz definicije osne simetrije slijedi:

o,(A) = A.
Kompozicija dviju osnih simetrija obzirom na pravac p tada je:
0p00,(A) =0,(0,(A) =0,(A) = A.

Iz toga zakljucujemo:
opo0, =1

Ako A ¢ p, tada
o,(A)=A".

Tvrdimo:
0, 00,(A) =0,(0,(4)) =A.

42
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Iz definicije osne simetrije vrijedi:
AA" L p, AAy=A)A’, pnAA ={A),

pa iz toga slijedi i
O-p(o-p(A)) = O-p(A,) =A,

t.

Opo0, =1

Slika 3.1: Dokaz Propozicije[3.1.2]

Dakle, tocka A kompozicijom dviju osnih simetrija obzirom na istu os ne mijenja
pocetni polozaj. m|
Dakle, inverz od o, je takoder o ,:
ol=0, ili o,00,=]i
gdje je i identiteta.
Definicija 3.1.3. Svako preslikavanje f za koje vrijedi f o f = i je involucija.

Prema tome, osna simetrija je involucija.

Iz definicije osne simetrije takoder se vidi da je

(VAo)(Ao € p)(0p(Ao) = Ao),

tj. tocke osi simetrije su fiksne tocke.
Osim toga, ako je
o,(A)=4A", o,(B)=F,

tada je
o,(AA") =A'A, o,(BB")=B'B,

tj. pravac okomit na os simetrije preslikava se u taj isti pravac.

Vrijede i sljedeci teoremi:
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Teorem 3.1.4. Osna simetrija preslikava duZinu u sukladnu duZinu.

Dokaz. Treba dokazati daiz 0,(A) = A"10,(B) = B’, A # Bslijedi AB=A'B.

= m
/}X

Slika 3.2: Dokaz Teorema[3.1.4]

Ako je AB L p, sukladnost duZina posljedica je Teorema Neka je ABN p = {Py}.
1z definicije slijedi

AP()EA/P() 1 BP, = B'P,.
Teorem [2.1.9 povlaci da je tada i

AB=A'B.
Ako —(AB L p), tada AA’ N p = (Ao} i BB' N p = {Bo).

Promotrimo slucaj kada su A i B s iste strane osi simetrije.
Primjenom Leme [2.1.11]i aksioma /715 na trokute AAA(B, i AA’A¢B, dobivamo

ABy=A’By 1 <AyByA = <AgBoA’.
Kako je <AgByB = <AgByB’, iz Leme [2.1.13|slijedi
<AB()B = <A/B()B/.

Primjenjujuéi na AAByB i AA’ByB’ Lemu 2.1.11} dobivamo

AB=A'B.

Neka su A i B s razlicitih strana osi simetrije.
Primjenom Leme [2.1.11]1 aksioma /115 na trokute AAAoBy 1 AA’AgBy dobivamo

AB() = A’BO 1 <A()B()A = <AoBoA,.
Promotrimo trokute AAByB 1 AA’ByB’. Kako je

<AQB()B’ = <(AoBQB 1 <(A()B()A = <(AQB()A’,
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to su zbog
|<A’B()B/| = |<A()B()B,| + |<A/B()A()| 1 |<ABQB| = |<AoB()B| + |<AB()A()|

kutovi
<(AB()B = <(A/B()B/ .

Primjenjujuéi sada na AAByB 1 AA’ByB’ Lemu[2.1.11} dobivamo

O

Teorem 3.1.5. Osna simetrija preslikava kolinearne tocke u kolinearne tocke, tj. za svaku
osnu simetriju o, i tocke A, B, C vrijedi

(A-=B-C) = (0,(A) —0,(B) —0,(C)).

Dokaz. Neka su A, B 1 C kolinearne tocke. Tada je jedna od njih, prema aksiomu /13,
izmedu preostale dvije, npr.
(A-B-0).

To znaci da je
|AC| = |AB| + |BC|.

Ako je 0,(A) =A’,0,(B) = B'i0,(C) = C’, onda je, prema Teoremu@],
AB=A'B, AC=AC’, BC=BC.
Tada je, prema definiciji zbroja,
|A’C’| = |A’B'| + |B'C’|.

To dokazuje kolinearnost to¢aka A’, B i C".
Zaista, ako B’ ¢ A’C’, A’, B’ i C’ su vrhovi trokuta, a prema Teoremu [2.2.23| kod svakog
trokuta je duljina jedne stranice manja od zbroja duljina drugih dviju stranica. O

Korolar 3.1.6. Neka je o, osna simetrija obzirom na pravac p. Ako je
o,(A)=A" i o,(B)="H,

tada je L
o0,(AB) =A'B'.

Teorem 3.1.7. Osna simetrija preslikava kut u sukladan kut.
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Dokaz. Neka je o,(<ab) = <a’b’. Ako je O vrh kuta <ab, tada je O" = 0 ,(0) vrh kuta
wa'b’.
Neka je

Aea, Beb, A =0,(A), B =o0,B).

Tada je, prema Teoremu (3.1.4}

OA=0A, OB=O0OB, AB=AP.
Prema Lemi tada je
<AOB = <A'O'B’, tj. <ab=<d'b'.
i

Na temelju Teorema[3.1.4] [3.1.3]i[3.1.7) zaklju¢ujemo da osna simetrija preslikava pra-
vac u pravac, duzinu u sukladnu duZinu, kut u sukladan kut, trokut u sukladan trokut, a
time 1 sve ostale likove u sukladne likove.

Teorem 3.1.8. Neka je o, osna simetrija obzirom na pravac a. Ako je pravac b takav da
a L b, onda je o,(b) = b.

S obzirom na svojstva osne simetrije i definiciju simetrale duZine, moZemo iskazati
sljedece teoreme:

Teorem 3.1.9. NuZan i dovoljan uvjet da pravac s bude simetrala duZine AB je o4(A) = B.
Za svaku tocku P € s, gdje je s simetrala duZine AB, vrijedi PA = PB.

Obratno:
Teorem 3.1.10. Ako je AP = BP, postoji pravac s takav da je oy(A) = B, o5(P) = P.

Definicija 3.1.11. Pravac s za koji vrijedi o(a) = b, O € s, gdje su a i b krakovi kuta <ab,
a O njegov vrh, naziva se simetrala kuta <ab.

3.2 Izometrije u ravnini

Definicija 3.2.1. Neka je zadana ravnina a. Bijektivno preslikavanje f : @ — « takvo da
zasvaki A, B€ a L
f(A)f(B) = AB,

zove se izometrija.
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S obzirom na Teorem [3.1.4] zakljuCujemo da je osna simetrija izometrija.
Kako je sukladnost duZina tranzitivna relacija, vrijedi i:

Teorem 3.2.2. Kompozicija dvije izometrije je izometrija.

Dokaz. Nekasu A, B € ainekaje f = f, o f; kompozicija izometrija.
Neka je fi1(A) = Ay 1 fi(B) = B,. Tada, iz definicije izometrije, slijedi:

AB = A,B,. (3.1)

Nadalje, neka je f,(A;) = A’ 1 /2(By) = B’. Tada, takoder iz definicije izometrije, slijedi:

AB, = A'B'. (3.2)
Koriste¢i ¢injenicu da je sukladnost duZina tranzitivna relacija, iz (3.1) i (3.2)) zakljucujemo
da je L

AB=A'B'.

Time smo pokazali da preslikavanje f Cuva udaljenost, odnosno preslikavanje f je izome-
trija. O

Koriste¢i matematicku indukciju, lako bismo pokazali da vrijedi:
Korolar 3.2.3. Kompozicija konacnog broja izometrija je izometrija.
Korolar 3.2.4. Neka je f izometrija. Ako je

fA)=A" i f(B)=FH,

onda je L
f(AB) = A'B'.

Kako je osna simetrija izometrija, vrijedi:
Korolar 3.2.5. Kompozicija konacnog broja osnih simetrija je izometrija.

Teorem 3.2.6. Izometrija preslikava kolinearne tocke u kolinearne tocke, tj. za svaku
izometriju f i tocke A, B, C vrijedi

(A-B-0C)= (f(4) - f(B) - f(C)).
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Dokaz. Neka je f izometrija te neka su A, B, C kolinearne to¢ke. Prema aksiomu /7, tada
je jedna od njih izmedu preostale dvije, npr.

(A-B-0C).

To znaci da je
|AC| = |AB| + |BC].

Ako je f(A) = A’, f(B) = B'i f(C) = C’, tada je, prema definiciji izometrije,
AB=A'B, AC=AC’, BC=BC.
Tada je, prema definiciji zbroja,
|A’C’| = |A’B'| + |B'C’|,

a to dokazuje kolinearnost tocaka A’, B’ 1 C’.
Zaista, ako B ¢ A’C’, A’, B’ i C’ su vrhovi trokuta, a prema Teoremu [2.2.23| kod svakog
trokuta je duljina jedne stranice manja od zbroja duljina drugih dviju stranica. O

Teorem 3.2.7. Ako je f izometrija, onda je i f~' izometrija.
Dokaz. Neka je f izometrija. Tada za svaki A, B vrijedi
f(A)f(B) = AB. (3.3)

Neka je f~! inverz funkcije f. Tada, koriste¢i ¢injenicu da je f izometrija, imamo:

I AIB) = f(FH AN F(f~1(B),

a koristeci svojstva inverznih funkcija, imamo:

[ @Ay =4 i f(f(B)=8B
pa slijedi
fHA)f~(B) = AB.

Time dolazimo do zaklju¢ka da je i ! izometrija.
O

Teorem 3.2.8. Ako je m kompozicija osnih simetrija, onda je i n~' kompozicija osnih sime-
trija.
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Dokaz. Neka su o, 05, ..., 0 osne simetrije i neka je 7 = 0 0 0, o ... o 0. Koristeci

asocijativnost i uzimajuci u obzir da je osna simetrija involucija, imamo:
(oyo0p0..00;)0(0r0..003007)
=(o10030...00% )0 (0r00%)0(0f-10...002007)
=(010020..00%1)0(04-10...002007)

= 019001
=1
Dakle,
nl=(oio0p0..00) ' =0r0..00,00,
tj. ako je preslikavanje 7 kompozicija osnih simetrija, onda je i 7~! kompozicija osnih

simetrija. O

Takoder, vrijedi i obrat Korolara Prije iskaza i dokaza, dokazat ¢emo nekoliko
pomo¢nih teorema.

Lema 3.2.9. Ako AB = A’B’, tada postoji kompozicija osnih simetrija i takva da je
n(AB) = A’B'.

Dokaz. Neka je s; simetrala AA’ i neka je By = o,(B).

Slika 3.3: Dokaz Leme

Prema Korolaru[3.1.6] tada je

o, (AB) = A’B;, tj. A’B| =AB.

Kako je, iz uvjeta leme, AB = A’B’, koristeéi tranzitivnost, dobivamo

A'B =A’'B.
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Iz Teorema |3.1.10|slijedi da postoji pravac s, takav da je
oc,(A)Y=A" 1 ouL(B)="8. (3.4)

Dakle, iz (3.4) i Korolara slijedi

(o5, 0 crsl)(@) =APB.

Lema 3.2.10. Dani su AABC i AA’B’C’. Ako je
AB=A'B’, BC=BC, AC=AC,
tada postoji kompozicija osnih simetrija nt takva da je
n(AABC) = AA'B'C.
Dokaz. Prema Lemi[3.2.9] postoji kompozicija oy, o oy, takva da je

(o, 0 a‘sl)(ﬁ) =APB.

Stavimo
(05, 0 03))(C) = Co.
Tada je L L
(05, 00 JAC) =A'C, 1 (0, 004,)(BC) = B'C,
t.

A'C,=AC i BC,=BC.

Koristeci tranzitivnost, imamo

AC,=AC" 1 BC,=zPBC(C.

Iz prve sukladnosti, prema Teoremu [3.1.10} slijedi da simetrala C’C, sadrzi tocku A’, a iz
druge slijedi da ta simetrala sadrzi 1 toCku B, tj.

0,(C)=C, gdjeje s3=A'B.
Iz navedenog zakljuCujemo da vrijedi:

(0_83 00,00y, )(IE) = A'B’, (O—S3 00,00y, )(R) =AC, (0_‘3‘3 00,00y, )(E) =BC.
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Neka je T proizvoljna tocka u unutra$njosti AABC. Prema Teoremu [2.1.10} ako je tocka T
u unutrasnjosti AABC, tada postoji tocka Q takva da je

AT N BC ={0Q).

Kako je o

(000,00, (BC)=BC" 1 (B-Q-0),
prema Teoremu [3.2.6]slijedi

(000,00, =0 1 (B-0-0C).
Takoder je tada L

(000, 00,)(AQ) =A'Q".

Zbog L

(0-53 o O-Sz o O-Sl)(AQ) = A,Q’ i (A -T- Q),
prema Teoremu [3.2.6]slijedi

(Gno0goo D=T i (A-T -0Q).

Kako je T proizvoljna tocka unutrasnjosti trokuta AABC, dobiveni rezultat vrijedi za svaku
toCku u trokutu. Iz svega navedenog zakljucujemo da je

(0005 004)(AABC) = AA'B'C’, . m=0y,00,00.

Slika 3.4: Dokaz Leme

Teorem 3.2.11. Svaka izometrija je kompozicija konacnog broja osnih simetrija.

Dokaz. Ako je f : @ — aizometrija, a AABC proizvoljan trokut, onda je

f(A)f(B) =AB, f(AF(C)=AC, fBF(C) =BC.
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Na temelju Leme [3.2.10} postoji kompozicija osnih simetrija 7 takva da je
n(af(A)f(B)f(C)) = AABC,
tj. takva da je
(mo f)A)=A, (mo f)(B)=B, (mof)C)=C. (3.5)

Pokazat ¢emo da je
(YP)(P € a)((m o f)(P) = P).

Pretpostavimo prvo da
P¢AB, P¢ BC, P ¢ AC (3.6)

i promatrajmo A((m o f)(A)(mw o f)(B)(mo f)(P)) i AABP. Uzimajuéi u obzir (3.5), odmah
vidimo da je L L
(mo /)(P)A=PA, (ro f)(P)B=PB.
Ako (m o f)(P) = P, tada
PA=PA i P'B=PB.
Iz navedenih sukladnosti i prema Teoremu [3.1.10|slijedi da simetrala PP sadrZi to¢ku A i
toCku B, tj.
aap((mo f)(P)) = P.

Pa zaklju¢ujemo ako je (7 o f)(P)A = PA, (r o f)(P)B = PB, tada je

ili (mof)(P)=P ili oap((mro f)(P))=P.
Isto tako, promatrajuéi A((m o f)(A) (ro f)(C) (mo f)(P)) i AACP, dobivamo

ii (@of)(P)=P 1i (oac(mro f)(P)) =P
Uzimajuéi u obzir i ¢injenicu da AB # AC, ako

gap(mo f(P)) =P 1 oac(mo f(P)) =P,

PP’ imala bi dvije simetrale, simetralu AB i simetralu AC $to je u suprotnosti s Korolarom

234

Zbog toga zakljuCujemo da mora vrijediti

(o f)(P) = P.

Pokazimo sada da je i ( o f)(P) = P ako neki od uvjeta (3.6) nije zadovoljen.
Pretpostavimo da je P € AB te neka je (A — P — B).
Na temelju Leme [3.2.9] postoji kompozicija osnih simetrija 7 takva da je

n(f(A)f(B)) = AB,
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tj. takva da je
(mo f)A) =A, (mof)B)=B.

Prema Teoremu [3.2.6] izometrija kolinearne tocke preslikava u kolinearne tocke pa je uvjet
(m o f)(P) = P zadovoljen za svaku tocku P € a, tj. o f je identiteta paje f = 7.
]

Definicija 3.2.12. Izometrija je direktna izometrija ili pomak ako je ona kompozicija par-
nog broja osnih simetrija, a indirektna izometrija ako je kompozicija neparnog broja osnih
simetrija.

Iz dokaza prethodnog teorema slijedi i:

Teorem 3.2.13. Akosu A, Bi C te A’, B’ i C’ nekolinearne tocke u ravnini takve da

AB=A'B, BC=BC, AC=AC,
tada postoji jedinstvena izometrija f za koju vrijedi
f(A)=A", fB)=8, f(C)=C.

Takoder, iz dokaza Leme [3.2.10]i Teorema [3.2.11|slijedi klju¢an teorem o izometrijama
koji glasi:

Teorem 3.2.14. Svaka izometrija moZe se prikazati kao kompozicija najvise tri osne sime-
trije.

Za daljnja razmatranja vaZan je i ovaj teorem:

Teorem 3.2.15. Ako izometrija preslikava polupravac na taj isti polupravac, onda je ona
ili identiteta ili osna simetrija.

Dokaz. Neka je a polupravac s pocetnom tockom A, a f izometrija i neka je f(a) = a.
Tada je
f(A)=A 1 (YB)(Bea)f(B)=B).

Zaista, f(B) € a.
Uz to, L
AB = Af(B),

pa, koriste¢i Teorem [2.1.8] mora biti

f(B) = B.
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Kako je f bijekcija i, prema Teoremu [3.2.6| kolinearne tocke preslikava u kolinearne, slije-
di

fl@) =a".
Iz toga odmabh slijedi da se pri preslikavanju f pravac p = a U a* U A preslikava sam na

sebe.
Nadalje, uocimo tocku C ¢ p i neka je f(C) = C’. Tada je

<CAB=<C'AB i AC=AC'.
Tocke A, B, C nisu kolinearne. Prema Teoremu [3.2.13] preslikavanje f je odredeno AABC
1 AABC'.
Ako su C 1 C’ s iste strane pravca p, zbog <CAB = <C’AB, C’ se mora nalaziti na po-
lupravcu AC s pocetkom u tocki A. Dalje, zbog AC = AC’ i zbog Teorema , mora
vrijediti

c=cC.

Tada je f identiteta. L
Ako su C i C’ s razlicitih strana pravca p, pravac p je tada os simetrije CC’. Dakle

o,(A)=A, o,(B)=B i 0,(C)=C,
tj. preslikavanje o, je odredeno trokutima AABC 1 AABC’ pa je

f=o,

Slika 3.5: Dokaz Teorema[3.2.13

3.3 Sukladnost trokuta

Definicija 3.3.1. Neka su likovi F i F' sadrZani u istoj ravnini. Lik F je sukladan s likom
F' ako postoji izometrija f takva da je f(F) = F’'. Zapisujemo ovako: F = F’.
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Teorem 3.3.2. Sukladnost likova je relacija ekvivalencije.

Dokaz. 1° refleksivnost
Prema Korolaru [3.2.5|kompozicija o, 0 0, = i = 7 je izometrija pa je relacija refleksivna,
tj. F = F jer
F=i(F)=0,00,F)=n(F).
2° simetricnost
Ako je F = F’, tada postoji izometrija  takva da je n(F’) = F’. Po Teoremu 71‘1 je
izometrija. Prema tome

F=iF)=n'on(F)=a'(F),tj. F=F = F ~F,

¢ime smo dokazali simetri¢nost.

3° tranzitivnost
DokazZimo i da je relacija tranzitivna, tj. (F = F' AF' =2 F")= F = F".
Uvjet F = F’ znaci da postoji izometrija 7 takva da je m(F) = F’. Uvjet F’ = F” znaci da
postoji izometrija 7y takva da je m1(F’) = F”. Tada je m; o m(F) = F” pri Cemu je, prema
Korolaru[3.2.3] ; o 7 izometrija. ]

Lemu[3.2.10/sada moZemo iskazati ovako:

Teorem 3.3.3. (S — S — S teorem o sukladnosti trokuta) Zadani su AABC i AA’B'C’. Ako
je

AB=A'B, BC=BC(C, AC=AC,
tada je NABC = NA’B'C’.
Takoder, vrijede 1 ovi teoremi:

Teorem 3.3.4. Ako je <ab = <a'b’, tada postoji izometrija f takva da je f(<ab) = <a'b’.
Izometrija f preslikava unutarnje podrucje <ab u unutarnje podrucje <a’b’.

Teorem 3.3.5. (S — K — S teorem o sukladnosti trokuta) Zadani su AABC i AA’B'C’. Ako
Je L

AB=A'B’, AC=AC", <«CAB=<«(C'A'B,
tada je NABC = ANA'B'C’.

Dokaz. Kako je <CAB = <C’A’B’, postoji izometrija f takva da je f(<C'A’B’) = <CAB.
To, dalje, znaci da se f(C’) nalazi na polupravcu AC s pocetkom u tocki A, a kako je
AC = A’C’,toje f(C") = C. Naisti nadin je i f(B’) = B, stoga je i BC = B'C’ pa je, prema
Teoremu 3.3.3] AABC = AA’B'C’. ]
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Teorem 3.3.6. (K — S — K teorem o sukladnosti trokuta) Zadani su AABC i AA’B'C’. Ako
Je __

AB = A’B’, <BAC = <B'A’C’, <ABC = <A’'B'C’,
tada je NABC = NA'B'C.

Dokaz. Kako je <BAC = <B’A’C’, postoji izometrija f takva da je f(<B’A’C") = <BAC.
To, dalje, znaci da se f(B’) nalazi na polupravcu AB s poCetkom u tocki A, a f(C’) na
polupravcu AC s poéetkom u tocki A. Kako je AB = A’B’, to je f(B') = B.

Pretpostavimo da je f(C’) takvada (A — f(C") — C).

FlC)

Slika 3.6: Dokaz Teorema

Tada <A’B'C" = <ABf(C’). 1z tranzitivnosti dalje slijedi <ABf(C") = <ABC. Iz toga
zakljuCujemo da se f(C’) nalazi i na polupravcu BC s pocetkom u tocki B. Kako se f(C”)
nalazi na polupravcu AC i na polupravcu BC, slijedi da je f(C") = C.

Isti zakljucak slijedio bii1za (A — C — f(C")).
Stoga je BC = B'C’ i AC = A’C’ pa je, prema Teoremu AABC = ANA'B'C. O

Teorem 3.3.7. (S — S — K~ teorem o sukladnosti trokuta) Zadani su AABC i AA’B'C’. Ako
g AC = A’'C’, BC=PBC’, |AC|>|BC|, <ABC =<A'BC’,
tada je NABC = NA’B'C’.
Dokaz. Prema Teoremu[2.2.22] iz |AC| > |BC| slijedi
|<ABC| > |<BAC). (3.7)

S druge strane, kako je <ABC = <A’B’C’, postoji izometrija f takva da je

f(<A’B’'C") = <ABC. To, dalje, znaci da se f(C’) nalazi na polupravcu BC s pocetkom u
to¢ki B, a kako je BC = B'C’, to je fC’) = C. Sli¢no vrijedi i za A; = f(A’). Tocka A,
nalazi se na polupravcu BA s poéetkom u tocki Bi B’A’ = BA,. Lema[2.1.11|povla&i da
je AC = A,C, a tranzitivnost AC = A,C. Primjenom Leme [2.1.14/na AAA,C dobivamo
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<BAC = <CA,A.
Ako je (A — A, — B), <CA,A je vanjski kut ACA B pa je

|<CAA| > |<A|BC]|, paje |<BAC| > |<ABC|,

Sto je u suprotnosti s (3.7).
Ako je (A1 — A — B), <A,AC je vanjski kut ACBA pa je

|<A|AC| > |[<ABC|, paje |<BAC| > |<ABC|.

Medutim, kako je AC = A,C, iz |AC| > |BC| slijedi |A,C| > |BC|, a onda i

|<BA,C| < |<ABC]|. Dakle, ne moZze biti ni (A; —A — B) pa kako su A 1 A; s iste strane toCke

B na polupravcu BA, mora biti A; = A, tj. f(A”) = A. Prema tome, f(AA’B’C’) = AABC.
O

Slika 3.7: Dokaz Teorema [3.3.7]

3.4 Ostale izometrije

Kroz daljnja razmatranja ¢esto ¢emo Koristiti i ovaj teorem:

Teorem 3.4.1. Za svaku izometriju n i svaki pravac p je

Opp) =MO0T,0 .
Dokaz. Neka je X € n(p). Tada je 7' (X) € p i stoga se pri osnoj simetriji o, toka 7~ ' (X)
preslikava na samu sebe:

o, (n7 (X)) = 77 (X).

Odakle je
mToo,o m'(X) =X
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Dakle, pri preslikavanju o, = mo o, on! svaka tocka pravca n(p) preslikava se na samu
sebe. 1z Teorema [3.2.15|slijedi da je 7 0 o, o 77! ili identiteta ili osna simetrija s osi 71(p).
Ako je o o, o ! identiteta, moZemo pisati

1 1

mTog,om =mom ,
odakle je
o,=(@"'omoc,o(mon)=("om)o(nom) =1
tj. o, je identiteta. Medutim, prema definiciji osne simetrije, to ne moZze biti. O

Zanimljiv je i ovaj teorem:
Teorem 3.4.2. Neka su a i b dva pravca. Vrijedia L b ako i samo ako je 0,00, = 0p00,.

Dokaz. Prema Teoremu [3.1.8] ako a L b, onda je o,(b) = b, pa, koriste¢i Teorem [3.4.1]
imamo
Op =04g,) =0qg00}00g.

Odakle je

Op00, =0,00,.

Obratno, neka je
Op00,=0,00.

Tada je

O'a:O'bOO'aOO'bZO'bOO'aOO'ZI,

pa primjenjuju¢i Teorem [3.4.1} dobivamo o, = 0, Sto znadi da je a = o(a) pa je
alb. O

Lema 3.4.3. Kompozicija dvije osne simetrije ne moZe biti osna simetrija.

Dokaz. Neka su o, 10, osne simetrije.
Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji pravac c¢ takav da je

0p 00, = 0.
Ako P € c,onda je o.(P) = Ppaje
opo00,P)=P, tj. o P)=0c,(P)=P.

Uvjet o,(P) = P’ pokazuje da je pravac a simetrala PP, a uvjet o7,(P) = P’ pokazuje da je
1 pravac b simetrala te iste duZine. Simetrala duZine, prema Korolaru [2.3.4] jednoznacno je
odredena pa mora biti a = b. Medutim, tada imamo

o,00,=1=0,

a to je u suprotnosti s definicijom osne simetrije. O
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Teorem 3.4.4. Kompozicija triju osnih simetrija s osima koje se sijeku u istoj tocki O je
osna simetrija ¢ija os prolazi kroz tocku O.

Dokaz. Neka su a, b i c pravci koji se sijeku u tocki O.
Oznacimo s a; jedan polupravac pravca a s pocetkom u tocki O 1 neka je

o.oop(ay) = aj.
Ako je s simetrala <a;a}, i ona sadrZi toCku O. Takoder, po definiciji tada vrijedi
(o s(all) =a
pa je
oy o0 00u(ar) = a.

Na temelju Teorema [3.2.T5] preslikavanje
g0 000

je ili osna simetrija ili identiteta.
Ako je
ggy00.00p =1,
onda je
0c00p =0y,

a to, prema Lemi |3.4.3| ne moZe biti. Dakle, o5 o 0. o 0}, je osna simetrija.
Kako je o5y 0 0. 0o 0p(ay) = ay, 0s te simetrije mora biti pravac koji sadrZi polupravac a; pa
vrijedi
Os00.00) =0,
Odakle je
Ogs00.,00,00,=1, t. 0.00,00,=0;.

3.5 Rotacija

Definicija 3.5.1. Kompoziciju dvije osne simetrije o}, o o, Cije se osi sijeku u nekoj tocki
O nazivamo rotacijom.

Definicija 3.5.2. Tocka O iz definicije naziva se centar rotacije.
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Slika 3.8: Dokaz Teorema

Dakle, rotaciju odreduje uredeni par pravaca koji se sijeku. Jedan od tih pravaca, koji
sadrZi tocku presjeka, mozemo proizvoljno izabrati. Prije nego Sto dokazemo tu tvrdnju,
dokaZimo sljedeci teorem:

Teorem 3.5.3. Neka se pravci a, b, c i d sijeku u tocki O. Kompozicija osnih simetrija
o © 0, jednaka je kompoziciji osnih simetrija o, o 0. ako postoji kompozicija parnog
broja osnih simetrija, sa osima koje se takoder sijeku u tocki O, a koja preslikava prvi par
pravaca u drugi.

Dokaz. Promatrajmo rotacije o, o 0, 1 04 © 0, s centrom O. Pretpostavimo da postoje
pravci m 1 n koji takoder sadrze tocku O i za koje vrijedi

c=0opo0u(a), d=o,00,b). (3.8)

Preslikavanje o, o 0, je ono o kojem se govori u teoremu. Prema dokazu Teorema [3.2.14]
svaka se izometrija mozZe prikazati kao kompozicija najviSe tri osne simetrije. To znaci
da se kompozicija parnog broja osnih simetrija moZe svesti na kompoziciju dvije osne
simetrije. Ostaje dokazati da je

04 00,=0p00,. (3.9)
Primijetimo da je, prema Teoremu [3.4.1]
Te=Copoon@) = (Om©0,)00,0(0,00,) " =0,00,00,00,00,.
Sli¢no je 1:
Og =01y 00,00,00,0 0,
pa je

O-doO-C = (O-mOo—}’loO—boO-nOO-m)O(O-WlOO-nOO-aOO-noO—m) = (o-mOO-nOO-b)O(O—aoO-nOO-m)‘
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Pravci a, m, n prolaze kroz to¢ku O pa je, prema Teoremu [3.4.4] o, 00, 00, Osna simetrija.
Kako je osna simetrija jednaka svom inverzu, vrijedi:

0u00,00, =0,00,00,.
Iz istih razloga je i:
Om©0,00),=0p00,00,.

Dakle

0q00, = (O-b o0, 0 O-m) © (O-m °0y, o0 O-a) =0p 00y

O

Teorem 3.5.4. Rotacija je odredena uredenim parom pravaca od kojih se jedan, koji pro-
lazi kroz centar rotacije, moZe proizvoljno izabrati.

Dokaz. Uo€imo rotaciju o, o 0,. Njen centar je a N b = {O}. Oznacimo sa a; jedan od
dva polupravaca koje, na a, odreduje tocka O. Neka je ¢ proizvoljan pravac koji sadrzi O.
Oznacimo sa c; jedan od dva polupravaca koje, na ¢, odreduje tocka O. Na kraju, neka je
s simetrala <a;c;. Tada je

oia)=c, oc.o04a)=c,

pa ako stavimo
o.o0y(b) =d,

pravac d prolazi takoder kroz O i na temelju prethodnog teorema je
Op00, =0400,.
Ako je by polupravac pravca b s pocetkom O, a s, simetrala <b;cy, tada je
oub)=c, o000 =c,

pa ako stavimo
0.0 O-sl(a) = dla

na temelju prethodnog teorema imamo
0,00y =000,

Unaprijed dan pravac ¢ moze, dakle, biti prvi ili drugi pravac u uredenom paru. O
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3.6 Centralna simetrija

Definicija 3.6.1. Rotaciju o, o o, pri cemu je a L b, a N b = {O} nazivamo centralnom
simetrijom. Oznacavamo je sa o o.

Definicija 3.6.2. Tocka O iz definicije naziva se centar simetrije.
Specijalni slu¢aj Teorema [3.5.4] je teorem:

Teorem 3.6.3. Centralna simetrija je odredena proizvoljnim parom okomitih pravaca od
kojih svaki sadrZi centar simetrije.

Prema Teoremu [3.4.2] ako je a L b, onda je
OpOU0y=0400)

i obratno, pa je
00 =0p00,=0,00

Iz toga, dalje, imamo:

cpo0p=(0,00p)0(0p00,) =1
Time dolazimo do sljedeceg teorema:
Teorem 3.6.4. Centralna simetrija je involucija.

Neka je A proizvoljna tocka ravnine i A # O. Neka je a = AO, a b pravac okomit na a
koji prolazi kroz O. Tada je

oola) = 040 0p(a) = 04(a) = a,
To(A) = 040 0p(A) = 0,(A") = A"
Kako je A’ = 0,(A), O je srediste AA’. Prema tome, vrijedi:

Teorem 3.6.5. Centralna simetrija preslikava svaki pravac koji sadri centar simetrije u
taj isti pravac.

Teorem 3.6.6. Centar simetrije je poloviste svake duZine koja je odredena parom odgova-
rajucih tocaka.

Teorem moZe se iskazati i ovako:

Teorem 3.6.7. Vrijedi o o o, = 0,0 0¢ ako i samo ako O € a.



POGLAVLIE 3. IZOMETRIE 63

Dokaz. Ako je O € a, onda je op(a) = a i, prema tome, 0y ) = 0.
Ako u formuli iz Teorema [2.2.20)

Onpy =0T ,0m! (3.10)

stavimo 7 = 0, imamo
04q=000%0,000,
tj.
0,000 =0000,.
Obratno,
T,000=0000,=0,=000°0,000,

pa koriste¢i (3.10)), dobivamo o) = 0.
Iz toga slijedi oo(a) = a, tj., prema Teoremu O €a. |

3.7 'Translacija

Definicija 3.7.1. Kompoziciju dvije osne simetrije o), o 0, s paralelnim osima nazivamo
translacijom.

Prema ovoj definiciji, translacija je odredena uredenim parom medusobno paralelnih
pravaca.

Teorem 3.7.2. Neka su a, b, ¢ i d medusobno paralelni pravci. Kompozicija osnih sime-
trija o, o 0, jednaka je kompoziciji o4 o 0. ako postoji kompozicija parnog broja osnih
simetrija, sa osima koje su takoder paralelne sa zadanim pravcima, a koja preslikava prvi
par pravaca u drugi.

Ovaj teorem tvrdi za translaciju ono Sto Teorem [3.5.3] za rotaciju.
Dokaz je analogan dokazu tog teorema. Pravci m i n u ovom slucaju su paralelni s osima a
i b. Takoder se uvedu oznake (3.8)) i opet se dobije (3.9).

Teorem 3.7.3. Translacija je odredena uredenim parom pravaca od kojih se jedan, u
odredenom smjeru, moZe proizvoljno izabrati.

Ovaj teorem tvrdi za translaciju ono $to Teorem [3.5.4] za rotaciju.
Dokaz je analogan dokazu tog teorema. U ovom slucaju, pravac c je proizvoljni pravac
paralelan s osima a i b.
Neka je pravac ptakavdap L a, p L b, p L cinekaje pna = {A}, pNnb = {B},
pnNc={C}.
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Oznacimo sa s simetralu duzine AC. Tada je oy(a) = c te . o o4(a) = ¢. Ako stavimo
0. o 04b) = d, tada imamo
000, =0400,.

Ako ozna¢imo sa s; simetralu duZine BC, tada je oy, (b) = cte 0.0 0,(b) = c. Ako
stavimo o, o 0, (a) = d;, tada opet imamo

0,004 =000,

Lako vidimo da translacija nema fiksnih tocaka, osim u jednom slucaju.
Ako bi X bila fiksna tocka translacije o, o o, vrijedilo bi o, o 07,(X) = X, ;.

cX) =X, op(X) =X,

a to bi znacilo da XX’ ima dvije simetrale, a i b, a to je u suprotnosti s Korolaromm
Ako je a = b, tada translacija o, o 07, = 0, 0 0, = i. U tom slucaju translacija je identiteta
pa su sve tocke translacije fiksne.

Teorem 3.7.4. Svaka se translacija moZe prikazati kao kompozicija dvije centralne sime-
trije. Obratno, svaka kompozicija dvije centralne simetrije je translacija.

Dokaz. Nekajea || b, p L b. Prema Teoremu [2.3.13| tada p L a. Ako je pNa = {A},
p N b ={B}, imamo:

O'bOO'a:(O'bOO'p)O(O'pOO'a):O'BOO'A.

Obratno, neka su A i B dvije proizvoljne to¢ke. Neka je p = AB, a a 1 b su pravci okomiti
na p koji sadrze redom tocke A i B. 1z Teorema[2.3.14|tada slijedi a || b pa je

opoop=(0p00p,)0(0,00,) =000,
O

Teorem 3.7.5. Kompozicija triju osnih simetrija s paralelnim osima je osna simetrija.
Njena os paralelna je s osima pocetne kompozicije.

Dokaz. Nekajea |l b || cinekaje p L a. Tada, prema Teoremu2.3.13] p L bip L c.
Oznac¢imo a N p = {P}. Ako je 0. o 0,(P) = Py, sa s oznaCimo simetralu PP,. Kako je
pLbiplctojeiP; € p,atodaljepovlaci s L p. Oznacimo s a; jedan od polupravaca
pravca a s poCetnom toCkom P i oznac¢imo o o 0(a;) = a|. Tada je

os00.00par) = a.
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Slika 3.9: Dokaz Teorema

Na temelju Teorema [3.2.15| preslikavanje o5 o 0. o 0, je ili osna simetrija ili identiteta.
Odakle, analognim postupkom kao u Teoremu 3.4.4] dobivamo

O,00,00, =0y.

Teorem 3.7.6. Kompozicija dvije translacije je translacija.
Dokaz. Promatrajmo translacije
o,00, 1 0400,.
Ako b || c,tadajea || b || ¢ paje, na temelju Teorema[3.7.5]
Oc00,00,=0.
Dakle,

0g00.,00p,00;3=0300).

Iz tranzitivnosti slijedi d || p pa je o4 o o, translacija.
Ako b }f ¢, tada postoji tocka b N ¢ = {T}. Oznacimo sa p okomicu na pravac b koja
prolazi tockom T, a sa ¢ okomicu na pravac ¢ koja takoder prolazi tockom 7 i oznacimo
anp={A},dngqg={D}.

Tada je, na temelju Teorema[3.7.4]

Op00,=0T7T00y, 0400.,=0po0r,

paje
OpOo0drTO00r1T9004 =0pO04,,

tj., prema Teoremu op o 04 je translacija. O
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;.l

Slika 3.10: Dokaz Teorema[3.7.6]

Teorem 3.7.7. Kompozicija dvije rotacije s razlicitim centrima je ili rotacija ili translacija.

Dokaz. Nekajeanc={A}ibnNnc={B}inekasuo.oo,10,o00.rotacije s centrima A,
odnosno B.
Iz toga je

0p,00,00,00,=0p00,.

Ako je a N b = {C}, tada je, prema definiciji rotacije, o, o 0, rotacija s centrom C.
Ako a || b, tada je, prema definiciji translacije, o7, o o, translacija. O

Teorem 3.7.8. Kompozicija tri centralne simetrije je centralna simetrija.

Dokaz. Neka su o4, 0p1 0. centralne simetrije te neka je p = AB.
Pretpostavimo C ¢ p. Oznalimo sa ¢ pravac koji prolazi tockom C i paralelan je sa p.
Nadalje, oznacimo, redom, s a, b i ¢ okomice na p iz to¢aka A, BiC.

(r e b

Slika 3.11: Dokaz Teorema[3.7.8]

Prema Teoremu 2.3.13|tadaje a L ¢, b L g, ¢ L q. 1z definicije centralne simetrije
tada slijedi:
ocoopoos=(0,00)0(0p00,)0(0,00,) =
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=0,00.00)00,.
Kako je a || b || ¢, iz Teorema [3.7.5]slijedi 0. 0 0y 0 07, = 04, gdje je d |l a || b || ¢ pa
takoder vrijedid L pid L g. Ako oznaCimo d N g = {D}, tada imamo

OcOO0BO0A=040043=0p

i time smo dokazali tvrdnju za C ¢ p.
U slu€aju C € p, dokaz provodimo na analogan nacin, osim u slucaju d N g = {D} imamo
dnp={D}. ]

Teorem 3.7.9. Kompozicija translacije i centralne simetrije te centralne simetrije i tran-
slacije je centralna simetrija.

Dokaz. Neka je o, o 0, translacija te neka je o¢ centralna simetrija.

Prema Teoremu svaku translaciju moZemo prikazati kao kompoziciju dvije centralne
simetrije.

Neka je 0, 0 07, = 0 0 074. Tada imamo:

OcO0p00,=0cO00pB0O04.

Iz Teorema slijedi

OcO0pB0OU0ys = 0p.

Dakle, kompozicija translacije i centralne simetrije je centralna simetrija. Analognim pos-
tupkom dokazali bi tvrdnju da je kompozicija centralne simetrije 1 translacije centralna
simetrija. O

Teorem 3.7.10. Kompozicija translacije i rotacije te rotacije i translacije je rotacija.

Dokaz. Neka je o, o 0, translacija, o o o rotacija, c N d = {O}.
Neka je ¢y pravac paralelan s pravcem b koji prolazi tockom O. Tada, prema Teoremu
[3.5.3] postoji pravac d; koji prolazi tockom O takav da vrijedi

0400, =04 00.

Sada imamo:

(O-d1 o O-L‘]) o (O-b o O-a)~

(cgo00c)0(0p00y,)

Kakojea || bib || ¢y, iz tranzitivnosti slijedi a || c;.
Prema Teoremu slijedi

0_(,‘1 oO—h OO—a = O-p9
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[

Slika 3.12: Dokaz Teorema[3.7.10

gdje je p pravac paralelan s pravcima cy, b i a.
Sada vrijedi
(O-d o O-C) o (O-b o O-a) = o-dl o O-cl O0p00, = 0-d| o 0-p-

Zbog p || c1 1 ¢y Nd; = {0}, prema Teoremu [2.3.12} slijedi da d; sijeCe i pravac p. Zbog
toga zakljuCujemo da je o, o o, rotacija.
Analognim postupkom dokazali bismo 1 da je kompozicija rotacije 1 translacije rotacija.

O

3.8 Klizna simetrija
U Teoremima i dokazali smo da je kompozicija triju osnih simetrija
0c00p00

osna simetrija ako se pravci a, b i ¢ sijeku u jednoj tocki ili su medusobno paralelni. U
daljnjem dijelu teksta ispitat ¢emo preslikavanja u ostalim slucajevima.

Neka su u ravnini zadani pravci a, b, ¢ takvi da barem dva od njih nisu paralelna i
anbnc=@. Nekaje b N c = {A}. Ozna¢imo sa p okomicu na a koja prolazi to¢kom A.
Na temelju Teorema [3.5.3] uvijek postoji pravac g takav da je o o 0, = 07, 0 0,. Tada je
Oc00,00, =0,00,00,te, ako stavimo a N p = {P} 1 uzmemo u obzir dajea L p,
imamo o o 0, 0 0, = 0, 0 op. Time smo dokazali:

Teorem 3.8.1. Neka su pravci a, b i c takvi da barem dva od njih nisu paralelna i
anbnc=@. Tada je kompozicija o. o o), o 0, kompozicija centralne i osne simetrije.

Definicija 3.8.2. Kompoziciju osne simetrije i translacije nazivamo kliznom simetrijom.

Znamo da je centralna simetrija op = 0, 0 0, gdje su m i n proizvoljni pravci takvi da
m L n,mNn = {P}. Izaberemo li ih tako da

mllg, nlgq, nnqg={0} (3.11)
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tada je
0c00p00,=0,00p=0400,00.

Kako je m || g, preslikavanje o, o 0, je translacija.

Na temelju prikazanog slijedi:

Teorem 3.8.3. Neka su pravci a, b i c takvi da barem dva od njih nisu paralelna i
anbnc=@. Tada je kompozicija o. o o}, o o, klizna simetrija.

Dakle, kompozicija centralne i osne simetrije te kompozicija osne simetrije i translacije
je klizna simetrija.

Promotrimo opet kompoziciju o, © 0y, © 7.
Na temelju asocijativnosti, (3.11)) i Teorema 3.4.2]imamo:

(O'qOO'm)OO'n :O'qO(O'mOO'n)
=040 (O-n o O-m) = (O-q o O-n) OO0 (312)
= (O'nOO'q)OO'm :O'nO(O'qOO'm).

Time zakljucujemo da je kompozicija osne simetrije i translacije jednaka kompoziciji tran-

slacije 1 osne simetrije pa je kompozicija translacije 1 osne simetrije takoder klizna sime-
trija.

Promotrimo opet i kompoziciju o, o op.
Na temelju (3.11)) i (3.12)) imamo:
0 00p=0,00,00,=0,00,00y,
te ako stavimo n N g = {Q}, imamo:
0400p =000 0y,

Time zaklju¢ujemo da je kompozicija centralne i osne simetrije jednaka kompoziciji osne
i centralne simetrije pa je i kompozicija osne i centralne simetrije takoder klizna simetrija.

Na kraju ovog poglavlja prisjetimo se vaznog Teorema[3.2.14]koji kaZe da se svaka izo-
metrija moZe prikazati kao kompozicija najvise tri osne simetrije. Na temelju tog teorema
i definicija osne simetrije, rotacije, centralne simetrije, translacije i klizne simetrije te na
temelju prikazanih rezultata u vezi tih izometrija moZemo iskazati zaklju¢ni teorem:

Teorem 3.8.4. (Teorem o klasifikaciji izometrija u ravnini) Svaka izometrija u ravnini
jedno je od ovih preslikavanja:
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o identiteta
e osna simetrija
e rotacija
e centralna simetrija
e translacija
e klizna simetrija.
Identiteta, rotacija, centralna simetrija i translacija direktne su izometrije, dok su osna

simetrija i klizna simetrija indirektne izometrije.

Iako u Poglavlju 3 pojam rotacije, centralne simetrije i translacije nismo definirali kao
Sto se definiraju u srednjoj Skoli, dane definicije iz Poglavlja 3 mogli bismo proucavati i na
taj nac¢in. U ovom radu necemo detaljnije o tome, ali u nastavku ¢emo ukratko prokomen-
tirati 1 usporediti navedene definicije.

Neka je 0, o o, kompozicija osnih simetrijai nekaa N b = {0}, 0, 0o 0,(A) = A’. Tada
je kompozicija o, o o, rotacija oko tocke O za kut 2<ab.

Slika 3.13: Rotacija

Zaista, promatrajuci Sliku (3.13|1 koristeci svojstva osne simetrije, lako vidimo
|OA| = |OA’| i |<AOA’| = 2|<abl.

U ovom slucaju tocku A rotirali smo u smjeru suprotnom od gibanja kazaljke na satu.
Dogovorno uzimamo da je to pozitivan smjer rotacije.
Promatrajmo sada kompoziciju o, o 0. Tada o, 0 07,(A”) = A. Tada je takoder

|OA| = |OA’| i |<A’OA| = 2|«abl|.
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Slika 3.14: Pozitivan smjer rotacije

Medutim, u ovom slucaju to¢ku A’ rotirali smo u smjeru gibanja kazaljke na satu. Dogo-
vorno uzimamo da je to negativan smjer rotacije.

Slika 3.15: Negativan smjer rotacije

Dakle, kada je u pitanju definicija rotacije kao u srednjoj $koli, vazno je napomenuti
smjer rotacije.

Centralna simetrija, kao Sto smo naveli u Poglavlju 3, specijalan je slu¢aj rotacije. U
ovom slucaju mozemo i reci da je to rotacija za kut od 180°.
Sto se ti¢e definicije koja se pojavljuje u srednjoj 8koli, promatrajuc¢i kompoziciju o, o o,
pri ¢emu a L b, a N b = {0}, lako vidimo, pozivajuéi se na svojstva osne simetrije, da je

(A—O0-A") i |0A|=]|0A.

Nadalje, neka je kompozicija o, o o, pri ¢emu a || b, o, o 0,(A) = A’. Tada je
kompozicija o, o 0, translacija u smjeru pravca okomitog na pravce a i b i za udaljenost
dva puta vecu od udaljenosti zadanih osi.

Zaista, promatrajuci Sliku (3.17|1 koristeci svojstva osne simetrije, lako vidimo

|AA’] = 2|AgBol, gdjeje AA'Na={A)} 1 AA'Nb={By}.
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Slika 3.16: Centralna simetrija

=
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Slika 3.17: Translacija

Takoder, lako uo¢avamo da se to¢ka A preslikala u tocku A” u smjeru okomitom na pravce
aib.

Upravo taj smjer 1 udaljenost 2|A(By| odreduju orijeniranu duZinu (ili vektor) koja se po-
javljuje u definiciji u srednjoj Skoli.



Dodatak A

Hilbertovi aksiomi

David Hilbert bio je njemacki matematiCar, priznat kao jedan od najutjecajnijih i najsve-
stranijih matematicara 19. i ranog 20. stolje¢a. Izumio je i razvio velik broj fundamentalnih
ideja u raznim prostorima, ukljucujudi teoriju invarijantnosti i aksiomatizaciju geometrije.
Formulirao je teoriju Hilbertovog prostora te prilagodio i branio Cantorovu teoriju skupova
te teoriju beskonacnih brojeva. Poznat primjer njegovog rada u matematici je prezentacija
u kojoj je predstavio zbirku od 23 nerijeSena problema koji su odredili daljnji smjer istrazi-
vanja u matematici u 20. stolje¢u. Takoder je poznat kao jedan od zacetnika teorije dokaza i
matematicke logike. U tekstu ”Osnove geometrije”, koju objavljuje 1899. godine, predlaze
tzv. Hilbertove aksiome kojima zamjenjuje Euklidove aksiome. Ti aksiomi ispravljaju
nedostatke uocene kod Euklidovih aksioma. Hilbertov pristup znacio je pomak prema
modernoj aksiomatskoj metodi.

U Hilbertovoj aksiomatici euklidske geometrije osnovni objekti su: tocke, pravci i ra-
vnine. ToCke oznaavamo velikim tiskanim slovima A, B, C.,. . ., pravce oznacavamo malim
tiskanim slovima a, b, c,. .., dok ravnine oznacavamo grckim slovima «, 3, v,. . .

Nadalje, osnovne relacije su: relacija incidencije, relacija uredaja i relacija sukladnosti.
Dakle, moZzemo reci da u Hilbertovoj aksiomatici euklidske geometrije koristimo 6 osno-
vnih pojmova: tri osnovna objekta i tri osnovne relacije. Osnovni pojmovi se ne definiraju,
vec su opisani aksiomima. Postoji 20 aksioma opisanih u pet grupa:

(I) - aksiomi incidencije I} — Ig
(II) - aksiomi uredaja II; — Il
(III) - aksiomi sukladnosti I11; — 1115
(IV) - aksiomi neprekidnosti IV, — 1V,

(V) - aksiom paralelnosti Vg

73
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Aksiomi incidencije su:

Iy Za svake dvije tocke A i B postoji pravac a koji je incidentan i s tockom A i s tockom

B.

I, Za svake dvije tocke A i B postoji najvise jedan pravac koji je incidentan sa svakom

od tocaka A i B.

I3 Za svaki pravac postoje barem dvije tocke koje su s njim incidentne. Postoje barem

tri tocke koje nisu incidentne s istim pravcem.

Iy Za svake tri tocke A, B, C koje nisu incidentne s istim pravcem, postoji ravnina koja
je incidentna sa svakom od tocaka A, B, C. Svakoj ravnini incidentna je barem jedna

tocka.

Is Za svake tri tocke A, B, C koje nisu incidentne s istim pravcem, postoji najvise jedna

ravnina koja je incidentna sa svakom od tih tocaka.

Is Ako su dvije tocke pravca a incidentne s ravninom «, onda je svaka tocka pravca a

incidentna s ravninom .

I; Ako postoji jedna tocka koja je incidentna i s ravninom a i s ravhinom 3, onda postoji

barem jos jedna tocka koja je incidentna i s ravninom « i s ravninom f3.

Is Postoje barem Cetiri tocke koje nisu incidentne s istom ravninom.

Za pravac a koji je incidentan s tockom A jo$ moZemo reci da pravac a sadrzi tocku A

ili da tocka A leZzi na pravcu a. Tada piSemo: A € a.

Neka su A, B, C tocke u ravnini. Ako postoji pravac p zakoji A € p, B € p, C € p, tada
kazemo da su toCke A, B 1 C kolinearne. Ako takav pravac ne postoji, tada su tocke A, B 1

C nekolinearne.
Cinjenicu da je tocka C izmedu to¢aka A i B zapisujemo ovako: (A — C — B).

Aksiomi uredaja su:

II; Akoje (A—B—C), A, BiC su tri razlicite kolinearne tocke i takoder vrijedi (C—B—A).

II, Ako su A i B dvije razlicite tocke, onda postoji tocka C takva da je (A — B — C).

I3 Od tri razlicite tocke jednog pravca najvise jedna je izmedu preostalih dviju.

Iy Neka su A, B, C tri nekolinearne tocke, a pravac p takav da A, B, C ¢ p. Ako postoji
tocka D takva da D € p i (A — D — B), tada postoji i tocka E koja je incidentna s

pravcem pi(A—-—E—-C)ili(B—-E —-C).
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Slika A.1: Aksiom /1,

Takoder vrijedi:

i) A-Pi-B)A(A-P,—P))=(A-P,-B),
(i) A-B-C)AA-C-D)= (B-C-D),
(iii) A-B-C)A(B-C-D)=(A-B-D).

Tocka Q je s iste strane tocke O s koje je 1 tocka P ako =(P — O - Q).
Svaka toCka O pravca p dijeli skup svih toCaka pravca p razlicitih od O u dvije klase tako
da svake dvije toCke iz iste klase leZe s iste strane tocke O, a svake dvije tocke iz razlicitih
klasa leZe s razliCitih strana toCke O. Te dvije klase s uklju¢enom tockom O nazivaju se
polupravcima pravca p s poCetkom u tocki O. U daljnjem tekstu s a* oznacavat ¢emo
polupravac s pocetkom u tocki O koji dopunjuje polupravac a s poetkom u tocki O do
pravca p, tj.
p=0UaUda".

Tocka Q je s iste strane pravca a s koje je i to¢ka P ako vrijedi:
(i) PONa=0@ili
(i) PONa={R}i—~(P-R- Q).

Svaki pravac p ravnine « dijeli sve toc¢ke te ravnine koje ne leZze na pravcu p na dvije
klase tako da su svake dvije toCke iz iste klase s iste strane pravca p, a svake dvije tocke
iz razlicitih klasa su s razlicitih strana pravca p. Te dvije klase s uklju¢enim pravcem p
nazivaju se poluravninama ravnine « s rubom p.

Neka je dan <aOb. Dopunimo polupravce a i b do pravaca polupravcima a* i b* s
pocetkom u tocki O. Te pravce oznaCavamo s aOa* 1 bOb*. Sve tocke ravnine koja prolazi
tim pravcima, razli¢ite od O i koje ne leZe na polupravcima a i b podijeljene su kutom aOb
na dva podrucja:
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a) sve tocke koje leze s iste strane pravca aOa* kao i1 b, a ujedno leze i s iste strane
pravca bOb* kao 1 a pripadaju unutarnjem podrucju kuta <ab;

b) sve ostale tocke ravnine pripadaju vanjskom podrucju kuta <ab.

Slika A.2: Unutarnje i vanjsko podrucje kuta <ab

Neka su a, b 1 c tri polupravca s istim pocetkom O. Ako ¢ pripada unutarnjem podrucju
kuta <ab, onda kazemo da polupravac c lezi izmedu polupravaca a i b i piSemo (a — ¢ — b)
ili (b —c - a).

Aksiomi sukladnosti su:

Il Za svaki polupravac a’ s pocetnom tockom A’ i za svaku duZinu AB postoji tocka
B’ € d’ takva da je duZina AB sukladna s duZinom A’B’. To zapisujemo: AB = A’B’.

I, (AB' = ABAA"B" =~ AB) = A’B' =~ A"B".

I3 Ako je (A—B—C)i(A'—B —C')iakoje AB = A'B' i BC = B'C’, onda je i
AC=AC.

1y Za svaku poluravninu o’ s rubnim pravcem p’, za svaki polupravac a’ C p’ s pocetnom
tockom O’, za svaki <ab, postoji jedan i samo jedan polupravac b’ C ' s pocetnom
tockom O’ takav da je <ab sukladan s <a’b’. To zapisujemo: <ab = <a’'b’.

IIls Neka su AABC i AA’B'C’ trokuti. Ako je AB = A’B’, AC = A’C’, <CAB = <C'A’B,,
onda jei <CBA = <C'B'A’.

Aksiomi neprekidnosti su:

IV, (Arhimedov aksiom) Neka su AB i CD bilo koje duZine i neka su na polupravcu AB,
s pocetkom u tocki A, odabrane tocke A, Ay, As, ... tako da vrijedi

(A-A1-Ay), (A1 —Ay - A3), (A —A3-Ay), ...
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AA, = AAy =---=CD.
Tada postoji n € N takav da je B= A, ili (A, — B — A,41).

IV, (Cantorov aksiom) Neka je dan beskonacan niz duZina takvih da je svaka duZina
sadrZana u prethodnoj i ne postoji duZina sadrZana u svim duZinama niza. Tada
postoji tocka koja je sadrZana u svim duZinama tog niza.

Aksiom paralelnosti glasi:

Vg Za svaki pravac a i svaku tocku A ¢ a postoji jedan i samo jedan pravac koji sadrZi
tocku A, a ne sijece pravac a.
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Sazetak

Sukladnost i izometrije poznati su pojmovi joS od osnovne i srednje Skole. U Skoli se
sukladnost trokuta uglavnom definira pomocu jednakosti duljina stranica i mjera kutova.
U ovom radu tim pojmovima pristupamo koriste¢i Hilbertov sustav aksioma. Sukladnost
trokuta i drugih likova definiramo koriste¢i izometrije. Time Zelimo ukazati na povezanost
tih dvaju pojmova jer se u srednjoj Skoli nakon obrade izometrija ne donosi jasan zakljucak
o njihovoj povezanosti.



Summary

Congruence and isometry are known concepts since primary and secondary school. In the
school, congruent triangles are mostly defined by the equality of side lengths and measures
of angles. In this work we approach to these concepts using the Hilbert’s system of axioms.
Triangle congruence and congruence of geometric shapes is defined using isometry. We
want to point out the connection between these two terms because in high school after the
isometry lesson there is no clear conclusion about their connection.
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