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Uvod

Teorija brojeva je grana matematike koja proucava svojstva brojeva te njihove medusobne
odnose. Ponajprije proucava svojstva skupa prirodnih, cijelih i ponekad racionalnih bro-
jeva. PotjeCe od pitogorejaca, a u Europi su je unaprijedili poznati matematicari poput P.
Fermat, L. Euler 1 J.-L. Lagrange. Modernu teoriju brojeva zasnovao je C. F. Gauss. Na
prvi pogled mozZe se Ciniti da se radi o najjednostavnijoj grani matematike, no to nije tako.
U teoriji brojeva su vrlo Cesti iznimno jednostavno formulirani problemi koje je tesko do-
kazati i koji godinama, Cak i stoljeima te ostaju nerazrjeSeni. Takve nerijeSene probleme
nazivamo slutnje.

Neki vrlo poznati problemi su tek nedavno dokazani su: Posljedni Fermatov problem,

Dorabellina Sifra, Poincareova slutnja...
I danas postoje mnogobrojni problemi koji nisu rijeSeni, a za neke od njih nude se i takoder
visoke novC€ane nagrade. Neki od tih problema su: ABC slutnja, Bealova slutnja, Kromat-
ski broj ravnine, Collatzova slutnja, Problem diskretnog logaritma, Goldbachova slutnja,
Grimmova slutnja, Legendreova slutnja..

U ovom radu tema Ce biti ABC slutnja. Cilj ovog rada je detaljno opisati ABC slutnju
te sve njezine verzije. Takoder u ovom radu ¢e biti objaSnjeno zasto je ABC slutnja toliko
bitna za matematiku te kolika je vaZnost njezinih posljedica te e biti opisan pokuSaj njezi-
nog dokazivanja. ABC slutnja je vrlo jasnog i jednostavnog iskaza, iako jos nije dokazana.
Kaze se da je ona najvaZzniji nerijeSeni problem u Diofantovoj analizi.



Poglavlje 1

Nastanak ABC slutnje

ABC slutnju su prvi put izrekli u 20. stolje¢u matematicari Joseph Oesterlé 1 David Wiliam
Masser u Bonnu 1985.g. Oesterlé je francuski matemati¢ar roden 1954.g. te se prosla-
vio ABC slutnjom, ¢lan je udruge francuskih matematicara "Bourbaki”. Masser je roden
1948.g. Doktorirao je na sveuciliStu Cambridge te sada radi kao profesor na sveucilisStu
u Baselu, Svicarska. Oesterlé i Masser su dosli do ABC slutnje potaknuti prouavanjem
odredenih teza o polinomima i prou¢avanjem Szpirove slutnje.

Slutnja 1.0.1 (Szpirova slutnja). Za svaki € > 0 postoji konstanta C(g) takva da za svaku
elipticku krivulju E koja je definirana nad Q sa minimalnom diskriminantom A i kondukto-
rom f, imamo:

Al < C(e) - fO*°.

Sto je to¢no dovelo Massera i Oesterla do ABC slutnje?

Oesterlé je bio zainteresiran za novu Sziporovu slutnju koja ukljucuje varijanate eliptickih
krivulja nad Q. Masser je cuo Oesterlévo predavanje o Szpirovoj slutnji i htio ju je for-
mulirati bez upucivanja na elipticke krivulje. On je bio djelomi€no inspiriran novim ele-
mentarnim teoremom o polinomima koji je analogan ABC slutnji. JoS prije je otkriveno
da ABC slutnja sadrzi i Fermatov posljedni teorem, no to nije bila izvorna motivacija za
slutnju. Prva pojava ABC slutnje je bila Masserov doprinos za listu problema na Rothovom
60. rodendanskom skupu.



Poglavlje 2
Iskaz ABC slutnje

2.1 Radikal broja

Radikal broja

Definicija 2.1.1 (Radikal broja). Za svaki pozitivan cijeli broj n = p{" - p5*-...- py", radikal
jeradn=p;-py-...: pp

Primjer 2.1.2. Neki radikali brojevi:
e rad(1) =1,
rad(45) = rad(3*-5) =3 -5 =15,

rad(252) = rad(2%-32-7) =2-3-7 = 45,

rad(100000) = rad(10°) = 10,

rad(4320) = rad(2° - 3%-5%) =2-3-5 = 30,

e rad(a™) = rad(a) (za kvadratno slobodan a).

Napomena 2.1.3. Nije poznat nacin kako izracunati radikal bez faktoriziranja n. Jos po-
sebnije, nije poznato je li radikal od prostoga broja n jednak rad(n) = n bez faktoriziranja.

Najveca zajednicka mjera

Definicija 2.1.4 (Najveca zajednicka mjera). Najveca zajednicka mjera (ili najveci za-
Jednicki djelitelj) brojeva ny, ny, ..., ny jest broj m koji ima svojstva:
1. m je djelitelj svakog od brojeva ny, na, ..., n
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2. m je naveci broj s tim svojstvom.
Najvecu zajednicku mjeru oznacavamo s M(ny, ny, ..., ny).

Zabrojeve kojima je najveca zajednicka mjera jednaka 1, kazemo da su relativno prosti.
Euklidov algoritam sluzi nam kako bismo nasli najvecu zajednic¢ku mjeru viSe brojeva.

EUKLIDOV ALGORITAM:

Svojstvo najvece zajedniCke mjere:

U postupku dijeljenja prirodnih brojeva (dijelimo broj a brojem b i dobivamo ostatak r)
a=gq-b+r,vrijedi: M(a,b) = M(b, ).

Primjer 2.1.5. Odredivanje najvece zajednicke mjere Euklidovim algoritmom.

M(616,585) = ?

616 : 585 =1 i ostatak 31
M(616,585) = M(585, 31)
585 : 31 = 18 i ostatak 27
M(585,31) = M(31,27)
31:27 = 1 i ostatak 4
M(31,27) = M(27,4)
27:4 = 6 i ostatak 3
M(@27,4) = M4, 3)

4:3 =11 ostatak 1
M4,3) = M(3,1)

3:1 = 3 i ostatak O.
M@3,1) = 1.

M(616,585) = M(585,31) = M(31,27) = M(27,4) = M(4,3) = M(3,1) = 1.

Radikaliod a,bia+ b

Teorem 2.1.6 (Teorem o radikalima). Medu svim a,b gdje je M(a, b) = n, rad(ab(a + b)) =
[ pab(a+p) P POPTima neku odredenu vrijednost samo konacno mnogo puta. [3|]

Primjer 2.1.7. Svi primjeri za rad(ab(a + b)) = 30 gdje je M(a, b) = 1.

e 2+3=5
e 1 +5=06,
e 3+5=28

e 4+5=09,
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e 1+9=10,
e 1+15=16,

1 +24 =25,

9+ 16 =25,
e 24+25=127,
e 1+80=28l1,
e 34125 =128

Analogan problem moZemo promatrati za polinome.
Zapoc¢nimo s konacnim skupom u C, pronadimo f(¢) i g(#) bez zajednickih korijena u C td.

korijeni od f(t), g(t) 1 f(¢) + g(¢) su skup.

ABC trojke

Definicija 2.1.8 (ABC trojka). Trojka tri cijela pozitivna broja (a,b,c) takva da vrijedi
a+b=ciMl(a,b,c) =1 (ekvivalentno M(a,b) = 1) zove se ABC trojka.

Primjer 2.1.9. Primjeri (a,b,c) trojki su: (1,8,9), (8,25,33), (19,12,31), (1,2" - 1,2").
ABC trojke s posebnim svojstvom
Postoje ABC trojke koje imaju i svojstvo da je

¢ > rad(abc).

Takve ABC trojke su vrlo rijetke.

Od svih 3044 ABC trojki (a,b,c) takvihdaje 1 < a < b < 100, samo 7 ABC trojki
imaju svojstvo da je ¢ > rad(abc) :
(1,1,1), (1,8,9), (1,48,49), (1,63,64), (1,80,81), (5,27,32), (32,49,81).

e (5,27,32) - rad(5-27-32) =rad(5-3*-2°)=5-3-2=30< 32 =,

o (1,63,64) — rad(1-63-64) =rad(1-3>-7-20)=1-3-7-2=42< 64 =c.
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No, postoji beskona¢no mnogo takvih trojki ako broj c tezi u beskonac¢nost.

(8]
Propozicija 2.1.10. ABC trojki sa svojstvom da je ¢ > rad(abc) ima beskonacno mnogo.

Dokaz. Uzmimok>1,a=1,c=3"ib=c—-1

Lema 2.1.11. 2¢2 dijeli 3% - 1.

3 1= -3+

2k

3
rad((3* - 1)-3%) < .3 < 3%,

2k+1
Stoga je (1,3% — 1,32") ABC trojka koja ima svojstvo ¢ > rad(abc).

Buducdi da to vrijedi za svaki k > 1, dokazali smo takvih trojki ima beskonacno mnogo.
]

2.2 ABC slutnja

Sada moZemo izre¢i ABC slutnju.

Slutnja 2.2.1 (ABC slutnja). Za svaki € > 0, postoji samo konacno mnogo ABC trojki
(a, b, c) za koje vrijedi
¢ > rad(abc)'**.

Neto¢no je da ¢ < rad(abc)'*™® za sve osim konaéno mnogo abc trojki, kao $to smo i
vidjeli. Ako se tvrdnja pokaZe za neki &y, onda je automatski to¢no i za € > &). “The
ABC@home projekt” je pretrazivao abc trojke. PronaSli su 3 koje zadovoljavaju ¢ <
rad(abc)'®, 13 koje zadovoljavaju ¢ < rad(abc)'> te 234 njih koje zadovoljavaju ¢ <
rad(abc)'*. To ukljucuje sve primjere od ¢ > rad(abc) gdje ¢ ima do 20 znamenki. [3]
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Forme ABC slutnje

Slutnja koja smo izrekli vec¢ u prethodnom poglavlju je bila prva verzija ABC slutnje. [3]

Slutnja 3.0.1 (ABC slutnja L.). Za svaki € > 0, postoji samo konacno mnogo ABC trojki
za koje vrijedi:
¢ > rad(abe)'*®.
Ovu verziju nazivamo slabom formom ABC slutnje.
Verzija koja je ekvivalentna prethodnoj verziji je:

Slutnja 3.0.2 (ABC slutnja I1.). Za svaki € > 0, postoji konstanta k. > 0, takva da za sve
ABC trojke vrijedi:
¢ < ke rad(abc)'**.

3.1 Druge verzije ABC slutnje

U definiciji za ABC trojke, vrijedidaje a + b = c i1 M(a, b,c) = 1. No, zamijenimo sada
“a,b > 0"s”a,b,c # 0’ te zan < 0 postavimo rad(n) = rad(|n]). Sada ABC slutnja izgleda
ovako:

Slutnja 3.1.1. Za svaki € > 0, postoji samo konacno mnogo ABC trojki (a, b, c) za koje
vrijedi:
max(|al, |bl, |c]) > rad(abc)'**.
Verzija koja je ekvivalentna prethodnoj verziji je:
Slutnja 3.1.2. Za svaki € > 0, postoji konstanta k., > 0, takva da za sve ABC trojke (a,b,c)

vrijedi:
max(lal, |b], |c]) < k. rad(abc)'**.
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Sada mozemo izreci logaritamsku formu ABC slutnje:
Slutnja 3.1.3. Za svaki € > 0, ali za samo konacno mnogo ABC trojki vrijedi:

log max(lal, |b|, )
log rad(abc)

>1+e

Verzija slutnje gdje je rad(abc) ogranicen odozdo:
Slutnja 3.1.4. Za svaki € > 0, ali za samo konacno mnogo ABC trojki (a, b, c) vrijedi:

rad(abc) > max(|al, ||, |c])' .

Kvaliteta ABC trojki
Kvaliteta ABC trojki (a, b, ¢) g definira se kao

logc

9. b. ¢) = e rad(abe))”

Najveca poznata jednakost medu ABC trojkama dolazi iz:

logc

—— ~ 1.6299.
log(rad(abc)) %9

24+3190.109 =23 =

(3]
Sto je manji radikal u usporedbi s ¢, veca je kvaliteta trojke.
Sada moZemo izreéi trecu verziju ABC slutnje:

Slutnja 3.1.5 (ABC slutnja II1.). Za svaki € > 0, postoji samo konacno mnogo ABC trojki
za koje vrijedi:
qla,b,c) > 1+¢.
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Tablica 3.1: 20 trojki najvece kvalitete
a b c q Autor:
1. |2 319109 23° 1.62991 | E.R.
2. | 117 32.56.7° 2%1.23 1.62599 | B.W.
3. | 19-1307 7-29%.318 28.322.54 1.62349 | J.B-J.B
4. | 283 511.132 28.38.17° 1.58076 | J.B-J.B, AN
5. 11 2.37 5.7 1.56789 | B.W.
6. | 7° 310 211.29 1. 54708 | B.W.
7. | 7*-41%2-311° | 11'°.13%.79 2-3%.5%.953 1.54443 | AN.
8. |5 27.317.13? 11°-17-31%-137 | 1.53671 | PM-H.R
9. | 13-19° 2%0.5 313.112.31 1.52700 | A.N.
10. | 3'%.23.2269 | 17°-29 - 318 210.52.715 1.52216 | A.N.
11. | 1319.372 37.19°-71*.223 2%.512.1873 1.5094 T.D,
12. | 27.238 19° - 857° 322.13-47°-263 | 1.5033 T.S. -M.H.
13. | 239 5%.17° 210,374 1.5028 J.B.-J.B.-AN.
14. | 52-7937 175 218.37.132 1.4976 B.-W.
15. | 2211 32.1310.17.151-4423 | 57-139° 1.4924 AN.
16. | 73 213.77.9412 316.103% - 127 1.4916 AN.
17. | 2% 11719 -29% 31.53.73. 41 1.4892 AN.
18. | 117 37-13 211, 53 1.4889 B.-W.
19. | 37 21 3%.5 1.4829 B.-W.
20. | 5. 19 2.3, 7 117-37%.353 1.4813 AN.




Poglavlje 4
Posljedice ABC slutnje

ABC slutnja je vazna zbog mnogobrojnih generalizacija 1 znacajnih posljedica koje bi
njeno dokazivanje uzrokovalo. Kad bi se ABC slutnja dokazala, dokazali bi se i mnogi
dosad nerijeSeni problemi u matematici.

ABC slutnja ima veliki broj posljedica. To ukljucuje i poznate rezultate i slutnjama za
koje daje uvjetni dokaz. Sama slutnja ostaje od interesa za ostale slutnje koje ¢e dokazati,
zajedno s brojnim poveznicama s dubokim pitanjima u teoriji brojeva. [6] [10]

4.1 Fermatov posljednji teorem

Teorem 4.1.1 (Fermatov posljedni teorem). Ne postoje prirodni brojevi a, b, i c takvi da je
a’+b" = c" gdje je n prirodan broj veci od 2.

Matematicar iz 17. stoljeca Pierre de Fermat pisao je o ovom teoremu 1637. godine u
svojoj kopiji poznate Diofantove Aritmetike: ’Otkrio sam zaista nevjerovatan dokaz ovog
teorema koji ne moZe stati na marginu ove strane”. (Latinski: ”Cuius rei demonstrationem
mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non caperet.”)

Bez obzira na to, nijedan korektan dokaz nije pronaden sljedecih 357 godina. Teorem
je konac¢no dokazao Andrew Wiles 1995. godine. Andrew Wiles je na stotinjak stranica
koristeci iznimno napredne matematiCke tehnike (iz podrucja teorije brojeva i algebarske
geometrije), koje ni mnogi profesionalni matematicari ne bi mogli u cjelini pratiti, dokazao
posljednji ili veliki Fermatov teorem kojeg je Pierre de Fermat iskazao. Zapravo, Wiles je
dokazao tzv. teorem o modularnosti (engl. modularity theorem), a vec je prije Wilesa bilo
poznato da ako taj teorem vrijedi, onda vrijedi i Fermatov veliki teorem. Wiles je dokaz
predao 1994. Najavio ga je zapravo 1993., no tada je otkrio odredene “rupe” u dokazu,
koje je “pokrpao” sa svojim bivSim studentom Richardom Taylorom te se kona¢ni dokaz
treba djelomice priznati 1 Tayloru. [3]]

10
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Ova tvrdnja je znacajna jer su svi drugi Fermatovi teoremi bili utemeljeni, bilo pomocu
dokaza koje je on dao, ili pomo¢u dokaza koji su pronadeni kasnije. Teorem nije posljednji
kojeg je Fermat dao, nego posljednji kojeg je trebalo dokazati.

Teorem se opcenito smatrao matematickom slutnjom koja je isprovocirala najveci broj
neto¢nih matematickih dokaza.

Fermatov posljednji teorem za polinome

Pretpostavimo da f(r)" + g(t)" = h(t)" gdje f, g, h nisu nula i nisu svi konstante. Zelimo
pokazati da je n < 3. Bez smanjenja opcCenitosti f, g, & su relativno prosti.
Prema Mason-Stothersovom teoremu:

deg f",deg g",degh" < deg(rad(f"g"h")) — 1 = deg(rad(fgh)) — 1.

Prema tome:

ndeg f,ndeg g,ndegh < deg(fgh) — 1.

Zbrojimo:

n(deg(fgh)) < 3(deg(fgh) — 1) < 3 deg(fgh).

Prema tome, n < 31 to je kraj.

Fermatov posljednji teorem i ABC slutnja

Wiles je 1994. pokazao da ABC slutnja povlaci Fermatov posljedni teorem. Pretpostavimo
daad"+b" =c"kadajen>3ia,b,ceZ" iM(a,b) = 1. Pretpostavimo da je ABC slutnja
dokazana za neki ¢:

max(lal, b, |c|) < k, rad(abc)'*

za svaku abc trojku (a, b, ¢).
Koriste¢i ABC slutnju (a", b", c"):
¢" < kyrad(a"b"c")' "¢
c" = korad(abc)'+¢
c" < ky(abc)'*®
< kA0 ) A

1
30 < p R



POGLAVLIJE 4. POSLJEDICE ABC SLUTNJE 12

Zan>3(1+¢)

1
c < k27" <2, za dovoljno veliki n,

pa je n ogranicen odozgo. Ako ABC slutnja vrijedi za neke & < % onda zasven > 4 >
1
3(1 + &) imamo ¢ < 1~ 318
Fermatov posljednji teorem onda slijedi nakon provjere za preostale eksponente.
Ako je k; = 1 onda ABC slutnja povlaci Fermatov posljednji teorem za n > 6. [3]]

4.2 Catalanova slutnja

Slutnja 4.2.1 (Catalanova slutnja 1843.g.). Jedina rjesenja jednadzbe x* — y? = 1, za
prirodne brojeve x,y, p,q su3*—-2° = 1.

Povijest problema seze barem od Gersonida, koji je 1343. godine pokazao poseban
slu¢aj slutnje gdje je (x,y) ogranicen na (2, 3) ili (3,2). Prvi znaCajan napredak nakon §to
je Catalan izrekao svoju slutnju dogodio se 1850. kada se Victor-Amédée Lebesgue bavio
sluajem y = 2.

Godine 1976. Robert Tijdeman primijenio je Bakerovu metodu iz teorije transcen-
dencije kako bi uspostavio vrezultate koji ograni¢avaju x, y u smislu p, g da bi se dobila
ucinkovita gornja granica za x,y, p,q. Ovo je razrijeSilo Catalanovu slutnju za sve osim
kona¢nog broja slu€ajeva. Ipak, konac¢ni izraun potreban za dovrSenje dokaza teorema bio
je predugacak. [9]

Catalanovu slutnju je dokazao Preda Mihdilescu u travnju 2002., pa se sada ponekad zove
Mihdilescuov teorem.

Mihailescu je dokazao da jednadZba x” — y? = 1 nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva
razli¢itim od nule i za relativno proste brojeve p i g. Ovo zajedno s rezultatima Lesbegua
(1850) 1 KO Chaoa (1865) dokazuje slutnju.

Catalanova slutnja za polinome

Dokazimo Catalanovu slutnju za polinome.

Pretpostavimo:

f@®)P —g(@)? =1 gdje su p,q > 2. Tada su f, g relativno prosti. Ako f ili g nisu konstante,
prema Mason-Stothersovom teoremu s trojkom (f(¢)?, —g(t), 1):

deg f7,deg g7 < deg(rad(f"g?)) — 1 = deg(rad(fg)) — 1

paje
pdeg f,qdegg < deg f + degg.
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Stoga imamo:
deg g deg g
deg f < ,degg < ————=>
L A VISV VEY

Ovo povlaci da su f 1 g nultog stupnja, odnosno da su f i g su konstante.

ABC slutnja povlaci Catalanovu slutnju

13

ABC slutnja povlaci Catalanovu slutnju do na konacno izuzetaka. Pretpostavimo x” — y? =
luN gdjesu p,g >2. Tadap # gi M(x,y) = 1. ABC slutnja za ABC trojku (y7, 1, x”)

povlaci:
X < kyrad(xy?)'*¢ = k, rad(xy)'*®
< kg(.xy)l+8.
Buducida je y? < x”, onda je y < xg, pa dobivamo:

xP < k(X PI) 1) = (1 /pr1/g)I+e),

—é aje
—6PJ

IA
| =

Imamo :

<N |-
Q|-
W =

5 p(1-5¢)
X < kext1 = x"w o <k,

. 1 O .
Akoje0<e< 3 onda moZemo ograniiti xiy s p,q1i &:

6 6
>(0-38) - 4 (1=38)
X<k iy < xe <k,

Za p,q > 0, dobivamo x,y < 2 pa su p i g ogranicene.

4.3 Fermat-Catalanova slutnja

Fermat-Catalanova slutnja je dobila ime zato Sto kombinira ideje od Fermatovog posljed-

njeg teorema i Catalanove slutnje. Slutnju je izrekao Brun 1914. godine.[2]]

Slutnja 4.3.1. Jednakost x” + y1 = 7" ima konacan skup rjesenja (x,y,z,p,q,r) u pozitivnim

cijelim brojevima takvima da je M(x,y,z) =1 i % + %I + % <1

Poznato je 10 rjesSenja, to su:
1 + 2% = 3% (Catalan)
25 +72=3%
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7 +132=2°

27 +17° =712

3+ 114 =1222

177 + 762713 = 21063928

1414° + 2213459% = 657

92623 + 15312283% = 1137

438 + 962223 = 300429072

33% + 1549034 = 156133

Posljednja 5 rjeSenja pronasli su F. Beukers i D. Zagier.

Ako se pronade potpuni niz rjeSenja za Fermat-Catalanovu slutnju 1 dokaz se pokaze
potpunim, Catalanova slutnja bi bila poseban slucaj. Fermat-Catalanova slutnja bi znacila
da postoji samo kona¢no mnogo rjesenja.

Fermat-Catalanova slutnja, zajedno s eksplicitnim popisom rjesenja, takoder bi dokazala
Fermatov posljednji teorem.

Bealova slutnja

Slutnja 4.3.2 (Bealova slutnja). JednadZba x* + y? = 7" nema rjesenja za relativno proste
xX,v,2 1 p,q,r=>3.

Fermat-Catalanova slutnja bi znacila da postoji samo kona¢no mnogo rjeSenja. Ako

nijedna od rjeSenja za Fermat-Catalan problem ne daje kontraprimjer Bealovoj slutnji, to
bi dokazalo Bealovu slutnju.
Bealova nagrada, uz potporu AMS-a, bit ¢e dana za dokaz da vrijedi ili ne vrijedi Cinjenica
da ne postoji rjeSenje za Fermat-Catalanovu jednadzbu s relativno prostim cijelim broje-
vima (x,y,2)1 p,q,r > 3. Sve je poCelo davne 1997., kada je Beal ponudio 5.000 dolara za
dokaz slutnje. Zatim je 2000. godine nagradu podigao na 100.000 dolara sve do sada kada
je ona dostigla milijun dolara.

ABC slutnja povlaci Fermat-Catalanovu slutnju - Tijademan(1988)

MoZemo reci da za proste brojeve (p, g, r) zapravo uvijek imamo:

+ -+

1 1 1 41
—+-+-<—.
p q r 42
Primijenimo ABC slutnju za &€ = ﬁ i(a,b,c) = (xP,y1,7") te to povlaci
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210720 > xyz > rad(x"y1z") > K()7172.

Slucaj kada je (p, g, r) fiksan - Darmon i Granville (1995)

Za svaku trojku za koju vrijedi i + é + % < 1 postoji samo kona¢no mnogo relativno prostih
(x,y,z) za Fermat-Catalanovu slutnju. [[7]

Slucaj kada je (p,q,2) i (p, g, 3) - Darmon i Granville (1997)

Fermat-Catalanova jednadZzba nema rjeSenja za relativno proste pozitivne cijele brojeve za
p=qg=>3ir=3.[1]

4.4 Rothov teorem

Roth je dokazao da za iracionalan a € R, beskona¢no mnogo racionalnih brojeva g gdje su

a i b relativno prosti zadovoljava :

22 1 1
-—|=.0012x — < —.
7 ‘ 800 ~ 49
Teorem 4.4.1 (Rothov teorem). Ako je a algebarski iracionalan realan broj onda za svaki
e > 0 nejednakost

Primjer:

a 1
'a b < |b[2+e
ima samo konacno mnogo racionalnih rjesenja.
Ekvivalnentno, za sve racionalne brojeve g
a Cose
'a_ b > b2+e

U matematici, Rothov teorem je temeljni rezultat diofantnske aproksimacije algebar-
skih brojeva. Teorem pokazuje da odredeni algebarski broj @ ne mora imati previse ra-
cionalnih aproksimacija broja, koji su “’vrlo dobri”. ViSe od pola stoljeca znacenje “vrlo
dobrog” objasnilo je niz matematicara, pocevsi od Josipa Liouvillea 1844. godine i nastav-
ljajuéi radom Axel Thuea (1909.), Carl Ludwig Siegela (1921.), Freeman Dysona (1947.)
1 Klaus Rotha (1955.).
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Klaus Roth je njemacki matematicCar koji je za ovaj rezultat 1958. dobio Fieldsovu meda-
Lju. [2]

Osnovni nedostatak metode Thuea, Siegela i Rotha je u tome $to ne daje granicu na veli¢inu
nazivnika ¢ racionalnih rjeSenja od navedene jednadZzba ili, ekvivalentno tome, ne daje eks-
plicitnu konstantu. Ova je metoda stoga neefektivna, ne omogucava nam pronalazenje svih
rjeSenja od navedene jednadzbe.

Rothov teorem i ABC slutnja

Prisjetimo se verzije ABC slutnje za “donje granicu” od rad(abc): Za svaki € > 0, ali za
samo kona¢no mnogo ABC trojki vrijedi

rad(abc) > max(|al, |b|, |c|)!~*
Dakle, svi relativno prosti cijeli brojevi a 1 b, koji nisu takvi da je a + b = 0 zadovoljavaju
rad(ab(a + b)) > c.max(|al, b)) .
Za homogene f(x,y)e Z[x,y] s neponovljenim linearnim faktorima,
rad(f(a, b)) > C,s max(jal, |b))**#/~*7*.

ABC slutnja je specijalan slucaj za f(x,y) = xy(x +y) s stupnjem polinoma f jednak 3.
Idemo probati f(x,y) = x? — 2y sd > 2.

Za racionalne brojeve g(u skraéenoj formi);

Cds

,b) # 0pala’ - 269 > Cye L e N
fl@.b) # 0 pala’ = 26| > Cye max(lal. |b) 2 bl e rmmss

Podijelimo izraz s |b|¢, pa dobivamo:

Cq

a .,
Iy o> =4
G = 2> il b

Ako je % jako blizu V2, onda vrijedi 4 -2 = 0 = a ~ V2.
Onda vrijedi:

a d d C
= — V2ld(V2) ! > ==
b (V2Ib|)2+

To je Roth za 2!
ABC slutnja povlaci cijeli Rothov teorem. Ako se dokaze ABC slutnja, onda ¢e se dokazati
1 Rothov teorem.
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Dobra aproksimacija racionalnih brojeva
Primjer 4.4.2. Neka je @ = V2 ~ 1.1486. Usporedimo
|\5/§ — %l > 1

g 1000 10002
309 1
V2 - 2697 | > 307

1

. . . u
Razlomci (potpuno skraceni) zadovoljavaju la — 7| < +,

sve veci b > 1 (nadeno pomocu "veriZnih razlomaka”):

po redoslijedu gdje je nazivnik

7 8 15 23 31 54 85 139 224 309

Neka je 3} (potpuno skracen) razlomak takav da vrijedi V2 - Al < bi% gdjeje by < b, <
b3 s
. . S 1 ..
Namjestimo | V2 — al= G gdje je €; > 0.
Pa g; nije konstanta,ali ide prema nuli. Tako, za svaki € > 0, samo konacno mnogo
puta vrijedi | N2 — 2l < bz%e < b—lz.

To je poseban primjer Rothovog teorema. [9]

Dobra aproksimacija racionalnih brojeva i ABC slutnja

Elkies 1 Langevin pokazali su da slaba verzija ABC slutnje implicira da za svaki € > 0 da je
rad(a® — 2b°) > max(|al, |b|*~*) za sve ali kona¢no mnogo relativno prostih a i b. To ustvari
implicira Rothov teorem za @ = \5/5, |\5/§ -3l < # kona¢no mnogo za svaki €.

Algebarsko polje brojeva i ABC slutnja - Bombieri (1994)

1994. godine Enrico Bombieri pokazao da ABC slutnju povlaci Theu-Siegel-Rothov te-

orem o Diophantskom aproksimacijom algebraskim brojevima.

ABC slutnja implicira da u nejednakosti |a — §| < qzﬂg u Theu-Siegel-Rothovom teoremu

moZemo zamijeniti eksponent & s k(log g)~'/?(loglog ¢)~! gdje k ovisi jedino a.

4.5 Wieferichovi i Ne-Wieferichovi prosti brojevi

Wieferich prost broj je prosti broj p, takav da p?, dijeli 2°~! — 1, stoga povezuje ove proste
brojeve s Fermatovim malim teoremom. Svaki neparni prosti broj p, dijeli 2°~! — 1. Wi-
eferichove proste brojeve prvi put su opisali Arthur Wieferich 1909. godine u djelima koja
se odnose na Fermatov posljednji teorem, a tada su oba Fermatova teorema bila ve¢ dobro
poznata matematicarima. Prvi Wieferichovi prosti brojevi su 1093, 3511, .
Ne-Wieferichov prost broj je broj koji zadovoljava 27~! # 1( mod p?).
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Ne-Wieferichovi prosti brojevi i ABC slutnja

Silverman je 1988. pokazao da, ako se vrijedi ABC slutnja, tada postoje beskonacno
mnogo ne-Wieferichovih prostih brojeva. Tocnije, on je dokazao da ABC slutnja povlaci
postojanje konstante koja je ovisna samo o « tako da broj ne-Wieferichovih prostih bro-
jeva je veci od log X za bazu « za sve @ > 2. Za svaki @ > 21 za svaki fiksiran k > 2
te za proste brojeve p koji su manji od ili jednaki od varijable X vrijedi da je a?~! # 1(
mod p?)ip =1 (mod k). Numericki dokazi pokazuju da je veoma malo prostih brojeva
u odredenom intervalu koji su Wieferichovi prosti brojevi. Skup Wieferichovih prostih
brojeva 1 skup ne-Wieferichovih prostih brojeva, ponekad oznacen W2 1 W2c, su komple-
mentarni skupovi, pa ako je jedan od njih pokazan konacnim, drugi bi nuzno morao biti
beskonacan, jer oba su pravi podskupovi skupa prostih brojeva. Kasnije je pokazano da
postojanje beskonacno mnogih ne-Wieferichovih prostih brojeva slijedi iz slabije forme
ABC slutnje. [8]

Teorem 4.5.1. Ako su « i k cijeli brojevi jedan veci od drugoga i to povlaci abc slutnju,
tada postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvi da a’~' # 1( mod p*) i p =1
(mod k).

Ok
Dokaz. Nekaje € < 3Lk) Oznacimo s p, n-ti prosti broj koji je relativno prost s k i fakto-

riziran izraz a”* — 1 = C, D+
ZapiSimo:
a’ = (@ - 1)+ 1,
tada ABC slutnja povlaci
a’* <, (rad(a”*(a"* - 1)))"*2,
paje
a’* — 1 <, (rad(aC,D,))"**

1 na taj nacin dobivamo:

CpiDpe <& ((@CpyD i)' 2,
rad(D,, ) < (Dpnk)%. To povlaci

1 £
(Dp,,k) 2 <<s,a (acp,,kDp,,k) 2,

paje D, <o (a(aP™* — 1))? te zakljuCujemo da je
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(Dp,,k) <ga ap”ks.
Pa je

k—1 ke k(1-¢g)
apn <£’a Cpnkapn r, Cpnk >£,a apn .

Neka je €7, | = (Cp,s Pp,k@)iD), , = (Dpis P k) Paje C, (D', = Py
Po propoziciji :
Propozicija 4.5.2. Za sve cijele brojeve a > 2 in > 2, |®,(a)| > %aq’(n)

vrijedi

a"* ok > D), 1(a) > %a‘D(pnk),

te zbog naseg izbora za & i Rossovog teorema koji glasi:
Teorem 4.5.3 (Rossov teorem). N-ti prosti broj je strogo veci od nlogn.

vrijedi

Q(pak)
C, > a®Phorle g 20 s griesn,

Ako je C 1’7 . produkt razliCitih prostih brojeva.
lim,,_,, |prosti brojevi p : p|C;}jk,j < n| = oo.

Svaki prosti broj dijeli C|, | 1 takoder dijeli @), stoga je kongruentan s 1 modulo p,k.
Takoder znamo da ako p dijeli C;)nk onda a’~! # 1( mod p?). Postoji beskonatno mnogo
prostih brojeva p takvih da a”~! # 1( mod p*)ip =1 (mod k). O

4.6 Pillai-ova slutnja

SavrSene potencije

Definicija 4.6.1. Savrsene potencije su pozitivni cijeli brojevi forme a” gdje su a i b pozi-
tivni cijeli brojevi gdje je b > 2.

Primjer 4.6.2. Primjeri savrsenih potencija:

Niz savrsSenih potencija: 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 125, 128, 144,
169, 196, 216, 225, 243, 256, 289, 324, 343, 361, 400, 441, 484, 512, 529, 576, 625, 676,
729, 784, 841, 900, 961, 1000, 1024, 1089, 1024, 1089, 1156, 1225, 1296, 1331, 1369,
1444, 1521, 1600, 1681, 1728, 1764, . . .
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Kvadrati :

1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196,...
Kubovi :

1,8 27,64, 125, 216, 343, 512, 729, 1 000, 1 331,...

Skoro pa jednake savrSene potencije

e Razlika 1: (8,9)

e Razlika 2 : (25, 27),...

e Razlika 3 : (1, 4), (125, 128),...

e Razlika 4 : (4, 8), (32, 36), (121, 125),...
e Razlika 5: (4,9), (27, 32),...

Iskaz Pillai-ove slutnje - 1945
Slutnja 4.6.3. Neka je k pozitivan cijeli broj. JednadZba

xP -yl =k,

gdje su nepoznanice x,y, p i q cijeli brojevi, svi > 2, ima samo konacno mnogo rjesenja
(X, 5, P, q).

Pillaijeva slutnja odnosi se na razliku savrSenih potencija : to je otvoreni problem koji je
pocetno predlozio S. S. Pillai, koji je pretpostavljao da praznine u nizu savrSenih potencija
imaju tendenciju da budu beskonacne. To je ekvivalentno navodenju da se svaki pozitivni
cijeli broj pojavljuje samo kona¢no mnogo puta kao razlika savrSenih potencija: opéenitije,
1931. Pillai je pretpostavljao da za fiksne pozitivne cjeline A, B i C jednadzba Ax” — By? =
C. Ta jednadZba ima samo beskona¢no mnoga rjeSenja (x,y, p,q) s (p, q) # (2,2). Pillai su
pokazali da razlika |Ax? — By| > x'? za bilo koji A manji od 1, ravhomjerno u p i q.

Slucaj kad je k = 1 - Cassels, Tijdeman, Langevin i Mignotte
JednadZba |x” — y?| = 1 nema cjelobrojna rjeSenja (x,y, p,q) s p,g > 1 i max(x”,y?) >
exp exp exp exp(730).

Plllai-ova slutnja i ABC slutnja

Ne postoji vrijednost za k > 2 za koju se zna da Pillai-ova jednadzba x” — y? = k ima samo
kona¢no mnogo rjesenja.
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Pillai-ova slutnja kao posljedica ABC slutnje glasi:
Ako je xP # y?, tada
1 1

IXP =y > c(e)max x”,y?*°¢ s k=1-———,
P q

4.7 Hallova slutnja

Marshall Hall formulirao je originalnu formu Hallove slutnje 1970. godine. Hallovu slut-
nju smo u ovom radu ve¢ spominjali na samom pocetku. [10]

Slutnja 4.7.1. Za svaki € > 0, postoji konstanta c(g) > 0 sa svojstvom da ako su x iy
prirodni brojevi takvi da je x* — y* # 0, onda je

X3 =y > c(s)x%‘g.

Poznato je da Hallova slutnja slijedi iz ABC slutnje (postoji i jaca verzija Hallove slut-
nje koja je ekvivalentna s ABC slutnjom).

Hallova slutnja i ABC slutnja
Dokazat ¢emo da slaba Hallova slutnja slijedi iz odgovarajuce slabe ABC slutnje.
Teorem 4.7.2. Pretpostavimo da je f rastuca te da zadovoljava
fQk) < ki f(3k) <k, za keN.
Tada slaba ABC slutnja s ovom funkcijom f povlaci slabu Hallovu slutnju.
Dokaz. Za prirodne brojeve x iy za koje vrijedi x> # y* te neka je d = M(x?,y?) onda je
a= ,%llxz -ylib= émin(x2 -y%).

Tadajea+ b =ciM(a,b) =1.
Buduci da f nije padajuca zbog djeljivosti m/n slijedi

re(m) < re(m)
osim toga pretpostavka teorema podrazumijeva
() <xi<r(yY) <.
Stoga

rf(éxz) <rp(x?) < x
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rr(3y?) < () <.

Stoga r(b)rs(c) < xy.
Iz slabe forme ABC slutnje dobivamo, za neki C;(g) > 0.

¢ < Ci(&)ry(abe)'** < Cre(xylx* — y*)'*e.
1 stoga
22 < Ci(e)ylx® =y, y? < Ci(e)(xyla® =y,
MnozZenjem tih dviju nejednadzbi dobivamo:
Xy’ < Ci(e)(wyla? — y)>2e.
1 otuda
12 — VP2 > Co(e)x2y12,
Za x < y? slijedi da
2 — Y% > Co(e)y' 0.
Stoga
2 =¥ > Cy(eyt,
' 7

58 = i &

Ako je x > y? onda o&ito imamo
2= > ) =y >y > e

zay > 1. m|

4.8 Erdos-Woodsova slutnja

Postoji beskonaéno mnogo parova pozitivnih cijelih brojeva (x,y) gdje je x < y takvi da x
1y imaju isti radikal, 1 u isto vrijeme x + 1 1y + 1 imaju takoder isti radikal.
Doista, za k > 1, par brojeva (x,y) s

X = 2k -2 = 2(2k_1 — 1)1y = (2k — 1)2 -1= 2k+1(2k—1 )
zadovoljava uvjet, ako je

x+1=2F—Tliy+1=0"-1>~
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Postoji jedan poznati primjer, (x,y) = (75, 1215) pa je
75=3-5%11215 =355 rad(75) = rad(1215) = 3 - 5 = 15,

dok je
76 =2%-191 1215 =2°- 19 s rad(76) = rad(1216) =2 - 19 = 38.

Nije poznato postoje je li daljnji primjeri. Ne zna se ni postoje li dva razlicita broja x, y
takva da

rad(x) = rad(y), rad(x + 1) = rad(y + 1) i rad(x + 2) = rad(y + 2).

Slutnja 4.8.1. Postoji apsolutna konstanta k takva da, ako su x i y pozitivni cijeli brojevi
zadovoljava

rad(x + i) = rad(y + i)

zai=0,1,..,k—1ix=y.

ABC slutnja i Erdos-Woodsova slutnja - 1996

Ve¢ 1975. godine Langevin je proucavao radikal od n(n + k) gdje je M(n, k) = 1 koristeci
donje granice linearne forme u logaritmima za algebarske brojeve (Bakerova metoda). Lan-
gevin je dokazao da ova slutnja proizlazi iz ABC slutnje.

4.9 Waring-HIlbertov teorem

U teoriji brojeva, Waringov problem postavlja pitanje ima li svaki prirodni broj k pridruZeni
pozitivni cijeli broj tako da svaki prirodni broj predstavlja sumu od najvise prirodnih bro-
jeva na eksponent k. Na primjer, svaki prirodni broj je zbroj najvise 4 kvadrata, 9 kubova
ili 19 potencija s eksponentom 4. Waringov problem predloZio je Edward Waring 1770.
godine, nakon Cega je dobio naziv po njemu. Njegov afirmativni odgovor, poznat kao
Hilbert-Waringov teorem, izrekao je Hilbert 1909. godine. Waringov problem ima svoju
klasifikaciju predmeta matematike ”Waringov problem i varijante”. [9]]

Teorem 4.9.1. Waring-HIlbertov teorem
Za svaki k postoji g(k) takav da je svaki pozitivan cijeli broj zbroj od najvecih k-tih
eksponenata od g(k).



POGLAVLIJE 4. POSLJEDICE ABC SLUTNJE 24

Slutnja o g(k)
Slutnja 4.9.2 (J.A. Euler (1772)). Za svaki k > 1, g(k) > l(k) gdje je

I(k) = 28 + [(3/2)] - 2.

Doista, cijeli broj 2|(3/2)*] — 1 je manji od 3* pa mora biti napisano tako da se mogu
pojaviti samo 1 ili 2 kao k.

Slutnja 4.9.3 (Bretshneiderova slutnja (1853)). g(k) = I(k) za svaki k > 2.

Procjene o g(k) za k= 2,3 4,...

g(2) =4 = Lagrange(1770)
g2(3) = 9= Kempner(1912)
g(4) = 19= Balusubramanian, Dress, Deshouillers(1986)
g2(5) = 37= ChenJingrum(1964)
g(6) = 73= Pillai(1940)
g(7) = 143= Dickson(1936)
Dovoljan uvjet - Dickson, Pillai (1936) Ako je k takav da je 2%(3/2)f + [ (3/2)F] < 2k -2
tada Bretscneiderova slutnja vrijedi za k.

Teorem 4.9.4 (Mahlerov teorem). Uvjet od Dicksona i Pillai je istinit za konacan skup
cijelih brojeva k.

Waring-HIlbertov teorem i ABC slutnja

Rasprava izmedu Davida 1 Waldschmidta je dovela do dokaza Mahlerovog rezultata kao
posljedica ABC slutnje. Laishram je to dokazao Bretschneiderovom slutnjom koja slijedi
iz Bakerove eksplicitna verzije ABC slutnje. Isti autor je dokazao niz eksplicitnih rezultata
u zajedni¢kom radu s Shoreyjem.

4.10 JoS neke posljedice ABC slutnje

Preostale posljedice ABC slutnje:

e [Langova slutnja: niZe granice za visine, broj toCaka integrala na eliptickim krivuljama.
(Frey 1987) (Hindry, Silverman 1988)

¢ Brojevi koji nisu cjelobrojni kvadrati brojeva i potencije koje nisu cjelobrojne su vrijed-
nosti polinoma. (Browkin, Filaseta, Greaves, Schinzel 1995)

e Granice za redoslijed grupe Tate-Shafarevich. (Goldfeld, Szpiro 1995)

e Frey je 1987. godine dokazao ekvivalentnost izmedu vise slutnje 1 ABC slutnje, dok je
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Mai i Murty 1996. dokazali jednakost s stupnjem slutnje.

e Slutnja abc za ciklotomsko algebrasko polje brojeva K implicira Greenbergovu slutnju
za beskonac¢no. mnogo prostih brojeva p: Iwasawove invarijante A, i u,(K) nestaju. (Ic-
himura pomoc¢u leme od Sumide 1998)

e Jaka ABC slutnja implicira Dresslerovu slutnju: izmedu dva pozitivna cijela broja koji
ima iste proste faktori, uvijek postoji prost broj. (Cochrane i Dressler, 1999)

e Uniformna abc slutnja za algebraska polja brojeva implicira niZu granicu za broj klase
imaginarnih kvadratnih polja (Granville i Stark 2000), a Mahler je pokazao da to implicira
da povezana L-funkcija nema Siegelovih nula.



Poglavlje 5

Generalizacije ABC slutnje

5.1 ABC slutnja za polinome

Neka je f(#) polinom (s kompleksnim koeficijentima) te neka je rad(f) produkt prostih
faktora od f.

Primjer 5.1.1. Ako je f(f) = t=38 43—t = t(1-1)’(1+1)’ onda je rad(f) = t(t—1)(t+1) =
£ -t

Polinomi imaju specijalno svojstvo da se radikal moze odrediti drugacije:

f@
M((f(), f'(1)

Teorem 5.1.2 (Stothers(1981) - Mason(1983)). Ako f(¢)+g(t) = h(t), s f, g, h # 0 relativno
prosti i nisu sve konstante, onda je

rad(f) =

max(deg f,deg g, deg h) < deg(rad(fgh)) — 1. (5.1
Usporedimo ovaj teorem s logaritamskom formom ABC slutnje:
max(log|al,log |b|,1og|c|) < (1 + &) lograd(abc) + log k..

Dokaz. Ni f ni g nisu konstante, te je f + g = h. Podijelimo ovaj izraz s f. Dobivamo

h ’ ’ h/ _ h 4
1+§ = ? te kada deriviramo dobivamo: /8 zgf = f 7 f = fg'—gf = fh -hf".

Lijeva strana je djeljiva s M(f, f’) i M(g, g’) i desna strana je djeljiva s M(h, h’). M(f, f7),
M(g, g’) 1 M(h, I’) su relativno prosti te zato vrijedi:

M(f, /) M(g, &) M(h, IOI(f8" — 81",

26



POGLAVLIJE 5. GENERALIZACIJE ABC SLUTNJE 27

deg(M(f, /) M(g, 8 )M(h, I")) < deg f + degg — 1. (5.2)

Zarad(f) =
ih.
Lijeva strana nejednakosti (5.2) jednaka je deg f + deg g + deg h — deg(rad(fgh)).
Zamijenimo ovo s nejednakosti i oduzimanjem deg f i deg g te dobivamo:

degh < deg(rad(fgh)) — 1.

i ]]:, 7 deg(M(f, ') = deg f — deg(rad(f)). Takoder isto vrijediiza g

Micanjem uvjeta iz originala f + g = h dobivamo sli¢no
deg f,deg g < deg(rad(fgh)) — 1

1 to je kraj dokaza. O

5.2 ABC slutnja za binarne oblike

Neka je F(x,y) homogeni polinom s cjelobrojnim koeficijentima i bez ponavljanja linear-
nih faktora. Za svaki € > 0, postoji konstanta k, takva da za sve relativno proste brojeve m
in vrijedi:

max(ml, nl) < k. r(rad(mnF (m, n))*e*e,

Obrnuto, ova slutnja povlac¢i ABC slutnju kada je F(X,Y) = X + Y. [9]

5.3 ABC slutnja za n cijelih brojeva

Browkin-Brzezinskeva n-slutnja

1994. godine, Browkin i Brzezinski predlozili su sljedecu slutnju: [4]
Zan > 3,nekaay,a,....,a, € Z zadovoljavaju tri uvjeta:

(1) M(ay,ay, ....,a,) =1,

(i)a +ax +....+a, =0,

(ii1) Nijedna podsuma od a;, a, ...., a, nije jednaka nuli.

Prva formulacija:

Slutnja 5.3.1 (n-slutnja). Za svaki € > 0, postoji konstanta k, . koja ovisi o ni o € takva

da za sve cijele brojeve ay,as, ....,a,, a; + a; + .... + a, = 0, M(ay, ..., a,) = 1 vrijedi:

max(|ai, ....,|a,|) < ky(rad(a; X ... X a,)?5re,
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Druga fomulacija:

Slutnja 5.3.2. Definiramo kvalitetu od a, + a, + .... + a, kao

_ log(max(lail, lasl; ..., @)

(ai,as, ....,a,) = .
7@ log(rad(lay| - |z - .. - [an])

Pa n-slutnja navodi da lim sup g(a,, az, ..., a,) = 2n = 5.

Vojtova snazna n-slutnja

1998. godine je Vojta predlozio snazniju varijantu n slutnje:
Postoje dvije razliite formulacije ove snazne n slutnje.

Zan > 3,nekaay,a, ....,a, € Z zadovoljavaju tri uvjeta:

(i) ay, ay, ...., a, su relativno prosti u parovima,

(i)a+a +....+a, =0,

(ii1) Nijedna podsuma od a,, as, ...., a, nije jednaka nuli.
Prva formulacija:

Slutnja 5.3.3 (SnaZna n-slutnja). Za svaki € > 0, postoji konstanta k, . koja ovisionio &
takva da za sve cijele brojeve ay, ay, ....,a,, ay +a, + .... + a, = 0, M(ay, ...,a,) = 1 vrijedi:

max(|al, ..., |a,]) < kye(rad(a; X ... X a,))'*.

Druga fomulacija:

Slutnja 5.3.4. Definiramo kvalitetu od a, + a, + .... + a, kao

log(max(lal, |az|, ...., laal)

(ay,a, ....,a,) = .
7@ log(rad(lay| - lazl - . - [an])

SnaZna n-slutnja navodi da lim sup g(a,, ay, ...,a,) = 1.

5.4 Bakerova ABC slutnja za cijele brojeve

Alan Baker je engleski matematicar koji je dobio Fieldsovu medalju, u dobi od 31 go-
dine. Njegovi su interesi bili u teoriji brojeva, transcendenciji, logaritamskim formama,
efektivnim metodama, diofantskoj geometriji i diofantskoj analizi. [[1]
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Godine 2012. postao je clan Americkog matematickog druStva.
1996. godine Alan Baker predlozio je verziju ABC slutnje povezanu s teorijom linearnih
formi u logaritmima.

Slutnja 5.4.1. Za svaki &, postoji konstanta k, > 0 takva da za svaku trojku pozitivnih
cijelih brojeva a, b, c koji zadovoljavaju a + b = c i M(a, b) = 1 imamo:

¢ < k(e rad(abc))' ¢

gdje w oznacava broj razlicitih prostih faktora od abc.

Ova slutnja bi dala najbolje donje granice koje se mogu dobiti u teoriji linearnih formi
u logaritmima.
5.5 Hu-Yang-ova verzije ABC slutnje za cijele brojeve

Neka je a cijeli broj razlic¢it od nule s faktorizacijom |a| = pj.‘ ..pir gdje su py, ..., p, razliditi
prosti brojevi. Odredimo k-radikal da bude: rx(a) = [T, .(p)™" .
2002. Hu i Yang predlazu sljedecu slutnju:

Slutnja 5.5.1. Neka su a;,i = 0, ..., k cijeli brojevi razliciti od nule bez zajednickih faktora
i bez odgovarajucih podsuma jednakih nuli takvi da

Tada za € > 0, postoji konstanta C(k, €) takva da je
i+e

max |q;| < C(k, &)R(ay...a)

gdje je R(ag...ar) = []; ri-1(ay).

Ako je k = 2, onda to odgovara ABC slutnji.
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Pokusaj dokaza ABC slutnje

Vidjeli smo da je ABC slutnja ekvivalentna proSirenjima nekoliko najvaznijih teorema u
teoriji brojeva: Rothov Theorem, Bakerov teorem 1 Wilesov teorem. Dokazivanje abc
slutnje bi stoga imalo izuzetan utjecaj na naSe razumijevanje teorije brojeva.

Dokaz od 500 stranica objavio je Shinichi Mochizuki iz SveuciliSta Kyoto u Japanu
2012. Shinichi Mochizuki je japanski matematiCar roden 29. ozujka 1969. godine koji
se bavi teorijom brojeva. Matematicari su bili uzbudeni dokazom, ali su se trudili uhvatiti
u koStac s Mochizukijevom “Inter-universal Teichmiiller teorijom” (IUT), sasvim novim
podru¢jem matematike koju je razvio tijekom desetljeca kako bi se rijeSio problem. Sasta-
nak 2016. godine na Sveucilistu u Oxfordu u Velikoj Britaniji s ciljem proucavanja IUT-a
zavr$io je neuspjehom, dijelom zato §to Mochizuki ne Zeli pojednostaviti njegov rad kako
bi ga lakSe shvatio, te zbog sukoba izmedu nacina japanske 1 zapadne kulture proucavanja
matematike. 2012. godine Shinichi Mochizuki objavio je seriju od Cetiri preprinta o Inter-
universal Teichmuller Theory koja se potom primjenjuje za dokazivanje nekoliko poznatih
slutnji u teoriji brojeva, ukljucujuéi Szpirovu slutnju, hiperbolicku Vojtinu pretpostavku i
ABC slutnju. Teorija se mnogo razlikuje od bilo koje standardne teorije i ide dobro izvan
opsega aritmetiCke geometrije. Razvijen je tijekom dva desetljeca s posljednja Cetiri [UT
¢lanka zauzimajuci prostor od preko 500 stranica 1 koriStenjem mnogih njegovih prethodno
objavljenih radova.

Kada je istaknuta pogreska u jednom od ¢lanaka Vesselin Dimitrov i Akshay Venka-
tesh u listopadu 2012, Mochizuki je objavio komentar na svojoj web stranici priznajuci
pogresku, navodeci da ne€e utjecati na rezultat, 1 obecavajuéi ispravljenu verziju u bliskoj
buduénosti.
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Sazetak

ABC slutnju su prvi put izrekli u 20. stoljeCu matematicari Joseph Oesterlé i David
Wiliam Masser u Bonnu 1985.g. Oesterlé i Masser su dosli do ABC slutnje potaknuti
proucavanjem odredenih teza o polinomima i prouavanjem Szpirove slutnje. ABC slut-
nja kaze da za svaki € > 0 postoji samo kona¢no mnogo trojki relativno prostih prirodnih
brojeva a, b, ¢ za koja vrijedi a + b = c 1 za koje je produckt prostih faktora od a, b, ¢ veci
od ¢!'*¢. ABC trojkom nazivamo relativno proste brojeve a,b za koje vrijedi a + b = ¢, dok
produkt prostih faktora nekog broja nazivamo radikal. Sto je manji radikal u usporedbi s
¢, veca je kvaliteta trojke. Prvu verziju ABC slutnje nazivamo slaba verzija ABC slutnje,
te nakon te verzije su nastale joS mnoge verzije. ABC slutnja je vaZzna zbog mnogobrojnih
generalizacija 1 znacajnih posljedica koje bi njeno dokazivanje uzrokovalo. Kad bi se ABC
slutnja dokazala, dokazali bi se i mnogi dosad nerijeSeni problemi u matematici. Neke
od posljedica: Fermatov posljedni teorem, Catalanova slutnja, Fermat-Catalanova slutnja,
Rothov teorem, Hallova slutnja te mnoge druge. Neke od generalizacija: ABC slutnja za
polinome, za binarne oblike, za n cijelih brojeva, Bakerova ABC slutnja za cijele brojeve...
Za ABC slutnju se joS ne zna je li dokazana. Dokaz od 500 stranica objavio je Shinichi
Mochizuki iz SveudiliSta Kyoto u Japanu 2012. Shinichi Mochizuki je japanski mate-
maticar roden 29. oZujka 1969. godine koji se bavi teorijom brojeva. Matematicari su bili
uzbudeni dokazom, ali su se trudili uhvatiti u koStac s Mochizukijevom “Inter-universal
Teichmiiller teorijom” (IUT), sasvim novim podru¢jem matematike koju je razvio tijekom
desetljeca kako bi se rijeSio problem.



Summary

The abc conjecture is a conjecture in number theory, first proposed by Joseph Oesterlé and
David Masser (1985). It is stated in terms of three positive integers, a, b and ¢ (hence the
name) that are relatively prime and satisfy a + b = c. If rad denotes the product of the
distinct prime factors of abc, the conjecture essentially states that rad is usually not much
smaller than c. In other words: if a and b are composed from large powers of primes,
then c is usually not divisible by large powers of primes. The abc conjecture has a large
number of consequences and generalizations. These include both known results (some of
which have been proven separately since the conjecture has been stated) and conjectures
for which it gives a conditional proof. While an earlier proof of the conjecture would have
been more significant in terms of consequences, the abc conjecture itself remains of inte-
rest for the other conjectures it would prove, together with its numerous links with deep
questions in number theory. Some of consequences are: Fermat last theorem, Catalan’s
conjecture, Fermat-Catalan’s conjecture, Roth’s conjecture, Hall’s conjecture and others.
In August 2012, Shinichi Mochizuki released a series of four preprints on Inter-universal
Teichmuller Theory which is then applied to prove several famous conjectures in number
theory, including Szpiro’s conjecture, the hyperbolic Vojta’s conjecture and the abc conjec-
ture. Mochizuki calls the theory on which this proof is based inter-universal Teichmiiller
theory (IUT)”. The theory is radically different from any standard theory and goes well
outside the scope of arithmetic geometry. It was developed over two decades with the
last four IUT papers occupying the space of over 500 pages and using many of his prior
published papers.
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