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Poglavlje 1

Uvod

U radu ¢e se proucavati elementarna geometrija izotropne ravnine. U prvom se
poglavlju definira projektivna ravnina te se daju neke njezine realizacije (modeli).
Poseban se naglasak stavlja na realnu projektivnu ravninu. Izotropna ravnina je
realna projetkivna ravnina u kojoj je metrika inducirana realnim pravcem f i s
njim incidentom realnom tockom F'. Nakon Sto se uvede metrika, odradit ¢e se
grupa sli¢nosti i grupa gibanja izotropne ravnine. Proucavat ¢e se osnovne me-
tricke realacije u trokutu te dati analogije nekih teorema koje vrijede u euklidskoj
ravnini. Nakon toga ¢e se obraditi neki teoremi vezani za kruznicu u izotropnoj
ravnini te ¢e se oni usporediti s analognim teoremima u euklidskoj ravnini. Kla-
sifikacija krivulja 2. reda u izotropnoj ravnini se radi obzirom na njihov polozaj
prema apsolutnoj figuru stoga se promatra presjek konike s apsolutnim pravcem.



Poglavlje 2

Projektivna ravnina

2.1 Projektivna ravnina

Neka su P i £ neprazni disjunktni skupovi. Elemente od P nazivat ¢emo tockama
i oznacavati A, B,C, ..., a elemente od £ nazivat ¢emo pravcima i oznacavati
a,b,c,.... Neka je I C P x L relacija koju ¢emo zvati relacijom incidencije [4].

Ako je tocka T incidentna s pravcem p, T I p, kazemo da tocka T lezi na
pravcu p, odnosno da pravac p prolazi tockom 7. Pravac koji je incidentan s
dvije razli¢ite tocke, zovemo njihovom spojnicom, a tocku koja je incidentna s
dva razli¢ita pravca, zovemo njihovim sjecistem. Za tri ili viSe tocaka koje leze
na istom pravcu kazemo da su kolinearne, a za tri ili vise pravaca koji prolaze
jednom tockom, kazemo da su konkurentni ili kopunktaln:.

Definicija 2.1 Uredena trojka (P, L,1) se naziva projektivna ravnina ako vrijede
sljedeci aksioma:

(P1) Za svake dvije razlicite tocke postoji jedinstveni pravac incidenatan s njima.
(P2) Za svaka dva razlicita pravea postoji tocka incidenatna s njima.

(P3) Postoje cetiri tocke od kojih nikoje tri nisu kolinearna.

Projektivna ravnina ima jednak broj tocaka i pravaca. Ukoliko je taj broj
konacan govorimo o konacnoj projektivnoj ravnini.

Skup svih toc¢aka koje leze na nekom pravcu p zovemo nizom tocaka s nosiocem
p, a skup svih pravaca koji prolaze nekom tockom 7' zovemo pramenom pravaca
s vrthom T'. U projektivnoj su ravnini svi nizovi toc¢aka i svi pramenovi pravaca
ekvipotentni.

Za dvije izjave u projektivnoj ravnini kazemo da su dualne ako se jedna do-
biva iz druge zamjenom pojmova ‘tocka’ i ‘pravac’, i svih drugih odgovarajué¢ih
pojmova koji se odnose na relaciju incidencije kao npr. ‘lezi na’, ‘prolazi kroz’;



‘kolinearne tocke’, ‘konkurentni pravci’; ‘niz toc¢aka’, ‘pramen pravaca’. Dualizira-
njem svake istinite tvrdnje u projektivnoj ravnini dobiva se opet istinita tvrdnja.

2.2 Neke realizacije projektivne ravnine

U ovom potpoglavlju ¢emo prikazati neke realizacije (modele) projektivne rav-
nine, [4]:

Primjer 2.2 Neka je P ={A,B,C,D,E, F,G},

L={{AG B} {B,E,C}{C F A} {A,D,E},{B,D,F},{C,D,G},{E, F,G}},
te neka je I = €, relacija ‘biti element’.

Uredena trojka (P, £,1) je najmanja projektivna ravnina.

Slika 2.1.

Primjer 2.3 Neka je E? trodimenzionalni euklidski prostor i O neka toc¢ka. Oz-
nac¢imo sa P skup svih pravaca kroz O, a sa £ skup svih ravnina kroz O te neka
je I relacija inkluzije. Uredena trojka (P, L,1) je projektivna ravnina.

Primjer 2.4 Neka je dana sfera sa srediStem O. OznacCimo sa P skup svih
parova dijametralno suprotnih toc¢aka, sa £ skup svih glavnih kruZnica na sferi
te neka je I relacija inkluzije. Uredena trojka (P, L, 1) je projektivna ravnina.

Primjer 2.5 Neka je F' polje, a V trodimenzionalni vektorski prostor nad F,
(V = F3). Oznacimo sa P skup svih jednodimenzionalnih potprostora od V, sa
L skup svih dvodimenzionalnih potprostora od V te neka je I relacija inkluzije.
Uredena trojka (P, L,1) je projektivna ravnina koju oznatavamo PG(2, F).

Primjer 2.6 Analiticki model realne projektivne ravnine PG(2,R)
Tocke su klase uredenih trojki realnih brojeva koje se nazivaju homogenim koor-

dinatama tocke
)\ (xo, Zy, 1'2) = ()\xo, )\1'1, )\l’g) s

gdje A prolazi poljem realnih brojeva razli¢itih od 0, s tim $to je iskljucena trojka
(0,0,0), [4].



Pravci realne projektivne ravnine su klase uredenih trojki realnih brojeva koje se
nazivaju homogenim koordinatama pravca

1% [u07u17u2] = [Muoalwhlﬂh],

gdje p prolazi poljem realnih brojeva razlic¢itih od 0, s tim Sto je iskljuc¢ena trojka
[0,0,0].

Tocka (xq, 1, o) 1 pravac [ug, ur, us] su incidentni ako vrijedi
ULy + U1T1 + ULy = 0.

Primjer 2.7 Prosirena euklidska ravnina

Neka je E? = (Pg, Lg, Ig) euklidska ravnina.

Svakom pramenu paralelnih pravaca [p] = {l € Pg : [ || p} pridruzimo jednu
specijalnu neizmgjerno daleku tocku P°°. Dva se paralelna pravca sijeku u jednoj
neizmjerno dalekoj tocki. Definiramo neizmjerno daleki pravac |l kao skup svih
neizmjerno daleki toc¢ka. Sada skup Pg proSirimo neizmjerno dalekim tockama i
oznac¢imo ga s P, a skup Lg prosirimo neizmjerno dalekim pravcem i oznac¢imo
gas L. Dakle, P = PgU{P>®: P e Lg/ ||} i £L = LrU{lw}. Definiramo
[ =g U{(P>®lx): P*® € Lg/ ||} U{(P>]) :1]| p}. Dobivena uredena trojka
(P, L,1) je projektivna ravnina.

Napomena 2.8 Svaka afina ravnina se na nacin opisan u primjeru moze pro-
siriti do projektivne ravnine. Vrijedi i obrat, tj. uklanjanjem nekog pravca iz
projektivne ravnine i svih toc¢aka incidentnih s njim, dobiva se afina ravnina.
Aksiomi afine ravnine su:

(A1) Za svake dvije razlicite tocke postoji jedinstveni pravac incidenatan s njima.

(A2) Za svaku to¢ku T i pravac p postoji jedinstveni pravac [ koji prolazi kroz T
i ne sijece p.

(A3) Postoje tri nekolinearne tocke.

Euklidska ravnina je primjer afine ravnine.

Najmanja afina ravnina je prikazana na slici 2.2. Ona je nastala uklanjanjem
pravca {E, F, G} iz projektivne ravnine iz primjera 2.2.

Napomena 2.9 Projektivna ravnina dobivena prosirivanjem euklidske ravnine
E? izomorfna je ravnini PG(2,R).

Svaka tocka euklidske ravnine je oblika (x, y), dok su tocke projektivne ravnine
oblika A(xq, 21, x2).



Slika 2.2.

Krenimo od toc¢ke (zo, x1,x2) projektivne ravnine. Ako je xo = 0, toj je tocki
pridruzena jedna specijalna neizmjerno daleka toc¢ka. Ukoliko je xy # 0, toj ¢emo
T, T
toc¢ki pridruziti euklidsku toc¢ku (z,y) = (—1, —2)
Lo To
Specijalni neizmjerno daleki pravac ima jednadzbu xq = 0. Projektivne homogene
koordinate tog pravca su p[1,0,0].

x x

Ukoliko euklidski pravac ima jednadzbu y = kx 4 [, mozemo pisati e St l,
i o

tj. lxg + kxy — x9 = 0. Tom je pravcu, dakle, pridruzen pravac s projektivnim

koordinatama [l, k, —1]. Ukoliko euklidski pravac ima jednadzbu x = ¢, mozemo
pisati c—x = 0, tj. cxg—x; = 0. Tom je pravcu pridruzen pravac s projektivnim
homogenim koordinatama [c, —1, 0].

Neizmjerno daleka tocka praveca y = kx + [ se dobije uvrStavanjem zy = 0
u jednadzbu lzy + kx; — 2o = 0. Dakle, za nju vrijedi zo = kx;. Njezine su
projektivne homogene koordinate (0,1, kxy1), tj. A(0,1,k). Neizmjerno daleka
tocka pravca x = c se dobije uvrstavanjem xy = 0 u izraz cxg — x; = 0. Dakle,
x1 = 0. Njezine su projektivne homogene koordinate [0, 0, 1].

2.3 Realna projektivna ravnina

U analitickom modelu realne projektivne ravnine PG(2, R) toc¢ke su klase uredenih
trojki realnih brojeva koje se nazivaju homogenim koordinatama tocke

A (l’o, xy, .1’2) = ()\l'o, )\ZCl, )\Z'Q) s

gdje A prolazi poljem realnih brojeva razli¢itih od 0, s tim $to je iskljucena trojka
(0,0,0), [4].

Pravci realne projektivne ravnine su klase uredenih trojki realnih brojeva koje se
nazivaju homogenim koordinatama pravca

1% [u07u17u2] = [M’anuulaﬂuz];

gdje p prolazi poljem realnih brojeva razlic¢itih od 0, s tim $to je iskljucena trojka
[0,0,0].



Tocka (xg, 1, x2) 1 pravac [ug, ur, us| su incidentni ako vrijedi
U0 + U1 + UgTo = 0.

Preslikavanje ravnine PG(2, R) koje tocki (xo, 21, ) pridruzuje tocku (Zg, 1, 72)
definirano s

PTo = GpoTo + Qo121 + ApaT2
pr_l = Qa10%p + a11T1 + 1279, det (CLZ‘J‘) 7é 0 (21)
PTa = a20To + a2121 + G292

se naziva projektivna transformacija (projektivitet).

Svi projektiviteti ravnine PG(2, R) ¢ine grupa koju nazivamo grupom transfor-
macija projektivne ravnine. Ta je grupa izomorfna grupi klasa proporcionalnih
regularnih linearnih operatora na prostoru R?, odnosno grupi regularnih matrica
reda 3 nad poljem R.



Poglavlje 3

Izotropna ravnina

[zotropna ravnina Z, je realna projektivna ravnina u kojoj je metrika inducirana
realnim pravcem f i s njim incidentnom realnom tockom F, [6]. Uredeni par
(f, F') se naziva apsolutnom figurom izotropne ravnine.

U afinom modelu izotropne ravnine u kojem je apsolutni pravac dan jednadz-
bom xy = 0, a apsolutna toc¢ka F' koordinatama (0,0, 1), to¢ka s projektivnim ho-
mogenim koordinatama (zg, x1,x2) ima afine nehomogene koordinate (x,y) gdje

je
I %)
r=—, y=—.
Zo ZLo

Pravci koji prolaze apsolutnom to¢kom F' se nazivaju tzotropnim pravcima, a

tocke koje leze na apsolutnom pravcu izotropnim tockama.

Teorem 3.1 Projektivne transformacije koje apsolutnu figuru izotropne ravnine
preslikavaju v nju samu cine 5-parametarsku grupu Gs @ imaju jednadzbe oblika

T=a+pr, J=b+cr+qy. (3.1)

Dokaz: Odredimo projektivne transformacije (2.1) koje apsolutnu toc¢ku presli-
kavaju u apsolutnu tocku, a izotropne tocke u izotropne tocke. Iz ¢injenice da
je slika apsolutne tocke (0,0,1) apsolutna tocka p(0,0, 1), slijedi age = a2 = 0
i ase # 0. Iz Ginjenice da je slika neke izotropne tocke (0,x1,x) neka izotropna
tocka p(0,77,72), slijedi agy = 01 a;1 # 0. Buduéi da mora biti det (a;;) # 0,
slijedi agyp # 0. Uvodenjem oznaka a = %’ b= %, c= %, p = % iqg= %
slijedi da sve projektivne transformacije koje apsolutnu figuru preslikavaju u sebe
imaju oblik (3.1).

Provjerimo je li skup takvih transformacija zatvoren na kompoziciju i inverz.
Neka su dane projektivne transformacije T i T5:

T =ai +pi1x
Ty...q
y=b+cax+aqy, pi,q1#0

9



]

= a3 + p2T

=by + T + @Y, p2,q#0

<

T{

T =as+ pa(ar + p1x) = (ag + peay) + pop1 - T

Za T, o T} imamo:

Y = by+ca(a1+p17)+q(bi +erx+qy) = (ba+caa1+qabi) + (copi+qac1) T +q1a2y.

Kako je p1ps # 01 qiq2 # 0, T o T} je projektivitet oblika (3.1). Provjerimo
zatvorenost na inverz. Neka je sada 1" projektivitet dan s

T T=a+pr,p#0
y=b+cr+qy, q#0.

Projektivitet 77! dan s

]
Il
|

71! {
= ac b c =
V=% a m’

je inverz od T' jer je:

T loT = {

Zaklju¢ujemo da je skup projektivnih transformacija oblika (3.1) grupa. O

Q=

Kl
Il

—%+%(a+px):—%+%+x:x
b

;‘;—;—g—z)iq(a+px)+%(b+cx+qy)=Z—;—a—;—‘;—ﬁxﬁLgﬁLﬁx—ky:y.

<
I

Gs se naziva grupom slicnosti izotropne ravnine, [2], |6].

Dva su pravca paralelna ako prolaze istom izotropnom toc¢kom. Dvije su tocke
paralelene ako leze na istom izotropnom pravcu.

Za dvije neparalelne to¢ke A(xa,ya) i B(zp,yg) definira se udaljenost s
d(A,B) = xp — x4. Za dvije paralelne tocke A(xa,ya) 1 B(xp,yp), a4 = xp,
definira se raspon s s(A, B) = yp — ya. Na slici 3.1 je prikazana udaljenost za
dvije neparalelne to¢ke B i C' te raspon za paralelne tocke A i B.

Svaki neizotropni pravac g moze biti prikazan jednadzbom oblika y = k,x 41,
dok svaki izotropni pravac ima jednadzbu x = c.
Kut izmedu dva neparalelna pravca g i h dana jednadzbama y = ks + [, i
y = kpx + 1y, je definiran s

90(97 h) = i(97 h) = kh - kg' (32)

10



c
d(B,C)

B i
‘ s(A,B)
A

Slika 3.1. Udaljenost i raspon tocaka

Za paralelne pravce ¢ i h, k; = ky, definirana je izotropna invarijanta ¢*(g, h) =
Iy, — g, slika 3.2.

Uocimo da su sve Cetiri definirane vrijednosti orijentirane, tj. d(B, A) = —d(A, B),
s(B,A) = —s(A, B), ¢(h,g) = —¢(g,h), ¢*(h,9) = —¢"(g, ).

Slika 3.2. Kut izmedu pravaca

11



Teorem 3.2 Projektivne transformacije grupe Gs koje cuvaju udaljenost c¢ine 4-
parametarsku grupu 1 imaju jednadzbe oblika

T=a+z, Y=b+cx+qy. (3.3)

Dokaz: Neka su dane neparalelne tocke A(za,y4) i B(xzp,yp) i njihove slike
A(T1,92) i B(Ts,yp) dobivene transformacijom T oblika (3.1). Vrijedi:

d(A,B) =xp — x4

d(A,B) =Tg — T4 = prg — pra = p(xp — x4). Da bi T ¢uvala udaljenost, mora
vrijediti d(A, B) = d(A, B) pa slijedi p = 1.

Provjerimo vrijedi li zatvorenost na kompoziciju i inverz.

Neka su TliTQZ
T=a+2x
Tl...{ !

g=bh+arx+qy ,q#0

Yy=by+cx+qy ,0#0

dvije projektivne transformacije oblika (3.3). Za Ty o Ty imamo:

i

T=as+ (a1 +x)=(ag+a))+x

Y = by +caar + 1)+ qa(by + 17 + quy) = (b2 + c2a1 + q2b1) + (c2 + q2¢1)7 + Q1 g2y

Kako je q1q2 # 0, Ty o T7 je projektivitet oblika (3.3). Provjerimo zatvorenost na
inverz. Neka je sada T' projektivitet,

T T=a+x
y=b+cr+qy, q#0

Tada je projektivitet 77! dan s

inverz od T jer vrijedi

y=9 ¢ et +btertq) =70 - frtitirty=y
Zaklju¢ujemo kako je skup projektiviteta oblika (3.3) grupa. O

Teorem 3.3 Projektivne transformacije grupe Gs koje cuvaju raspon 4-parametarsku
grupu i imaju jednadzbe oblika

T=a+pr, J=b+cxr+y. (3.4)

12



Dokaz: Neka su dane paralelne tocke A(za,y4) 1 B(xp,yp), x4 = xp, 1 njihove
slike A(7x,7ya) i B(Tp,y5). Vrijedi:

s(A,B) =yp — ya

$(A,B) =¥5 —Ya = ctp + qup — cxa — qya = q(ys — ya).

Slijedi ¢ = 1.

Provjerimo vrijedi li zatvorenost na kompoziciju i inverz. Neka su T} i T5:

T =a+px
T .. Lrp
yzbl+clx+y

.%':CZQ‘FPQE
To...%
y=bs+cx+7y

dvije projektivne transformacije oblika (3.4). Za Ty o Ty imamo:
T = as +p2(ar + p1x) = (az + paar) + pipax

y="0by+ co(ar +pix) + by + iz +y = (ba + coar + b1) + (copr + 1) + .

Ty o T} je projektivitet oblika (3.4). Provjerimo zatvorenost na inverz. Neka je

sada T projektivitet,
r=a+pr
T... b
y=b+cr+y.
Tada je 7! dan s
. =1 _¢a
T ... P P
y=-b—cr+7y
inverz od T jer vrijedi

_ 1 _a
T loT. .. —E(a—kp:v) P
y=-b—cx+b+crx+y=uy.

81l

=,tr—2=x
Dokazali smo da je T~! inverz od T pa zakljucujemo kako je skup projektiviteta
danih s (3.4) grupa. O

Teorem 3.4 Projektivne transformacije koje ¢uvaju udaljenost i raspon cine 3-

parametarsku grupu Gs © imaju jednadzbe oblika
T=a+x, Y=b+cr+y. (3.5)

Dokaz: 'Tvrdnja slijedi iz teorema 3.3 i 3.4. U

Podgrupa Gz grupe G5 se naziva grupom gibanja izotropne ravnine.

13



Teorem 3.5 Transformacija slicnosti dana s (3.1) preslikava pravac g s jednadz-
bom y = kgx + 1, u pravac g s jednadzbom y = k:_ga: + E gdje je:
— ¢ q 7 c q
ky=—+4+—kyy l,=(b—a—)—a—-k,+ ql,. 3.6
s= 2y = (b-ad) —adh +al (3.6)
Dokaz: Slika praveay = kyz+l, je pravac y = kyz+1,. 1z (3.1) slijedi btcr+qy =

ky(a+ pz) + 1, Dakle, y = fb=ty 4 ltborl, har—e ;

ly, = ltkaa=b 4 hivamo izraze (3.6). O
q

Izjednacavanjem k, =

Teorem 3.6 Projektivne transformacije grupe Gs koje cuvaju kut ¢ine 4-parametarsku
grupu i imaju jednadzbe oblika

T=a+pr, J=b+cx+py. (3.7)

Dokaz: Neka su dani pravci g i b s jednadzbama y = kx4 1, iy = kpx + 1, te
njihove slike g i & s jednadzbama y = k_gyc + E iy =kpx+ 1, Vrijedi:
p(9,h) = kn — kg
gp(g,h):kh—kg:;f—ki
Slijedi p = q. 0

Teorem 3.7 Projektivne transformacije grupe Gs koje cuvaju vrigednost * cine
4-parametarsku grupu i imaju jednadZbe oblika

T=a+pr, J=b+cr+y. (3.8)

Dokaz: Neka su dani paralelni pravci ¢ i h te njihove slike § i h. Vrijedi:
¢(g.h) =1 -,
" (g, h) =ln —lg=(b—a;) —alky+qly — (b—a7) + alky — qly = q(ln — 1)

Slijedi ¢ = 1. O
Teorem 3.8 Projektivne transformacije koje cuvaju kut i vrijednost ©* cine 3-
parametarsku grupu Gs ¢ imaju jednadzbe oblika

T=a+z, Y=b+cxr+y. (3.9)
Dokaz: 'Tvrdnja slijedi iz teorema 3.6 i 3.7. U

Dakle, vrijednosti kao $to su udaljenost dviju neparalelnih tocaka, raspon
dviju paralelnih tocaka, kut dvaju neparalelnih pravaca i kut ¢* dvaju paralel-
nih pravaca su invarijante grupe Gs pa je ona izabrana za fundamentalnu grupu
transformacija izotropne ravnine [2]|. Sastoji se od translacija, [1]

T=a+z, Y=b+y
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1 rotacija
T=x, Y=cx+y.

Uistinu, svaku transformaciju oblika (3.9) moguce je prikazati kao kompoziciju
translacije T =a+x,y = b— ac+ vy, i rotacije T = x, §y = cx + y.

Uredeni se par (Z, G5) naziva izotropnom geometrijom slicnosti, a uredeni par
(Zy, G3) izotropnom geometrijom gibanja, [6].

Neka je dan neizotropni pravac p i tocka T'. Normalom pravca p u tocki T'
nazivamo izotropni pravac n koji prolazi to¢kom T. Udaljenost d(T,p) tocke T
od pravca p je raspon s(T, N), gdje je N toc¢ka pravca p paralelna tocki T'.

3.1 Elementarna geometrija izotropne ravnine

Pogledajmo sada kako izgledaju neke osnovne metricke relacije u trokutu u izo-
tropnoj ravnini.

Poloviste M neparalelnih toc¢aka A(x4,y4) 1 B(zp,yp) je tocka pravca AB takva
da je d(A, M) = d(M, B). Koordinate to¢ke M su dane s

Ta+ T Ya+YB
2 ’ 2 '

Pokazimo to.
Kako mora vrijediti d(A, M) = d(M, B), imamo sljedeée:

IM — XA = IB—TM
2$M = .TB—i-iIZ'A
raA+2xp
Ty = —(—

2

S time smo dobili = koordinatu za to¢ku M. Kako je to¢ka M tocka pravca AB,
y koordinatu mozemo dobiti tako da x koordinatu uvrstimo u jednadzbu pravca
AB. Jednadzba pravca AB je dana s:

_ YB —yA:E _ ra(ys — ya)

IBp — XA IBp — XA

+ Ya-
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Uvrstimo li xj; u x imamo sljedece:

(yB —ya) (@atzp) walys —ya)

y = ' tya
Tp — TA 2 ITp— XA
y = YBTA + YBTB — YATA — YATB — 20 4YB + 204YA + 2YaTp — 2YaT 4
2(xp — x4)
—TAYA — TAYB + YBTB + YaATR
y g
2(xp —xa)
~ yalep —wa) +ys(TB — T4)
y g
2(xp —xa)
_ Ya+t+ys
Y 2

Dakle, koordinate tocke M su

M- xA"‘l’B’yA‘i‘yB ‘
2 2

Simetrala s neparalelnih pravca g i h danih jednadzbama y = kgo + [, i
y = kpx + [, je pravac koji prolazi njihovim sjecistem takav da ¢(g,s) = ¢(s, h).
Jednadzba pravca s je

y = ksx + I, (3.10)

_ gty

kgtkn
G als =25

nge .je ks =
Dokazimo to.
Kako mora vrijediti ¢(g, s) = ¢(s, h) imamo sljedece:

k:s—k’g = ky — kg
kg + ky,

ks =
2

Simetrala s prolazi sjeciStem S pravca g i h, gdje su koordinate tocke S dane

. lg—lh khlg—kglh [ . . . k,‘g+k’h v . v
sS = (krkg, k. ) 1ima koeficijent smjera ky = 5", stoga mozemo izracu-
nati njenu jednadzbu koriste¢i formulu za jednadzbu pravca s danim koeficijentom

smjera i jednom pripadnom tockom.
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Uvrstavajuéi dobivamo sljedece:

 aly — kgl ky + K, (x_ zg—zh>

ky, — kg 2 ky — kg

y - kg + Ky, . (I = 1g) (kg + kn) n kply — kgly,
2 2(kp, — ky) ky, — kg

y - kg + Ky, . Euly, — kglg + kply — kglp
2 2(kp, — ky)

y = kg + kn . kn(ln + 1g) — kg(ln + 1)
2 2(kp, — ky)

kgt ky lg+1,
y = 5 T+ 5
Ako stavimo oznake k, = @ il, = lg;l", dobivamo jednadzbu za s
y = ksx + .

3.1.1 Teoremi o trokutu izotropne ravnine

Trokut je figura koja se sastoji od triju toc¢aka A, B, C, koje nazivamo vrhovima
trokuta, i njihovih spojnica a = BC, b = CA i ¢ = AB koje nazivamo strani-
cama trokuta. Kazemo da je trokut dopustiv ako niti jedna njegova stranica nije
izotropan pravac. Ukoliko su vrhovi trokuta dani koordinatama

A(xa,ya), B(zp,ys), Clzc,ye), (3.11)

stranice su dane jednadzbama

AB y:yB_yA.:C_i_yAxB_yBxA
Ip — A Ip — A
— o — x
BC .. y=2c"Y8 ., Yptc” Velh (3.12)
To — IR Tc — B
CA y:yA_yC_x_i_nyA_yAxC.
Trpa— TC TpaA— TC

Teorem 3.9 Neka je dan dopustiv trokut ABC. Tada je zbroj duljina njegovih
stranica jednak 0, tj vrijeds

d(A, B) + d(B,C) + d(C, A) = 0,

Dokaz: Neka je dan dopustiv trokut ABC' s koordinatama vrhova A(z4,ya4),
B(IB, yB)7 O(CECH yC) Kakoje d(A’ B) =IB—TA, d(Bu O) =ZTc—IB 1 d<c7 A) =

Ty — o, imamo:
d(A,B)+d(B,C)+d(C,A) =2z —xa+2c —Tp+Ta— Zc
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d(A,B)+d(B,C)+d(C,A) =0,
a to smo 1 trebali dokazati. O

Odsada pa nadalje svaki trokut ABC' u izotropnoj ravnini smatramo dopusti-
vim.

Teorem 3.10 Zbroj kutova u trokutu izotropne ravnine je jednak 0.

Dokaz: Neka je dan dopustiv trokut ABC. Zelimo dokazati da je £L(AB,BC) +
L(BC,CA)+ £(CA, AB) = 0. Ozna¢imo s ¢ := AB, a := BC, b := C'A. Ako su
jednadzbe stranice a,b i ¢ dane s

a ... y=kx+l,
b ... y:kbx—i—lb
c ... y=kax+I.

tada vrijedi:

L(e,a) + L(a,b) + L(byc) = ko —ke+ky — ko + ke — kb
L(e,a) + L(a,b) + L(b,c) = 0,

a to smo 1 trebali dokazati. O

Neka je dan trokut ABC s vrhovima A(x4,ya4), B(xp,ygs), C(zc,yc) te neka
su tocke Py, P, i P3 polovista stranica AB, BC' i C'A redom. Njihove koordinate
su: Py = (2af2e) p, = (2effe) Py = (Z<ff4) | Tezidnica trokuta u izotropnoj
ravnini je duzina koja spaja poloviste stranice trokuta s nasuprotnim vrhom te
se one sijeku u jednoj tocki koju nazivamo teziste trokuta.

Teziste T trokuta ABC ima koordinate

T_ <£EA+IL’B+33C yA+yB+yc)

3 ’ 3

analogno kao i u euklidskoj ravnini.

Dokazimo to.

Odredimo jednadzbe tezisnica trokuta ABC"

Neka je t, tezi$nica iz vrha A, t, iz vrha B i t. iz vtha C. Kako t, prolazi
kroz tocku A i kroz P,, t, kroz tocku B i kroz P a t. prolazi kroz tocku C i
kroz P, koriste¢i formulu za jednadzbu pravca kroz dvije toc¢ke dobivamo sljedece
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jednadzbe tezi$nica t,,t, i t.:

-T+

y _ YptYc—2ya
¢ :L‘B+l’c—2l‘A
Yo +ya —2ys
tb Yy = .
To+ x4 — 2R
; _ Yatys—2yc

T +

yalzp +2¢) —xalys + yo)
B+ To — ZIA
yp(xc +x4) —25(Yc + ya)

T+ (3.13)

To+ x4 — 2R
yo(ra+p) — vc(ya + yn)
T4+ 75— 220 ’

A+ xB — 220

Koordinate tezista T mozemo izracunati ukoliko izjednacimo jednadzbe tezisnica
ty 1t.. Prije toga uvedimo neke oznake radi lakSega racunanja.
Neka je y* =ya +yp +ycix* =24+ x5+ xc. Imamo da su ¢, i t. jednake:

Y' —3ya
t Ly
y" —3yc
t, =L Iy~ .
310 (r —2c) +yc
(3.14)
Neka je
y* —3ya
ky, = —— 3.15
T* — 314 ( )
i . g
Yy —9Yc
ke = Z—2. 3.16
T* — 3o ( )
Slijedi da su t,,t. dane jednadzbama
y=ko(z —za) +ya
y = ke(z —zc) +yc.
Izjednacavajuci zadnje dvije jednadzbe dobivamo
ka(x —2a) +ya = ke(x — 2c) + ye,
a iz toga slijedi
:L‘(k‘a — k’c) = XAk, — vcke + Yo — ya. (3.17)
Iz (3.15) i (3.16) imamo da je
Y" = ka(z" — 324) + 3ya (3.18)
y* = k(2" — 3xc) + 3yc. (3.19)
Izjednacavajuéi (3.18) i (3.19) dobivamo:
ko(x* —3x4) + 3ya = ke(2™ — 32¢) + 3yc- (3.20)
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Iz toga dobivamo

*

yo —ya = %(k’a — k) — waka + xcke (3.21)

Sada, ako u (3.17) uvrstimo (3.21), dobivamo

*

2(ka — k) = 2 ke — koo + ‘%(ka — ko) — 2aka + kezc. (3.22)
Slijedi da je
z* TA+2Tp+TCo
_ T _TatTstic 3.23
T=3 3 (3.23)

Uvrstavanjem x koordinate tocke 1" u bilo koju jednadzbu teziSnica dobivamo

y:yA+yB+yC

; , (3.24)

a to smo i trebali pokazati.

Pogledajmo sada nekoliko jednakosti koje vrijede u izotropnoj ravnini a koje
su analogne jednakostima koje vrijede u euklidskoj ravnini.

U euklidskoj ravnini znamo da vrijedi da je umnozak duljine stranice s njenom
visinom konstantan, odnosno da vrijedi

a-v,="b-vy, =c- ..
Sljedeci teorem daje analogan izraz u izotropnoj ravnini:

Teorem 3.11 Neka je dan trokut ABC' s vrhovima A(xa,xp), B(xp,yg) i C(zc, yc)
te neka su tocke Ay, By i Cy presjeci izotropnih pravaca kroz vrhove trokuta A,
B i C redom sa stranicama BC, CA i AB. Tada je

d(A, B) - s(Cyy,C) = d(B,C) - s(Ay, A) = d(C, A) - s(By, B).  (3.25)

Dokaz: Vrijedi da je d(A,B) = xp — x4. lzotropni pravac kroz to¢ku C ima
jednadzbu x = x¢. Da bi izracunali koordinate tocke C'y moramo naéi presjek
izotropnog pravca x = x¢ sa stranicom AB. Jednadzba stranice AB je

— TB — YT

_ Y8 yA'I_’_yA B —YnB A (3.26)
IB — TA IB — TA

Uvrstavanjem jednadzbe izotropnog pravca x = x¢ u gornju jednadzbu dobivamo

YB —Ya YATB — YBTA
=" .pc+ 7"

Ip —TA Tp —TA
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Dakle, dobivamo koordinate totke Cp (¢, YBEe—YATCHUATE—YBTA) Glijedi da je

TB—TA
s(C,Cy) = YBTo — YaTc +YaTp — YpTa ve
B —TA
S(C.Cy) = 2a(yc — yp) + 2p(Ya — yo) + zo(yp — ya)
I — XA

Mnozenjem d(A, B) - s(C, Cy) dobivamo:

2A(Yye —yp) + 25(Ya —yo) + xc(ys — ya)
B —TA
d(A,B)-s(C,Cx) = zalyc —yp)+25(a —yc) +zc(ys — ya).

d(A,B)-s(C,Cy) = (x5 —z4)-

Sada zaklju¢ujemo kako ¢e vrijediti jednakosti (3.25). O

Trokut AgByCy iz Teorema 3.11 je analogija ortickom trokutu u euklidskoj
ravnini. U euklidskoj ravnini orticki trokut trokuta ABC' je trokut kojemu su
vrhovi sjeciSta visina s nasuprotnim stranicama. U izotropnoj je ravnini orticki

Slika 3.3. Orticki trokut u euklidskoj ravnini

trokut Ay ByCy trokuta ABC' definiran kao trokut ¢iji su vrhovi sjecista izo-
tropnih pravaca kroz vrhove trokuta ABC' s njima nasuprotnim stranicama. Na
slici 3.4 je prikazan orticki trokut Ay ByCy trokuta ABC.

Teorem 3.12 U trokutu ABC wvrijede sljedece jednakosti:

d(B,C)  d(C,A)  d(A B) (3.27)
L(CA,AB)  4£(AB,BC) £(BC,CA) ‘
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Slika 3.4. Orticki trokut u izotropnoj ravnini

Dokaz: Tzra¢unajmo %. Imamo da je d(B,C) = x¢ — xp, a prema (3.2)

imamo da je L(CA, AB) = ygfy“ — YA7UC pa je

TB—TA TA—TC

d(B,C) To — B
A(CA’AB) = YB—YA _ YA—"YC

TR—TA TA—TC

d(B,C) B To — TR

£(CA, AB) T (ma—zo)(yp—ya)—(zp—w4)(ya—yc)
(zp—za)(TA—TC)

d(B,C) _ (xc —x)(xp —xa)(TA — 2C) (3.28)

L(CA, AB) Ao —ys) +x5(ya — yo) + vc(ys — ya)

Ocito ¢e za bilo koju stranicu i nasuprotni kut vrijediti analogna jednakost (3.28).
Stoga zakljucujemo da vrijedi (3.27). O

Prema ovom teoremu vidimo da u izotropnoj ravnini imamo analogiju sinuso-
vog poucka, odnosno ono §to je u euklidskoj ravnini

a b c

. - . — . )
sina  sinf8  sinvy

to je u izotropnoj ravnini jednakost (3.27).

Teorem 3.13 Neka je dan trokut ABC. Tada vrijedi:

£(CA, AB) = % (3.20)
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s(A, Ap)

£(AB, BC) = [ (3.30)
L(BC,CA) %, (3.31)

gdje su tocke Ay, By i Cy sjecista izotropnih pravaca kroz vrhove trokuta A, B
i C' redom sa stranicama BC, CA i AB.

Dokaz: Dokazimo da vrijedi (3.29). Iz (3.25) i (3.28) imamo:

d(B,C) (xc —zg)(xp —xa)(TA — 2C)

£L(CA, AB) d(A, B) - s(C,Cqg)
pa je
S(O, CH)
L(CA,AB) = —=.
( ) ) d(C7 A)
Analognim ra¢unom dobijemo da vrijedi:
S(A, AH)
AB,BC) = ————=
S(B, BH)
B A= —"""*"2
4(BC,0A) = TR
$to smo 1 trebali dokazati. O

Jednakosti (3.29)-(3.31) su analogne sljede¢im jednakostima u euklidskoj rav-
nini:

. Ve
sina = —
b
. Vq
sinf = —
: Uy
siny = —.
a

Teorem 3.14 Zbroj udaljenosti vrhova trokuta ABC' od pravca p je 0 ako i samo
ako taj pravac prolazi tezistem T trokuta ABC.

Dokaz: Neka je dan trokut ABC' s vrhovima A(x4,y4), B(zp,ys), C(zc,yc) i
teziStem T(£ariptic YATUpTUC) | peka je dan pravac p s jednadzbom y = kx +1.
Zelimo dokazati da vrijedi d(A,p) + d(B,p) + d(C,p) = 0 ako i samo pravac p

prolazi tezistem 7. Udaljenost neke tocke Q(zg,yg) 1 praveca p je zapravo raspon
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Slika 3.5.

tocke @) i neke tocke P koja pripada pravcu p a koja ima koordinate P(xq, kxg+!)
pa je d(Q,p) = kxg + | — xg. Tako imamo sljedece:

d(A,p) +d(B,p) +d(C,p) =0
& kxpg+l—yat+tk-zp+l—yp+k-a2c+l—yc=0
yat+ystyo _ k(za+ap+a0)
3 3

& +1

(3.32)

a to upravo znaci da pravac p prolazi teziStem T S$to smo i trebali dokazati, slika
3.5. O

Izotropni pravci postavljeni vrhovima trokuta u izotropnoj ravnini su ana-
logni visinama trokuta u euklidskoj ravnini. Kako se oni sijeku u apsolutnoj
tocki, apsolutnu tocku mozemo smatrati ortocentrom svakog trokuta u izotrop-
noj ravnini.

Sli¢no, izotropni pravci koji prolaze polovistima stranica trokuta u izotropnoj
ravnini su analogni simetralama stranica u euklidskoj ravnini. Njihovo sjeciste je
takoder apsolutna tocka F'.

Radi jednostavnosti dokaza nekih tvrdnji dobro je trokut u opéem polozaju izo-
tropnim gibanjem dovesti u neki povoljniji polozaj.

Neka je dan trokut ABC' s vrhovima A(xa,ya4), B(zp,ys), C(zc,yc). Trazimo
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projektivnu transformaciju (gibanje) oblika T = a + 2,5 = d + cx + y tako da
vrijedi:
A(z4,y4) = (0,0)
B(zp,ys) — (b,0)
C(zo,yco) = (c1,c9).
Odnosno, zelimo trokut ABC' pomaknuti tako da mu jedan njegov vrh (bez sma-

njenja opcenitosti neka je to tocka A) bude tocka (0,0), a da druga toc¢ka bude
(b,0). Mora vrijediti:

a+xry =
d+cra+ys =
d+cx3+y3 =
Dobivamo:
a = —Ta
YB — Ya
C —_— B ——
A —TB
d = TBYA — TAYB
TA—2Tp

Kako se svaki trokut moze nekim izotropnim gibanjem dovesti u specijalan polozaj
takav da su mu vrhovi dani koordinatama (0, 0), (b,0), (c1, ¢2), dovoljno je tvrdnje
u izotropnoj ravnini dokazati samo za trokute u tom specijalnom polozaju.
Neka je sada dan trokut ABC' s vrhovima A(0,0), B(b,0) i C(cy,cy). Jednadzbe
stranica tog trokuta su:

AB ... y=0
Co bCQ
BC ... y= -x—
Y Cl—b v Cl—b
CA ... yzg-x.
1

(3.33)

Izrat¢unajmo jednadzbe simetrala kutova u trokutu ABC. Prema (3.10) imamo
da je jednadzba simetrale @ kuta pri vrhu A je:
&)

y= 201

Simetrala b kuta pri vrhu B je:




i simetrala ¢ kuta pri vrhu C' je:

_ 2¢160 — bey bey

¥y= 261(01 —b) v 2(61 —b)

ol

Pogledajmo sada presjeke dobivenih simetrala. Ako presje¢emo simetralu b i ¢
imamo to¢ku A s koordinatama:

Tot¢ku B dobivamo kao presjek simetrala ¢i @ , tj

B (b, bﬁ) |
261

I totku C kao presjek simetrala @ i b,

C=(a3).

Promotrimo sada trokut s vrhovima A, B i C. Jednadzbe njegovih stranica su:

—_ 02(201 — b) bCQ
AB = cxr—
Y o0(a—b) " 2 —b)
— Co
B S
C Y 201
m _ Co o bCl

20 —b) " 2 —b)
(3.34)

Vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 3.15 U trokutu ABC vrijedi da su duljine stranica iste te da je omjer
kutova isti kao i u trokutu ABC.

Dokaz: Neka su dani trokuti ABC's vrhovima A(0,0), B(b,0) i C(cy,co) i trokut
ABC' s vrhovima A(0, 2(2?321)))7 B(b, 12%) i C = (c, %2)_
duljine stranica iste, odnosno da vrijedi d(A, B) = d(A,

d(C, A) = d(C, A). ITmamo:

okazimo da su njihove

D
B), d(B,C) =d(B,C) i
) = b=d(A,B),

A B
d(B,C) = ¢ —b=d(B,C)i
C,A) = ¢ =d(C,A).
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C
B
a
Slika 3.6.
Pogledajmo kutove u trokutu ABC"
£L(BAAC) = 2
&1
£L(AB,BC) = -2
C1 — b
Co Co C1Cy — bCQ — C1C2 —bCQ
L(BC,CA) = =2 - = = .
( ) (6] C1 — b C1 (Cl — b) C1 (Cl — b)
(3.35)
Kutovi u trokutu ABC su:
L(BAAC) = -2
201
—_ 02(261 — b) Co —Cy 201 —b— c1 + b Co
L(AB,BC) = ——~L - = = S
( ’ ) 2C1(Cl — b) 201 201 C1 — b 2(01 — b)
_— — bCQ
B A = ————.
K( C’ ¢ ) 2Cl<61 — b)
(3.36)

Sada imamo:

£(AB,BC) £(BA,AC) 4(BC,CA)

L{(AB,BC) 4(BA,AC) 4£(BC.CA)

Dakle, zaklju¢ujemo da su omjeri kutova u trokutima ABC' i ABC jednaki. [
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Teorem 3.16 Odgovarajuce stranice trokuta ABC' i njemu ortickog trokuta Ay BgCy
se sijeku u tri tocke koje pripadaju istom pravcu.

Dokaz: Neka je dan trokut ABC' sa vrhovima A(0,0), B(b,0), C(c1,ca) te
njemu orticki trokut Ay ByCpy s vrhovima Ay (0, —C‘;r‘f’b), By (b, %b), C(cy,0).
Jednadzbe stranica trokuta ABC su

AB ... y= (3.37)
Cy CQb
BC ... = ST — .
C y p— x p— (3.38)
CA ... y=22 (3.39)
€1

Dok su jednadzbe stranica ortickog trokuta Ay By Chy:

02(201 — b) Cgb
AyBy ... y=—7-—"-1— 4
a=H y 01(01 — b) v Cc1 — b (3 0)
Cgb Cgb
ByCy ... = — 3.41
A-H 4 Cl<Cl—b) x+61—b ( )
Cgb Cgb
Ay ... y=——"—— 00— ——. 42
CH a Y 01(01 — b) o Cc1 — b (3 )

Odredimo presjeke odgovarajuc¢ih stranica trokuta ABC i AgByCpy. Neka je
Ty presjek stranice AB i AyBg. 1z (3.37) i (3.40) dobivamo da je Tl(Qfllﬁb,O).

Neka je 7o, = BC N By Cy, pa imamo da je Tg(%, %)v te Ts = CANCrAg
bey cob

pa je T3(2b7c1’ 2Hl). Da bi dokazali da tocke T}, T, T3 pripadaju istome pravcu,

izrac¢unajmo prvo jednadzbu pravca kroz tocke 17 i T5:

02(201 — b) bCQ
.. y=——~ 20— ——. 3.43
2= —b) " 30 —b) (3:43)
Uvrstavanjem koordinata tocke T3 u jednadzbu (3.43) dobivamo da toc¢ka Tj
pripada tome pravcu, odnosno dobili smo da tocke T}, T5,T5 pripadaju istome

pravcu, Sto smo i trebali dokazati. l

Pravac kojemu pripadaju tocke 11, T5, T5 iz Teorema 3.16 nazivamo orticka os
trokuta ABC, slika 3.7.

Ako je trokut Apy, By, Cy, orticki trokut trokutu Ay ByCy, tada on ima istu
orticku os kao i trokut Ay ByChy, te vrijedi da svaki sljedeéi orticki trokut ima
istu orticku os. To vrijedi prema sljede¢em teoremu:

Teorem 3.17 Orticki trokut AgBrgCrg tma istu orticku os kao trokut ABC' te
vrijeds

S(A, AH) = S(AHI,A)

8<B,BH> = S(BHNB)

S(C, CH) = S(CHl, C)
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orticka os

Slika 3.7. Orticka os

Dokaz: Neka je dan orticki trokut Ay ByCpy s vrhovima Ay (0, —-2%), By (b, 2%)

c1—b ) ey

i Cy(c1,0). Njemu orticki trokut Ay, By, Cy, tadaima vrhove dane s Ay, (0, %_bb),

B, ( ,—%b) i Cy,(c1,2¢5). Jednadzbe stranica trokuta Apy, By, Cy, su dane s

Cg(b — 201) CQb
Ap, B e Y=
H, P Hy Yy Cl(Cl—b) x+cl_b
26162 + Cgb 302b
By, C e e e R
i i C1 (Cl — b) o C1 — b
20102 — 3Cgb Czb
ChA Y= . .
B 45 y Cl(Cl — b) T C1 — b

Neka su tocke M;, My, M3 presjeci odgovarajucih stranica trokuta Ay, By, Ch, i
AgByCp. Dobivamo da su Ml(—%,O), Mg(flcjr%, c?fb) i Ms( ,—%b). Vidimo
da je My =Ty, My = Ty i M3 = T3 stoga zaklju¢ujemo kako trokut AgByCy
ima istu orticku os kao i trokut ABC.

Vrijedi nadalje:

s(A, An) = _ch_b - = 5(Au,, A)
s(B,Bg) = ccilb = s(Bpg,, B)
s(C,Cy) = —co=5(Cq,,0),
te je time i dokazana druga tvrdnja teorema. 0
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Slika 3.8.

3.2 Krivulje 2. reda u izotropnoj ravnini

U ovom poglavlju ¢emo promatrati krivulje 2. reda u izotropnoj ravnini. Za po-
¢etak definirajmo kruznicu te dokazimo nekoliko teorema koje vrijede za kruznicu
u izotropnoj ravnini, a koji imaju svoje analogone u euklidskoj ravnini.

3.2.1 KruZnica

Krivulja drugog reda (konika) u projektivnoj ravnini je skup tocaka (zo,x1,x2)
koje zadovoljavaju jednadzbu

aooxg + 2@01%0271 + 2@021’01‘2 + (lul’% + 2@12%’11’2 + CLQQZE% = 0. (344)

U izotropnoj ravnini kruznica je krivulja drugog reda koja dodiruje apsolutni
pravac f s jednadZbom xy = 0 u apsolutnoj toc¢ki F(0,0,1).
Odredimo njenu jednadzbu pomoéu tog svojstva. Kako apsolutna toc¢ka F(0,0, 1)
pripada kruznici, uvrstavanjem njezinih koordinata u jednadzbu (3.44) imamo da
je as = 0.
Promotrimo presjek apsolutnog pravca xo = 0 s krivuljom (3.44). Dobivamo

2
a1y —+ 2@121}11’2 =0

1131((111551 + 2@121’2) = 0

Iz ovoga slijedi da je 1 = 0 ili da je a;1xy + 2a1229 = 0. No, Zelimo da je
x1 = 0 jedino rjeSenje jer kruznica dira apsolutni pravac samo u apsolutnoj tocki
F. Zbog toga imamo

a9y =0
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pa mora vrijediti a;o = 0.
Dakle, svaka kruznica u izotropnoj ravnini ima jednadzbu
CLO()SL’?) + 2(1011’0.7)1 + 2@02$0$2 + CLHI% =0. (345)
Dijeljenjem jednadzbe (3.45) s 22 dobivamo
2
L1

T T2
ago + 2a01— + 2a02— + a;1— =0,
o X Ty

tj. imamo da je jednadzba kruznice u afinim koordinatama dana s

ago + 2a01x + 2a0y + a2 = 0. (3.46)
Kako age # 0, mozemo pisati
a1 o Qo1 apo
2a02 o2 2a02
Uvodimo oznake
S T T )
2002 aos’ 2a02
Uz gornje oznake, svaka kruznica u izotropnoj ravnini ima jednadzbu oblika
y = Ro* + ax + B. (3.47)

Slicno kao i u euklidskoj ravnini, gdje naj¢e$¢e uzimamo da je srediste kruz-
nice u ishodistu koordinatnog sustava O(0,0) radi lakseg ra¢unanja, tako ¢emo
jednadzbu kruZnice u izotropnoj ravnini svesti na jednostavniji oblik. Zelimo
sacuvati udaljenost i raspon stoga ¢emo izotropnim gibanjem transformirati jed-
nadzbu kruznice. Gibanjem

2

S rry= =B+
ok YT UR y

T =
je svedemo na oblik
y = Ra?. (3.48)

Zaista, ako u jednadzbu (3.47) uvrstimo
2

o« o« ny
T=T— —,Yy=07 — —
2R7y y 4R )
imamo
ol _ay, o«
y—ﬁ—kﬁ = R(m—ﬁ) +oz(x—ﬁ)+5
2 2 2
= @ 2 ama X =Y
Y 4R+B = RZT ax+4R+ax 2R+B
y = Rz

Kako je gibanjem sac¢uvana udaljenost i raspon, odsada pa nadalje mozemo pret-
postaviti da kruznica ima jednadzbu oblika (3.48).
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Teorem 3.18 Neka su P i Q), P # Q, dvije tocke koje pripadaju kruznici k, A
proizvoljna tocka na kruznici k i neka su P, Q tangente kruznice u tockama P 1
Q redom. Tada vrijedi

L(AP,AQ) = R-d(P,Q), YAck
tj. kut L(AP, AQ) ne ovisi o izboru tocke A. Takoder, vrijedi

£L(P,PQ)=R-d(P,Q) = —4£(Q, PQ).

Slika 3.9.

Dokaz: Neka je y = Rx? jednadzba kruZnice k, te neka tocke P(p, Rp?), Q(q, Rq¢?)
i A(a, Ra?) pripadaju kruznici k. Tada je jednadzba pravca AP dana s

y= R(p+a)x — Rpa
dok je jednadzba pravca A() dana s
y = R(q+ a)r — Rag.
Stoga imamo da je
£(AP,AQ) = R(q+a) = R(p+a) = R(g —p) = R-d(P,Q),

odnosno dobili smo da kut izmedu AP i AQ ne ovisi o toc¢ki A.
Dokazimo i drugu tvrdnju. Jednadzba tangente P kruznice k u tocki P je dana s

y = 2Rpx — Rp®,

pa je
L(P,PQ) = R(qg+p)—2Rp=R(qg—p) = R-d(P,Q).
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Jednadzba tangente Q kruznice k u tocki @ je
y = 2Rqx — R¢?,
pa je
£(Q,PQ)=R(q+p) —2Rg=R(p—q) =R-d(Q,P)=—-R-d(P,Q),

a to smo 1 trebali dokazati. O

Prethodni je teorem analogon sljedeé¢e tvrdnje u euklidskoj ravnini:
Neka je dana kruznica k, dvije tocke P i Q kruznice k te neka je toCka A tocka
kruznice k, A # P,Q. Tada vrijedi da je svaki obodni kut £(PAQ) kruznice k
nad tetivom P(Q) jednak kutu izmedu pravca P(Q) i tangente kruznice k u toc¢kama
Pili Q, [3].

Poznato je da u euklidskoj ravnini vrijedi sljedec¢a tvrdnja [5]:
Neka su dane tocke A, B, C koje pripadaju kruznici k, te neka su t4,tg,tc tan-
gente kruznice k u tim tockama redom, a trokut Ay ByCy orticki trokut trokuta
ABC. Tada vrijedi da je ta | CuBu,tp | CuApy ite || BuAp, slika 3.10.

Slika 3.10.

U izotropnoj ravnini vrijedi analogna tvrdnja s jo§ nekim dodatnim svoj-
stvima, slika 3.11. Vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 3.19 Neka su dane tocke A, B, C' koje pripadaju kruznici k te neka tan-
gente ta,tg, tc kruznice k u tockama A, B, C redom tvore trokut ArBrCr. Tada
vrijede sljedece tvrdnje:

1) Vrhovi trokuta ApBrCr su paralelni s polovistima odgovarajuéih stranica tro-
kuta ABC' i pripadaju odgovarajucim stranicama ortickog trokuta AgBrCh.

2) Stranice trokuta ArBrCr su paralelne sa odgovarajuéim stranicama ortickog
trokuta AgByClh.
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Slika 3.11.

Dokaz: Neka su dane tocke A(a, Ra?), B(b, Rb*), C(c, Rc?) koje pripadaju kruz-
nici k s jednadzbom y = Ra?. Tada su vrhovi njemu ortickog trokuta Ay ByCh
Ap(a, Rac+ Rab — Rbc), By (b, Rab+ Rcb — Rca), Cy(c, Rbe + Rac — Rab). Jed-
nadzbe tangenti t 4, tp, tc kruznice k£ u tockama A, B, C' redom su dane s

ta ... y=2Ra -z — Ra*
ts ... y=2Rb-x— RV
te ... y=2Rc-x — R

(3.49)

Izracunajmo vrhove trokuta ArBpCp. Vrh Ap je presjek tangenti g i tc pa

imamo da je Ap(%<
P, stranice BC, jer je poloviste Ps(

, Rbc). 1z ovoga vidimo da je tocka Ar paralelna s polovistem
btc Rb2+RC2)
2 0 2
da su i vrhovi By i Cr paralelni sa polovistima P; i P; stranica AC i AB.

. Analognim rac¢unom dobijemo

Dokazimo da vrhovi trokuta Ay ByrCrp pripadaju odgovarajué¢im stranicama ortic-
kog trokuta Ay ByCpy. Tvrdimo da je By € AgCy. Jednadzbe stranica ortickog
trokuta su:

AgBy ... y=2Rc-x+ Rab— Rbc — Rac
BuyCy ... y=2Ra-x+ Rbc — Rab— Rac (3.50)
CyAyg ... y=2Rb-x+ Rac— Rbc — Rab.
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Uvrstimo li koordinate to¢ke By u jednadzbu pravca AyCpy dobivamo

Rac = 2Rb- (a+c) + Rac — Rbc — Rab

Rac = Rba+ Rbc+ Rac — Rbc — Rab
0 = 0,

odnosno imamo da je Br € AgCpy. Analogno, dobijemo da i ostali vrhovi Ar i
Cr pripadaju stranicama Cy By i Ay By. Time smo dokazali tvrdnju 1).
Da bi dokazali tvrdnju 2) prvo izra¢unajmo jednadzbe stranica trokuta ArByCr.

ArCr ... y=2Rc- -z — Rc?
BrCr ... y=2Ra -z — Ra®
CrAr ... y=2Rb-x — Rb?

Iz danih jednadzbi te iz (3.50) je vidljivo da vrijedi ArCr || AxCy , BrCr ||
ByCy i ArBr || Ay Bg. Time smo dokazali i tvrdnju 2). O

3.2.2 Kirivulje 2. reda u projektivnoj ravnini
Jednadzba krivulje 2. reda (konike) k£ u projektivnoj ravnini je dana s

aoo.iﬂg + 2@01.930331 + 2&02%01’2 + alla:? + 2&121’15172 + agg.ilﬁg = 0. (351)

Svakoj konici k moze se pridruziti klasa matrica p - M, gdje je

Qoo Ap1 Qo2
M = Qo1 11 A2

Qg2 A12 G22
Tocka T' (zg, x1, o) pripada konici k£ ako vrijedi da je
To

[JIO T IQ}M T = 0.
X2

Ako je det M # 0, tada je konika k regularna (neraspadnuta, prava), a ako
je det M = 0 konika k je raspadnuta, odnosno ona se sastoji od dva pravca koji
mogu biti razli¢iti ili se mogu podudarati, [4].

3.2.3 Klasifikacija krivulja 2. reda u izotropnoj ravnini

U euklidskoj se ravnini konike dijele na elipse, hiperbole, parabole i kruznice (spe-
cijalan slu¢aj elipse). U ovom ¢emo potpoglavlju obraditi podjelu (klasifikaciju)
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konika u izotropnoj ravnini.
Svaka je konika k£ dana jednadzbom

aooxg + 2a01x9T1 + 2a0020T2 + allﬁ + 2a127172 + a22$§ = 0.
Prelazom na afine nehomogene koordinate, imamo jednadzbu
aoo + 2001 + 2a92y + apz? + 2a191y + a22y2 = 0. (3.52)

U izotropnoj ravnini konike dane jednadzbom (3.52) ¢emo klasificirat s obzirom
na njihov polozaj prema apsolutnoj figuri tj. gledamo presjek konike i apsolutnog
pravca f s jednadzbom zy = 0. Na slikama 3.12 - 3.27 su prikazani razli¢iti tipovi
pravih i raspadnutih konika na projektivhom modelu izotropne ravnine. Presjek
konike k i apsolutnog pravca f mogu biti:

e Dvije imaginarne tocke
Tada koniku zovemo elipsa, slika 3.12.

Slika 3.12. Elipsa

Ukoliko su sve tocke elipse imaginarne, zovemo ju imaginarna elipsa, slika
3.13.

------
———————
- ~

-
~ -
SN cmenm==="

Slika 3.13. Imaginarna elipsa

e Dvije razlicite realne tocke
Koniku zovemo hiperbola. Razlikujemo 3 tipa hiperbole:

36



— Hiperbola 1. vrste.

Slika 3.14. Hiperbola 1. vrste

Apsolutna tocka F' lezi izvan konike, tj. tangente povucene iz F na k
su realne, slika 3.14.

— Hiperbola 2. wvrste.
Apsolutna tocka F' lezi unutar k, tj. tangente povucene iz F' na k su
imaginarni pravci, slika 3.15.

TN
S

f

Slika 3.15. Hiperbola 2. vrste

— Specijalna hiperbola
Konika £ prolazi apsolutnom toc¢kom, slika 3.16.

Slika 3.16. Specijalna hiperbola

e Jedna realna tocka

— Ako konika k dodiruje f u tocki koja je razli¢ita od F', koniku zovemo
parabola, slika 3.17.

— Ako konika k£ dodiruje f u apsolutnoj tocki, zovemo ju kruznica, slika
3.18.
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Slika 3.17. Parabola

F
e

Slika 3.18. Kruznica

Napomena 3.20 Ukoliko se radi o raspadnutoj koniki odnosno paru pravaca
imamo sljedeé¢u klasifikaciju obzirom na presjek konike i apsolutnog pravca f:

e Par realnih pravaca
Konika se sastoji od dva pravca koji se sijeku u konac¢nosti a koji imaju
dvije zajednicke realne tocke s apsolutnim pravcem f, slika 3.19.

. \_/

n

Slika 3.19.

e Par realnih paralelnih pravaca
Konika se sastoji od dva realna paralelna pravca koji s apsolutnim pravcem
imaju jednu zajednicku tocku, slika 3.20.

e Par realnih pravaca, od kojih je jedan izotropan pravac
Konika je par realnih pravaca, od kojih je jedan izotropan. Sijeku se u
konac¢nosti i s apsolutnim pravcem imaju dvije zajednicke realne tocke od
kojih je jedna F', slika 3.21.
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Slika 3.20.

Slika 3.21.

e Par izotropnih pravaca koji se ne podudaraju
Koniku ¢ine dva razli¢ita izotropna pravca, koji imaju jednu zajednicku
tocku s apsolutnim pravcem, tocku F, slika 3.22.

Slika 3.22.

e Par konjugirano imaginarnih pravaca
Konika se sastoji od para konjugirano imaginarnih pravaca koji se sijeku u
konacnosti i koji s apsolutnim pravcem f imaju dvije zajednicke tocke, slika
3.23.

e Par izotropnih pravaca koji se podudaraju
Koniku ¢ine par izotropnih pravaca koji se podudaraju, pa s apsolutnim
pravcem imaju jednu zajednicku tocku - F', slika 3.24.
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Slika 3.23.

Slika 3.24.

e Par pravaca koji se podudaraju
Konika je par pravaca koji se podudaraju i s apsolutnim pravcem imaju
jednu zajednicku tocku, slika 3.25.

Slika 3.25.

e Par konjugirano imaginarnih izotropnih pravaca
Konika se sastoji od para konjugirano imaginarnih izotropnih pravaca koji
s apsolutnim pravcem imaju jednu zajednicku tocku - F', slika 3.26.

e Par konjugirano imaginarnih paralelnih pravaca
Koniku ¢ine dva konjugirano imaginarna paralelna pravca, koji s apsolutnim
pravcem imaju jednu zajednicku toc¢ku razli¢itu od apsolutne tocke F', slika
3.27.

40



®
-
<

Slika 3.27.

Za svaki tip konike odredimo jednadzbu. Presjek konike k dane jednadzbom
(3.52) i apsolutnog pravca f s jednadzbom xy = 0 su tocke oblika (0, 1, z2) takve
da je

a1 07 + 24190179 + axnrs = 0.

Iz gornje jednadzbe izrazimo x5 u ovisnosti o z,

2 .2 2
- —2(1121’1 + \/4@12.T1 — 4&110,22131
9 =
2@22
— + 2 _
a2 a1g — A11022
Ty = -1
22

—a CL2 —alla . . . .
Dakle, toc¢ke presjeka su oblika (0, 1, 122 Va;; —22). Sada, iz zadnje jednakosti
imamo:

e Ako je a?, > ajjag, tada je k hiperbola.

e Ako je a2, < ajjas, k je elipsa.
o Ako je a2, = aja9, k je parabola ili kruznica.

— Ako aposlutna toc¢ka F' pripada konici k, tada je ass = 0. Dakle, konika

je kruZnica ako vrijedi da je a2, = ajjag i az = 0. Slijedi da mora
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vrijediti i da je a;o = 0. Stoga imamo da je jednadzba kruznice dana s
(100953 + 2a017071 + 20027072 + 6111953 =0,
odnosno u afinim nehomogenim koordinatama je
agy + 2a01x + 2a02y + a2 = 0. (3.53)

— Ukoliko je a%z = a11Gs2, pri ¢emu agy # 0 konika je parabola.

3.2.4 Normalna jednadzba krivulje 2. reda u izotropnoj
ravnini

Konike s jednadzbom (3.52) ¢emo pomocu izotropnog gibanja transformirati tako
da njihove jednadzbe poprime najjednostavniji moguci oblik. Kako bi to uspjeli,
prvo ¢emo na (3.52) primjeniti rotaciju danu s

r = T

y = arT+7y (3.54)

Tako se dobije sljedec¢a jednadzba konike £

AT’ + 2a19TY + Ay + 2a01T + 2602y + oo = 0, (3.55)
gdje je
a1 = a1+ 26100 + axnad?
a2 = Q12 + axpQ
Q2 = QA2
apy = Qo1+ G2
Qo2 = Qo2
Qgp = Qgo-
(3.56)
Sada razlikujemo dva glavna sluc¢aja ase # 0 i ags = 0, te ovisno o njima ostale
podslucajeve.
A) 929 7£ 0
U ovom slucaju odaberemo « tako da je @ = 0, pa je « = —%2, Tada je

a22

jednadzba (3.55) dana s
T2 + Tool° + 2001 T + 20027 + oo = 0. (3.57)
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Ay) @y #0, @y # 0.

U ovom slu¢aju jednadzbu (3.57) napiSemo u obliku

2 — 2 —2

ao1 _ _ Qg2 @01 Qo1
( ‘l'—) +a22(y+_— +a————=0.

a1 22 a1 22

Nakon §to se primjeni translacija dana s

X
|
S
+
'

te ako uvedemo oznaku

dobivamo jednadzbu
1132 + A + Ag = 0. (3.58)

Ako je Ag # 0, tada stavimo da je A := —%, = —% pa jednadzba (3.58) sada
ima oblik

x? y

—4+==1 3.59
)\ u Y ( )
gdje umjesto z,y piéemo Y.

Ako je Ag =0, X :=

1 .
au, P = 7> lmamo

y
— + 2 =0. 3.60
>\+u 0 (3.60)

1z jednadzbi (3.59) i (3.60), ovisno o A i p imamo sljedece vrste krivulja 2. reda:

I: ako je A > 0, u > 0: Elipsa
Ako uvedemo oznake \ =: a2, ;i =: b?, dobivamo normalni oblik jednadzbe
elipse:

— + o 1. (3.61)
II: ako je A <0, p < 0: Imaginarna elipsa
Ako uvedemo oznake —\ =: a?, —u =: b* imamo normalni oblik jednadzbe
imaginarne elipse:

IZ y2
St =-1 (3.62)
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IIT: ako je A > 0, u < 0: Hiperbola 1. vrste

Stavimo da je A =: a?, —u =: b%, imamo normalni oblik jednadzbe hiperbole
1. vrste:
2y

IV: ako je A <0, > 0: Hiperbola 2. vrste
Stavimo da je —\ =: a2, u =: b%, imamo normalni oblik jednadzbe hiperbole
2. vrste:
22
V: ovdje promatramo jednadzbu (3.60), ako je A > 0, u > 0: Konjugirano
IMGGINGrnt par pravaca
Ako uvedemo oznake A =: a?, u =: b*> dobivamo normalni oblik jednadzbe
2 2

a? oy
ST =0 (3.65)

=0

SaliS

Ova jednadzba predstavlja para pravaca s jednadzbama 2 +i-4 = 0, £ —i-
koji se sijeku u realnoj tocki S(0,0).

VI: u jednadzbi (3.60) ako je A > 0, u < 0 : Realni par pravaca koji se sijeku
Ako stavimo da je A =: a?, —p =: b* , dobivamo normalni oblik jednadZbe

2 2

S ) (3.66)

a?  b?

tj par pravaca s jednadzbama  + % =0, 2 — % = 0.

U slu¢aj A < 0, > 0 dobivamo takoder istu jednadzbu kao i (3.66).
As) a1 =0, @z # 0.
U ovom slucaju imamo dva podslucaja:

a) ako je g # 0, u tom slu¢aju jednadzba (3.57) ima oblik
Ul + 261 T + 202y + oo = 0

i kako je @g; # 0 mozemo je zapisati u obliku

N2 —2
a 1 a

G22 <y+__()2> + 2ap, {T—i‘_— (500—_—02)1 = 0.
a22 2a0, Q22
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Sada primjenimo translaciju danu s

_ 1 [/ az,
r = T+ ——\|o— =),
2a01 22

_ . Gp2
y = y+__7
22

te uvedimo oznaku p := —%, i dobivamo sljede¢u jednadzbu

y* = 2px,p # 0. (3.67)

VII: Krivulja 2. reda s jednadzbom (3.67) je parabola u izotropnoj ravnini.

b) ako je @1 = 0, tada jednadzba (3.57) ima oblik
U2y + 2027 + Too = 0,

a kako je @y # 0 mozemo je napisati u obliku

— 2 —2

_ _ . Qap2 _ )

(22 (y + _—> +agp — =— = 0.
a22 22

Nakon §to primjenimo translaciju danu s

r = I _
y = 74—
@12
(3.68)
i stavimo da je ¢y := aé (% — 600>, dobivamo jednadzbu konike u normal-
nom obliku
y* = co. (3.69)

Ovisno o ¢y imamo 3 sluc¢aja za koniku:

VIII: ako je ¢y > 0: Realni par paralelnih pravaca
Ako uvedemo da je ¢y =: a?, onda imamo da su jednadzbe pravaca dane s
(y+a)(y —a)=0.

IX: ako je ¢y < 0: Konjugirano imaginarni par paralelnih pravaca
Ako uvedemo da je ¢y =: —a?, dobivamo jednadZbe tih pravaca (y+ia)(y —
ia) = 0.
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X: ako je co = 0: Dva pravca koji se podudaraju

B) as = 0. U ovom sluc¢aju jednadzba (3.52) ima oblik

anx? + 2a197y + 2a0,7 + a2y + agy = 0. (3.70)

Sada razlikujemo podslucajeve:

B1) Q12 7£ 0

Ako na jednadzbu (3.70) primjenimo rotaciju danu s

r = X

y = ar+y,

iz (3.56) dobivamo da je @y; = a1; + 2a12¢, tj. moze se odabrati takav

611 = O
paje a= —2“;112. Kako je @ss = ags jednadzba krivulje je dana s
2612@ + 2601f + 2602? + 500 - 0 (371)

Primjenimo translaciju na (3.71) danu s

T = T+Ha

y+b

<
|

da bi odabrali a i b takve da u transformiranoj jednadzbi x i y iS¢ezavaju. Nakon
kratkog racuna se dobije da je @yoa + @go = 0, @120 + ap; = 0, a kako vrijedi da je

Q12 # 0, imamo jedinstveno rjeSenje za a i b, a = —%2 h = —2L Transformirana
2 ) ; a1’ T12
jednadzba je dana s
O 1ol — L —
A12TY = ——= — Apo-
Q12

Stavimo li da je k := %242 — 200 zamijenimo li 7,7 s ,y dobijemo jednadzbu
12
ry = k. (3.72)

Sada, ovisno o k imamo sljedece vrste krivulja 2. reda:

XI: ako je k > 0: Specijalna hiperbola 1. wvrste
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XII: ako je k > 0: Specijalna hiperbola 2. vrste

XII: ako je k = 0: Par pravaca, od kojih je jedan izotropan
Bsy) @13 =0, @y # 0, agz # 0.
U ovom slu¢aju jednadzba (3.55) ima oblik
anT + 20017 + 2027 + Too = 0,

te ju mozemo zapisati kao

N —2
a 1 a

an <T+_—01> + 2ap2 [er_— <500—_—01)} = 0.
a1 2a02 a1

Ako primjenimo translaciju danu s

T = T+ gu
an
_ 1 a’
y = Y+ = (500—_—()1)
2a02 aii
(3.73)
stavimo da je R := —% i ako umjesto z, y piSemo x, y dobivamo jednadzbu
y=Rr* R#0 (3.74)

Jednadzba (3.74) je normalni oblik jednadzbe kruznice, te ju ozna¢avamo s brojem
XIV.

Bs) @12 = 0,a11 # 0,ap2 = 0.

Sada jednadzba (3.55) je dana s
a7 + 240, T + dgo = 0,

. . . — — . am\2 - a2 . C
te je mozemo zapisati kao a (96 + %) + gy — % = 0. Nakon $to primjenimo
transformaciju danu s

X
I
]

+

(3.75)
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=2
stavimo da je dy = %(% — 600> te zamijenimo Z,y s x,y, dobivamo jed-

nadzbu
2? = dy. (3.76)

Ovisno o dy imamo sljedec¢e vrste konika:
XV: dy > 0: Par izotropnih pravaca
XVI: dy < 0: Konjugirano imaginarni par izotropnih pravaca
XVII: dy = 0: Par izotropnih pravaca koji se podudaraju.

Konac¢no, imamo sljedec¢i teorem:

Teorem 3.21 U izotropnoj ravnini postoje 17 vrste krivulja 2. reda obzirom na
grupu gibanja. Krivulje s oznakama I - IV, VII, XI, XII v+ XIV su neraspadnute
konike 1 zovemo th redom elipsa, tmaginarna elipsa, hiperbola 1. 1 2. wvrste,
parabola, specijalna hiperbola 1. 1 2. wvrste i kruznica. Ostalih 9 krivulja su
raspadnute konike tj. parovi pravaca.

Na slici 3.28 je dan tabli¢ni prikaz konika u projektivnom modelu te u afinom
modelu izotropne ravnine.
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projektivan model afin model
F
elipsa
F
imaginarna elipsa e
{ ]
F

hiperbola 1. vrste

F \
hiperbola 2. vrste f v
TN
=
parabola ©
RN i
specijalna hiperbola \
F
- -
kruznica
., _/'

Slika 3.28. Klasifikacija konika




Poglavlje 4

Sazetak

U radu se definirala izotropna ravnina kao realna projektivna ravnina u kojoj je
metrika inducirana realnim pravcem f i s njim incidentnom tockom F. Nakon
toga se odredila grupa slicnosti i grupa gibanja izotropne ravnine te su dani
teoremi vezani za trokut u izotropnoj ravnini, a koji su analogni teoremima koje
vrijede u euklidskoj ravnini. Takoder su dane analogije nekih pojmova u trokutu
kao §to su visina, simetrala kuta i teziste. U tre¢em poglavlju se definirala krivulja
2. reda u izotropnoj ravnini te je dana njihova klasifikacija. Klasifikacija konika
se napravila gledajué¢i medusobni polozaj konike i apsolutne figure. Takoder dani
su teoremi vezani za kruznicu koji vrijede u izotropnoj ravnini, a koji su analogni
teoremima u euklidskoj ravnini.
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Summary

In this thesis, the isotropic plane was defined as the real projective plane in which
the metric was induced by a real line f and a real point F' incident with it. Sub-
sequently, a group of similarities and a group of motions were determined. Some
theorems related to a triangle in the isotropic plane were proven and they were
compared with the analogues theorems in Euclidean plane. We defined analogue
concepts of a triangle such as height, angle bisector and triangle centroid. In the
third chapter, curve of the 2nd order in the isotropic plane were studied and their
classification was given. The classification was made according to the position of
the conic with respect to the absolute figure. Therefore, the intersection of the
conic and the absolute line was observed. Moreover, the counterparts of some
well known theorems related to a circle in the Euclidean plane were proved.
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