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Uvod

Glavna motivacija za ovaj rad su bila vrlo zanimljiva predavanja prof. Mladena Vukoviéa
iz kolegija Teorija skupova. Jedna od zanimljivih hipoteza iz tog kolegija je generalizirana
hipoteza kontinuuma koja se ne moze niti dokazati niti opovrgnuti u Zermelo-Fraenkelovoj
teoriji. Jedan od glavnih ciljeva ovog rada je dokazati hipotezu kontinuuma za singularne
kardinale uz posebne uvjete. U tu svrhu ¢emo detaljno obraditi pojmove fitra i ultrafiltra.

Filtre intuitivno moZemo promatrati kao traZilicu. Pretpostavimo da traZimo nesto (to¢ku
ili podskup) na nekom skupu (prostoru) S. Nazovimo filter familiju podskupova od S sa
elementima koji sadrZe ono Sto traZzimo. Hocemo da filter posjeduje iducu prirodnu struk-
turu. Prazan skup ocito ne sadrzi niSta, pa se ne nalazi u filtru. Ako skupovi A 1 B sadrze
ono §to trazimo, tada i njihov presjek isto sadrzi ono §to trazimo. Isto tako, ako skup A
sadrZi ono S§to traZimo, tada sadrZi i svaki nadskup od A. Ultrafilter je napredni filter u
kojemu svaki podskup A sadrZi ono §to trazimo ili sadrzi komplement od A.

Filtre ¢emo definirati u poglavlju U istom poglavlju ¢emo definirati i pojam ideala,
koji je dualan pojmu filtra. Dat ¢emo pregled osnovnih svojstava filtra i ideala, te njihove
primjere. U poglavlju [2| ¢cemo definirati pojam ultrafiltra, koji je zapravo proSirenje filtra.
Pokazuje se da ultrafiltri imaju veliku primjenu. Ultrafiltri se posebno koriste u topologiji,
posebno u vezi s kompaktnim Hausdorfovim prostorima, te za konstrukciju ultraprodukata
1 ultrapotencija. Zanimljivo je da je Godel ultrafiltre iskoristio u svom ontoloSkom dokazu
o postojanju Boga. Jedna od primjena koju ¢emo mi obradivati je generalizacija limesa re-
alnih brojeva. Druga vazna primjena ultrafiltra koju ¢emo Kkoristiti je u dokazu Silverovog
teorema.

U poglavlju 3| se prvo prisjecamo osnovnih Cinjenica vezanih za ordinalne brojeve. De-
finiramo neomedene zatvorene skupove na wq, te takoder stacionarne skupove. Rezultate
vezane za stacionarne skupove ¢emo koristiti u poglavljud] U tom poglavlju éemo defini-
rati pojmove singularnih i regulranih kardinalnih brojeva, te pojam kofinalnosti ordinalnog
broja. Dokazat ¢emo Silverov teorem koji je zapravo generalizirana hipoteza kontinuuma
za singularne kardinale, uz jedan poseban uvjet.
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Poglavlje 1
Filtri i ideali

U prvom poglavlju definirat ¢emo pojmove filtra 1 ideala. Pojmovi filtra i ideala su dualni.
Poglavlje je podjeljeno na Cetiri tocke koje imaju iduce naslove:
Definicije i primjeri filtra, Ideali, Svojstvo konac¢nih presjeka i Gustoc¢a skupova.

1.1 Definicije i primjeri filtra

Filtri su osnova za proucavanje ultrafiltera koji su glavna tema drugog poglavlja. U ovoj
tocki prvo dajemo definiciju filtra, a onda navodimo vise primjera filtra.

Definicija 1.1.1. Neka je S neprazan skup. KaZemo da je familija skupova ¥ C P(S) filter
na S ako zadovoljava sljedece uvjete:

(a)SeFid¢TF,

(b) ako vrijedi X € F i Y € F, tadaje XNY € F,

(c) ako vrijedi X e F i X CY CS, tadajeY € F.

Primjer 1.1.2. Primjer trivijalnog filtra koji je ujedno i najmanji na nekom nepraznom
skupu S je ¥ = {S}. Uvjeti definicije su zadovoljeni trivijalno. Naime, sva tri uvjeta
su zadovoljena jer je jedini izbor elementa iz ¥ samo S .

Primjer 1.1.3. Neka je S neprazan skup i nekaje @ # A C S. Definiramo familiju skupova
¥ ovako:
F={XCS|ACX] (1.1)

Promotrimo redom uvjete iz definicije filtra. Zbog togaStoje AC StadaS € F.1zA # 0
slijedi ) ¢ F. Akosu X,Y € ¥, tadaje A C X, Y zbog Cegaje A C X NY, a onda slijedi da
jeXNYeF.AkojeXeFiXCYCS,tadajeACXCYCS,pajeYe¥F.
Zakljucujemo da je ¥ filter na S.
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Definicija 1.1.4. Filter koji se moZe zapisati u obliku (|1.1) zove se glavni filter. Filter koji
nije glavni filter zvat cemo neglavni filter.

Primjer 1.1.5. Neka je a € S. Pokazat ¢emo da je glavni filter ¥ = {X C S | a € X}
maksimalan tako $to ¢emo pokazat da ne postoji filter ¥’ nad S takavdaje & C 7.
Pretpostavimo da takav filter ¥’ postoji. Tada postoji X € ¥ \ F. OCito tada a ¢ X
zbog definicije skupa F. Sada zbog {a} € ¥ imamo da je {a} € ¥ iz Cega slijedi da je
0 = X N {a} € F’ sto je kontradikcija. Dakle, filter ¥ je maksimalan.

U idu¢em primjeru ¢emo pokazati da su svi filtri na konacnom skupu glavni.

Primjer 1.1.6. Neka je S konacan neprazan skup. Neka je ¥ filter na S i pretpostavimo
da ¥ nije glavni. To znaci da za svaki A C § postoji X € ¥ takav da A nije podskup od X.
Neka je k = min{|F| | F € ¥}. Takav k je dobro definiran jer je ¥ konacan skup. Neka je
F jedan k-Clani skup takav da je Fy € . Sada za taj skup F postoji skup F € ¥ takav
da vrijedi Fy ¢ F. Sada iz ovoga i definicije filtra imamo da je Fo N F € F. 1z definicije
broja k imamo da je |Fy N F| > k. S druge strane, buduéi da je Fo N F C Fy i |Fy| = k, tada
je |Fo N F| < k. Time smo dobili |Fy N F| = k, aonda iz toga i |Fy| = k slijedi Fy = F ¢ime
je dobivena kontradikcija. Zakljucujemo da su svi filtri na konacnom skupu glavni.

Sada ¢emo dati primjer filtra koji nije glavni.

Primjer 1.1.7. Neka je S beskonacan skup i neka je ¥ = {X € S | S \ X je konacan}.
Promotrimo uvjete iz definicije filtra.

Budu¢idajeza X =S, skup § \ X prazan, a onda i konacan, tada je S € . Zatim, bududi
dajeza X = Q skup S \ X beskonacan, tada() ¢ ¥. Akosu X,Y € F,tadasuS \ XiS \Y
konacni. Slijedidaje S \ (XNY)=(S \X)U(S \ Y) konacan skup, paje XNY € . Ako
jeXeFiXcYcS,tadajeS\Y CS \X. Iztogaslijedidaje S \ Y konacan skup, pa
je Y € ¥. Stogaje ¥ filterna S.

Pretpostavimo da je F glavni filter. Tada postoji skup A C S takav da za svaki X € F
vrijedi A € X. Budu¢ida je A € ¥, vrijedi da je S \ A konacan, pa je A beskonacan. Neka
je a € A proizvoljan. Skup S \ (A \ {a}) = (S \ A) U {a} je konacan, iz Cega slijedi da je
A\{a} € F. Sadaiz A € A\ {a} dobivamo kontradikciju. Zaklju¢ujemo da ¥ nije glavni
filter.

Pokazat ¢emo sada da glavni filtri koji su generirani s viSe od jednog elementa ne mogu
biti maksimalni.

Primjer 1.1.8. Neka je S neprazan skup i neka je A C §, takav da vrijedi |A| > 1. Neka
jeF ={X € §|A C X} filter generiran s A. Neka je a € A proizvoljan. Neka je
F' ={X € S |a e X} filter generiran s {a}. Budu¢i da je {a} C A C X, za svaki X € F,
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tada imamo ¥ C F'. 1z A € {a} slijedi da je ¥’ # F. Zbogtogaje ¥ € ¥', pa F nije
maksimalan.

Iz primjera[I.1.5]i primjera[I.1.8] zaklju¢ujemo idude:

Ako je S neprazan skupiF = {X € S |A C X} glavni filterna S, zaneki A C S , tada je
¥ maksimalan filter ako i samo ako je A jednocan skup.

Pitanje je postoji li maksimalni filtri koji nisu glavni. Na to pitanje ¢emo dati odgovor u
idu¢em poglavlju.

Za kraj ove tocke pokazimo iducu propoziciju.

Propozicija 1.1.9. Neka je S neprazan skup, te neka je & neprazna familija filtera na S .

Tada je
Fr=()F
FeF
filter na S

Dokaz. Za dokaz propozicije treba pokazati da F’ zadovoljava uvjete iz definicije filtra.
Bududi da je F skup filtera na S, zato za svaki F € ¥ vrijedi S € F, stoga vrijedii S € F’.
Zasvaki F € F vrijediQ ¢ F,paje 0 ¢ F'.

Nekasu X,Y € F’. Tadaje X,Y € F, zasvaki F € ¥. Sadaje XNY € F, zasvaki F € F,
jerje F filterna §,izCegaje XNY € F".

Nekaje X € F/i X C Y. Iztogaimamodaje X € F,zasvaki F € F izatoje Y € F, za
svaki F' € F. Slijedidaje Y € F’.

Stoga je F” filterna S. O

1.2 Ideali

U ovoj tocki prvo definiramo pojam ideala koji je potpuno dualan pojmu filtra. Zatim,
dajemo neke primjere ideala, te navodimo osnovna svojstva.

Definicija 1.2.1. Neka je S neprazan skup. Za familiju skupova I C P(S) kazemo da je
ideal na S ako zadovoljava sljedece uvjete:

(a)0eliS ¢1,

(b) ako su X,Y € I, ondaje XU Y € I,

(c)akojeY €e ITiX CY,ondajeX € 1.

Primjer 1.2.2. Primijetimo da je 7 = {0} ideal. Prvi uvjet iz definicije za ideal vrijedi jer je
jedini element od 7 samo (). Nadalje je unija praznog skupa sa samim sobom opet prazan,
te podskup od praznog skupa opet prazan, pa je opet u 7, tj. vrijede preostala dva uvjeta.
Ovaj ideal nazivamo trivijalni ideal.
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Definicija 1.2.3. Neka je S proizvoljan neprazan skup i A neki pravi podskup od S. Lako
se pokaZe da je familija skupova {X | X C A} ideal. Svaki ideal takvog oblika nazivamo
glavni ideal.

Ako je ¥ filter na S, tadaje 7 = {S \ X | X € ¥} ideal na S. Vrijedi i obratno, t;.
ako je 7 ideal na S, tadaje ¥ = {S \ X | X € 7} filter na S'. Za ta dva objekta kazemo da
su dualni jedan drugome.

Primjer 1.2.4. Neka je S beskonacan skup i 7 familija svih kona¢nih podskupova od S, tj.
7 ={X C S | X je konacan}. Prazan skup je konacCan, pa se nalazi u 7, a S je beskonacan,
pa se ne nalaziu 7. Akosu X,Y € 7, tada su X i Y konacni. Slijedi da je X U Y konacan,
pajeXUY e . AkojeY € 71X C Y, tadaje X konacan skup kao podskup konacnog
skupa, pa je X € 7. Dakle, familija 7 je ideal.

Ideal 7 iz prethodnog primjera i filter iz primjera su dualni jedan drugome.
Dajemo sada dva primjera ideala koja nisu glavni.

Primjer 1.2.5. Neka je S neprebrojiv skup i definiramo 7 = {X C S | |X| < No}. PokaZimo
da vrijede uvjeti iz definicije ideala. OCito jeda(® € 71§ ¢ 7, pa vrijedi prvi uvjet. Drugi
1 treci uvjet vrijede jer jer podskup najvise prebrojivog skupa opet najvise prebrojiv i jer je
konacna unija najviSe prebrojivih skupova opet najvise prebrojiv skup. Dakle 7 je ideal na
S.

Pretpostavimo da je 7 glavni ideal. Tada postoji skup A C § takav da za svaki X € 7
vrijedi X € A. Vidimo da je A najviSe prebrojiv jer je A € 7. Skup S je neprebrojiv, pa
postoji injekcija f : R — §. OCito je skup f [R] neprebrojiv.

Neka je Z skup cijelih brojeva. Za x € [0, 1) nekajeskup Z, = Z + x = {z + x| z € Z}.

Za svaki x € [0, 1) skup S, = f[Z,] je oCito prebrojiv. Stogaje S, € 7,tejei S, C A, za
svaki x € [0, 1). Sada imamo

f[R]=f[U z,

x€[0,1)

= | rzaca

xe[0,1)
Sto je kontradikcija sa Cinjenicom da je A najviSe prebrojiv. Dakle 7 nije glavni ideal.

Primjer 1.2.6. Neka je S beskonacan skup i nekaje Z C S takavdasuZiS \Z beskonacni.
Nekaje 7 = {X C S | X\Z je konacan}. Oc¢ito svaki X € 7 sadrZi konacno mnogo elemenata
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izS \ Z.

Ocitoje@ € 7,te S ¢ 1. AkosuA,B € J,tadasu A\ Z1i B\ Z konacni. Slijedi da je
(AUB)\Z=(A\Z)U(B\ Z) konacan skup,paje AUBe 7. AkojeAe€1i1BCA,tada
je A\ Z konacan, pa je B\ Z konacan. Slijedi da je B € 7. Dakle, 7 je ideal na S.
Pretpostavimo da je 7 glavni ideal. To znaci da postoji A C S takav da vrijedi X C A, za
svaki X € 7. Iz toga odmah imamo da je A € 7, te A \ Z je konaCan. Za svaki x € § \ Z
ocito vrijedi {x} € 7. Tada je posebno x € Azasvakixe€ S \ Z, tj. S \ Z C A. Time smo
dobili kontradikciju sa ¢injenicom da A sadrZi najviSe kona¢no mnogo elemenata iz S \ Z.
Dakle 7 nije glavni ideal.

Za kraj ove tocke u sljedecoj propoziciji isti¢emo da je unija ideala opet ideal.

Propozicija 1.2.7. Neka je S neprazan skup, te neka je I neprazna familija ideala na S .

Tada je
r={Ji
Iel

ideal na S .

Istaknimo da je prethodna propozicija sasvim analogna propoziciji [[.1.9] Zbog toga izos-
tavljamo dokaz.

1.3 Svojstvo konacCnih presjeka

U ovoj tocki definiramo svojstvo konacnih presjeka na familiji skupova. Vidjet ¢emo da se
svaka familija sa tim svojstvom moZe proSiriti do filtra i da svaki podskup nekog filtra ima
to 1sto svojstvo.

Definicija 1.3.1. Neka je G neprazna familija skupova. KaZemo da G ima svojstvo konacnih
prjesjeka ako svaka konacna i neprazna podfamilija {X;, X, ..., X,} od G ima neprazan
presjek, tj. vrijedi X, N ---N X, # 0.

Iz prethodne definicije 1 prva dva uvjeta definicije filtra se lako dobije da svaki filter ima
svojstvo konacnih presjeka. Zapravo, svojstvo konacnih presjeka vrijedi za bilo koju pod-
familiju filtra. Obratno, svaki skup koji ima svojstvo kona¢nih presjeka je podfamilija
nekog filtra. To iskazujemo u sljedecoj lemi.

Lema 1.3.2. Neka je S neprazan skup i neka je G neprazna familija skupova na S sa
svojstvom konacnih presjeka. Tada postoji filter F na S takav da je G C F.

Dokaz. Definiramo ¥ kao familiju svih X C § sa svojstvom da postoji konacan podskup
{X1,X,...,X,} od G takav da vrijedi X; N --- N X, € X. PokaZimo da je ¥ filter na S.
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Familija G ima svojstvo konacnog presjeka, pa ocito 0 ¢ ¥ . Opet iz svojstva konacnih
presjeka i toga da je G neprazna familija skupova na § slijedi da postoji neprazan X, € G
takav da je Xy C S. Zbog togaje S € F.

Akosu X, Y € ¥ tada postoje konacni podskupi {X;, X5, ..., X,,}1{Y1,Y>,..., Y} od G takvi
davrijedi X;N---NX, CXiY;N---NY, €Y. Slijedidaje X;N---NX,NY;N---NY;, € XNY,
pajeXNYeF.

Neka je X € ¥ 1 Y takav da je X C Y. Bududi da je X € F postoji konacni podskup
{X1,X,...,X,} od G takav da vrijedi X; N---N X, € X. Zbog togai X C Y dobijamo da je
X;Nn---NnX,CY. StogajeY € ¥. ZakljuCujemo da je ¥ filterna S.

Za svaki X € G vrijedi X C X, zbog Cega je X € F. Slijedi da je G C F. ZakljuCujemo da
je F filter koji sadrzi G. ]

PokaZimo sada da je filter konstruiran u prethodnoj lemi najmanyji filter koji sadrzi familiju

G.

Propozicija 1.3.3. Neka je S neprazan skup i neka je G neprazna familija skupova na S
sa svojstvom konacnih presjeka.

NekajeF ={XCS|@AneN)3X,,....X, €eG X;Nn---NX, C X}

Neka je ' filter na skupu S koji sadrzi G. Tada vrijedi ¥ C F.

Dokaz. Neka je X € F proizvol jan. Tada iz definicije familije F slijedi da postoje
Xi,...,X, e Gtakvida X; Nn---N X, € X. Bududi je po pretpostavci G C ¥’ tada imamo
X, ..., X, e F.

No, ¥ je filter, pa je zatvoren na konacne presjeke. Posebno, imamo X; N---N X, € 7.
SadaizX;n---NX, e F"iX;Nn---NX, C X CS, te Cinjenice da je ¥ filter slijedi
XeF'. O

1.4 Gustoca skupova

U ovoj to¢ki uvodimo pojam gustoée skupova. Gustoca ¢e nam biti bitna za iduce poglav-
lje u kojem ¢emo definirati netrivijalnu mjeru na N. Kasnije ¢emo vidjeti primjer ideala
definiranog pomocu gustoce.

Definicija 1.4.1. Neka je A neki podskup skupa prirodnih brojeva. Za svaki n € N defini-
ramo A(n) = [AN{0,1,...,n— 1}, tj. A(n) oznacava broj elemenata skupa A koji su manji
od n. Za limes lim 22 ako postoji, kazemo da se zove gustoéa od A, i oznacavamo ga sa

d(A). '

n—oo

U nastavku dajemo primjer skupova sa gustoom i njihove gustoce.
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Primjer 1.4.2. Neka je p > 1 prirodan broj. Definiramo skup A = {kp | k € N}. Drugim
rijeima, A je skup svih prirodnih brojeva koji su djeljivi sa p. Pokazimo da postoji gustoca
skupa A i da je d(A) = +.

Neka je € > 0 proizvoljan. Podijelimo niz (a, ),y = (%)%N na blokove veli¢ine p. Neka
je k € N. Tada k-ti blok niza (a, ),y sadrzi lanove ﬁ, I=1,2,...,p. Po Arhimedovom

aksiomu postoji ky € N takav da vrijedi 1 < &(kyg + 1)p. Neka je n > pk,. Tada postoje

k 1 [ prirodni brojevi takvi da vrijedin = kp + [, gdje je 0 < [ < pik > ko. Sada vrijedi
ﬁ - il < % - kpﬁp = p(k1+l) < p(kéﬂ) < &. ZakljuCujemo da limes postoji 1 da je jednak %

Svaki konacni skup ima gustoCu jednaku 0. Postoje i beskonacni skupovi sa gusto¢om 0.
Dajemo jedan primjer takvog skupa.

Primjer 1.4.3. Definiramo A = {2" | n € N}. Za svaki k € N definiramo A; = {{-2¥ | [ € N}.
U prosSlom primjeru smo pokazali da skupovi A, imaju gustou za svaki k € N i da je
d(Ay) = 27%. Fiksirajmo k € N i stavimo By = {1,2,...,2*!'}. Imamo daje A \ B, C Ay, tj.
A C A U By. Sada slijedi da je

A(m)/n < Ar(n)/n + Bi(n)/n.

Po prethodnom primjeru niz (Ag(n)/n),ar postoji i iznosi 27%. Skup By je konacan, pa je
lim Bi(n) = 0. Stoga je limes lim A;(n)/n + By(n)/n = 27*. 1z ovoga vidimo da je niz

(A(n)/n),en ogranien odozgo sa 27 pa je i skup gomilista ogranic¢en odozgo sa 27, stoga
jelimsup A(n)/n < 27*. Sada kada k pustimo u beskonacno slijedi da je lim sup A(n)/n < 0.

n—oo n—oo

Zbog A(n)/n > 0 slijedi da lim A(n)/n postoji i da iznosi 0. Dakle, A je beskonacan skup

sa fusto¢om O.

Neka su A, B € N. Ako je A C B, tada je A(n) < B(n). Stoga, ako A i B imaju gustocu,
tada je d(A) < d(B). Posebno, ako je d(B) = 0, tada je d(A) = 0.

Takoder, za svaki n € N vrijedi (AU B)(n) < A(n)+ B(n) jerje [AUB| = |A|+|B|-|ANB| <
|A| +|B|. Ako su A i B disjunktni, tada vrijedi jednakost. Stoga u slu€aju da gustoce postoje
vrijedi d(A U B) < d(A) + d(B). Jednakost opet vrijedi ako su skupovi A i B disjunktni.
Ako je d(A) = d(B) = 0, tada je d(A U B) = 0. Iz prethodnog razmatranja dat ¢emo primjer
ideala na N koji ima gustocu 0.

Primjer 1.4.4. Definiramo 7, = {A C N | d(A) = 0}. Prazan skup je gustoce O pa je
element od 7,, a skup N ima gustocu 1, pa ne pripada 7,. Nekasu B € 7,1 A C B.
Tada po teoremu o sendvicu 1 0 < A(n) < B(n), te d(B) = 0 vrijedi d(A) = 0. Stoga je
A € 1, AkosuA,B € I, tada opet po teoremu o sendvicu, (A U B)(n) < A(n) + B(n), i
d(A) = d(B) = 0 zaklju¢ujemo da je d(A U B) = 0. Stoga je A U B € 1,. ZakljuCujemo da
je I, 1ideal na N. Ideal 7, sadrzi sve konacne skupove.



POGLAVLIJE 1. FILTRI I IDEALI 10

Napomenimo da ne mora svaki A podskup od N imati gustocu. U sljedeem primjeru
navodimo primjer takvog skupa.

Primjer 1.4.5. Definiramo skup A ovako: A = {28 =3 +[| ke N\ {0}, € {1,2,...,21}}.
Radi preglednosti zapiSimo A na nacin da vidimo prvih nekoliko ¢anova:

=1{0,1,2,3,4,3,6,7,8,9,10, 11,12, 13,14, 15,16, 17, 18,19,20,21,22,....}.

Drugim rije¢ima za svaki k € N \ {0}, skup A sadrZi brojeve 2 — 3 +1,...,28 =3 + 2k 1
ne sadrZi brojeve 28 — 3 + 2k1 + 1, .. 2k - 3 + 2K,
Za svaki k > 1 vrijedi sljedece:

|AN{0,.. 3+1}:Z| 34 1,...,2 =3+ 2 + |2k =3+ 1) =
k=2
) 2k1 1
= 2‘-1 1= 2 +1 1 =2k1, 1.2
2 + ,ZZO: + ] + (1.2)

Ocito
IAN{0,...2"x=3+2) =241,
IAN{0,...2F =342y =2t 1 42 =2k -1,
Zatim, za svaki j € {1,...,2% "} vrijedi:
IAN{0,...2F=3+2K 4 jj=2F-1.
Posebno,

[AN{0,...2k=3 + 21y oy =k 1, (1.3)

Definiramo niz (a,),»; sa: a, = %. Da bi pokazali da skup A nema gustocu dovoljno je
naci dva razli¢ita gomiliSta niza (a,),>;. Uzmimo podniz (by)i>1 od (a,),>1 definiran sa:
by = ay40t_342¢, za k > 1. Pokazimo da je by = 1/2, za svaki k > 1. Zbog (I.3)) vrijedi

A(1+2k—3+2")_|Aﬁ{0,...,2k—3+2"}|_ 2k-1 1

1 +2k—3 42k 1 +2k—3 42k Tl 4+2k—342k 2

by = aypr 3406 =
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Dobili smo %irn by = 1/2, paje 1/2 jedno gomiliSte niza (a,),>1-
Nadalje, uzmimo podniz (cy)i>1 0od (a,),>1 definiran sa: ¢, = ajor_340-1, Za k > 1.
Iz (1.2) slijedi

A(1+2"—3+2k‘1)_|Aﬂ{0,...,2k—3+2"‘1}| 2 -1

Ci = Ap42k_342k-1 = 1+2k_342k1 1+ 2k — 3 4 Dk-1 3.0k-1_9

Lako se pokaZe da je (ci)i>1 konvergentan niz i da je %irn ¢ = 2/3. Dobili smo drugo
gomiliste niza (a,),>1 koje je razlicito od prvog, pa zaklju¢ujemo da skup A nema gustocu.



Poglavlje 2
Ultrafiltri

U ovom poglavlju promatrat ¢emo proSirenja filtra koja se nazivaju ultrafiltri. Pomocu ul-
trafiltera ¢emo definirati generalizirani limes niza realnih projeva. Rezultati ovog poglavlja
¢e nam biti od znacaja prilikom dokaza Silverovog teorema.

Ovo poglavlje je razdijeljeno na tri tocke koje imaju sljedece naslove: Definicije ultrafiltra
i primjeri, Mjera i U-limes.

2.1 Definicija ultrafiltra i primjeri

Na pocetku ove toCke definirat ¢emo pojam ultrafiltra i primarnog ideala. Zatim ¢emo
nizom propopzicija i lema istaknuti njihova osnovna svojstva.

Definicija 2.1.1. Za filter U na S # 0 kazemo da je ultrafilter ako za svaki X C S vrijedi
XeUiliS\Xel.

Za ideal I na S # 0 kaZemo da je primarni ideal ako za svaki X C S vrijedi X € 1 ili
S\Xel.

Iduéom propozicijom pokazujemo na koji naCin su ultrafiltri i primarni ideali povezani.

Propozicija 2.1.2. Neka je S neprazan skup i neka je U ultrafilter na S. Tada je 7 =
P(S) \ U primarni ideal.

Dokaz. Bududi da je U filter tada znamo da je 7 = P(S) \ U je ideal.
Svojstvo da za svaki X € § vrijedidajeili X € 7ili § \ X € 7 je ocito. Slijedi da je 7
primarni ideal. O

Kroz iducu lemu sti¢emo bitnu karaktizaciju ultrafiltra.

Lema 2.1.3. Filter ¥ na S je ultrafilter ako i samo ako je & maksimalan filter na S .

12
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Dokaz. Neka je F ultrafilter i neka je F” filter na S koji je pravi nadskup od . Tada
postoji X € ¥’ \ . Bududi da je F ultrafilter i X ¢ F slijedidaje S \ X € F, pajei
S \ X € ¥’. Sada iz Cinjenice da je ¥~ filter slijedidaje ® = X N (S \ X) € ¥’ §to je
kontradikcija.

Obratno, neka je ¥ filter koji nije ultrafilter. To znaci da postoji X C S takav da X i
S \ X nisu elementi od ¥. Neka je G = ¥ U {X}. Tvrdimo da G ima svojstvo kona¢nih
presjeka.

Nekasu X,...,X, € ¥.Buducidaje ¥ filtertoje Y = X;N---N X, € ¥. PokaZimo da je
Y N X # 0. Pretpostavimo suprotno, tj. daje Y N X = (. Slijedidaje S \ X 2 Y. Zbog toga
Sto je F filter imamo da je S \ X € 7, §to je kontradikcija zbog pretpostavke da S \ X ¢ F.
Stogaje X; N---N X, NX # 0, ime smo dokazali tvrdnju.

Sada po lemi[1.3.2]postoji filter ' na § takav daje ¥’ 2 G 2 F, iz ega imamo da ¥ nije
maksimalan. O

Sljedeci teorem nam govori da je bilo koji filter moguée nadopuniti do ultrafiltra. Do-
kaz koristi Zornovu lemu. Zelimo istaknuti da se dokaz teorema ne moZe provesti bez
koriStenja nekog ekvivalenta aksioma izbora. Dajemo najprije dodatni rezultat kojeg ¢emo
iskoristiti u dokazu teorema.

Lema 2.1.4. Neka je C skup filtera na S takav da za svaki F,F, € C vrijedi ¥ C > ili
F> € F1. Tada je | J C takoder filter na S .

Dokaz. Neka je F = |JC. Ocito vrijedi® ¢ ¥ 1S € F. Ako su A, B € ¥, tada postoje
filtri 71,7, € Ctakvida A € ¥, i B € ;. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti
daje 1 C ». Slijedidaje A,Be€ F,paje ANBeF, CF. AkosuA € FiB2A,
tada postoji F; takav da A € ¥,. Iz Cinjenice da je 7 filter i toga da je A C B slijedi
B € 1 C . ZakljuCujemo da je ¥ filterna S. |

Teorem 2.1.5. Neka je S neprazan skup. Tada se svaki filter na S moZe prosiriti do ultra-
filtrana S.

Dokaz. Neka je F filter na S. Pronaci cemo filter ¥ 2 F koji je maksimalan.

Neka je P skup svih filtera # na S takav da ¥ 2 F. Promatramo parcijalno ureden skup
(P, ). Po lemi [2.1.4|svaki lanac C u P ima gornju medu (to je | J C). Primjenom Zornove
leme zaklju€ujemo da (P, C) ima maksimalan element ¥ . Iz definicije skupa P jasno je da
je ¥ maksimalan na S idaje 2 %. Po lemi je ¥ ultrafilter. m

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da postoje glavni filtri koji su maksimalni. Drugim
rijeCima, postoje glavni ultrafiltri. Pitanje koje smo postavili u prethodnom poglavlju je,
postoje li maksimalni filtri koji nisu glavni, tj. postoje li neglavni ultrafiltri. Na to pitanje
odgovaramo u iduc¢oj propoziciji.
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Propozicija 2.1.6. Neka je S beskonacan skup i neka je ¥ = {X C S | S \ X je konacan}.
Tada postoji neglavni ultrafilter koji sadrZi . Obratno, ako je U neglavni ultrafilter na
S, tada on sadrZi F.

Dokaz. Pokazali smo u primjeru da je ¥ neglavni filter. Ako je U ultrafilter koji
sadrzi ¥, tada U ne mozZe biti glavni. Po teoremu filter ¥ se moze prosiriti do ultra-
filtra U. Slijedi da je U neglavni ultrafilter.

Da bi pokazali da neglavni ultrafilter U sadrZi filter ¥, pokaZimo prvo da U sadrzi samo
beskonacne skupove.

Neka je U neglavni ultrafilter na beskona¢nom skupu S. Iz leme[2.1.3]slijedi da je U/ mak-
simalan filter i da za svaki skup A C S postoji X € U takav da A € X. Ako pretpostavimo
da U ne sadrzi samo beskonacne skupove sljedeci postupak iz primjera dobijamo
kontradikciju. Zaklju¢ujemo da U sadrzi samo beskonacne skupove.

PokaZimo jo$ da U sadrzi ¥. Kad to ne bi bila istina postojao bi X € ¥ takav da X ¢ U.
Sada to povlac¢idaje S \ X € U, jer je U ultrafilter. Iz definicije od ¥ imamo daje S \ X
konacan, Sto je nemoguce. m|

ZavrSimo ovu tocku s dva primjera.

Primjer 2.1.7. Neka je S neprazan skup i U ultrafilter na S. Neka je V familija skupova
X €S xS definirana sa

V=(XCSxS|{laeS|{beS|(a,b)eX}ecU}ecU).

Pokazimo da je V ultrafilterna § X S.

ZaX =0imamo{ae S |[{beS|(a,b)eXleUl={acS|0cU}=0¢U,pajed ¢ V.
ZaX =S xS imamo{ae S |{beS|(ab)eXleU={aeS|SXxSeU}=S U,
pajeS XS € V.

Neka su X;,X, € V. Slijedidajefa € S |{b € S| (ab) € X1} €¢ U} €¢ Ui
{aeS|{beS|(ab)e X} €U} e U. Zbog toga je

faeS|{beS|(abeX}eUn{aeS|{beS|(ab)eX}eUeU. (2.1)
Lako je vidjeti da vrijede sljedece jednakosti:

aeS|{beS|(abeXteUinlaeS |{beS |(ab) e X} e U} =
aeS|{beS|(ab)eX)}eUN{beS |(ab)eX}eU) =
aeS|{beS|(abeX}n{beS |(ab) e Xy} e U} =
aeS|{besS|(ab)eXH NX,}eU).

{
{
{
{
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Sada zbog slijedidajeifae S |{beS |(ab)e X NXy} e U} € U. ZakljuCujemo
daje X;NX, e V.

Nekaje X; €e ViX, 2 X;.NekajexceA={aecS |{beS|(x,b) e X} € U}proizvoljan.
Vrijedi {b € S | (x,b) € X1} € U. Zbog X; C X, vrijedi {b € S | (x,b) € X;} C {b €
S | (x,b) € X,}. Zbog togaje{b € S |(x,b) € X} € U. Slijedixe B={aec S |{bec
S |(a,b) € Xp} € U}, paje A C B. Iz definicije familije V, Cinjenicedaje A € U,te AC B
slijedi da je X, € V. Dakle, ‘V je filterna § X §.

Neka je X € § x S i pretpostavimo da X ¢ V. Zbog togaje{a € S |{b e S |(a,b) € X} €
Uy ¢ U.SlijediS\{aeS|{beS|abeXleUl={acS|{beS|(a,b)eX}¢U}e
U.Sadajefac S |S\{beS|(abeXleU}={acS|{beS|(ab)¢X}eU}eU.
Slijedi{a € S |{b € S |(a,b) € S XS\ X} € U} € U. ZbogtogajeS XS\ X e V.
ZakljuCujemo da je V ultrafilterna S X S.

Primjer 2.1.8. Neka su S i T neprazni skupovi, U ultrafilter na Si f : § — T neka
funkcija. Neka je V = (X C T | f~'[X] € U}. PokaZimo da je V ultrafilter na T

Vrijedi f7'[0] =0 ¢ U, pad ¢ V. Takoder je f'[T]=S € U,pajeT € V.

Ako su A,B € V, tada su f~'[A], f7![B] € U. 1z definicije filtra slijedi f~'[A N B] =
fHAIN f'[Ble U, paje ANBeV.

NekasuA € ViB2A. Tadaje f~'[A] € U. 1z B2 A je f'[B] 2 f'[A]. Iz definicije
fitra slijedi f~'[B] € U, paje B € V. Dakle, V je filter na T.

Neka je A € Vipretpostavimoda A ¢ V. Tada f~![A] ¢ U, paje S\ f'[A] = f[T\A] €
U. Slijedi T \ A € V. ZakljuCujemo da je V ultrafilter na 7.

2.2 Mjera

U ovoj tocki uvodimo pojam mjere. Za razliku od kolegija Mjera i integral, gdje je mjera
definirana na o-algebri, nama ¢e biti dovoljno da definiramo na partitivnom skupu koji
je puno jednostavniji za proucavati. Dat ¢emo neke primjere mjera i definirat ¢emo dvo-
vrijednosnu mjeru (poprima dvije vrijednosti: 0 i 1). Pokazat ¢emo direktnu poveznaost
dvovrijednosne mjere i ultrafiltera.

Definicija 2.2.1. Neka je S neprazan skup. Mjera je svaka funkcija m : P(S) — R koja
zadovoljava sljedece uvjete:

(a) m(@®) = 0,m(S) > 0,

(b) Ako su A C B C S, tada je m(A) < m(B),

(b) Ukoliko je (Ey);_, konacni niz u parovima disjunkinih skupova iz P(S), tada je

m(OEk]: ” m(Ey).

k=1 k=1
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Napomena 2.2.2. (i) Svojstvo (b) iz prethodne definicije naziva se konac¢na aditivnost. 1z
prethodne definicije odmah slijedi da je m(A) > 01 m(S \ A) = m(S) — m(A), za svaki
ACS.

(i1) Primijetimo da je funkcija gustoce na P(IN) zadovoljava uvjete iz prethodne definicije,
ali nije definirana za svaki A C N.

Dajemo dva jednostavna primjera mjere. U oba slucaja uvjeti definicije trivijalno vrijede.

Primjer 2.2.3. Neka je S konacan skup. Definiramo mjeru m(A) = |A|, za A C S. Tu mjeru
zovemo brojeca mjera.

Primjer 2.2.4. Neka je S neprazan skup, i neka je a € S. Definiramo mjeru m na P(S)

ovako:
1, akoacA
m(A) =
0, akoa¢A.

Mjera m se zove Diracova mjera.

Za mjeru ¢emo reci da je dvovrijednosna, ako poprima samo vrijednosti 0 i 1. Diracova
mjera je primjer dvovrijednosne mjere. Primijetimo da ako je m dvovrijednosna na skupu
S iakoje A C S takav daje m(A) = 1,tadajeim(B) = 1, zasvaki BC §,A C B. 1z toga
je nuzno m(S) = 1. Postoji prirodna veza izmedu ultrafiltera i dvovrijednosnih mjera koju
vidimo u idu¢em teoremu.

Teorem 2.2.5. Neka je S neprazan skup. Tada vrijedi:
(a) ako je m dvovrijednosna mjera na S, tada je U = {A C S | m(A) = 1} ultrafilter na S ;
(b) ako je U ultrafilter na S, tada je funkcija m definirana na P(S) sa

1, akoAeU
m(A) =
0, akoA ¢ U,

dvovrijednosna mjerana S .

Dokaz. (a) Pokazujemo da je U filter. OCito D ¢ Ui S € U. Nekasu A,B € U. 1z
A, B € U dobijamo m(A) = m(B) = m(AUB) = 1, pajei m(AN B) = m(A) + m(B) —m(A U
By=1+1-1=1.Dakle, ANBeU. AkosuA,BC S takvidaA € Ui A C B, tada je
1 =m(A) <m(B)<1l,paje BeU.

Neka je X € §. Iz kona¢ne aditivnosti mjere imamo 1 = m(S) = m(X) + m(S \ X). Dakle
tocno jedan od skupova X 1§ \ X je element od U. Dakle, U je ultrafilter na S.

(b) Neka su U ultrafilter na skupu S i m funkcija na P(S) definirana kao u iskazu te-
orema. Pokazimo da je m mjera.
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Buducdi da 0 ¢ U tada je m(0) = 0. Isto tako dobijamoim(S) =1> 0, jerje S € U.
Nekasu A,BC S takvidaA C B. Akoje A € U, tadajei B € U, jer je U ultrafilter. Tada
vrijedi 1 = m(A) < m(B) = 1. Ako je A ¢ U, tada je m(A) = 0, pa je m(A) < m(B).
Trebamo pokazati jos da je funkcija m konacno aditivna.

Neka su Ej,..., E, podskupovi od § koji su u parovima disjunktni. Ozna¢imo E =
EiU---UE,.

Promotrimo prvo slu¢aj kada postoji kg € {E}, ..., E,} takav da Ey, € U. Tada je m(Ey,) =
1. Akoje k € {1,...,n}\ {ko} tada E; ¢ U, jer inale 0 = E; N E;, € U, Sto nije moguce
bududi da je U ultrafilter. To znaci da za svaki k € {1,...,n} \ {ko} imamo m(E;) = 0, a
onda je

Z m(Ey) = m(Ey,) + Z mE)=1+0=1.
k=1 k=1
k#ko
U drugu ruku, buduéida je Ex, € Ei Ey, € U, tada E € U, paje m(E) = 1. Dakle, u ovom
slucaju vrijedi

m(E)=1= Z m(Ey).
k=1

Promotrimo sada slucaj kada za svaki k € {1, ...,n} imamo E; ¢ U. Tada je m(E;) = 0, za
svaki k € {1,...,n}. Primijetimoda E, ¢ Ui E, ¢ U povlace S \ E1,S \ E, € U. Bududi
da je U ultrafilter tada (S \ E\) N (S \ E») € U.

No, S\ENDNS \E) =S\ (E\UE),paje E; UE, ¢ U. Indukcijom bismo lako dobili
E\U---UE, ¢ U, E ¢ U. To znaci da u ovom sluc¢aju imamo

m(E) =0 = Z m(Ey).
k=1

Dakle, m je dvovrijednosna mjera.

2.3 U-limes

U ovoj tocki dajemo jednu od mnogih primjena ultrafiltera. Promatramo generalizaciju
pojma limesa niza realnih brojeva. Vidjet ¢emo da je za konvergenciju takvog limesa
dovoljno da niz bude ograni¢en. Zatim ¢emo pokazati egzistenciju netrivijalne mjere na
skupu prirodnih brojeva.

Definicija 2.3.1. Neka je U ultrafilter na N i neka je (a,),>o omeden niz realnih brojeva. Za
realni broj a kazemo da je U-limes niza (a,),>o ako za svaki € > 0 vrijedi {n € N | |a, —a| <
g} € U. Pisemo a = li(Lr(n a,.
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PokaZzimo da je U-limes jedinstven, ukoliko postoji. Pretpostavimo da su a i b dva U-
limes niza (a,),»o, takvidajea < b. Nekaje € = l%“. Tada su skupovi {n € N | |a, —a| < &}
i{n e N||a, —b| < &} disjunktni. Budu¢idasu{n e N||a, —a| <e}i{n e N||a, - b| < &}
iz U ibuducidaje U filtertoje ) ={neN|la, —al<efN{neN|la, - bl <&} € U,Ssto
je nemoguce.

Sada dajemo nekoliko primjera sa U-limesom.

Primjer 2.3.2. Neka je U glavni ultrafilter. To znaci da postoji ny € N, takav da je U =
{A C N |ny € A}. Neka je (a,).>0 proizvoljan niz realnih brojeva. Neka je € > 0 proizvoljan.
Bududi je ng € {n € N | |a, — a,,| < €}, toje {n € N||a, — a,,| < €} € U. Dakle, vrijedi
Apy = lirlrln a,.

Primjer 2.3.3. Neka je niz (a,),»o konvergentan i lim a, = a. Neka je U proizvoljan

n—oo

neglavni ultrafilter i neka je & > 0 proizvoljan. Budud¢i da je niz (a,),>o konvergentan,
tada postoji k € N, takav da za svaki n > k vrijedi |a, — a| < &. Iz te Cinjenice slijedi
{(neN|la, —a|l <&} 2{neN|n>k}. Buduéi da je U neglavni ultrafilter, po propoziciji
U sadrzi filter F = {X € S | S \ X je konacan}. Iz togaje {n € N |n > k} € U, pa je
ifneN|la, —al <e}eU. Slijedia = li(Lr{na,,.

Iz primjera [2.3.2]i[2.3.3| zakljuCujemo da za svaki konvergentan niz realnih brojeva i svaki
ultrafilter U postoji U-limes. Ako je U = {A C N | ny € A} glavni ultrafilter, tada je a,,
U-limes proizvoljnog niza (a,),>o, pa onda i konvergentnog. Ako je U neglavni ultrafilter,
tada je 31_{2 a, njegov U-limes. Obratno ne mora vrijediti. Postoji niz realnih brojeva

(a,)nen koji je divergentan, te neglavni ultrafilter U takav da postoji li(Lr[n a.

Primjer 2.3.4. Neka je U neglavni ultrafilter nad N. Oznac¢imo A = 2N. Tadaje A € U
iiN\AeU.
Ako je A € U definiramo niz (a, ),y Ovako:

n, akon=2k+1,
a, =
0, akon = 2k.

Tadazaa=0isvakie >0imamo{n e N||a, —a| <&} 22N e U,pajea = li(LrInan.
Ako A ¢ U, tada definiramo

0, akon=2k+1,
a, =
n, akon =2k.

Tada za b = 01 svaki € > 0 imamo: {neNllbn—b|<8}22N+1efL{,pajeb:qurInbn.

U oba slucaja je ocito da nizovi divergiraju.
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Pokazimo linearnost 2{-limesa.

Propozicija 2.3.5. Neka je U ultrafilter na N i neka su (a,),>o i (b,)n>0 realni nizovi takvi
da njihovi U-limesi postoje. Neka je a € R. Tada vrijedi:
(a) lilrjn(an +b,) = li(lrjnan + li(Lr(nb,1

(b) limaa, = alima,
u u

Dokaz. (a) Neka su a,b € R takvi da vrijedi li(Lr(n a, = ai liqun b, = b. Nekajee > 0
proizvoljan. Ozna¢imo: A = {n € N|l|a, —a| <&/2}1B={n e N||b, — b| < &/2}.
Zbog li%{na,, =ai li(Lr{nb,, =bslijediA e UiB e U. Slijedidaje ANB e U,jerjeU

ultrafilter. Neka je ny € A N B proizvoljan. Tada imamo
(@ny + bny) = (a + D) = [(@n, — @) + (by, — D) < lan, —al + by, — DI < /2 + /2 = &.

To znacidajeny € {n € N||(a,+b,)—(a+b)| < &}, tj. ANB C {n € N||(a,+b,)—(a+b)| < &}.
SadaizANB e Uslijedi{n e N||(a,+b,) —(a+b) <eleU.
Dakle, realni broj a + b je U-limes niza (a, + b,),>o-

(b) Oznac¢imo a = li(Lr{n a,. Ako je @ = 0, tada tvrdnja ocito vrijedi. Promatramo slucaj

kada je @ # 0.
Neka je € > 0 proizvoljan. Buduéidajea = li(Lr(n a, tada posebno {n € N | |a,—al| < ﬁ} eU.

No, {n €e N | la, — a| < |(‘E—XI}:{neNllolea,l—al<s}:{nel\Tlla/an—aral < g}, paje
{n € N||aa, — aa| < €} € YU, aonda imamo li(LrInozan = ali(Lrlnan

O
Sada pokazujemo egzistenciju U-limesa za bilo koji omedeni niz realnih brojeva.

Teorem 2.3.6. Neka je U ultrafilter na N i (a,),>o omeden niz realnih brojeva.
Tada liqun a, postoji.

Dokaz. Kako je niz (a,),>o omeden, postoje brojevi a 1 b takvi da a < a, < b, za svaki
n € N. Za svaki x € [a,b] nekaje A, ={n € N|a, < x}. Jasnojedaje A, = 0,A, = Ni
A, C Ay, zasverealne x <y. Stoga vrijedi A, ¢ U, A, € U1 A, € U povlaci A, € U, za
sve x < y.

Neka je ¢ = sup{x e R| A, ¢ U} inekaje e > 0. BuduCidaje c = sup{x e R| A, ¢ U},
vrijedi A, ¢ Ui1A,. € U. Sada Ay, = A, UfneN|c—e < a, <c+ e} povlaci
{nENlc—8<an<c+£}€(Ll.Slijedic:1iqunan. |

Sada smo spremni za konstrukciju netrivijalne mjere na N. Prije toga pokazimo iducu
propoziciju koju ¢emo koristiti u konstrukciji mjere.
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Propozicija 2.3.7. Neka je U neglavni ultrafilter, te (a,),>o niz realnih brojeva za koji
postoji li(LrIn a,. Tada je li(LIIn a, jedinstveno gomiliste niza (a,),>o.

Dokaz. Neka je U neglavni ultrafilter. Neka je (a,),>0 niz realnih brojeva takav da postoji
l%n a,. Oznac¢imo a = li(Lr(n a,. Tada za svaki € > 0 vrijedi {n e N | |a, —a| < &} € U.

Bududi da je U neglavni ultrafilter tada je svaki njegov element beskonacan (Dokaz pro-
pozicije[2.1.6). Posebno imamo da je za svaki & > 0 skup {n € N| |a, —al < &} beskonacan.
Iz toga slijedi da je broj a gomiliste niza (a,),>o. O

Teorem 2.3.8. Postoji mjera m na N takva da je m(A) = d(A), za svaki skup A C N koji
ima gustocu.

Dokaz. Neka je U neki neglavni ultrafilter na N. Za svaki skup A C N definiramo:

m(A) = hm M
n

Ako skup A € N ima gustocu, tj. ako je niz (%)%N konvergentan, tada iz primjera
slijedi m(A) = d(A) = lim %. Dokazimo sada da je funkcija m mjera.

Buduc¢i da prazan skup ima gustoéu i d(0) = 0, tada je m(0) = 0. Zatim bududi da skup N
ima gustoCu, te vrijedi d(N) = 1, tada je m(N) = 1

Neka su A, B € N takvida A C B, te takvi da postoje hm
B(n)

A(”) i liql;n @. Iz propozicije 2.3.7

slijedi da su realni brojevi hm ) § hm redom gomlhsta nizova (M)%N i (M)HGN Iz

A C Botito slijedi da za svakl neN Vl’ljedl Am < B (") . No, tada vrijedi i hrzrzn A < jm 22 (")

U
tj. vrijedi m(A) < m(B).
Akoje AN B =0, tada je (A U B)(n) = A(n) + B(n). Sada konacna aditivnost od m slijedi
iz propozicije 2.3.5] O



Poglavlje 3

Z.atvoreni neomedeni i stacionarni
skupovi

U ovom poglavlju predstavljamo jedan vazan filter na regularnom neprebrojivom kardinalu,
filter generiran sa zatvorenim neomedenim skupom. Iako rezultat ovog poglavlja moZe biti
iskazan 1 dokazan za bilo koji regularni neprebrojivi kardinal, mi ¢emo naSa razmatranja
ograniciti na najmanji neprebrojivi kardinal X;. Ovo poglavlje se sastoji od dvije tocke sa
naslovima: Zatvoreni neomedeni skupovi, Stacionarni skupovi.

3.1 Zatvoreni neomedeni skupovi

U ovoj tocki prouavamo zatvorene i neomedene skupove koji ¢e nam Koristiti za drugi dio
ovog poglavlja. Prisjetit cemo se osnovnih definicija i rezultata vezanih za ordinale koji ¢e
nam biti vazni za ovo i iduée poglavlje.

Za skup parcijalno ureden skup (X, <) kazemo da je dobro ureden ako svaki neprazni pod-
skup od X sadrzi najmanji element. Za skup X kaZzemo da je tranzitivan ako je svaki
element od X ujedno i podskup od S. Drugim rijeCima, tranzitivan skup ima svojstvo da
akosuaepBeS dajetadac e S.

Za skup x kazemo da je ordinal ako je x tranzitivan skup i (x, €) je dobro ureden.
Najmanji ordinal koji je prebrojiv oznacavamo sa w, a najmanji ordinal koji je neprebrojiv
oznacavamo sa w;.

Dokazano je da ako je A neki skup ordinalnih brojeva da je tada J @ ordinalni broj i

acA
najmanji je od svih ordinalnih brojeva koji su ve¢i ili jednaki od svih elemenata iz A, t;.
U @ =supA.
a€A

Za svaki ordinalni broj a skup @ U {a} je ordinalni broj, te je to neposredni sljedbenik od

21
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a. Ordinalni broj @ U {a} oznaCavamo sa a + 1.

Ako su « i 8 ordinalni brojevi za koje vrijedi @ < ftadaje a + 1 < S.

Za ordinalni broj @ kaZemo da je prve vrste ako postoji ordinalni broj S tako da vrijedi
a = B+ 1. Ako je ordinalni broj razlicit od nule, te nije prve vrste, tada kaZemo da je druge
vrste ili da je grani¢ni ordinalni broj.

Sada smo spremni za definiciju zatvorenog i neomedenog skupa.

Definicija 3.1.1. Za skup C C w; kaZemo da je neomeden skup ako vrijedi sup C = w;.
Za skup C C w kaZemo da je zatvoren ako svaki rastuci niz

p<a;<--<a,<...n€w)
ordinala u C ima supremum i vrijedi sup{a, | n € w} € C.

Napomena 3.1.2. Ordinal w, je skup svih prebrojivih i konac¢nih ordinala. Iz propozicije
7 slijedi da bilo koji rastuéi niz prebrojivih ordinala ima supremum koji je opet prebrojiv
ordinal. Zbog toga je w; zatvoren skup. Zbog sup w; = w; je w; neomeden skup. Stoga je
w; primjer zatvorenog i neomedenog skupa.

Propozicija 3.1.3. Skup C C w, je neomeden ako i samo ako je C neprebrojiv skup.

Dokaz. Neka je C neomeden skup. Ukoliko bi C bio najviSe prebrojiv tada bi | J C bio
najviSe prebrojiv ordinal, j. vrijedilo bi sup C < w, Sto nije moguce jer je C neomeden.
Dakle, C je neprebrojiv.

Obratno, neka je C neprebrojiv skup. Pretpostavimo da C nije omeden. To znaci da je
supC = @ < w;. Tada za svaki y € C vrijedi y < a iz ¢ega slijedi C C a + 1. Bududi je «
najvise prebrojiv, slijedi kontradikcija. O

Sada dajemo nuZne i dovoljne uvijete kada je neomedeni skup ujedno i zatvoren.

Propozicija 3.1.4. Neomedeni skup C C w, je zatvoren ako i samo ako za svaki A C C,
takav da je sup A < w; vrijedi supA € C.

Dokaz. Neka je C zatvoren skup. Neka je A € C takav da je @ = supA < w;. Iz toga
slijedi da je skup A prebrojiv, pa ga moZemo poredati po veliini A = {ag, @1,...} (A je
dobro ureden). Na taj nac¢in smo dobili rastuci niz ordinala (@), Ciji je supremum a.
Zbog zatvorenosti od C je a € C.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da za svaki A € C koji ima svojstvo supA < wy,
vrijedi supA € C. Obratom po kontrapoziciji imamo da za svaki A C C za koji supA ¢ C
vrijedi supA = w;. Neka je (@,)ue rastuci niz u C i neka je @ = sup{a,},cn. Ako a ¢ C
tada je po pretpostavci @ = w. Buduéi da je niz (@,),e, rastuci niz prebrojivih ordinala, to
je po napomeni [3.1.2] ordinal @ prebrojiv. Time smo dobili da je @ = w; i a je prebrojiv
ordinal, Sto je kontradikcija. |
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Sada dajemo primjer zatvorenog neomedenog skupa koji je razlicit od w;.

Primjer 3.1.5. Neka je L skup svih prebrojivih grani¢nih ordinala. Pokazat ¢emo da je L
zatvoren 1 neomeden.
Pokazimo prvo da je L zatvoren. Neka je (@), neki rastuéi niz u L. Ozna¢imo a =

sup @,. Po napomeni 3.1.2| je a prebrojiv ordinal, pa je razli¢it od w;. Ako je a grani¢ni

ordinal, onda smo gotovi. Pretpostavimo da je « ordinal prve vrste. To znaci da postoji
ordinal 8 takav da je @ = § + 1. Bududi da je svaki ordinal «, grani¢ni ordinal, tada je
a, < a, za svaki n € N. To znaci da je ordinal S takoder gornja meda niza (a,), §to je
nemoguce. Dakle, ordinal @ je nuZno grani¢ni ordinal. To znaci da je skup L zatvoren.
PokaZzimo sada da je L neomeden. Neka je @ = sup L. Analogno kao u prethodnom
dokazu zaklju¢ujemo @ ne moze biti prve vrste. Pretpostavimo da je « prebrojivi grani¢ni
ordinal, tj. @ € L. Posebno je tada @ maksimum skupa L. Ali tada je ordinal « - 2 prebrojivi
grani¢ni ordinal veéi od «, Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je @ maksimum skupa L.
ZakljuCujemo da je @ = wq, tj. L je neomeden.

Vazno svojstvo zatvorenih neogranicenih skupova je svojstvo konac¢nih presjeka. To proiz-
lazi iz iduce leme.

Lema 3.1.6. Ako su C, i C, zatvoreni neomedeni podskupovi od w1, tada je C,NC, zatvoren
neomeden skup.

Dokaz. Pokazimo prvo da je skup C; N C, zatvoren. Ako je (@;,)ue. rastuci niz ordinala u
C, N C,, tada je on rastuéi nizu Cy 1 C,. Slijedi sup{a, | n € w} € C;isupfa, |n € w} € Cy,
pajesupla, |new}e CyNC,.

Pokazimo sada da je skup C; N C, neomeden, tj. da vrijedi supC; N C, = w;. U tu svrhu
dokazujemo da niti jedan ordinal y < w; nije gornja meda skupa C; N C,. Preciznije,
dokazujemo da za svaki ordinal y < w; postoji ordinal @« € C; N C, takavday < . U tu
svrhu definiramo niz ordinala (a,),c., U skupu Cy, te niz ordinala (,,),e, u skupu C,.
Neka je v < w; proizvoljan ordinal. Bududi da je po pretpostavci skup C; neomeden,
tada je supC; = w,. Tada postoji ay € C; takav da je @y najmanji ordinal u C; veci y.
Zatim buduci da je sup C; = w, tada postoji najmanji ordinal 3y € C,, takav da @y < Bo.
Pretpostavimo da smo za neki n € w definirali ordinale «y, @, ..., @, 1 Bo,B1, ..., B, Tada
definiramo «,; kao najmanji ordinal iz C; koji je veci od B, (takav postoji jer je sup C; =
w1, 18, < wy), te definiramo ordinal §,,; kao najmanji ordinal u C, koji je veci od @,,1.
Ocitiovrijediag < Bp < a; <B1 < <@, <B, < < wy.

Neka je @ supremum niza (@, ),c,. Tada je a takoder supremum niza (8,),c,. Ordinal « je
uCiiuCy,pajeac C;NC,. OCito vrijedi y < a. O

Kao posljedica prethodne leme slijedi da je konacni presjek zatvorenih i neomedenih sku-
povo takoder zatvoren i neomeden. 1z toga slijedi da familija svih zatvorenih i neomedenih
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podskupova od w; ima svojstvo konac¢nih presjeka. Ta familija po lemi generira filter
na wg.

F ={X Cw; | C C X, zaneki zatvoreni i neomedeni skup C}. (3.1)

Filter ¥ nazivamo zatvoreni neomedeni filter na w;. ProSirenje filtra ¥ do ultrafiltra U
¢emo koristiti u idu¢em poglavlju prilikom dokaza Silverovog teorema.

Lema 3.1.7. Ako je {C,},c., prebrojiva familija zatvorenih neomedenih skupova, tada je
M=o Cn zatvoren i neomeden. Posebno, ako je {C,},e,, prebrojiva familija skupova u za-
tvorenom i neomedenom filtru ¥, tada je (,., C, € F.

Dokaz. Neka je C = (2, C,. Skup C je zatvoren kao prebrojivi presjek zatvorenih sku-
pova. Neka je y < w, proizvoljan. Kako bismo pokazali da je C neomeden naci ¢emo
a € C koji je veci od vy.

Neka je za svaki n € wy, D, = CoN--- N C,. Uolimo da su skupovi D, zatvoreni i
neomedeni, te da tvore padajuc¢iniz Dy 2 Dy 2 D, 2 ... Vrijedi C = (,_y D,.
Definiramo (a,),e, niz prebrojivih ordinala. Skup D, je neomeden pa postoji ay € Dy,
takav da je ay najmanji ordinal u Dy koji je veéi od . Pretpostavimo da smo za neki n € w
definirali g, a4, . .., @,-;. Skup D, je neomeden pa postoji @, € D,, takav da je @, najma-
nji ordinal u D, koji je veci od a,_;. Na taj nac¢in smo dobili rastuéi niz ordinala (@, ),cy-
Neka je a supremum skupa {@,}.c.,. Buduci da je (@,),c, rastuci niz, tada je @ supremum
skupa {@}isn+1. Zasvakik >n+ljeay e D,jer D, 2 Dyyy . ...

Zbog togaje @ € D,, zasvakin € w, paje a € C. O

3.2 Stacionarni skupovi

Usko povezani sa neomedenim skupovima su stacionarni skupovi. Stacionarni skupovi su
oni skupovi § C w; koji ne pripadaju idealu koji je dualan zatvorenom i neomedenom
filtru. Preformulacija toga nas dovodi do iduce definicije.

Definicija 3.2.1. Skup S C w; je stacionaran ako ima neprazan presjek sa svakim zatvo-
renim neomedenim skupom.

Kao jednostavnu posljedicu prethodne definicije, dajemo iducu propoziciju.
Propozicija 3.2.2. Svaki stacionarni skup je neprebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji prebrojiv stacionaran skup S. Neka je @ = supS. Kako
je S & w, to je skup a prebrojiva unija prebrojivih skupova, tj. ordinal « je prebrojiv.
Definiramo C = w; \ {0, 1,...,a}. Bududi da je a prebrojiv ordinal, tada je ocito sup
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C = wy, pa je skup C neomeden. Neka je (@), rastuci niz u C sa supremumom £. Tada
po napomeni vrijedi 8 < wy, te je @ < B jer je niz {@,},e, rastudi i sadrzan u C. Stoga
je C zatvoren skup. Iz toga je C N S = 0, Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je skup S
stacionaran. Dakle, svaki stacionaran skup je neprebrojiv. O

Korolar 3.2.3. Svaki stacionarni skup je neomeden.
Dokaz. Dokaz slijedi iz prethodne propozicije i propozicije m|

Primijetimo da je svaki zatvoren neomeden skup stacionaran, jer je po lemi [3.1.6| presjek
svaka dva zatvorena i neomedena skupa opet zatvoren i neomeden, i time neprazan. Buduci
da stacionaran skup ima neprazne presjek sa svakim zatvorenim i neomedenim skupom, to
onda vrijedi i za svaki nadskup stacionarnog skupa. Zaklju¢ujemo da je svaki nadskup
stacionarnog skupa opet stacionaran. Kasnije ¢emo u ovom poglavlju dati primjer staci-
onarnog skupa koji nema ni jedan podskup koji je zatvoren i neomeden.

Definicija 3.2.4. Neka je S C w,. Za funkciju f : S — w; kaZemo da je regresivna ako
vrijedi f(@) < a za svaki a # 0.

Lema 3.2.5. Neka je {Cy | B < w:} familija zatvorenih i neomedenih skupova. Neka je
C={a <w |aeCCgzasvakip < a}. Tada je skup C, kojeg zovemo dijagonalni presjek
od Cg, zatvoren i neomeden.

Dokaz. Pokazimo prvo da je skup C zatvoren. Neka je (@,),c, rastuéi niz u C 1 neka je a
njegov supremum. Pokazat ¢emo da a € Cg, za svaki 5 < a.

Neka je 8 < a prozvoljan. Buduéi da je @ supremum skupa {a,},c., tada postoji k € w
takav da je B < ax, 1 stoga je B < a,, za svaki n > k. Kako je svaki @, € C, to je a, € Cg,
za svaki 8 < @,. Zbog toga je a, € Cg, za n > k. Budu¢i da je a supremum od {,},>x 1 C
zatvoren slijedi da je a € Cp.

Sada pokazujemo da je skup C neomeden. Uzmimo y < w; proizvoljan. Neka je ap = .
Zan € w neka je @, najmanji element od (s, Cs koji je veci od . Takav @, postoji
jer je (p<q, Cp zatvoren i neomeden. Na taj naCin smo dobili rastuci niz ordinala (@,),cw-
Neka je @ supremum skupa {«@,},c.,. Kako bismo pokazali da je @ € C, moramo pokazati
da je @ € Cg za svaki § < a.

Neka je B < a proizvoljan. Tada postoji k € w takav da S < ay,1zan > k je a,.1 € Cg, iz

definicije niza (@,)ne,,- Buducida je (@), niz u Cg Ciji je supremum a, tadaje @ € Cg. O

Iduéi teorem je dobar primjer kako se neprebrojiva kardinalnost poput 8; znacajno razli-
kuje od 8y. Na neprebrojivim kardinalima ne postoji analogon funkciji f : w — w koja
je definirana sa: f(0) = 01 f(n + 1) = n, za svaki n € w. Ta funkcija je regresivna i
postiZze svaku vrijednost konacno mnogo puta. Neposredna posljedica iduéeg teorema je
da regresivna funkcija f na w; postize neke vrijednosti neprebrojivo mnogo puta, osim ako
je domena od f dovoljno malan skup, tj. nije stacionaran.
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Teorem 3.2.6. Skup S C w, je stacionaran ako i samo ako je svaka regresivna funkcija
f S — w; konstanta na nekom neomedenom skupu. StoviSe, funkcija f je konstanta na
nekom stacionarnom skupu.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je svaka regresivna funkcija f : § — w; konstanta na
nekom neomedenom podskupu od §. Obratom po kontrapoziciji dokazimo da je S staci-
onaran. Neka je S C w, skup koji nije stacionaran. Zelimo dokazati da postoji regresivna
funkcija f : § — w; koja nije konstanta niti na jednom neomedenom skupu.

Buduci da S nije stacionaran, postoji zatvoren i neomeden skup C takav daje S N C = 0.
Neka je f : § — w; definirana sa f(a) = sup(C N @), za @ € S. Iz definicije funkcije f
slijedi f(@) < @ < w; za svaki @ € w;. Bududi da je C zatvoren i neomeden, tada po pro-
poziciji|3.1.4| vrijedi f(a) € C. Iz te Cinjenice i S N C = 0 slijedi f(a@) # @. ZakljuCujemo
daje f(@) < @, tj. funkcija f je regresivnana S. Osim toga, za @ < S vrijedi CNa € CN},
paje f(a) < f(B), tj. funkcija f je rastuca.

Neka je A proizvoljan neomeden podskup od S'. DokaZimo da f nije konstanta na A. Neka
je @ = min A. Neka je ¢ najmanji element iz C koji je ve¢i od a. Zataj c € C postojif € A
koji je veci od c¢. Tada je f(B) = sup(C N B) > sup({c} N B) = c. Zadnja jednakost vrijedi
zbog ¢ < . Nasli smo ordinale a,8 € A1c € C takve da vrijedi f(@) < @ < ¢ < f(B).
Dakle, funkcija f postiZe razliite vrijednosti za @, 5 € A, §to je kontradikcija sa ¢injenicom
da je funkcija f konstanta na neomedenom skupu A.

Sada pokazujemo drugi smjer. Neka je S stacionaran skup i neka je f : § — w; re-
gresivna funkcija. Za svaki y < w neka je A, = f~'[{y}]. Pokazat éemo da je za neki y
skup A, stacionaran. Po korolaru Ce tada A, biti neomeden, pa Ce vrijediti f(a) =y
zasvakia € A,.

Pretpostavimo da niti jedan od A, nije stacionaran. Tada za svaki y < w; postoji zatvoreni
neomedeni skup C, takav daje A,NC, = 0. Neka je C = {a < w; | @ € C, za svaki
¥ < a} dijagonalni presjek skupova C,. Ako jea € C,, tadaa ¢ A,, pai f(a) # y (zbog
A, N C, =0). Iz prethodnog i definicije dijagonalnog presjeka slijedi ako je a € C, tada je
f(a) #vy,zasvakiy < @. Kad bi zay = f(@) vrijedilo y < a, tadabi biloy = f(@) # f(@),
Sto nije istina. Stoga je @ < f(a), za svaki @ € C. Po lemi [3.2.5] je skup C zatvoren i
neomeden. Iz toga i stacionarnosti od § slijedi da je C NS neprazan, pa postojia € CNS.
Nasli smo a € § takav da vrijedi @ < f(a). O

Jedna jednostavna posljedica prethodnog teorema je egzistencija stacionarnog skupa Ciji
komplement je takoder stacionaran skup. To pokazujemo u sljedeem primjeru.

Primjer 3.2.7. Neka je C skup svih prebrojivih grani¢nih oprdinala. U primjeru smo
vidjeli da je skup C zatvoren i neomeden. Za svaki @ € C postoji rastuéi niz ordinala
Xo = (X¥)e, sa limesom @. Za svaki n € w neka je f, : C — w; funkcija definirana sa
fal@) = xii. Za svaki n € w je funkcija f, regresivna.
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Po teoremu [3.2.6|slijedi da za svaki n € w postoji y, takav da je skup S, = {a € C| f(@) =
v,} stacionaran.

Tvrdimo da barem jedan od skupova S, ima komplement koji je stacionaran. U suprotnome
bi vrijedilo da svaki S, sadrzava zatvoren neomeden skup, pa iz leme slijedi da je i
njihov presjek isto sadrzi zatvoren i neomeden skup. Stoga (), S, sadrzi ordinal @ koji je
veli od supremuma skupa {7y, },e. Ali utom slucaju niz x, = (x))new = (fu(@))new = Yn)new
ne konvergira prema @ (zbog v, < sup{¥,}uew < @), $to je kontradikcija.

Stacionaran skup iz prethodnog primjera ne moZze imati zatvoren i neomeden podskup
buduci mu je komplement takoder stacionaran.

Druga posljedica teorema je kombinatorni teorem poznat kao A-lema. Iako se A-lema
moze dokazati direktno, iduc¢i dokaz pokazuje snagu teorema

Teorem 3.2.8. Neka je {A; | i € I} neprebrojiva familija konacnih skupova. Tada postoji
neprebrojivi J C I i skup A takav da za sve razlicite i, j € J vrijedi A; N Aj = A.

Dokaz. Skup I je neprebrojiv pa je kardinalitet od I vedi ili jednak N;. Ako tvrdnju

pokazemo za familiju kardinalnosti N, tada ¢e vrijediti i za familije vece kardinalnosti.

Zato moZemo pretpostaviti da je [ = w;.

Neka je B = |J A;. Ako je skup B prebrojiv ili konacan tada ocito postoji J C w; ne-
icw

prebrojiv takav cia zasve i, j € J vrijedi A; = A;, pa u tom slucaju je jasna egzistenicija

traZenog skupa A.

Pretpostavimo stoga da je B kardinalnosti 8. Iz |B] = N; slijedi da postoji bijekcija

f i B = w, paje za svaki i € w; skup A; ekvipotentan sa f[A;] € w;. Radi jednos-

tavnijeg zapisa, pretpostavit ¢emo da je svaki A; podskup od w;.

Kad bi za svaki n € w samo prebrojivo mnogo skupova A; bilo kardinalnosti n, tada bi fami-

lija {A; | i € w} bila prebrojiva, Sto nije istina. To znaci da postoji ny € w takav da su nepre-

brojivo mnogo A; kardninalnosti ny. Nadalje promatramo familiju A = {A, | @ < w,A, C

w1 1|A,| = np}. Neka je Iy neprebrojiv skup ordinala tako da vrijedi A = {A, : a € Iy}.

Neka je C = {a € I | max Ag < @, za svaki f < a}. Dokazimo da je skup C zatvoren i
neomeden. Neka (@, ),e, rastuci niz ordinala u skupu C. To znaci da vrijedi max Ag < @,
za svakin € wisve S < a,. Neka je @ supremum skupa {a,},c,. Pretpostavimo da a ¢ C.
Tada postoji § < « takav da je max Ag > «. Buduéi da je @ = |J a,, te vrijedi § € «, tada

new

postoji n € w takav da je B € a,, tj. vrijedi § < a,. Slijedi max Az < a,. S druge strane

jemaxAg > |J ax > a,, Sto je kontradikcija s max Ag < «@,. Time smo pokazali da je C
kew
zatvoren. Pokazimo da je C neomeden skup, tj. supC = w,. Neka je y < w; proizvoljan.

Zelimo pokazati da postoji @ € C takav da je y < . Pretpostavimo suprotno, tj. da za svaki
a € C vrijedi @ < . Tada je posebno max A, < y za svaki a € ;. Bududi je y < wy, tada
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je v prebrojiv ordinal. No, to je nemoguce bududi je skup |J A, neprebrojiv.
acl
Za svaki k < ng, neka je S; = {a@ € C | |A, N a| = k}. Pretpostavimo da niti jedan od

skupova S, nije stacionaran. To znaci da za svaki k < ny postoji zatvoren i neomeden skup
Ay takav da je S, N Ay = 0. Skupovi A, su zatvoreni i neomedeni pa je po lemi [3.1.6]i

skup A = () Ay zatvoren i neomeden, te vrijedi Sy N A = 0, za svaki k < ny. Slijedi
k<ng

CNA = UJErnNnA) = 0, sto je kontradikcija sa Cinjenicom da su C i A zatvoreni i

k<ng
neomedeni skupovi. Dakle, postoji k < n takav da je skup S stacionaran.

Za svakim = 1,...,k, neka je f,(@) = m-ti element skupa A,. Ako je @ € S, tada je
fi(@) k-ti element skupa A,. Kada bi k-ti element od A, bio veci ili jednak od «, tada bi
vrijedilo |[A, N @| < k, Sto je nemoguée. Dakle, vrijedi fi(@) < a. Zbog f.(a@) < fi(@), za
m < k vrijedi f,,(@) < a, za svaki @ € S, tj. funkcije f,, su regresivne. Sada primijenimo k
puta teorem [3.2.6|na funkcije f,,, zam =1,2,... k.

Za m = 1 postoji stacionaran skup Ty C S 1 ordinal oy, takav da je f; [T1] = a;.

Za m = 2 postoji stacionaran skup 7, C S i ordinal a5, takav da je f; [T>] = a».

Za m = k postoji stacionaran skup 7 C S;_; i ordinal «, takav da je f; [T;] = a;. Bududi
daje fi(a) < fi(a) zai < j, to su ordinali a,,, m = 1,2, ...,k medusobno razliciti. Dobili
smo stacionarni skup 7' = T,, € Sy 1skup A = {a;,ay, ..., &}, kardinalnosti k, takav da je
A,Na=A,zasvea cT.

Neka su @ < g € T proizvoljni. Tada vrijedi A, Na@ = AgN B = A. Ordinal g je iz C, pa
zbog a < B vrijedi max A, < (. Iz toga je max A, € (3, pa je specijalno iy € 3, za svaki
Y € A,. Slijedi A, C B, paje (A, \ B) N Az = 0. Tada je A, N Ag = BN Ag = A. Stoga je
{A, | @ € T} jedna neprebrojiva podfamilija od {A, | @ < w,} koja zadovoljava teorem. O



Poglavlje 4

Silverov teorem

Cantor je postavio hipotezu da je svaki beskonacan skup S € R ekvipotentan sa N ili sa
R. Drugim rije¢ima vrijedi 2% = N;. Ova tvrdnja je poznata kao hipoteza kontinuuma.
P. Cohen je 1963. godine dokazao da je Cantorova hipoteza kontinuuma neodluciva u
Zermelo-Fraenkel teoriji. To znaci da se u danoj teoriji ne moZemo dokazati, a ni opo-
vrgnuti. Opéa hipoteza kontinuuma glasi: za svaki ordinalni broj « vrijedi 28% = N,,;.
Koristeci tehnike koje smo koristili u prethodna dva poglavlja moZzemo dokazati genera-
liziranu hipotezu kontinuuma za singularne kardinale. Singularne i regularne kardinale
¢emo definirati u ovom poglavlju.

4.1 Regularni i singularni kardinali

Prvo navodimo osnovne ¢injenice o kardinalnim brojevima iz kolegija Teorija skupova
[2]. Kardinalni broj A je definiran kao ordinalni broj sa svojstvom da za niti jedan @ <
A ne postoji bijekcija izmedu @ 1 4. Kardinalni broj proizvoljnog skupa A je definiran
kao najmanji ordinalni broj A za koji vrijedi A ~ A. Oznaka je k(A) ili |A|. Definirali
smo racunske operacije zbrajanja, mnoZenja i eksponenciranja kardinalnih brojeva. Vrijedi
Cantorov osnovni teorem koji kaZe da za svaki kardinalni broj A vrijedi A < 2*. Pokazano
je da svaki kardinalni broj ima neposrednog sljedbenika, koji oznacavamo s A*.

Sa N oznacavamo skupovnu operaciju s klase svih ordinalnih brojeva On u klasu svih
beskonacnih kardinalnih brojeva koja je pomocu rekurzije definirana ovako:

No = w,
Nﬁ+1 = xg’
No = sup{Ns | 8 < @}, ako je @ grani¢ni ordinalni broj.
Definicija 4.1.1. Neka je (a, | v < @) niz ordinala duljine §. KaZemo za niz da je rastuci

ako a, < a, zav < u < 9. Ako je ¥ granicni ordinal i ako je (a, | v < ) rastuci niz

29
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ordinala, tada definiramo a = liml9 a, = supl{a, | v < #}. Ordinal a zovemo limes rastuceg
V=

niza (a, | v < 9).

Definicija 4.1.2. Za beskonacni kardinal k kaZemo da je singularan ako postoji rastuci
niz ordinala («, | v < ) takav da je a, < «k za svaki v < 1, te je ¥ ograniceni ordinal
manji od « i vrijedi k = lim «,. Za beskonacni kardinal koji nije singularan ¢emo reci da

y—1)

Jje regularan.

U prethodnom poglavlju smo definirali pojam neomedenog podskupa od w; (definicija
3.1.1). Sada definiciju proSirujemo za svaki podskup od proizvoljnog kardinala «.

Definicija 4.1.3. Neka je k ordinal. Za skup X C k ¢emo reci da je omeden ako je sup X < k.
Ako je sup X = k reci cemo da je X neomeden.

Teorem 4.1.4. Neka je k regularan kardinal.

(a) Ako je X C k takav da |X| < « tada je X omeden (ima supremum manji od k). Svaki
neomedeni podskup od « je kardinalnosti k.

(b) Akoje A < ki f: A — k tada je f[1] omeden.

Dokaz. a) Jasno je ako X ima najveci element. Ako X nema najveci element, tada se
X moze dobro urediti do skupa koji je slican sa graniénim ordinalom. To znaci da postoji
rastu¢a enumeracija od X,tj. X = {a, | v < ¢}, gdje je ¢ grani¢ni ordinal (nema maksimum).
1z |9| = |X] < k slijedi ¥ < k. Budu¢i je « regularan slijedi sup X = lima, < «.

y—1

(b) Vrijedi [f[1]| £ A < k. Sada tvrdnja slijedi iz (a) dijela. m|

Primjer singularnog kardinala je §,. Vrijedi 8, = lim N, gdje je w < 8, i N, < N, za
svaki n € w. Sli¢no se pokaze da su N, Ny, N, singularni kardinali. S druge strane,
No je primjer regularnog kardinala.

Lema 4.1.5. Neka je beskonacni kardinal k singularan. Tada se k moZe prikazati kao
suma:
K = Z Ki,
i€l

gdjejell| <kik; <kzasvakiie l

Dokaz. Neka je « singularan. Tada postoji rastuéi tranfinitan niz takav da je k = lim«,,

y—1

gdje je # < k1@, < k, za svaki v < . Ako to drugacije zapiSemo, dobijamo iduce:

K= U%Z U(%\Uae)-

<t ved E<V
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Ako stavimo A, = «, \ U @, tada je (A, | v < ¥) niz sa ¥ < « Clanova i kardinalnosti
e<vy
ky = 1A = lay \ Ul <oyl <k Zap <v <P vrijediAd, NA, C(a\ Ua) N, =0
ey ey
zbog «,, C |J a,. Slijedi da su skupovi A, u parovima disjunktni, pa vrijedi k = )} k,. O
e<v y<i

Definicija 4.1.6. Za N, kaZemo da je granicni kardinal ako je « granicni ordinal.
Ako je @ > 0 tada je N, limes niza (Ng | 8 < a).
Teorem 4.1.7. Za svaki kardinal X, je njegov sljedbenik N, regularan kardinal.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je N, singularan. Tada se po prethodnoj lemi N,
moze zapisati kao 8,11 = > «;, gdje je [I] < Nypy1 1k < Nypqp zasvakiie . Tadaje |I| < N,
i€l
ik; <N, zasvakii € I. 1z toga slijedi
Na+l :ZKiSZNa:Na'lllsxa'Na:Na-
i€l i€l
Dobili smo kontradikciju, pa zaklju¢ujemo da je N, regularan. |

Zbog prethodnog teorema je svaki singularan kardinal ujedno i1 grani¢ni kardinal. Iduéi
rezultat nam govori da postoje jako veliki singularni kardinali.

Lema 4.1.8. Postoje proizvoljno veliki singularni kardinali.

Dokaz. Neka je N, proizvoljan beskonac¢ni kardinal. Tada je (NX,4,)xc0 rastuci niz ordinala
ivrijedi lim N,,, = Ny4. Stoga je N, singularni kardinal veéi od N,,. O

Svi neprebrojivi grani¢ni ordinali koje smo do sada razmatrali su bili singularni. Pitanje
je postoje li neprebrojivi regularni granicni ordinali. Pretpostavimo da je N, jedan takav
kardinal. Kako je « grani¢ni ordinal, tada imamo da je 8, = }%I_I)I(ly Ng, tj. N, je limes rastuceg
niza duljine a. Kako je 8, regularan nuzno je @ > N, (inace bi po definiciji bio singularan),
Sto zajedno sa a < N, daje @ = N,.

Ovo svojstvo ve¢ ukazuje na to da bi @ morao biti jako velik. Iduéi rezultat nam pokazuje
da to svojstvo vrijedi i za neke singularne kardinale.

Lema 4.1.9. Postoje proizvoljno veliki singularni kardinali takvi da vrijedi X, = a.



POGLAVLIJE 4. SILVEROV TEOREM 32

Dokaz. Neka je N, proizvoljan kardinal. Definirajmo niz na idu¢i nacin:

@y = Wy,

@ = Wey = Wy,

Apt1 = wa,,a

zasven € w. Neka je @ = lim «,. Iz toga je N, = limN,, = lim e, = a.
n—-w n—-w

n—-w

Kako je N, <N, zasvakin € wiw < N,, slijedi da je N, singularan. i

Neprebrojivi kardinali koji su grani¢ni i regularni zovu se nedostizivi kardinali. Dokazano
se da je nemoguce dokazati postojanje nedostizivih kardinala koristeci se samo Zermelo-
Fraenkelovom teorijom.

Definicija 4.1.10. Ako je « granicni ordinal, tada definiramo kofinalnost od «, u iznaci
cf(@) kao najmanji ordinal 9 takav da je a limes rastuceg niza ordinala duljine 4.

Napomena 4.1.11. Primijetimo da je cf(a) grani¢ni ordinal i da vrijedi cf(@) < a. 1z toga
slijedi da je N, singularan kardinal ako je cf(w,) < w,, a regularan ako je cf(w,) = w,.

Lema 4.1.12. Ako granicni ordinal «a nije kardinal tada je cf(a) < a.

Dokaz. Neka je a grani¢ni ordinal koji nije kardinal. Neka je x = |a|. Postoji bijekcija
izmedu skupova « i @, tj. postoji niz (@, | v < k) duljine « takav da je {a, | v < «} = a.

Sada moZemo pronaci (po transfinitnoj rekurziji) rastuéi podniz ¢iji je limes . Buduéi da
je duljina niza najviSe «, te je k = |a| < @ (jer @ nije kardinal), slijedi cf(a) < a. O

Korolar 4.1.13. Neka je a granicni ordinal. Tada je cf(a) = a ako i samo ako je «
regularan kardinal.

Lema 4.1.14. Za svaki granicni ordinal a vrijedi cf(cf{a)= cfla).
Dokaz. Neka je ¢ = cf(@). Tada je ¥ grani¢ni ordinal i vrijedi y = cf(#) < . Pretposta-
vimo da je y < 1. Tada postoji rastuci niz ordinala (v, | € < y) takav da je lim v, = . Kako
ey
je ¢ = cf(a), postoji rastui niz ordinala (, | v < ) takav da je lirr; a, = a. Tada je niz
(ay, | € < y) rastuci, duljine y i za njega vrijedi lim,, = @. Budu¢i je y < ¢, dobili smo
ey

kontradikciju sa ¢injenicom da je ¢ = cf(a). O

Korolar 4.1.15. Za svaki granicni ordinal « je cf{a) regularan kardinal.
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Definicija 4.1.16. Za beskonacni kardinal N, kaZemo da je jaki granicni kardinal ako
vrijedi 2% < N, za svaki B < a.

Jasno je da je svaki jaki grani¢ni kardinal ujedno i grani¢ni kardinal. Naime, ako je N, =
N1, tada je 2% > N,,; = N,. Pokazuje se da ukoliko vrijedi generalizirana hipoteza
kontinuma, da je tada svaki grani¢ni ordinal ujedno i jako grani¢ni ordinal.

Sljedeci rezultat cemo Cesto koritistii u dokazu Silverovog teorema.

Teorem 4.1.17. Ako je N, jaki grani¢ni kardinal i ako su k i A beskonacni kardinali takvi
da je k < Ry, i A < N,. Tada vrijedi k* < N, .

Dokaz. Vrijedi k! < (k - )<t = 264 = pmaxied) < N O

4.2 Silverov teorem

Sada smo spremni za dokaz Silverovog teorema. Dokaz Ce sljediti iz Cetiri leme, te pret-
hodno dokazanog iz proslih poglavlja.

Teorem 4.2.1. (Silverov teorem) Neka je N, singularni kardinal takav da je cf(1) > w. Ako
za svaki a < A vrijedi 2% = 8,1, tada je 2 = X ,,1.

Dokazat ¢emo Silverov teorem za specijalni slucaj 8, = N, koristec¢i teoriju o stacionar-
nim podskupovima od w;. Opcenita tvrdnja se moZe dokazati na slican nacin, koristeci
op¢u teoriju o stacionarnim podskupovima. Stoga u nastavku koristimo pretpostavku:

28 = R,,1 za svaki @ < w. 4.1)

Neka je @ < w; proizvoljan. Iz (4.1) slijedi 2% = N,,; < N,,. . N, je jaki grani¢ni
kardinal. Bududi da je 8;,N, < N,, po teoremu 4.1.17| slijedi N < N,,. Bududi da je
2 < @, tada je

2% < RY <N, (4.2)
Posljedicu (4.2)) ¢emo Cesto koristiti u ovom poglavlju.

Definicija 4.2.2. Neka su f i g dvije funkcije na w,. KaZemo da su funkcije f i g gotovo
disjunktne ako postoji a < w; takav da f(B) # g(B), za svaki p > «.

Lema 4.2.3. Neka je {A, | @ < w} familija skupova takva da je |A,| < N, za svaki a < wy,
te neka je F familija gotovo disjunktnih funkcija za koju vrijedi

Tada je |[F| < N,,.
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Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti mozZemo pretpostaviti da je A, C w,, za svaki @ < w.
Neka je S skup svih grani¢nih ordinala, manjih od w,. Za svaki f € Fia € S sa
f*(a) ozna¢imo najmanji B takav da je f(@) < wpg. Bududi da je f(@) € A, C w,, te
fla) < wg £ w,, slijedi f*(@) = B < a. Dakle, funkcija f* je regresivna na stacionarnom
skupu S . Po teoremu [3.2.6|postoji stacionaran skup S C S takav da je f* konstantana S.
Zato je fis funkcija sa S u wg, za neki § < w;. Oznacimo tu funkciju fis sa @(f).
Neka su f i g razliCite funkcije iz F. Tada postoji @ < w; takav da je f(8) # g(B) za svaki
B > a. Jasno je da su ¢(f) 1 ¢(g) razli¢ite ukoliko su im domene razlicite. Neka su ¢(f)
i ¢(g) funkcije koje imaju istu domenu, te neka je skup S domena funkcija ¢(f) i ¢(g).
Buduc¢i da je S neomeden, slijedi da su funkcije g5 1 fis gotovo disjunktne, pa su ¢(f) 1
©(g) razlicite. 1z toga slijedi da je ¢ bijekcija s domenom F'.
Svaka funkcija ¢(f) = fis je definiranana S C w;, te postiZe vrijednosti na skupu wg, za
neki 8 < w. Iz toga slijedi
IF] < 2% . Z R <N,
B<wi

O

Lema 4.2.4. Neka je F C [] A, familija gotovo disjunktnih funkcija takvih da je skup
a<wi

T ={a < w | |A,| £ N} stacionaran. Tada vrijedi |F| < N,,,.

Dokaz. Dokaz ide slicno kao u dokazu leme Definiramo stacionaran skup Sy = {a €
T | @ je grani¢ni ordinal}. Ostatak dokaza je isti. O

Lema 4.2.5. Neka je f funkcija na w, takva da je f(@) < Noi1 za svaki @ < w,. Neka je F
Sfamilija gotovo disjunktnih funkcija na w, i neka je

Fy ={g € F | za neki stacionaran skup T C w1, g(a) < f(a) za sve a € T}.
Tada je |F¢| < R,,,.

Dokaz. Neka je T fiksirani stacionarni skup. Tada po lemi skup {g € F | gla) <
f(a@) za sve @ € T} ima kardinalnost najvide N, . Zato je sada |F| < 2% - N, = N,,. O

Iduéa lema nam je klju¢na u dokazu Silverovog teorema. Prije toga navodimo iskaz jednog
teorama koji nam je bitan za dokaz iduce leme.

Teorem 4.2.6. Ako je (A, <) linearan uredaj za koji vrijedi [{y € A |y < x} < N, za svaki
x € A. Tada vrijedi |A| < N,,.

Dokaz prethodnog teorema moZzete vidjeti u [[1] (to je teorem 1.14 u poglavlju 8).
Lema 4.2.7. Neka je {A, | @« < w;} familija skupova takva da je |A,| < No41, za svaki

@ < wy, inekaje F C || A, familija gotovo disjunktnih funkcija. Tada je |F| < R, +1.

a<wi]
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Dokaz. Neka je U ultrafilter na w; koji proSiruje filter koji je zatvoren i neomeden. Taj fil-
ter je definiran sa (3.1). Tada je svaki S € U zatvoren i neomeden, pa ujedno i stacionaran.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je A, C wy+ za svaki @ < w;. Definirajmo
relaciju < na F na iduéi nacin:

f < g ako i samo ako je {a < w; | f(@) < g(a)} € U.
Pokazimo da je relacija < linearan uredaj na . Ako je f < gig < htadaje
{a <wi | fl@) <h(@)} 2{a <wi| f(@) <gl@)}N{e <w |gl@) <ha)}eU.

Iz togaje {a < w | f(@) < (@)} € U, paje f < h.

Neka su f, g € F razlicite. Buduci su f 1 g gotovo disjunktne, tada je skup {a@ < w; | f(a@) =
g(a@)} najviSe prebrojiv, pa nije element ultrafiltra U. Zbog toga to¢no jedan od skupova
{ < w | fla) < glo)}, {a < w; | gla) < f(a)} pripada U. Stogajeili f < gilig < f.
Slijedi da je < linearan uredaj na F.

Akosu f,ge Fig< ftada

g € Fy = {g € F| za neki stacionaran skup T C wy, g(@) < f(a) zasve a € T}.

Po lemi{4.2.5|je |[Fs| < 8. Zbog toga za svaki f € F vrijedi [{g € F | g < f} < R, <
N, +1- Bududi da je < linearan uredaj na F, tada po teoremu vrijedi |[F| < 8,41 O

Sada konacno dokazujemo Silverov teorem za A = w;.

Dokaz Silverovog teorema. Za svaki a < w; neka je A, = P(w,). Kako je 28 = K.,
imamo da je |A,| = 2% = N,,;. Za svaki X C w,, neka je fx € [] A, funkcija definirana

a<wi
sa fx(a) = X Nw,. Nekasu X,Y C w,, medusobno razliiti. Zbog toga postoji @ < w

takav da X N wg # ¥ N wp za svaki B > «. Slijedi da su funkcije fx i fy gotovo disjunktne.
Stoga je F' = {fx | X € P(w.,)} familija gotovo disjunktnih funkcija. Po lemi[#.2.7] slijedi
|F| < N, +1. Stoga je 2% = |P(w,,)| < N,,+1. Po Cantorovom teoremu slijedi 281 > K, ,
tj. 281 > N, +1. Konacno dobijamo PATEE Noj+1- O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo proucavali filtre i ultrafiltre, te njihovu primjenu. Cilj rada
je bio dokazati Silverov teorem, tj. generaliziranu hipotezu kontinuuma za singularne kar-
dinale.

U poglavlju |1| smo promatrali filtre i ideale, te njihove primjere. Definirali smo pojam
glavnog filtra, te maksimalnog filtra. Dokazali smo da je presjek filtera opet filter, te da
je unija ideala opet ideal. Dokazali smo da filtri imaju svojstvo konac¢nih presjeka i da se
svaka familija sa tim svojstvom mozZe prosiriti do filtera. U ovom poglavlju smo definirali
1 gustocu na skupu prirodnih brojeva.

Nakon filtera, u poglavlju [2| proucavali smo ultrafiltere koji su zapravo maksimalni fil-
tri. Svaki filter se moZe prosiriti do ultrafiltra. Pomocu ultrafiltera smo definirali U-limes,
pomocu kojeg smo definirali netrivijalnu mjeru na skupu prirodnih brojeva. Osim toga
dokazali smo da je U-limes linearan, te da je za konvergenciju niza dovoljno da niz bude
ogranicen.

U poglavlju [3] smo prvo definirali zatvorene neomedene skupove. Dokazali smo da je
prebrojivi presjek zatvorenih neomedenih skupova ponovo zatvoren i neomeden. Defini-
rali smo 1 zatvoreni neomedeni filter ¢ije proSirenje do ultrafiltera smo iskoristili prilikom
dokaza Silverovog teorema. Nakon zatvorenih neomedenih skupova smo definirali sta-
cionarne skupove. NajvazZniji rezultat u ovom poglavlju je teorem koji kaze da je
skup S stacionaran ako i samo ako je svaka regresivna funkcija na S konstanta na nekom
neomedenom podskupu od S. Svojstva stacionarnih skupova smo takoder koristili u do-
kazu Silverovog teorema.

Silverov teorem dokazali smo u poglavlju4] Prije iskaza teorema smo definirali pojmove
regularnih i singularnih kardinalnih brojeva, te pojam kofinalnosti za grani¢ni ordinalni
broj. Nakon toga smo pomocu niza lema dokazali Silverov teorem.



Summary

In this graduate thesis we have studied filters and ultrafilters, and their application. The
goal of this graduate thesis was to prove the Silver theorem, ie. the generalized hypothesis
of continuum for singular cardinals.

In chapter (1| we have studied the filters and ideals and their examples. We defined the
concept of the principal filter and the maximal filter. We proved that intersection of filters
is again filter, and that the union of ideals is ideal again. We proved that filters have a finite
intersection property and that any collection with this property can be exdend to some filter.
In this chapter we also defined the density on the set of natural numbers.

Next, in the chapter 2] we studied ultrafilters which are actually maximal filters. Each
filter can be extended to ultrafilter. By using the ultrafilters we have defined U-limes, by
which we have defined the nontrivial measure at the set of natural numbers. In addition,
we proved that U-limes is linear, and that for the convergence of sequence is sufficient that
the array is limited.

In chapter [3] first we defined closed unbounded sets. We proved that the intersection of co-
untably many closed unbounded sets is closed unbounded. We have also defined a closed
unbounded filter whose extension to the ultrafilter was used in proof of Silver’s theorem.
After closed unbounded sets we defined stationary sets. The most significant result in this
chapter is the theorem [3.2.6| which states that the set S is stationary if and only if every
regressive function at S is constant on an unbounded subset of S. The properties of stati-
onary sets were also used in the proof of Silver’s theorem.

Silver’s theorem has been proven in the chapter § Before the theorem we have defined
the regular and singular cardinal numbers, and the cofinality for the limit ordinal number.
Then, by use of several lemmas, we proved Silver’s theorem.
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