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Uvod

Kao $to je vec iz naslova jasno, fokus je ovoga rada na proucavanju C*-algebri. C*-algebre
posebna su vrsta Banachovih algebri na kojima je definirana involucija te koje zadovolja-
vaju odredene zahtjeve vezane uz normu.

Korijene proucavanja C*-algebri nalazimo poCetkom dvadesetog stolje¢a u radovima
von Neumanna, Heisenberga i drugih. Tada je, naime, zaceta ideja da objekti interesa
kvantne mehanike odgovaraju hermitskim operatorima na Hilbertovim prostorima. Aps-
traktni okvir za proucavanje takvih operatora upravo su C*-algebre. Sam pojam C*-algebre
pocetkom 40-ih godina prosloga stoljeca uvode Gelfand i Naimark, dvojac ¢ija imena krase
mnoge bitne rezultate ovoga podrucja. Gelfand i Naimark najprije opisuju reprezentacije
komutativnih C*-algebri, a nakon toga se rezultat proSiruje na proizvoljne C*-algebre.

Kronoloski gledano, pristup slican Gelfndovu i Naimarkovu prihvacen je u ovom radu.
IzuCavana materija podijeljena je u tri poglavlja: prvo postavlja temeljne pojmove i re-
zultate, drugo uvodi pojmove C*-algebre i pozitivnih elemenata na njima, dok trece koristi
sve dotad pokazano kako bi se pokazalo postojanje odgovarajuée reprezentacije proizvoljne
C*-algebri.

Prvi dio, kao Sto naslov sugerira, donosi osnovne rezultate spektralne teorije. Nakon
definiranja svih temeljnih pojmova, pokazuju se opée veze izmedu spektra, spektralnog
radijusa i norme elemenata. Na kraju, koristeéi prostor karaktera algebre, pokazuje se
postojanje Gelfandove transformacije elementa komutativne Banachove algebre.

Drugo poglavlje suzava opseg proucavanja s Banachovih na C*-algebre. Pokazuje se
da u ovakvom ambijentu postoji joS uza veza spektralnog radijusa i norme hermitskih ele-
menata te da je Gelfandova transformacija na komutativnim C*-algebrama bijektivna. U
drugom dijelu poglavlja uvodi se pojam pozitivnog elementa i osnovni rezultati koji se u
bitnom koriste u sljede¢em pogavlju.

U trecem se poglavlju pokazuje da se svaka C*-algebra moze prikazati kao C*-podal-
gebra prostora ogrnicenih operatora na nekom Hilbertovom prostoru. Kako bi se doka-
zao taj rezultat, uvelike se koriste svojstva pozitivnih linearnih funkcionala i ideala u C*-
algebrama, te je stoga prvi dio poglavlja posvecen upravo proucavanju tih objekata. Spo-
menuta reprezentacija naziva se GNS reprezentacijom C*-algebre 1 svojevrsna je kruna
ovoga rada.



Poglavlje 1

Osnovni rezultati spektralne teorije

Prva toCka ovog rada posvecena je ponavljanju osnovnih pojmova iz teorije Banachovih
algebri. U drugoj tocki prikazani su osnovni vezani uz spektar elementa, koji se koriste za
konstrukciju Gelfandove reprezentacije, $to se obraduje u zavr$noj tocki poglavlja.

1.1 Banachove algebre

Uvedimo najprije temeljne pojmove kojima se bavi teorija predstavljena u ovom radu.

Algebrom nazivamo vektorski prostor A s pridruZzenim asocijativnim bilinearnim pres-
likavanjem

A2 5 A, (a,b) — ab,

koje nazivamo mnoZenjem. Ako u A postoji jedinica, takvu strukturu nazivamo algebrom
s jedinicom.

Podalgebrom algebre A nazivamo njen vektorski potprostor B koji je usto i zatvoren
s obzirom na mnoZenje. Opskrbljen odgovaraju¢om restrikcijom mnoZenja, B je 1 sam

algebra.
Zanormu || - || na A kaZemo da je submultipikativna ako
llabll < llallllbll, — (Ya,b € A).
Tada uredeni par (A, || - ||) nazivamo normiranom algebrom. 1z nejednakosti

llab —a'b'|| < llallllb — &'l + lla — a'lll1"ll

lako se vidi da je u normiranoj algebri funkcija mnoZenja neprekidna u obje varijable.

Banachovom algebrom (s jedinicom) nazivamo potpunu normiranu algebru (s jedini-
com). Podalgebra normirane algebre je ocito opet normirana algebra (s normom dobive-
nom restrikcijom). Lako se vidi da je zatvorena podalgebra Banachove algebre takoder
Banachova algebra.
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Primjer 1.1.1. Za topoloski prostor Q, skup C,(2) svih omedenih neprekidnih kompleks-
nih funkcija na Q zatvorena je podalgebra skupa [*(€2) svih omedenih kompleksnih funk-
cija na Q. Bududi da je [*(€2) uz normu || - [l (|| fllc = sup,cs |f(x)]) Banachova algebra,
slijedi da je 1 C,(€) takoder Banachova. Ako je Q kompaktan, tada je C(€2), skup svih
neprekidnih funkcija iz Q u C, jednak C,(Q2). Nadalje, C,(€2) ocito sadrzi jedinicu.

Primjer 1.1.2. Za lokalno kompaktan Hausdorffov prostor €, kaZzemo da neprekidna funk-
cija f 18Cezava u beskonacnosti ako je za svaki pozitivan € skup {w € Q | | f(w)| > €} kom-
paktan. S Cy(£2) oznacimo skup svih neprekidnih kompleksnih funkcija koje iS¢ezavaju u
beskonacnosti. Nije teSko uociti da je Cy(£2) zatvorena podalgebra od C,(£2), a stoga je i
sama Banachova algebra. Jasno je i da Cy(Q2) sadrzi jedinicu ako i samo ako je Q2 kompakt,
a u tom slucaju vrijedi Co(Q) = C,(Q). Kao $to ¢e kasnije biti jasno, Cy(£2) je bitan primjer
Banachove algebre koji e biti klju€an u izucavanju C*-algebri.

Primjer 1.1.3. Kada je X normirani vektorski prostor, s B(X) oznatavamo skup svih
omedenih linearnh preslikavanja iz X u sebe samog (drugim rijeCima, skup operatora na
X). Lako se vidi da je B(X) normirana algebra s operacijama zbrajanja i mnoZenja ska-
larom definiranim po to¢kama, mnoZenjem definiranim s (u,v) — u o v, te operatorskom
normom:

lluoll _

||uel]| = sup = sup [[u(x)||.
w0 |lxll <1

Ako je X Banachov prostor, B(X) je potpun te stoga i Banachova algebra.

Primjeri i rezultati teorije Banachovih i C*-algebri predstavljeni u ovom radu nece biti
ograniCeni na komutativne ili isklju¢ivo na nekomutativne algebre. Ipak, ovdje napomi-
njemo da se ostatak prvog poglavlja ovog rada odnosi isljuc¢ivo na komutativne (Abelove)
Banachove algebre.

Ako je (B))ea familija podalgebri algebre A, tada je N 4B, takoder podalgebra iste
algebre. 1z ovoga zakljucujemo da za svaki skup S postoji najmanja podalgebra B algebre
A koja sadrzi S (to je upravo algebra dobivena presjekom svih podalgebri algebre A koje
sadrze §). Takvu algebru nazivamo podalgebrom od A generiranom s S. Ako je S = {a}
tada je B linearna ljuska svih potencija a” (n = 1,2, ...) od a. Ako je A normirana algebra,
analogno definiramo zatvorenu algebru generiranu s S i oznacimo ju s C. Jasno je da
vrijedi B = C, gdje je B subalgebra generirana s S.

Primjer 1.1.4. Neka je T jedini¢na kruZnica u C, te sa z ozna¢imo inkluziju z: T — C.
Prema Stone-Weierstrassovom teoremu [2, Teorem A.10.1] vrijedi da je zatvorena algebra
generirana sa z i njoj konjugiranom funkcijom z jednaka C(T).

Lijevi (desni) ideal u algebri A vektorski je potprostor I takav da

a€eAbel =abel (zadesniideal: bael)
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Ideal je vektorski potprostor koji je ujedno i lijevi 1 desni ideal. Maksimalan ideal je
pravi ideal (razli¢it od A) koji nije sadrZan niti u jednom drugom idealu od A. Ideal I je
modularan akopostoji element u € A takav dasua —auia —uaiz I za svakia € A.
Analogno definiciji podalgebre generirane skupom S, definira se i (zatvoreni) ideal
generiran skupom S: to je najmanji (zatvoreni) ideal koji sadrzi S. Lako se vidi da je
zatvoreni ideal generiran s S jednak zatvaracu ideala generiranog s S.
Zalideal u A, A/I je algebra s mnoZenjem definiranim s:

(a+Db+1)=ab+1.

Ako je I modularan, A/I sadrzi jedinicu (jedinica je u + I, gdje je u € A iz definicije
modularnog ideala). Obrnuto, ako A/I ima jedinicu, / je modularan. Bez dokaza navodimo
sljedeci teorem o opskrbljivanju algebre A/l normom:

Teorem 1.1.5. Ako je I zatvoreni ideal u normiranoj algebri A, tada je A/l normirana
algebra opskrbljena kvocijentnom normom

lla + I|| = inf ||a + b||
bel

Homomorfizam algebri A 1 B linearno je preslikavanje ¢: A — B takvo da ¢(ab) =
w(a)e(b). Poznato je da je Ker ¢ ideal u A te da je Im T podalgebra od B. Ako A i B sadrze
jedinicu te ¢(1) = 1 kazemo da je ¢ unitalan.

Uocimo dodatno da za neprekidne homomorfizme ¢, ¢ normiranih algebri A i B vrijedi
¢ = i ako se ¢ 1 ¢ podudaraju na skupu S koji generira A kao normiranu algebru. Ovo
slijedi iz Cinjenice da je skup {x € A | ¢(x) = Y(x)} zatvorena podalgebra od A.

1.2 Spektar i spektralni radijus

Za a € A kazemo da je invertibilan ako postoji b € A takav da vrijedi ab = ba = 1. Jasno
je da skup
Inv(A) = {a € A | a je invertibilan}

ima strukturu grupe s obzirom na operaciju mnozenja.
Spektar elementa a definira se kao skup

o(a) =o4(a) ={1€C| Al —a ¢ Inv(A)}

Nadalje ¢emo pisati A umjesto A1.

Uocimo da za a,b € A, gdje je A algebra s jedinicom, vrijedi da je 1 — ab invertibilan
ako i samo ako je 1 — ba invertibilan. Naime, ako je ¢ inverz od 1 — ab, onda je 1 + bca
inverz od 1 + ba.

Iz ovoga direktno slijedi da za svaka dva a, b € A vrijedi o(ab)\{0} = o(ba)\{0}.
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Primjer 1.2.1. Neka je A = C(Q), gdje je Q2 kompaktan Hausdorffov prostor. Jasno je da
za svaki f € A vrijedi o(f) = f(A).

Primjer 1.2.2. Neka je A algebra gornje trokutastih n X n matrica (lako se provjeri da je
skup A zaista algebra s obzirom na standardno zbrajanje i mnoZenje matrica). Neka je
a € A oblika

A Az -0 A

0 An -+ Ay
a = . . . .

0 - 0 A,

Trivijalno je vidjeti da vrijedi
o(a) = {1, A2, - - s Ak

Prethodna dva primjera ukazuju na to da se spektar elementa moZe shvatiti kao istovre-
mena generalizacija pojmova slike funkcije 1 svojstvenih vrijednosti konac¢nih kvadratnih
matrica.

Teorem 1.2.3. Neka je A algebra s jedinicom i a njen proizvoljan element. Ako je o(a)
neprazan i p € C[z], tada vrijedi

o(p(a)) = p(a(a)).

Dokaz. Pretpostavimo da p nije konstanta (za slucaj p = ¢ € C tvrdnja je o€ita). Za svaki
u € C postoje Ao, 41, ...,4, € Ctakvi da

p—u=AE-4)...(2= ),
a stoga i

pla)—pu=Ad(a—Ay)...(a—4,).

Iz posljednje je jednakosti jasno da je p(a) — u invertibilan ako i samo ako je svaki od
a—A,...,a— 4, invertibilan. Dakle, u € o(p(a)) po definiciji znac¢i da p(a) — u nije
inveribilan, Sto po prethodnom vrijedi ako 1 samo ako neki a — A; nije invertibilan, drugim

rijeCima ako A; € o(a), zaneki i € {1,2,...,n}. Ostaje uociti da vrijedi p(4;) = u za svaki
ie{l,2,...,n}.

Dobili smo da vrijedi 4 € o(p(a)) ako i samo ako u = p(1) za neki 4 € o(a). Dakle,
o(p(a)) = p(o(a)). m

Rezultat o preslikavanju spektara moguce je proSiriti na neprekidne funkcije, ali s do-
datnim pretpostavkama na elemente i algebru. Ovaj rezultat pokazujemo u drugom poglav-

lju [Teorem 2.1.16]].
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Teorem 1.2.4. Neka je A Banachova algebra s jedinicom i a € A takav da |la|| < 1. Tada
je (1 —a) € Inv(A) i vrijedi

(o)

1-a)'= Za"

n=0

Dokaz. Zbog submultiplikativnosti norme na A i svojstava realnih redova vrijedi )., [|a"|| <
Sollal” = (1 - llalD™' < +o0. Apsolutna konvergencija povla¢i obi¢nu pa moZemo za-
kljuciti da ), , a" konvergira i ozna¢imo mu sumu s b € A. Budu¢i da vrijedi (1 — a)(1 +
a+---+ad")=(1+a+---+a")(1-a) = 1 -a"", djelovanjem limesom na taj niz jednakosti
dobivamo (1 — a)b = b(1 — a) = a, pa zakljuCujemo da je b inverz od a. O

Tvrdnja sljedeceg teorema zanimljiva je sama po sebi, a osim toga olakSava ocjenu pot-
punosti nekih normi (odnosno normiranih prostora), kako ¢e biti jasno iz kasnijeg primjera.
Dokaz teorema izostavljamo.

Teorem 1.2.5. Ako je A Banachova algebra s jedinicom, Inv(A) je otvoren u A, a preslika-
vanje
Inv(A) > A, av—a',

Jje diferencijabilno.

Tvrdnju prethodnog teorema sada mozemo iskoristiti da zaklju¢imo da algebra C[z] s
normom

lipll = sup |p()]
<1

nije potpuna.

Naime, uocimo najprije da je Inv(C[z]) = C\{0}, pa polinomi p,(z) = 1 + z/n nisu
invertibilni niti za jedan n € N. Medutim, lim,_,.p, = 1 € Inv(C[z]), iz Cega je jasno da
Inv(C[z]) nije otvoren. Sada koristeci tvrdnju Teorema[I.2.5] lako zaklju¢ujemo da da C[z]
s gornjom normom nije potpun prostor (da jest, /nv(A) bi bio otvoren).

Lema 1.2.6. Neka je A Banachova algebra s jedinicom i a € A. Spektar o(a) elementa a
zatvoren je podskup kruga u C sa sredistem u ishodistu i radijusom ||al|. Preslikavanje

C\o(a) > A, A (@-"
Jje diferencijabilno.

Dokaz. Ako je || < |lal, tada je |[A"'al] < 1, pa je 1 — A~ a invertibilan po Teoremu[1.2.4] a
onda je o€ito i A — a invertibilan. Dakle, A ¢ o(a). Bududi da je Inv(A) otvoren u A, slijedi
da je C\o(a) otvoren, a onda je o(a) zatvoren. Time dobivamo prvu tvrdnju leme. Tvrdnja
o diferencijabilnosti preslikavanja A = (a — 2)~! slijedi iz Teorema i
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Sljedeci teorem jedan je od temeljnih teorema teorije Banachovih algebri.

Teorem 1.2.7 (Gelfand). Spektar svakog elementa Banachove algebre s jedinicom nepra-
zan je.

Dokaz. Pretpostavimo da je o(a) = 0 za neki a. Ako je || > 2||a||, tada je ||[17'a|| < 1 a

2’
onda je 1 —||A7"all > 3. Stoga vrijedi

oo S 1" all _
1-2'a)y ' = 1] = ey € ——— < 27! 1
(1= 2" a)y™ = 1) ”;( arll € T g < 2l <

Sada zaklju¢ujemo da ||(1 — A7 'a)~!|| < 2, a onda vrijedi (a # 0 buduéi da je o-(a) # 0)
la=D7 =121 =2 < 2/1] < |lall™!

Dobili smo da je preslikavanje A — (a — 1)~ ograni¢eno na 2||a||D, gdje je D jedini¢na
kugla (krug) u C. Kako iz prethodne leme znamo da je to preslikavanje neprekidno,
ograni¢eno je na svakom kompaktu, pa i na 2||a|[D. Dakle, A — (a — 2)~! je ograni¢eno na
¢itavom C, pa postoji M € R takav da (a — 1)~! < M (VA € C).

Neka je sada 7 € A’ (A’ Cine svi ograniceni linearni funkcionali na A). Sada je jasno da
funkcija A — 7((a—A)7") cijela, buduéi da je 7 linearan operator a A — (a — A)~! diferenci-
jabilno (primijetimo da je promatrano preslikavanje iz C u C, pa diferencijabilnost povlaci
da je preslikavanje cijelo). Prema Liuvilleovom Teoremu [3, Teorem 3.2] svaka ograni¢ena
cijela funkcija na C konstantna je, pa posebno vrijedi 7((a — 1)™!) = 7(a™!). Ovo vrijedi
za svaki T € A’ paslijedi (a — 1)™! = a™! odnosno a — 1 = q, to je kontradikcija. Dakle,
o(a) # 0. O

Lako se vidi da postoje algebre u kojima neki elementi imaju przan spektar. Primjerice,
C(z), polje kvocijenata od C[z], algebra je u kojoj element z ima prazan spektar. 1z pret-
hodnog teorema ocito slijedi da C(z) nije Banachova. Takoder, iz Teorema direktno
slijedi sljedeci zanimljiv rezultat:

Teorem 1.2.8 (Gelfand-Mazur). Ako je A Banachova algebra s jedinicom u kojoj je svaki
nenul element invertibilan, vrijedi A = C1.

Spektralni radijus r(a) elementa a Banachove algebre s jedinicom A definiran je izra-
zom
r(a) = sup |4
Aeo(a)
. Podsjetimo se da smo pokazali da za svake a, b € A vrijedi o(ab)\{0} = o(ba)\{0}, a onda
i r(ab) = r(ba). Takoder, direktno iz Teorema slijedi r(a") = r(a)" (Vn € N).
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Primjer 1.2.9. Neka je A = C(Q), gdje je Q kompaktan Hausdorffov prostor. Tada vrijedi
r(f) = Iflle (Vf € A).

Primjer 1.2.10. Neka je A = M,(C) 1

a:(g (1))

Sada je jasno |la|| = 1, ali 7(a) = O bududi da je a> = 0. Dakle, moguée je r(a) =
SUP e rq 14 < llal]-

Teorem 1.2.11 (Beurling). Neka je A Banachova algebra s jedinicom i a € A. Tada vrijedi
r(@) = inflla"|" = Tim la"|"
n>1 n—+oo

Dokaz. Dokaz prve jednakosti moZe se pronaci u [1, Teorem 7.1.12], a dokaz druge u [,
Teorem 7.1.9]. i

Podsjetimo da za neprazni kompakt K C C vrijedi da C\K ima to¢no jednu neo-
grani¢enu komponentu. Ograni¢ene komponente od C\K zovu se rupe kopakta K. Uo¢imo
da je spektar elementa zatvoren i ogranicen prema lemi pa je stoga i kompaktan.

Teorem 1.2.12. Neka je A Banachova algebra s jedinicom i B njena zatvorena podalgebra
koja sadrZi jedinicu iz A. Tada vrijedi

(a) Skup Inv(B) je otvoren i zatvoren podskup od B N Inv(A).
(b) Za svaki b € B vrijedi

(c) Ako je b € B i 04(b) nema rupa, onda o,(b) = op(b).

Dokaz. Ocito je Inv(B) otvoren u BN Inv(A), pa ostaje pokazati zatvorenost. Neka je stoga
(by) niz u Inv(B) 1 neka je b € B N Inv(A) njegov limes. OCito je sada (zbog neprekidnosti
funkcije uzimanja inverza) niz (b,') u B konvergira k b~' € B, zbog zatvorenosti od B.
Dakle, b € Inv(B) pa je Inv(B) zatvoren u B N Inv(A). Time je dokazano (a).

Za (b), najprije uocimo da iz Inv(B) C Inv(A) direktno slijedi o4(b) C o(b). Neka je
sada A € dog(b) i neka je (A,) niz u C\o(b) koji konvergira k A. OCito je b — A, € Inv(B),
ab— A ¢ Inv(B) zbog zatvorenosti skupa og(b). 1z posljednjeg je jasno da mora vrijediti
b—A¢ Inv(A), odnosno A € o4(b). S druge strane, b — A, € Inv(A), pa je (1,) € C\oa(b)
niz koji tezi k A € o4(b). ZakljuCujemo A € Ao 4(b)

Za (c) uocimo da je C\o4(b) povezan, ako o 4(b) nema rupa. Kako je, prema pret-
hodnim dijelovima teorema, C\og(b) otvoren i zatvoren podskup od C\o4(b), slijedi da
C\og(b) = C\oa(b). Dakle, o5(b) = g 4(b). O
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Ukoliko promatrana algebra nema jedinicu, moZzemo ju prosiriti dodavanjem jedinice.
Ipak, ovaj postupak ne svodi teoriju na promatranje algebri s jedinicom, buduc¢i da dodava-
nje jedinice ne mora biti prirodno, kao $to je slucaj s Co(R).

Preciznije, za algebru A definiramo A = A @ C kao vektorski prostor. MnoZenje defini-
ramo izrazom

(a, )(b,u) = (ab + Ab + ua, Au),

¢ime A postaje algebra s jedinicom (0, 1). Algebru A nazivamo unitizacijom od A ili
prosirenjem A jedinicom.
Preslikavanje
A— A, am (a0)

injektivni je homomorfizam algebri i A poistovjeéujemo s Im A kao idealom u A. Takoder
piSemo a + A umjesto (a, 1). Jasno je da je A komutativna ako je A komutativna.
Ako je A normirana algebra, normu na A definiramo s

lla + Al = [lall + |4].

Takoder je jasno da je A zatvorena podalgebra od A, te da je A Banachova ako je A Bana-
chova.

Konacno, ako A nema jedinicu, stavljamo o4(a) = o 4(a), te r(a) = sup ., 14l Pri-
mijetimo da je u ovom slucaju uvijek 0 € o4(a).

1.3 Gelfandova reprezentacija

Cilj ove tocki uspostaviti je vezu izmedu opcenitih komutativnih Banachovih algebri 1 al-
gebri neprekinutih funkcija na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru. Ovakvim
pristupom postavljaju se temelji za proucavanje reprezentacija C*-algebri, ¢ime se bavimo
u tre¢em poglavlju ovog rada.

Najprije bez dokaza navodimo neke rezultate o idealima u Banachovim algebrama.

Teorem 1.3.1. Neka je I modularan ideal Banachove algebre A. Ako je I pravi ideal,
njegov zatvarac A takoder je pravi ideal. Ako je I maksimalan, onda je i zatvoren.

Lema 1.3.2. Neka je A Banachova algebra s jedinicom, a I maksimalan i modularan ideal
u A. Tada je A/l polje.

U svjetlu Teorema|l.3.1, napomenimo da lijevi ideal L Banachove algebre A nazivamo
modularnim ako postoji u € A takav da a — au € L za sve a € A. Ako je L pravi ideal,
i njegov zatvara¢ L je takoder pravi lijevi ideal u A. Nadalje, ako je ideal L modularan i
maksimalan, onda je zatvoren.
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Uoc¢imo da se svaki homomorfizam ¢: A — B izmedu algebre A i algebre s jedinicom
B na jedinstven nacin moZe proiriti do unitalnog homomorfizma ¢ : A — B. Za ovakvo
prosirenje vrijedi @(x + 1) = ¢(x) + 1 (Vx € A, 1 € C).

Akoje ¢: A — Bunitalni homomorfizam izmedu algebri s jedinicom A i B, tada vrijedi
©(Inv(A)) C e(Inv(B)) te o(¢(a)) C o(a) (Ya € A).

Nadalje, neka je A komutativna algebra. Svaki nenul homomorfizam 7: A — C naziva
se karakteristikom na A. Skup svih karakteristika na A oznacavamo s Q(A).

Teorem 1.3.3. Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom.
(a) Ako je T € Q(A), onda ||7|| = 1.
(b) Skup Q(A) neprazan je, a preslikavanje
7 Kert
bijekcija je iz skupa Q(A) u skup svih maksimalnih ideala u A.

Dokaz. Nekajet e Q(A)ia € A. Jasno je da je 1(a) € o(a), pa |t(a)| < r(a) < ||a||. Dakle
lI7]l < 1. Kako je 7(1)> = (1) i 7(1) = 0, slijedi ||| = 1. Time je tvrdnja (a) dokazana.

Oznacimo I := Ker(7). I je pravi ideal bududi da je 7 # 0. Takoder, I + C1 = A buduc¢i
daje a — 1(a) € I za svaki a € A.Slijedi da je I maksimalan ideal u A.

Ako su 71,7, € Q(A) takvi da Ker(ry) = Ker(r,), tada za svaki a € A vrijedi 71(a —
75(a)) = 0, pa slijedi 71(a) = 72(a). Dakle, 7y = 15, odnosno preslikavanje 7 — Kert je
injekcija.

Neka je sada I proizvoljan maksimalan ideal u A. Prema Teoremu [[.3.1] 7 je zatvoren,
a prema lemi [1.3.2] A/I je polje, pa zakljucujemo da je zapravo A/l Banachova algebra
s jedinicom u kojoj je svaki nenul element invertibilan. Po Teoremu slijedi A/I =
C1+1),paje A=1&Cl. Definiramo lisadat: A > Cst(a+ 1) =4, (Vaec l,1 € C),
slijedi da je Ker(r) = I. Dakle, preslikavanje 7 — Ker 7 je surjekcija u skup maksimalnih
ideala u A.

Na kraju, ostaje primijetiti da A sadrZi barem jedan maksimalan ideal (jer sadrZzi jedi-
nicu), pa je Q(A) # 0. O

Teorem 1.3.4. Neka je A komutativna Banachova algebra.
(a) Ako A ima jedinicu, onda

o(a) ={t(a) | T€ QA)} VaeA).

(b) Ako A nema jedinicu, onda
o(a) ={t(a) | T € QLA)} U{0} (Ya € A).
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Dokaz. Neka najprije A ima jedinicu i neka je a € A takav da A € o(a). Kako a — A nije
invertibilan, slijedi da je ideal I = (a — A)A pravi, pa je sadrZan u nekom maksimalnom
idealu. Oznacimo taj maksimalan ideal sa Ker 7, gdje je T € Q(A) (ovakav zapis je mogué
zbog Teorema[1.3.3)). Sada je jasno 7(a) = A. Time je pokazana inkluzija o(a) C {7(a) |
7 € Q(A)}, a obratna inkluzija je ocita.

U drugom slucaju, neka A nema jedinicu. Sada je jasno QA) =T | 7€ QA)} U
{7}, gdje je T jedinstvena karakteristika na A koja proiruje 7, a 7.: A — C kanonski
homomorfizam (7.(a + 1) = A, Ya € A, 4 € C). Sada po (a) dijelu ovog zadatka slijedi
o(a) = o5(a) = 1(a) | T € QA) = 1(a) | T € Q(A) U {0}. O

It Teorema slijedi da je ©(A) sadrZzan u zatvorenoj jedini¢noj kugli prostora A’.
Topologija na €(A) je w*-topologija naslijedena od A’. Ovako definiran topoloski prostor
Q(A) nazivamo prostor karakteristika ili spektar od A.

Nije teSko pokazati da za Q(A) vrijedi sljedeci teorem, kojeg ovdje predstavljamo bez
dokaza:

Teorem 1.3.5. Ako je A komutativna Banachova algebra, onda je Q(A) lokalno kompaktan
Hausdorffov prostor. Ako A sadrZi jedinicu, Q(A) je kompaktan.

Primijetimo da Q(A) mozZe biti prazan, kao Sto je primjerice slu¢aj za A = 0. Pro-
motrimo stoga komutativnu Banachovu algebru A za koju je Q(A) neprazan. Za a € A
definiramo funkciju

a: QA - C, 1 1(a).

Iz definicije w*-topologije zakljuCujemo da je topologija na 2(A) najmanja topologija za
koju je svaka od funkcija a neprekidna. Jasno je da je za svaki € > O skup {r € Q(A) |
|T(a)| > €} zatvoren u w*-topologiji zatvorene jedini¢ne kugle u A’. Kako je, prema Banach-
Alaogluovom teoremu (vidjeti, primjerice, u [[1, Teorem 5.2.16]), zatvorena jedini¢na kugla
kompaktna u w*-topologiji prostora A’, slijedi 1 da je skup {7 € Q(A) | |r(a)| > €} kompak-
tan za svaki € > 0. Dakle, a € Cy(€2(A)), za svaki a € A.

Ovako definiran a nazivamo Gelfandovom transformacijom od A.

Gotovo sve potrebno za dokaz sljedeéeg teorema ve¢ smo napravili, pa taj, inace bitan
rezultat, dobivamo jednostavnom argumentacijom:

Teorem 1.3.6 (Gelfandova reprezentacija). Pretpostavimo da je A komutativha Banachova
algebra i da je QU(A) neprazan. Tada je preslikavanje

A — Cy(Q(A)), amra
homomorfizam koji je kontrakcija (ne uve¢ava normu). Nadalje, vrijedi

r(a) = |lall (Ya € A).
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Ako A sadr?i jedinicu, onda o(a) = a(€2(A)), a ako A ne sadrZi jedinicu, onda o(a) =
a(Q(A)) U {0}, za svaki a € A.

Dokaz. Prema Teoremu [[.3.4] vrijedi o(a) U {0} = Ima U {0}, pa stoga vrijedi r(a) = llal|,
to nadalje povlaci da je preslikavanje a — a kontrakcija. Konacno lako se provjeri da ovo
preslikavanje homomorfizam. O

Jezgru Gelfandove reprezentacije nazivamo radikalom algebre A. Radikal algebre A se
sastoji od svih elemenata a te algebre za koje je r(a) = 0, pa stoga sadrZi i sve nilpotentne
elemente.

Uoc¢imo da za proizvoljnu Banachovu algebru A i a,b € A koji komutiraju vrijedi
r(a + b) < r(a) + r(b) i r(ab) < r(a)r(b). Ovo slijedi iz jednakosti r(a) = ||a|| iz Teorema
linearnosti preslikavanja a — a te nejednakosti trokuta i submultiplikativnosti norme
uA.

Primjer 1.3.7. Pokazimo da spektralni radijus opcenito nije aditivno niti submultiplika-
tivno preslikavanje; neka je A = M,(C) i neka su

(01 (00
“=loo) " 7°7\1 0]/

Bududi da su a i b nilpotentni, vrijedi r(a) = r(b) = 0, ali oCito r(a + b) = r(ab) = 1.

Teorem koji slijedi opravdava interpretaciju prostora karakteristika kao generalizacije
spektra:

Teorem 1.3.8. Neka je A algebra s jedinicom generirana jedinicom 1 i nekim elementom
a. Tada je A komutativna i preslikavanje

a: QA) - o(a), 7 1(a)
Jje homeomorfizam.

Dokaz. Jasno je da je A komutativna i da je a neprekinuta bijekcija [Teorem [I.3.4]]. Kako
A 1ma jedinicu, prema Teoremu|l.3.5|oba prostora (A) 1 o-(a) su kompaktni Hausdorffovi,
pa je a homeomorfizam. O



Poglavlje 2

C*-algebre 1 njihovi pozitivni elementi

2.1 C*-algebre

Kako bismo predstavili rezultate teorije C*-algebri, uvedimo najprije osnovne koncepte
koji se pritom Kkoriste.

Involucija na agebri A je antilinearno preslikavanje a +— a* takvo da vrijedi a™ = a
i (ab)" = b*a*, za svake a,b € A. Uredeni par (A, *) naziva se involutivnom algebrom
ili *-algebrom. Za S C A stavimo §* = {a" | a € S}, aako je S = S§* kazemo da je
S samoadjungiran. Samoadjungirana podalgebra B algebre A naziva se xsubalgebra od
A te je B x-algebra s involucijom dobivenom restringiranjem involucije iz veceg prostora.
Nadalje, buduci da je presjek *-algebri ponovno #-algebra, za svaki S C A postoji najmanja
x-algebra koja sadrzi § nazivamo je x-algebrm generiranoms S .

Ako je I samoadjungirani ideal u A, tada je A/I =-algebra s involucijom definiranom s
(a+D*=a"+1zasvakia € A.

Na unitizaciji A *-algebre A definiramo involuciju stavljajuéi (a, )* = (a*, 1), za sve
a € A, A € C. Time A postaje *-algebra u kojoj je A samoadjungirani ideal.

Element a *-algebre A nazivamo samoadjungiranim ili hermitskim ako vrijedi a* = a.
Za svaki a € A postoje jedinstveni hermitski elementi b,c € A takvidaa = b +ic (b =
Ha+a"), ¢ = 5.(a — a")). Nadalje, elementi aa” i a*a su hermitski.

Skup svih hermitskih elemenata u A oznacavamo s Ag,.

Element a nazivamo normalnim ako vrijedi aa® = a*a. U tom slucaju *-algebra koju
a generira komutativna je i1 jednaka linearnoj ljuski elemenata oblika a”a™, za sve m,n €
N,m+n>0.

Element p nazivamo projektorom ako vrijedi p = p* = p?.

Ako A ima jedinicu iz o¢ito je 1* = (11%)* = 1, te za svaki a € Inv(A) vrijedi (a*)™' =
(a~')*. 1z toga slijedi jednakost o(a*) = o (a)*.

Za element a kaZzemo da je unitaran ako vrijedi aa* = a*a = 1.

13
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Homomorfizam *-algebri koji ¢uva involuciju naziva se *-homomorfizmom. Ako je *-
homomorfizam bjektivan, naziva se *-izomorfiznom. Ako je ¢: A — B *-homomorfizam
x-algebri A 1 B, onda je Ker ¢ samoadjungirani ideal u A, a Im ¢ *-podalgebra od B. *-
izomorfizam iz A u samu sebe naziva se x-automorfizmom.

Banachovu *-algebru A Cine x-algebra A zajedno s potpunom submultiplikativnom nor-
mom takvoom da ||a*|| = ||a||, za svaki a € A. Ako A dodatno ima jedinicu takvu da |[1|| = 1,
tada ju nazivamo Banachovom *-algebrom s jedinicom.

C*-algebra je Banachova *-algebra A takva da za svaki aa € A vrijedi

2
lla”all = llall”.

Zanimljivo je da je zahtjev iz definicije C*-algebre prejak i isto se moze dobiti ne zahtje-
vajudi striktnu jednakost:

Lema 2.1.1. Neka je A Banachova algebra opskrbljena involucijom za koju vrijedi ||al|* <
lla*all, za svaki a € A. Tada je A C*-algebra.

Dokaz. 1z ||a|* < |la*all < |la*||llal| sijedi ||a]| < ||a*|| za svakia € A. Sada je jasno ||a*|| = ||al|
pa slijedi ||a|* = ||la*al|. Dakle, A je C*-algebra. O
Kako je zatvorena #-podalgebra C*-algebre i sama C*-algebra, nazivamo ju C*-podal-
gebrom. Uocimo da u sluaju C*-algebre s jedinicom mora vrijediti |[1]| = ||17]| = |[1*1]| =
1117, paje 1]l = 1.
Sli¢no, za svaki nenul projektor p u C*-algebri imamo ||p|| = |Ip*|| = llp*pll = lIplI%, pa
je ||pll = 1.Isto tako, za unitaran element u vrijedi |jul|> = ||u*ul| = ||1|| = 1, pa je |jul| = 1.

Takoder, za A € o(u) vrijedi ™! € o"(u™") = o(u*). Zakljucujemo da ||, |17!| < 1, pa slijedi
|4 = 1.
Primjer 2.1.2. Za lokalno kompaktan Hausdorffov prostor Q2, Cy(Q2) je C*-algebra s invo-

lucijom f - f.

Primjer 2.1.3. Za Hilbertov prostor H, B(H) je C*-algebra. Involucija na B(H) dana je s
A — A" (VYA € B(H)), gdje je A* jedinstveni operator takav da (Ax, y) = (x,A*y),Vx,y € H.
Kasnije ¢emo pokazati da se svaka C*-algebra moze promatrati kao C*-podalgebra od
B(H) za neki Hilbertov prostor H [vidi Teorem [3.4.1]].

Teorem 2.1.4. Neka je a hermitski element C*-algebre A. Tada vrijedi r(a) = ||al|.

Dokaz. Pretpostavke povlade ||a?|| = |laa*|| = ||al[>. Za svaki prirodan broj n indukcijom
slijedi [la*' || = llall*", pa slijedi (@) = lim,oolla" '™ = limy,_olla®|* = |lall. m

Upravo dokazani teorem ima bitan korolar:
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Korolar 2.1.5. Na proizvoljnoj x-algebri A postoji najvise jedna norma uz koju A postaje
C*-algebra.

Dokaz. Neka su || -||; 1]l - |l dvije norme na =-algebri A uz koje ona postaje C*-algebra.
Kako je aa* hermitski za svaki a € A, slijedi

lall} = llaa’ll; = r(aa”) = sup [l (j=1,2),

Aeo(aa*)

pa je llally = [lall2 O

U prvom smo poglavlju pokazali da je za svaku Banachovu algebru A njena unitizacija
A takoder je Banachova algebra s normom ||(a, A)|| = |la|| + |A]. Ako je A Banachova x-
algebra, tada je i A takoder Banachova -algebra s gore navedenom normom. Analogija
ovdje staje, jer promatrana unitizacija (zajedno s odgovarajuéom normom) C*-algebre nije
nuzno 1 sama C*-algebra. Na primjer, za A = C1i (a,41) = (=2,1) vrijedi |(a, V)| = 9, ali
I, )" (@, I = 1. ) i

Ipak, pokazuje se da na unitizaciji A C*-algebre A postoji norma uz koju A postaje C*-
algebra. Kako bismo to dokazali, prelazimo nakratko na proucavanje dvostrukih centrali-
zatora C*-algebri. Ovaj pristup vodi nas do Zeljenog rezultata formaliziranog u Teoremu
2.1.9]

Dvostruki centralizator C*-algebre A uredeni je par (L, R) omedenih linearnih presli-
kavanja na A takvih da

L(ab) = L(a)b, R(ab) = aR(b), R(a)b =aL(b) (Ya,b e A).

Uzmimo ¢ € A iizrazima L.(a) = ca i R.(a) = ac, Ya € A, definirajmo linearna
preslikavanja L., R.: A — A. Iz submultipikativnosti norme slijedi

sup ||bc|| < lc]l.
Ibli<1

Kako se jednakost postize za b = c¢*/||c||, zakljuCujemo da u gornjoj nejednakosti uvijek
vrijedi jednakost pa slijedi ||L.|| = ||c||. Potpuno analogno zaklju€ujemo ||R.|| = ||c]|.

Lema 2.1.6. Ako je (L, R) dvostruki centralizator na C*-algebri A, tada vrijedi ||L|| = ||R||.
Dokaz. Buduci da vrijedi [laL(b)|| = ||[R(a)bl| < ||Rl[llalll|b]l, imamo
L) = sup |laL(D)I| < [IRI|[IBI],

llall<1

pa slijedi [|IZ]] < [IRIl.
Isto tako, iz ||[R(a)b|| = |laL(b)|| < ||IL||l|allllb]l, slijedi

IRl = sup [lall < L||R(B)all < [IRIIlI],
pa zakljuCujemo ||R|| < ||L||. Dakle, ||R|| = ||L]l. |
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Za C*-algebru A, sa M(A) oznaCavamo skup dvostrukih centralizatora na A. Na M(A)
definiramo zbrajanje po komponentama, a mnoZenje skalarom « € C izrazom (L,R) +—
(aL,aR), ¢ime M(A) postaje vektorski prostor. Zbog prethodne leme, normu elementa
(L,R) € M(A) mozemo definirati izrazom ||(L, R)|| = ||L|| = ||R||. Sada se lako vidi da je
M(A) zatvoreni vektorski potprostor prostora B(A) & B(A).

Na (L, R;), (L,, Ry) € M(A) umnozak definiramo izrazom

(L1, Ri)(L2, Ry) = (LiLa, Ry, Ry).

Direktnom provjerom dobivamo da je gornji umnozak element skupa M(A) (odnosno da je
mnozenje dobro definirano) i da je M(A) algebra s obzirom na gore definirano mnoZenje.

ZaL: A — A, definiramo L*: A — A stavljajuci L*(a) = (L(a))*. L* je ocito linearno
te je preslikavanje L +— L* antilinealna izometrija iz skupa B(A) u sebe samog. Uocimo da
vrijedi L™ = Lte (LL,)" = L{L5. Ako je (L,R) € M(A) tadajei(L,R)" = (R*,L") € M(A),
te je s (L,R) — (L, R)* definirana involucija na M(A).

Uocimo dodatno da koristeci trecu jednakost u definiciji dvostrukog centralizatora i
primjenjujuci juna (L, R)" = (R*,L*) € M(A), dobivamo

IL*(a") L@l = IL*(a" L(a)|l = lla”R" L(@))I|.
Ovime smo na M(A) dobili strukturu C*-algebre, Sto je sadrZzaj sljedeceg teorema:

Teorem 2.1.7. Ako je A C*-algebra, tada je M(A) takoder C*-algebra s gore definiranim
mnoZenjem, involucijom i normom.

Dokaz. Jedino $to ve¢ nije pokazano je da za T = (L,R) € M(A) vrijedi [|T*T|| = ||T||*. Za
a € A, ako vrijedi ||a|| < 1 imamo ||L(a)||* = ||(L(a))*L(a)|| = ||IL*(a")L(a)|| = |la*R*L(a)|| <
IR"L|| = IT*Tl, pa slijedi

ITIP = sup IL@)l < IT*T|| < |ITIF>.

llall<1
Dakle, pokazali smo ||[T*T|| = Ivalles ]
Do sada smo pokazali da je preslikavanje
A—> MQA), aw (L,R,)

izometri¢an *-homomorfizam te stoga moZemo A identificirati s C*-podalgebrom od M(A).
Stovise, vrijedi:

Lema 2.1.8. A je ideal u M(A).
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Dokaz. NekajeT = (A,B) € M(A)ioznatimo S = (L,,R,). Tadaje TS = (A, B)(L,,R,) =
(AL,,R,B), 1 zasvaki b € A vrijedi AL,(b) = A(ab) = A(a)b = L, te R,B(b) = B(b)a =
bA(a) = Ra(y. Dakle, TS € M(A). Potpuno analogno pokazujemo ST € M(A). O

Dodatno, uo¢imo da M(A) ima jedinicu (idy, ids), paje A = M(A) ako i samo ako A
ima jedinicu. Sada smo spremni dokazati sljedeci teorem:

Teorem 2.1.9. Neka je A C*-algebra. Postoji jedinstvena norma na unitizaciji A koja
pro§iruje normu na A, a s kojom prostor A postaje C*-algebra.

Dokaz. 1z Korolar [2.1.5]slijedi jedinstvenost takvog prosireja, pa ostaje pokazati egzisten-
ciju. Dokaz o postojanju takve norme provodimo najprije za A koji sadrZi jedinicu, a onda
za A koji ne sadrzi jedinicu.

Pretpostavimo da A sadrzi jedinicu e. Preslikavanje ¢ : A — A®C, p(a, 1) = (a+ Aed),
je *-izomorfizam. Jasno je da se A opskrbljen normom ||(a, A)|| = |l¢(a, 1)|| ima strukturu
C*-algebre.

Ako A ne sadrzi jedinicu, 1 1 je jedinica u M(A), tada ocito vrijedi A N C1 = {0}.
Sada je jasno da je preslikavanje ¢ : A — A ® C1, gdje je A @ C1 C*-podalgebra od
M(A), dano s ¢(a, A) = a + A1, je *-izomorfizam. Lako se vidi da A opskrbljen normom
I(a, DIl = (ll¢(a, V|| postaje C*-algebra. O

Ubuduce, kada govorimo o normi na A, uvijek ¢emo misliti na normu uz koju je A
C*-algebra i koja proSiruje normu na A.

Napomenimo da u slu€aju kada A nema jedinicu, M(A) opéenito moZe biti pun veci
prostor od A. Primjerice, za lokalno kompaktan Q1 A = Cy(€2) vrijedi M(A) = Cp(Q2).

Uocimo da se svaki *-homomorfizam izedu *-algebri A i B na jedinstven nacin proSiruje
na unitalni *-homomorfizam izmedu njihovih unitizacija A i B.

Teorem 2.1.10. Neka je A Banachova *-algebra i B C*-algebra. Tada je *-homomorfizam
¢: A — B kontrakcija.

Dokaz. Prema netom napomenutome, moZemo pretpostaviti da A i B sadrZe jedinicu i da

je ¢ unitaln. Zbog o(¢(a)) C o(a), koriste¢i Teorem [2.1.4} slijedi ||p(a)ll* = |l¢(a)*¢(a)l| =
le(a*a)ll = r(g(a*a)) < r(a*a) < ||la*al| < |lall*. Dakle, [le(a)ll < |lal|. m

Napomena 2.1.11. Uocimo da iz upravo dokazanog slijedi da svaki #-izomorfizam C*-
algebri mora biti izometrija.

Jedno od zanimljivih svojstava hermitskih elemenata u C*-algebrama jest da im je
spektar sadrZzan R. Koristeci tu ¢injenicu, dobivamo sljedeci rezutat:

Teorem 2.1.12. Svaka karakteristika na C*-algebri A ¢uva adjungiranje.
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Dokaz. Neka jea € Ai1 € Q(A). ZapiSimo a = b + ic gdje su b,c € Ay,. Znamo
da7(b) C o(b) C Rit(c) C o(c) C R, pa vrijedi 7(a*) = (b — ic) = 7(b) — it(c) =
(D) + it(c)) = 7(a). O

Prema Teoremu [I.3.3] prostor karakteristika komutativne Banachove algebre s jedini-
com neprazan je, pa isto vrijedi za komutativne C*-algebre s jedinicom. S druge strane,
postoje nenul komutativne Banachove algebre bez jedinice Ciji je prostor karakteristika
prazan. Na srecu, to nije moguce u slucaju C*algebri.

Naime, neka je A nenul komutatativna C*-algebra bez jedinice. A mora sadrzavati ne-
nul element a. 1z a rastavom na realni i imaginarni hermitski dio dobivamo nenul hermitski
element b € A. Kako je za takve b r(b) = ||b||, slijedi da postoji karakteristika 7 na A takva
da |[t(b)| = ||b|| # 0. Restrikcija funkcije 7 na A nenul je homomorfizam iz A u C- drugim
rijeima, karakteristika na A.

Sljedeci teorem vrlo je znaCajan jer u potpunosti opisuje komutativne C*-algebre.

Teorem 2.1.13 (Gelfand). Neka je A nenul komutativna C*-algebra. Gelfandova repre-
zentacija
p:A—> Cy(Q), ara

izometric¢an je x-izomorfizam.

Dokaz. 1z diskusije koja je prethodila ovom teoremu slijedi da je (A) neprazan, a onda
iz Teorema [I.3.6]dobivamo da je ¢ kontraktivni homomorfizam i vrijedi |l¢(a)ll = r(a). Za
7 € Q(A) imamo ¢(a*)(1r) = 7(a*) = Ta) = ¢(a)*(1), pa je ¢ *-homomorfizam. Nadalje,
¢ je izometrija buduéi da vrijedi |lp(@)|* = |le(a) ¢(a)ll = r(a*a) = |la*al| = |lall*>. Sada
je jasno da je Im ¢ zatvorena C*-podalgebra od C((€2(A), te da za svaki 7 € Q(A) postoji
a € Q takav da ¢(a)(t) # 0. Prema Stone-Weierstrassovom teoremu [2, Teorem A.10.1]
sada slijedi ¢(A) = Cy(Q(A)). O

Neka je A C*-algebraia € A. Ozna¢imo s C*(a) najmanju C*-podalgebru od A koja
sadrzi a. Ako je a normalan, C*(a) je komutativna. Jednako tako, ako A ima jedinicu, onda
je C*-algebra generirana s {1, a} takoder komutativna. Koriste¢i Teorem [1.2.7]1 primje-
njujuéi Teorernna C*(a) dobivamo da za normalan element a € A vrijedi r(a) = ||a||.

Teorem 2.1.14. Neka je B C*-podalgebra C*-algebre s jedinicom A. Neka B sadrZi jedi-
nicu u A. Tada vrijedi
op(b) = oa(b), VbeB.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je b hermitski. Budu¢i da je tada op(b) C R, jasno je da
o p(b) nema rupa, pa po Teoremu [2.1.14] vrijedi o5(b) = 04(b). Dodatno zakljucujemo da
je b invertibilan u B ako i samo ako je invertibilan u A.
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Sada neka je b proivoljan element u B koji je invertibilan u A. Neka je a € A njegov
inverz. Vrijedi a*b* = b*a” = 1 = ab = ba, pa slijedi bb*a*a = 1. Dakle, bb* je invertibilan
u A, a kako je hermitski, prema upravo pokazanom, invertibilan je i u B. Ozna¢imo s ¢ € B
njegov inverz u B, pa imamo bb*c = 1, pa vidimo da je b*c inverz od b, pa mora vrijediti
b*c = a. Dakle, a € B. Tvrdnja teorema sada direktno slijedi. O

Uzmimo dva kompaktna Hausdorffova prostora €21 €', te proizvoljno neprekidno pres-
likavanje 8: Q — Q'. Definiramo transpoziciju na C(€2") jednakos¢u

¢: C(Q) - CE), f fo
i ono je unitalni *-homomorfizam. Nadalje, ako je 6 homeomorfizam, €' je *-izomorfizam.

Teorem 2.1.15. Neka je a normalan element C*-algebre A i neka je z: o(a) — C inkluzija.
Tada postoi jedinstven unitalni *-homomorfizam ¢: C(o(a)) — A takav da ¢(z) = a.
Nadalje, ¢ je izometrija i Im ¢ je C*-podalgebra od A generirana s 1 i a.

Dokaz. Oznaimo s B komutativnu C*-algebru generiranu s 1 i a te neka je ¥: B —
C(Q(B)) Gelfandova reprezentacija. Po Teoremu W je =-izomorfizam, a bududi da je
svaki 7 € Q(B) u potpunosti odreden djelovanjem na a, vidimo da je a: Q(B) — o(a) ho-
meomorfizam. Iz ovoga slijedi da je a': C(o(a)) — C(Q(B)) *-izomorfizam, pa mozemo
definirati *-homomorfizam ¢ = ()~'a’: C(Q(B)) — A. Preslikavanje ¢ je o&ito unitalno
i vrijedi ¢(z) = (W) 1(@'(z)) = W) '(a) = a. Bududi da iz Stone-Weierstrassovog teorema
slijedi da je C(o(a)) generirano s 1 i z, dobivamo i tvrdnju o jedinstvenosti.

Bududi da je ¢’ : C(Q(B)) — b, ¢’(x) = ¢(x) *-izomorfizam C*-algebri, ono je nuzno
izometrija. Stoga je i ¢ izometrijaiImg = B. m|

Neka su A, B,a 1 ¢ kao iz tvrdnje prethodnog teorema. Primijetim da za polinom p
vrijedi ¢(p) = p(a), pa za svaki f € C(o(a)) piSemo f(a) umjesto ¢(f). Uz ovakvu uznaku
vrijedi f(a) € A.

Za proizvoljan T € Q(B) vrijedi da se preslikavanja f — f(t(a)i f — 7(f(a)) poduda-
raju na 1 i z, koji su generatori od C(o(a)), pa vrijedi f(1(a)) = 7(f(a)).

Teorem 2.1.16 (Preslikavanje spektra). Neka je a normalan element C*-algebre s jedini-
com A i neka je f € A. Vrijedi

o(f(a) = f(o(a)).
Nadalje, za g € C(o(f(a))) vrijedi

(g o @) = g(f(a)).
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Dokaz. Oznalimo s B C*-podalgebru generiranu s 1 1 a. Iz prethodne diskusije slijedi
o(f(@) ={r(f(@) | T € UB)} = {f(r(a)) | T € QUB)} = f(o(a)).

Neka je D C*-podalgebra generirana s 11 f(a). Jasno je da D C B te da je za svaki 7 €
Q(B) njegova restrikcija 7 karakteristika na D. Sada koristeci prvi dio dokaza dobivamo
7((g o f)(a)) = ((g o /HT(@)) = g(f(1(a))) = g(rp(f(@))) = Tp(8(f(a))) = T(g(f(a))). Iz

ovoga slijedi 1 druga tvrdnja teorema. O

Na kraju ove tocke donosimo rezultat o prostoru karakteristika C*-algebre C(A) za
kompaktan Hausdorffov prostor A. Dokaz izostavljamo, a moze se pronaci u [4, Teorem
2.1.15].

Teorem 2.1.17. Neka je A kompaktan Hausdorffov prostor. Za svaki w € A s 6,, oznacimo
karakteristiku na C(A) danu s 6,(f) = f(w). Tada je preslikavanje

A — QCA), w3,

homeomorfizam prostora.

2.2 Pozitivni elementi C*-algebri

U ovoj tocki uvodi se parcijalni uredaj na hermitskim elementima C*-algebre. Najvazniji
rezultati koje ovdje pokazujemo su postojanje jedinstvenog pozitivnog korijena svakog
pozitivnog elementa te dokaz da je svaki element oblika a*a pozitivan.

Primjer 2.2.1. Neka je Q lokalno kompaktan Hausdorffov prostor i A = Cy(€2). Tada
je Ay, jednak skupu realnih funkcija na A, a parcijalni je uredaj na Ay, zadan po toCkama
(f < g ako f(a) < g(a), za svaki a € A. Element f € Cy(Q2) je pozitivan, odnosno f > 0,
ako je f = gg zaneki g € A. Ovakav f ima jedinstven pozitivan korijen (konkretno, to
je funkcija w — +/f(w)). Zat € R*, uoimo da je f pozitivan ako |[f — || < ¢. S druge
strane, ako je ||f]| < r1 f > 0, tada ||f — #|| < . Ovaj primjer motivacija je za definiranje
parcijalnog uredaja i pozitivnih elemenata na proizvoljnoj C*-algebri.

Neka je A algebra s jedinicom i B njezina podalgebra takva da B + C1 = A. Direktnom
proovjerom po sluc¢ajevima (kada B nema jedinicu, kada B ima jedinicui 14 # 1p te Bima
jedinicui 14 = 1) dobivamo o g(b) U {0} = 04(b) U {0}. Odavde zakljucujemo da za svaku
C*-podalgebru B C*-algebre A vrijedi og(b) U {0} = o4(b) U {0}.

Element a C*-algebre A nazivamo pozitivnim ako je a hermitski i ako vrijedi o-(a) € R*.
Tada piSemo a > 0 i skup svih pozitivnih elemenata oznacavamo s A*.

Primijetimo da za a,b € A vrijedi a < b ako i samo ako za svaki 7 € Q(C * (a, b))

vrijedi 7(a) < 7(b). 1z ovoga vidimo da koriStenjem Gelfandove reprezentacije dobivamo
daje a < b akoisamo ako a < b.
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Uocimo da je za hermitski a € A C*-algebra C*(a) jednaka zatvaraCu skupa svih poli-
noma u a kojima je slobodni ¢lan jednak 0.

Teorem 2.2.2. Neka je A C*-algebra i a € A*. Tada postoji jedinstven b € A* takav da
b? = a.

Dokaz. Neka je Q prostor karakteristika C*-algebre C*(a). Sada je, prema teoremu [2.1.13]
C*(a) izometriCki *-izomorfno s Cy(Q). Sada uz pomo¢ Primjera dobivamo egzis-
tenciju pozitivnog korijena pozitivnog elementa a. DokaZimo sada jedinstvenost: neka su
b,c € A* takvi da b* = a = ¢%. Buduéi da ¢ komutira s a, mora komutirati i s » buduéi
da je B limes niza polinoma u a. Neka je B C*-podalgebra geerirana s b i ¢, koja je o€ito
komutativna. Neka je ¢: B — Cy(€2) Gelfandova reprezentacija, pa su tada ¢(b) 1 ¢(c)
pozitivni korijeni od ¢(a) u Co(€2). Koriste¢i Primjer 2.2.1|imamo ¢(b) = ¢(c), pa slijedi
b=c. O

Neka je a pozitivan element C*-algebre A. Jedinstveni b iz upravo dokazanog teorema
oznacavamo s a'/?.

Za hermitski element c, ¢? je pozitivan. Oznacimo s |c| = (¢H)'?, ¢* = 1(lcl + 0) i
¢ = %(lcl — ¢). KoriStenjem Gelfandove reprezentacije C*-algebre C*(a), slicno kao u
dokazu jedinstvenosti pozitivnog korijena, odobivamo da su |c|, ¢* i ¢~ pozitivni elementi

takvidac=c"—c7,|c|]=c"+c ", tectc™ =0.

Lema 2.2.3. Neka je A C*-algebra s jedinicom, a € A hermitski it € R. Tada je a > 0 ako
lla — ]| < t. Obrnuto, ako je |la|| < tia >0 tadalla —t|| < t.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti A = C*(1,a) komutativna C*-algebra. Prema Teoremu
[2.1.13] A je izometricki *-izomorfno s Co(€2(A)), pa uz koristenje Primjera [2.2.1) dobivamo
trazeni rezultat. |

Iz ovoga direktno slijedi da je A* zatvoren u A.
Lema 2.2.4. Suma pozitivnih elemenata pozitivan je element.

Dokaz. Nekasua,b € A* gdje je A C*-algebra (moZemo pretpostaviti da sadrzi jedinicu).
Po prethodnoj lemi vrijedi [la—|lalll| < llall 1 [Io—-[&]lll < [16]l, pa imamo [la+b—(llall+ 16D <
lla = lallll + 116 = 11611l < llall +1|1b]l. Opet koristeci prethodnu lemu za ¢ = ||al| + ||b|| dobivamo
rezultat. O

Teorem 2.2.5. Za proizvoljan a element C*-algebre A, a*a je poztivan.

Dokaz. Najprije pokazimo da —a*a € A* povlaci a = 0. Stoga, pretpostavimo —a*a € A*.
Buduéi da o(-a*a)\{0} = o(—aa*)\{0}, pa —aa™ € A*. ZapiSimo a = b + ic gdje su b,c €
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Aj,, pa direktnim ra¢unom slijedi a*a = 2b*+2c*—aa* € A*. Stoga o-(a*a) C R*NR~ = {0}.
Sada imamo ||a||> = |la*al| = r(a*a) = 0.
Neka je sada a € A proizvoljan. Oznacimo s b = a*a. Jasno je da je b hermitski te

stoga mozemo pisati b = b* —b~. Za c = ab™ vrijedi —c*c = -b~a*ab”™ = -b~(b"—-b")b” =
(b™)* € A*. Prema prvom dijelu dokaza slijedi ¢ = 0, pa mora vrijediti 5~ = 0, odnosno
a‘a=b"e€A". O

Iz upravo dokazanog teorema slijedi da moZemo proSiriti definiciju apsolutne vrijed-
nosti na sve elemente a € A: definiramo |a| := (a*a)'/?, Va € A.

Sada je jasno da je na A, skupu hermitskih elemenata u A, definiran parcijalnu uredaj
< tako da vrijedi a < b ako vrijedi b — a € A*. Relacija < tranzitivna je (drugim rije¢ima,
a<b=a+c<b+cVa,b,c,e A"). Takoder vrijedia < b = ta < th, za svaki t € R, te
a<b= -b<-a.

Teorem 2.2.6. Neka je A C*-algebra.
(a) Vrijedi A" ={a*a|a € A}.
(b) Ako sua,b € Ay, tada a < b povlaci c*ac < c*be.
(c) Ako je O < a < b onda l|a|| < ||b||.
(d) Ako A ima jedinicuia,b € A" N Inv(A), ondaa < b povlaci0 < b™' <a’'.

Dokaz. UoCimo da iz postojanja pozitivnog korijena pozitivnih elemenata i Teorema[2.2.4]
slijedi tvrdnja (a).

Neka su a,b € Ay, takvida a < b, odnosno b — a € A*, paimamo b — a = dd*, za neki
d € A*, prema tvrdnji (a). Sada c¢*bc — c*ac = ¢*(d — a)c = ¢*dd*c = e*e, za e = d’c € A.
Primienjujuéi (a) dobivamo tvrdnju (b).

Kako bismo pokazali tvrdnju (c), moZemo pretpostaviti da A ima jedinicu. Iz Gelfan-
dove reprezentacije primijenjene na C*(1,b) slijedi b < ||b||, pa onda i a < ||b||. Sada
primijenimo Gelfandove reprezentacije na C*(1, a) i dobivamo ||a|| < ||b||.

Za dokaz tvrdnje (d) najprije uo¢imo da vrijedic > 1 = o(c) C [1, +o0) = ¢ € Inv(A).
Primijenom Gelfandove reprezentacije na C*(1,¢) dobivamo ¢! < 1. Sada uo¢imo da
viijedia < b = 1 = a?aa'? < a'?ba™'? = (a'?ba”"?)! <1 = a'?b'a'? < 1.
Sada je jasno 7! < (a'?)'(a@?) ' = a7l O

Teorem 2.2.7. Neka su a i b pozitivni elementi C*-algebre A. Tada a < b povlaci a'? <
b'72,
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da A ima jedinicu i pokazujemo da za a, b € A vrijedi a*> <
b* = a < b. Nekajet > 01 neka su c,d realni i imaginarni hermitski dio elementa
(t+b+a)t+b-a). Imamo

1
c:§m+b+ma+b—m+a+b—mg+b+@]:ﬁ+mb+w—azzﬁ>0

Dakle, ¢ je invertibilan i pozitivan. Buduéi da za svaki x € Ay, i proizvoljan T € Q(C*(1, x))
vrijedi (1 + ix) = 1 + it(x) # 0, zakljuCujemo da je 1 + x € Inv(C*(1, x)). Sada vidimo da
je 1 +ic™2dc™V? = ¢7V2(c + id)c™'/* invertibilan, slijedi da je ¢ + id invertibilan. Iz toga
zakljuCujemo da t+ b —a ima lijevi inverz, pa, budu¢i da je hermitski, mora biti invertibilan.
Dakle, —t ¢ o(b — a). Kako ovo vrijedi za svaki t > 0, imamo o(b —a) CR*, pajeb —a
pozitivan. O

Napomenimo na kraju da 0 < a < b opéenito ne povlai a*> < b>. Kao primjer C*-

algebre u kojoj to ne vrijedi navodimo M,(C). Moze se pokazati da navedena implikacija
vrijedi samo u komutativnim C*-algebrama [5, Propozicija 1.3.9].

Primjer 2.2.8. Neka je A = M,(C). Na toj C*-algebri involucija je definirana izrazom

Yy O B '
Nekasup,ge A projekcije

{10\ . 1({11
P={o o) " 975\ 1 1/

Tada vrijedi p < p+gq, ali p = p> £ (p +q)* = p + q + pq + gp bududéi da

!
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ima negativnu svojstvenu vrijednost.



Poglavlje 3

Ideali i pozitivni funkcionali

Glavni je cilj ovog poglavlja dokazati Gelfand-Naimarkov teorem, koji tvrdi da se svaka
C*-algebra moZze prikazati kao C*-podalgebra od B(H) za neki Hilbertov prostor H. Kako
bismo dosli do tog rezultata, potrebno je pokazati vezu izmedu pozitivnih linearnih funkci-
onala i nekih reprezentacija algebre. Takoder, bitnom se pokazuje veza izmedu pozitivnih
linearnih funkcionala i zatvorenih (lijevih) ideala algebre.

3.1 Ideali u C*-algebrama

U ovoj tocki pokazujemo postojanje aproksimativne jedinice u C*-algebri. Ilako smo poka-
zali da postoji mogucnost unitizacije svake C*-algebre, napomenuli smo da ovakav pristup
nije uvijek odgovarajuci. Postojanje aproksimativne jedinice koristimo da bismo pokazali
razne rezultate o idealima i homomorfizmima u C*-algebrama.

Aproksimativna jedinica C*-algebre A rastuci je hiperniz (u,),ca pozitivnih elemenata u
zatvorenoj jedini¢noj kugli prostora A takav da a = lim, au,, za svaki a € A. Ekvivalentan
je zahtjev a = lim, u,a, za svaki a € A.

Neka je A proizvoljna C*-algebraisa A oznaimo skup svih pozitivnih elemenataa € A
takvih da |la|]| < 1. Ovaj skup je parcijalno ureden kao podskup od A,,. Da bismo vidjeli
da je A usmjeren skup, ostaje samo pokazati da za svake a,b € A postoji ¢ € A takav da
a,b<c.

Lema 3.1.1. Neka je A skup svih pozitivnih elemenata a € A takvih da ||a|| < 1. Tada je A
usmjeren.

Dokaz. Nekasua,b € A*. OCito je 1+a invertibilan u A i vrijedi a(1 +a)™' = 1-(1+a)-1.
Tvrdimo da vrijedi

abeATia<b=a(l+a) ' <b(+b).

24
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Naime, zbog 0 < a < b vrijedi 1 + a < 1 + b $to povladi (1 + a)™' > (1 + b)~! po Teoremu
Sadaimamo 1 — (1 +a)™' <1 — (1 +b)™!, odnosno a(l + a)~' < b(1 +b)~".
Koriste¢i Gelfandovu reprezentaciju od C*(1,a) dobivamo da za a € A* slijedi a(l +
a)™' € A. Neka susadaa,b € A. Ozna¢imo a’ = a(l —a)'id =b(1 -b)lic =
(@ +b)1l+a +b)'. Vidimodace Aia <a +Db,stogavrijedia=a(1+a)"! <c
primijenjujuci nejednakost dokazanu u prvom dijelu leme. Analogno dobivamo b < c,
¢ime je lema dokazana. O

Primijetimo da so u dokazu prethodne leme veéinu dokaza provodili u A umjesto u A.
Sli¢nu taktiku provodit ¢emo, najcesée presutno, i u ostatku poglavlja.

Teorem 3.1.2. Svaka C*-algebra A ima aproksimativnu jedinicu. Preciznije, za skup A
defniran kao ranije i u; = A za sve A1 € A, hiperniz (u,),ca aproksimativna je jedinica u A
i zovemo je kanonskom aproksimativnom jedinicom.

Dokaz. Kao §to je pokazano u Lemi [3.1.1] (u4).ea je rastuéi hiperniz u zatvorenoj je-
dini¢noj kugli prostora A. Stoga samo trebamo pokazati da vrijedi a = lim,au,, za svaki
a € A. Uocimo da se svaki element moze prikazati kao linearna kombinacija hermitskih, a
svaki hermitski kao linearna kombinacija pozitivnih, pa slijedi da A linearno razapinje A.
Stoga je traZenu jednakost dovoljno pokazati za svaki a € A.

Neka je sadaa € Aie > 0.Neka je ¢: C*(a) — Cy(Q) Gelfandova reprezentacija.
Ako je f = ¢(a),onda je K = {w € Q| |f(w)| > €} kompaktan. Prema Urysohnovoj lemi
postoji neprekidna funkcija a: Q — [0, 1] s kompaktnim nosacem takva da g(w) = 1 za
svaki w € K. Izaberimo 6 > Otakavdad < 111 -6 < €. Tada ||f — 0gf]| < €. Ako
oznadimo Ay = ¢~ !(5g), onda Ay € Ai |la — uy,all < e. Pretpostavimodaje 4 € A1 4 > Ay.
Tada 1 —uy; < 1 —uy,, paslijedi a(l —uy)a < a(l — uy,)a. Stoga imamo |la — wal> =
(1 =)' (1~ alP < (1 = up)'PalP = lla(l = wpall < lla(l = uz,)all < (1 = uz,)all < €.
Dakle, a = lim,au,. O

Napomena 3.1.3. Ako je C*-algebra A separabina, onda u A postoji aproksimativna jedi-
nica koja je niz. Uzmimo rastuci niz konac¢nih skupova (F, ),y takav daje F = | J;, F; gust

u A ineka je (u,),ca proizvoljna aproksimativna jedinicau A. Zae > 01 F,, = {ay, ..., a,}
postoje Ai,..., A, takvi da |la; — aju,|| < € za A > A;. Izaberimo A, € A takav da
Ade > Ay,...,A,. Tada vrijedi |la — au,y|| < e zasvea € F,1sve 4 > A.. Stoga za

neNie= % te niz 4, = A. € A vrijedi |la — au,|| < 1/n, za svaki a € F,. Takoder,
jasno je da moZemo birati 4, tako da 4, < 4,41 za svaki n. Bududéi da je F gustu A, imamo
lim, . lla — au,, || = 0 za svaki a € A. Dakle, niz (A1,).ey je aproksimativna jedinica u A.

Teorem 3.1.4. Neka je L zatvoreni lijevi ideal u C*-algebri A. Tada postoji rastuci hiperniz
(u2)en pozitivnih elemenata u zatvorenoj jedinicnoj kugli od L takav da a = lim, au, za
svaki a € L.
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Dokaz. Stavimo B = L N L*. Buduci da je B C*-algebra, po Teoremu [3.1.2| ona sadrzi
aproksimativnu jedinicu (#,),ca. Za svaki a € A vrijedi a*a € B, paslijedi 0 = lim, a*a(1 —
uy), paimamo lim, |la — auy||* = lim, ||(1 —uy)a*a(1 —uy)|| < lim, |la*a(1 —uy)|| = 0. Dakle,
(u2)1ea je aproksimativna jedinica u L. |

Teorem 3.1.5. Neka je I zatvoreni ideal u C*-algebri A. Tada je I samoadjungiran i stoga
je C*-podalgebra od A. Ako je (uy)en aproksimativna jedinica u I, onda za svaki a € A
vrijedi

lla + 1| = lim[la — wall = lim|la — au,||

Dokaz. Prema Teoremu postoji rastuéi hiperniz (u,),ca pozitivnih elemenata u za-
tvorenoj jedini¢noj kugli od 7 takav da a = lim,au, za svaki a € I. Stoga vrijedi
a* = limyu,a”, pa je a* € I buduéi da je I zatvoreni ideal, a (uy)cn € I. Dakle, I je
samoadjungiran pa je 1 C*-podalgebra od A.

Neka je sada (u;),ea proizvoljna aproksimativna jedinicau I, a € Aie > 0. Tada
postoji b € I takav da |la + b|| < |la + I|| + €/2. Budu¢i da vrijedi b = lim, u,b, postoji
Ao € A takav da ||b — u,b|| < €/2 za sve A > Ay. Sada imamo

lla = wuaall < [I(1 = ua)(a + D) + b — uabll
< lla+ bl + 110 — u,bl|
<|la+I|| +€/2 + €/2.

Slijedi da je |la + I|| = lim, |la — u,al| te stoga i |la + I|| = |la* + I|| = lim, ||a* — u, a*|| =
lim, ||a — au,]|. O

Napomena 3.1.6. Neka je / zatvoreni idea u C*-algebri A, a J zatvoreni ideal u /. Koristeci
svojstva aproksimativne jedinice pokazujemo da je tada J ideal u A. Kako bismo ovo
dokazali, dovoljno je pokazati da suabibau J zasvakia € Aib € J* (sjetimo se da J*
linerno razapinje J). Uzmimo (u,) e aproksimativnu jedinicu u /, i uo¢imo b'/? € C*(a) C
J C I, pab'? = lim, u,b'?. Stoga vrijedi ab = lim, au,b'*b'/?, pa slijedi ab € J bududi
daje b'/? € J, au,b'? € I, a J ideal u I. Na kraju ostaje uociti a*b € J, pa i ba € J buduéi
da je J samoadjungiran.

Teorem 3.1.7. Neka je I zatvoreni ideal C*-algebre A. Tada je kvocijentni prostor A/l i
sam C*-algebra s uobicajenim operacijama zbrajanja i mnoZenja te kvocijentnom normom.

Dokaz. Dobra definiranost zbrajanja i mnoZenja je jasna. Neka je (u,),ca aproksimativna
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jedinicau l. Zaa € Aib € [ vrijedi
lla+ 1 = lim|la - au,|?
= limI(1 -~ wpaa(l —uy)ll
< sup I = u)(@a + bY(1 = wp)ll + Hm (1 = u)b(1 —uy)ll
<|la*a + bl| + li{n b — bu,||
= ||la*a + b||.
Stoga |la + I|* < |la*a + I||. Prema Lemislijedi da je A/I C*-algebra. O

Teorem 3.1.8. Neka je ¢: A — B injektivan x-homomorfizam C*-algebri A i B. Tada je ¢
izometrija.

Dokaz. Pokazujemo da vrijedi ||¢(a)ll*> = |lal/?>, za svaki a € A. Ekvivalentna je tvrdnja
lle(a*a)ll = |la*all, za svaki a € A. Sada vidimo da se moZemo pretpostaviti da su A i
B komutativne (ako je potrebno ograni¢imo domenu na C*(a*a), a kodomenu na Im o).
Nadalje, ako je potrebno promatramo prosirenje funkcije : A — B. Dakle, mozemo
pretpostaviti da su A, B 1 ¢ unitalni.

Ako je 7 karakteristika na B, tada je Tog karakteristika na A. Jasno je da je preslikavanje

QA > QB), TP TOY

neprekidno. Stoga je Im ¢’ kompakt (kao neprekidna slika komapakta), a kako je 1 €2(A)
kompaktan skup, slijedi da je ¢(€2(A)) zatvoren u Q(A). Ako je ¢’ (€2(A)) # Q(A), onda po
Urysohnovoj lemi postoji nenul neprekidna funkcija f: Q(A) — C takva da se f poniStava
na ¢’(€2(A)). Prema Teoremu slijedi da je f = a za neki a € A. Dakle, za svaki
7 € Q(B) vrijedi 7(¢(a)) = a(t o) = 0. Sada zakljuCujemo ¢(a) = 0, pa zbog injektivnosti
slijedi a = 0. Dobili smo kontradikciju s @ = f # 0. ZakljuCujemo da je jedino moguce
¢’ (Q(B)) = Q(A), pa za svaki a € A vrijedi

llall = llalle = sup |r(a)l = sup 7(p(a)) = |lp(a)ll.
TeQ(A) TeQ(A)

Dakle, ¢ je izometrija. O
Teorem 3.1.9. Za ¢: A — B, x-homomorfizam C*-algebri, ¢(A) je C*-podalgebra od B.

Dokaz. Preslikavanje
A/Kerop = B, a+ Kerg — ¢(a)

injektivni je s-homomorfizam C*-algebri. Prema tvrdnji prethodnog teorema, ¢ je izome-
trija, pa je ¢(A) poptun prostor. Slijedi da je ¢(A) zatvoren u B. |
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Teorem 3.1.10. Neka je B C*-podalgebra, a I zatvoreni ideal C*-algebre A. Tada je B + 1
C*-podalgebra od A.

Dokaz. Sve osim potpunosti prostora B+ je trivijalno, stoga pokazujemo samo tu ¢injenicu.
Buduc¢i da je I potpun, dovoljno je pokazati da je (B + /I potpun. Presjek BN [ zatvoren je
ideal u B, a preslikavanje ¢: B/(BNI) — A/l dano s ¢(b+BNI) = b+1 je *-homomorfizam
sa slikom (B + I)/1. 1z tvrdnje proSlog teorema dobivamo da je (B + I)/I C*-algebra, pa je
1 potpun prostor. O

3.2 Hereditarne C*-podalgebre

U ovoj se tocki izuCava posebna vrsta C*-podalgebri- hereditarne C*-podalgebre. Ova
vrsta C*-algebre istie se nekim dobrim svojstvima, posebice §to se tiCe proSirivanja po-
zitivnih linearnih funkcionala. U nastavku pokazujemo i dobra svojstva hereditarnih C*-
podalgebri u vezi s konceptom jednostavnosti algebri.

C*-podalgebra B C*-algebre A naziva se hereditarnom ako za svakia € A" ib € B*
nejednakost a < b povlaci a € B. OCito su 0 i A hereditarne C*-podalgebre od A te da je
svaki presjek heredutarnih C*-podalgebri od A ponovno hereditarna C*-podalgebra od A.
Stoga mozemo definirati hereditarnu C*-podalgebru generiranu skupom S kao najmanju
hereditarnu C*-podalgebru od A koja sadrzi S.

Primjer 3.2.1. Za p projektor u C*-algebri A, C*-podalgebra pAp je hereditarna. Pokazimo
ovo: za0 < b < pap slijedi 0 < (1 — p)b(1 — p) < (1 = p)pap(1 — p) = 0 te stoga imamo

(1= p)b(1 = p) = 0. Slijedi [|b"*(1 = p)I> = (1 = p)b(1 = p)I| = 0, pa vrijedi b(1 - p) = 0.

Sada izravno zakljuCujemo b = pbp € pAp.

Teorem 3.2.2. Neka je A C*-algebra.

(a) Ako je L zatvoreni lijevi ideal u A, onda je L N L* hereditarna c*-podalgebra od
A. Preslikavanje L — L N L* bijekcija je sa skupa zatvorenih ideala u A i skupa
hereditarnih C*-podalgebri od A.

(b) Ako su Ly i L, zatvoreni lijevi ideali od A, tada vrijedi L, C L, ako i samo ako
LinLyCL,NnL,.

(c) Za B hereditarnu C*-podalgebru od A, skup
L(B)y={a€A|a"a€ B}

Jjedinstveni je zatvoreni lijevi ideal od A pridruZen B.
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Dokaz. Neka je L zatvoren lijevi ideal u A. Tada je B = L N L* oCito C*-podalgebra od
A. Neka sua € A" i b € B takvi da a < b. Iz Teorema slijedi da u B postoji
aproksimativna jedinica (#,),ea. Imamo 0 < (1 — uyp)a(l —uy) < (1 — uy)b(1 — u,)0, pa
slijedi [la'? — a'2ul* = (1 = ua(l — upll < I(1 = u)b(1 = up)ll < |Ib — buy||. Dakle,
a'? = limyp a'?u,, pa a'’? € L, buduéi da je (uy)ep C L. Stoga jeia'/? € B, paje B
hereditarna. Time je dokazan prvi dio tvrdnje iz (a) dijela.

Dokazimo sada (b). Neka su L, L, zatvoreni lijevi ideali u A. Implikacija L; € L, =
L, N L} € L, N L} ocita je, pa dokazujemo suprotan smjer. Neka vrijedi L N L] € L, N L]
i neka je (u,),ea aproksimativna jedinica u L; N L*. Uzmimo a € L; pa zaklju¢ujemo:
limyep [la — auyll* = limyep [I(1 — up)a*a(l — uy)|| < limgey lla*a(l = uy)l] = 0 bududi da je
a*a € Ly N L}. Time je (b) dokazan.

Kako bismo dokazali (c), uzmimo najprije B hereditarnu C*-podalgebru od A i stavimo
L = L(B). Zaa,b € L, vrijedi (a+b)*(a+b) < (a+b)*(a+b)+(a—b)*(a—b) = 2a*a+2b*b € B,
paimamoa+b € L. Akojea € Aib € L, tada (ab)*(ab) = b*a*ab < ||a||*b*b € B, pa je
ab € L. Sli¢no dobivamo zatvorenost skupa L na mnoZenje skalarima. Dakle, L je lijevi
ideal i oCito je zatvoren, buduci da je B zatvoren. Za b € B slijedi b*b € B, paje b € L.
Stoga BC LNL*. Akoje 0 < b € LNL*, tadab? € B,pajeib € C*(b*) C B. ZakljuCujemo
LN L* C B te stoga vrijedi (c).

Uoc¢imo da smo pokazali da je svaka hereditarna C*-podalgebra oblika LN L* gdje je L
zatvoreni lijevi ideal u A (iz (c) imamo to¢an oblik ideala L) te da je svaki LN L* hereditarna
C*-algebra. Time dobivamo drugu tvrdnju iz (a) dijela (onu o bijektivnosti). O

Teorem 3.2.3. Neka je B C*-podalgebra C*algebre A. Tada je B hereditarna u A ako i
samo ako bab’ € B za sve b,b’ € Bia € A.

Dokaz. Ako je B hereditarna, onda po prethodnom teoremu vrijedi B = L N L* za neki
zatvoreni lijevi ideal L od A. Stoga, ako su b,b" € Bia € A, slijedi b(ab’) € L te
b*(ab*) € L. Dakle, bab’ € B.

Za suprotni smjer, pretpostavimo da je B takva da bab’ € B za sve b,b’ € Bia € A.
Neka je (u#,)ea aproksimativna jedinicau Bia € A", b € B*tea < b. Tada 0 < (1 —
upa(l —uy) < (1 —u)b(1 —uy), palla'’? —a'?u,|| < ||b"/? — b'/u,||. Buduéi da je b'/? € B,
vrijedi b'/? = lim, b'/?u,, pa stoga i a'’?> = lim, a'/?u,, pa je a = lim, u,au, € B. Dakle, B
je hereditarna. O

Direktno slijedi sljedeci korolar:
Korolar 3.2.4. Svaki zatvoreni ideal C*-algebre hereditarna je C*-podalgebra.

Korolar 3.2.5. Neka je A C*-algebra i a € A*. Tada je aAa hereditarna C*-algebra od A
generirana s a.
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Dokaz. 1z Teorema slijedi da je aAa C H za svaku hereditarnu C*-podalgebru H koja
sadrZi a. Pokazimo da je a € aAa: uzmemo (u,),cs aproksimativna jedinica u A pa vrijedi
a* = limy au,a, pa a® € aAa. Kako je aAa C*-algebra, slijedi a = (a®)'/? € aAa. Nadalje,
jasno je da se aAa = Aa N (Aa)*, pa je po Teoremu hereditarna C*-podalgebra od
A. m|

Sljedeci teorem pokazuje da je u separabilnom slucaju svaka hereditarna C*-podalgebra
oblika kao u prethodnom korolaru:

Teorem 3.2.6. Neka je B separabilna hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A. Tada
postoji a € B* takav da B = aAa.

Dokaz. Kako je B separabilna C*-algebra, postoji niz (u,);2] koji je aproksimativna jedi-
nica u B. Neka je sadaa = Z | Un /2" (niz konvergira jer ke konverglra apsolutno). Uocimo
da je a € B*, pa B sadr7i aAa. Kako je u,/2" < aia € aAa te je aAa hereditarna, imamo
u, € aAa. Za b € Bimamo b = lim,_, .., u bu, i ubu, € aAa pa slijedi b € aAa. Ovime
smo pokazali da vrijedi B = aAa. O

Teorem 3.2.7. Neka je B hereditarna C*-podalgebra C*-algebre s jedinicom A i neka je
a € A*. Ako za svaki € > 0 postoji b € B* takav da a < b + €, tada je a € B.

Dokaz. Neka je € > 0. Po pretpostavci teorema postoji b, € B* takav da a < b? + €,
paa < (b, + €)>. Dakle, (b + €)"'a(b. + €)™! < 1, astogail|(b + €)lalbe + €)7!|| < 1.
Iskoristimo li 1 — b (b, + €)~' = (b, + €)~!, dobivamo
lla'? = a'?be(be + €)7'|F = €lla'*(be + 7|
= €ll(be + ) 'albe + ©)7'||
< €.

Dobili smo
12 — linga”zbf(bg +e) !,
€

pa adjungiranjem imamo
12 = lim(b. + €)'bea'?
€

Dakle,
a =lim(be + €) 'beab (b, + €)7!
Kako je b.(b. + €)"! € B, budu¢i da je B hereditarna ((b. + €)' < b.! € B)), slijedi

€

(be + €)"'b.ab (b, + €)' € B. Stogajeia € B. o

U posljednja dva teorema u ovoj tocki sagledat ¢emo vezu izmedu strukture ideala
C#*-algebre 1 njenih hereditarnih C*-podalgebri.
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Teorem 3.2.8. Neka je B hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A te neka je J zatvoreni
ideal od B. Tada postoji zatvoreni ideal I od A takav da vrijedi J = BN 1.

Dokaz. Stavimo I = AJA. Tada je ocito I zatvoren ideal od A. Bududi da je J zatvoreni
ideal od B, iz Korolara slijedi da je C*-algebra, pa vrijedi J° = J (iskoristimo postoja-
nje aproksimativne jedinice u J). Kako je B hereditarna u A, imamo BN/ = BIB (za jednu
inkluziju iskoristimo Teorem [3.2.3]1i ¢injenicu da je I ideal u A, a za drugu zakljucivanje
analogno onome da je J° = J). Sada znamo b N I = BIB = B(AJA)B = BAJ’AB C BJB
bududi da su BAJ i JAB sadrzani u B po Teoremu [3.2.3] Kako BJB = Jslijedi BN 1 C J,
dok je obrnuta inkluzija jasna iz postojanja aproksimativne jedinice u A. Time je tvrdnja
dokazana. O

Za C*-algebru A kazemo da je jednostavna ako su 0 1 A njezini jedini zatvoreni ideali.
Buduci da se jednostavne algebre pokazuju bitnim za teoriju C*-algebri, ovdje donosimo
jedan rezultat o njihovoj vezi s hereditarnim C*-podalgebrama.

Teorem 3.2.9. Svaka hereditarna C*-podalgebra jednostavne C*-algebre jednostavna je.

Dokaz. Neka je B hereditarna C*-podalgebra jednostavne C*-algebre A. Ako je J zatvo-
reni ideal u B, onda je prema prethodnom teoremu J = B N [ za neki / zatvoreni ideal u A.
Kako je I € {0, A} slijedi da je J € {0, B}, pa je B jednostavna. O

3.3 Pozitivni linearni funkcionali

Podsjetimo se da smo strukturu komutativnih C*-algebri u potpunosti odredili Teoremom
[2.1.13] u terminima prostora karakteristika, §to moZemo shvacati kao svojevrsnu jedno-
dimenzionalnu reprezentaciju. Situacija u nekomutativhom slucaju je drugacija i repre-
zentaciju ¢emo opcenito morati traziti u viSim dimenzijama. Buduéi da postoji duboka
veza izmedu reprezentacija i pozitivnih linearnih funkcionala C*-algebri, u ovoj tocki po-
svecujemo se proucavanju potonjih objekata.

Linearno preslikavanje ¢: A — B naziva se pozitivnim ako vrijedi ¢(A*) € B*0. U
ovo slucaju je ¢(Ay,) C By, 1 preslikavanje ¢: A, — By, je rastu¢e. Uocimo da je svaki
*-homomorfizam pozitivan.

Primjer 3.3.1. Neka je A = M,(C). Linearni funkcional (kojeg nazivamo tragom)
tr: A - C, (/lij) = Z/l,’j,
i=1

pozitivan je. Uocimo da ne postoji nenul s-homomorfizam iz M,(C)u C zan > 1.
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Neka je H vektorski prostor i o: H> — C. Preslikavanje o nazivamo seskvilinearnom
formom na H ako je linearno u prvoj i antilinearno u drugoj varijabli. Za svaku seskviline-
arnu formu vrijedi polarizacijska jednakost:

3

1 &

o(x,y) = 1 Z Fo(x + iky, X+ iky).
k=0

Uoc¢imo da iz ovoga slijede da su seskvilinearne forme jednake ako se poklapaju na (x, x) €
H?, za svaki x € H. Dodatno, seskvilinearnu formu nazivamo pozitivnom ako vrijedi
o(x,x)>0,zasvkix € H.

Neka je A C*-algebra i 7 pozititvan linearni funkcional na A. Tada je funkcija

A’ > C, (a,b) t(ba),

seskvilinearna forma na A. Iz polarizacijske formule slijedi 7(b*a) = 7(a*b, a iz Schwartz-
Cauchyjeve nejednakosti |r(b*a)| < t(a*a)'/*t(b*b)'/?. Nadalje, funkcija a — t(a*a)'’? je
polunorma na A.

Pretpostavimo da postoji M € R* takav da |7(a)| < M za sve pozitivne elemente zatvo-
rene jedini¢ne kugle od A. Tada iz rastava elementa na realni i imaginarni hermitski dio, a
hermitskih elemnata na zbroj pozitivnih dobivamo da je T omeden i norme ||7|| < 4M.

Teorem 3.3.2. Neka je T pozitivni linearni funkcional na C*-algebri A. Tada je T ogranicen.

Dokaz. Ako T nije ograniCen, onda prema diskusiji prije iskaza teorema vrijedi sup . 7(a) =
+00, gdje je S skup pozitivnih elemenata od A norme manje ili jednake 1. Stoga postoji
niz (a,),av C S takav da je 2" < 7(a,) za sve n € N. Stavimo a = Y% a,/2" (apsolutna
konvergencija reda povlaci obi¢nu), pa je a € A*. OCito je N < T(foz_o1 a,/2") < t(a),
za svaki n € N. Ovo nije moguce (svaki element ima kona¢nu funkcijsku vrijednost), pa
zakljuCujemo da je T ogranicen. O

Teorem 3.3.3. Neka je T pozitivan linearni funkcional na C*-algebri A. Tada vrijedi
7(a) = 7(a) i [t(a)]* < |ltllr(@"a).

Dokaz. Neka je (uy),ea aproksimativna jedinica za A. Tada vrijedi

7(a") = li}n T(a'uy) = liin T(ua) = v(a)

. Takoder vrijedi [t(a)* = lim, [t(u,a)* < sup, T(u3)7(a*a) < |l7llt(a*a). O
Dokaz sljedeceg teorema izostavljamo, a moZe se pronaci u [4, Teorem 3.3.3].

Teorem 3.3.4. Neka je T omedeni linearni funkcional na C*-algebri A. Sljedeci uvjeti su
ekvivalentni:
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(a) T je pozitivan.
(b) Za svaku aproksimativnu jedinicu (uy)cp 0od A,vrijedi ||t|| = lim, T(u,).
(c) Za neku aproksimativnu jedinicu (uy),ep od A,vrijedi ||t|| = lim, 7(u,).

Korolar 3.3.5. Neka je T omedeni linearni funkcional na C*-algebri s jedinicom. Tada je
T pozitivan ako i samo ako t(1) = ||7]|.

Dokaz. Konstantni hiperniz jedinica je aproksimativna jedinica C*-algebri s jedinicom. 1z
Teorema [3.3.4]slijedi tvrdnja korolara. |

Korolar 3.3.6. Neka su v, i T, pozitivni linearni funkcionali na C*algebri. Tada vrijedi
liTy + 72l = llTll + izl

Dokaz. Ako je (uy),ca aproksimativna jedinica za promatranu C*-algebru, tada vrijedi
llT1 + 7oll = lima(7y + 72)(up) = lim, 71(uy) + limy 72(wa) = |73l + ||72l]- o

Pozitivni linearni funkcional f na C*-algebri naziva se stanje ako vrijedi ||f]| = 1. Skup
svih stanja na A oznaCavamo s S (A).

Teorem 3.3.7. Neka je a normalan element nenul C*-algebre A. Tada postoji stanje T od
A takvo da ||a|| = |t(a)|.

Dokaz. MoZemo pretpostaviti a # 0. Neka je B = C*(1,a) C A. Bududi da je B komuta-
tivna i a neprekidna na kompaktu Q(B), postoji 7, € Q(B) takav da ||a|| = ||a|c = |T2(a)|. Po
Hahn-Banachovom teoremu postoji omedeni linearni funkcional 7, € Q(A) koji prosiruje
7, i Guva normu, pa vrijedi ||74|| = 1. Buduéi da je 71(1) = 72(1) = 1, prema Korolaru[3.3.5]
slijedi da je 7 pozitivan. S T oznac¢imo restrikciju funkcionala 7, na A i tada je T pozitivan
linearan funkcional na A te vrijedi ||la|| = |r(a)|. Sada imamo ||]||la]| > |r(a)| = ||all, pa
|||l > 1. Suprotna nejednakost slijedi zbog ||71|| = 1. Dakle, 7 je stanje na A. O

Teorem 3.3.8. Neka je T pozitivan linearni funkcional na C*-algebri A.
(a) Za svaki a € A, t(a*a) = 0 ako i samo ako t(ba) = 0 za svaki b € A.

(b) Nejednakost
T(b*a*ab) < ||la*al|T(b*b)

vrijedi za sve a,b € A.
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Dokaz. 1z Schwartz-Cauchyjeve nejednakosti direktno slijedi tvrdnja (a).
Da bismo pokazali tvrdnju (b), moZemo zbog (a) dijela teorema, pretpostaviti 7(b*b) >
0. Funkcija
p:A—>C, ¢ 1(b'ch)/T(b'D),

linearna je 1 pozitivna. Neka je (u#,),ea aproksimativna jedinica za A. Tada vrijedi

lloll = lim p(u2) = im 7(b"u2b)/7(b"b) = 7(b"b)/1(b"b) = 1,

pa slijedi p(a*a) < ||la*al|. Stoga zakljuCujemo 7(b*a*ab) < ||a*a||T(b*b). O

Teorem 3.3.9. Neka je B C*-podalgebra C*-algebre A te pretpostavimo da je T pozitivni
linearni funkcional na B. Tada postoji pozitivni linearni funkcional v" na A koji prosiruje
T takav da vrijedi ||T’|| = ||7]|.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je A = B. Definirajmo 7’ funkcional na A stavljajuéi
T(b+ ) =1(b)+ A|7||, zasve b € B, A € C. Neka je (u,),ca aproksimativna jedinica za B.
Prema Teoremu vrijedi ||7]| = lim, 7(#,;). Uzmimo sada b € B, u € C. Vrijedi |7'(b +
DI = [limy 7(buy) + plimy ()| = [1imy 7((6 + ) ()| < sup, [I7TllI(B + uall < |I7llllD + pl.
Stoga vrijedi ||7'|| < ||7]|, dok je obrnuta nejednakost ocita. Dakle, ||7’|| = ||7]| = 7/(1), Sto
prema Korolaru|3.3.5 n povlaci da je 7’ pozitivan. Ovime je tvrdnja pokazana za A = B.
Neka je sada A proizvoljna C*-algebra koja sadrzi B kao C*-podalgebru. Zamjenimo
li Bs BiA s A ako je potrebno, mozemo pretpostaviti da A ima jedinicu koja leZi u B.
Po Hahn-Banachovom teoremu postoji funkcional 7 € A’ koji proSiruje 7 i ima jednaku
normu. Bududi da vrijedi 7'(1) = 7(1) = |I7|| = [I’|l, zbog Korolara [3.3.5] zakljucujemo da
je T’ pozitivan. O

Teorem 3.3.10. Neka je B hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A. Ako je T pozitivni

linearni funkcional na B, onda postoji jedinstven pozitivni linearni funkcional v na A koji
proSiruje T i cuva normu. Stovise, ako je (u,),ca aproksimativna jedinica za B, onda vrijedi

7'(a) = liﬁnT(u/lau,l), Ya € A.

Dokaz. 1z proslog teorema imamo egzistenciju proSirenja, pa trebamo dokazati jedinstve-
nost. Neka je 7’ pozitivni linearni funkcional na A koji proSiruje 7 i Cuva normu. Sada
moZemo prosiriti 7/ na A i to tako da je norma i dalje o¢uvana. Nazovimo ovakvo progirenje
7. Neka je (u,),ea aproksimativna jedinica za B. Vrijedi lim, 7(xy) = ||7]| = ||7”]| = 7 (1),
pa vrijedi lim, 7/(1 — u,) = 0. Stoga za svaki a € A vrijedi

I (a) — T(urauy)| < |77(a — waa)| + |77 (uaa — urauy)|
< T"((l _ I/t,]) )1/2 N(a a)l/Z + T”(a )1/2 //((1 M/I)Z)I/Z

<1~ u) P ) e P — )
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gdje smo koristili Schwartz-Cauchyjevu nejednakost te€injenicu da je 1 — u, pozitivan te
da vrijedi (1 — uy)* < 1 — u,. Kako lim, 7(1 — u,) = 0, iz gornjih nejednakosti dobivamo
lim, 7(uauy) = 7 (a) = 7(a). O

3.4 Gelfand-Naimarkova reprezentacija

U ovoj tocki pokazujemo da svaku C*-algebru mozemo shvacati kao C*-podalgebru od
B(H), gdje je H neki Hilbertov prostor. Ova reprezentacija razlog je zasSto je teorija C*-
algebri pristupacnija od genearalne teorije Banachovih algebri.

Reprezentacija C*-algebre A je uredeni par (H, ¢), gdje je H Hilbertov prostorig: A —
B(H) *-homomorfizam. KaZemo da je reprezentacija vjerna ako je ¢ injektivna.

Ako je (Hj, ¢p)aea familija reprezentacija od A, direktnu sumu reprezentacija (H, ¢)
dobivamo stavljajuéi H = @&,H, 1 ¢(a)((x2)1) = (ea(a)(x1))1, zasve a € Ai(xy), € H.
Jasno je da je ovako definirana (H, ¢) zaista reprezentacija od A. Takoder, ako za svaki
a € A postoji A € A takav da ¢, (a) # 0, onda je (H, ¢) vjerna.

Napomenimo da za unitarni prostor H postoji skalarni produkt na njegovom upotpunje-
nju do Banachovog prostora A takav da je norma dobivena od skalarnog produkta upravo
norma na A. Ovakav H zajedno sa spomenutim skalarnim produktom nazivamo upotpu-
njenjem prostora H do Hilbertovog prostora.

Sada ¢emo svakom pozitivnom linearnom funkcionalu 7 na A pridruZiti reprezentaciju.
Stavimo

N.={a€A|1(aa)=0}={aeA|1(ba)=0,Yb € A},

gdje druga nejednakost slijedi iz Teorema [3.3.8] Jasno je da je N; zatvoreni lijevi ideal u
A, te da je preslikavanje

(A/N:)* = C, (a+Ne,b+N;) o 7(ba)

dobro definiran skalarni produkt na A/N,. Upotpunjenje prostora A/N, do Hilbertovog
prostora ozna¢imo s H;.
Za a € A definirajmo operator ¢(a) € B(A/N;) jednakoscu

@(a)(b + N;) = ab + N;.

KoriStenjem Teorema imamo ||p(a)(b + N,)|*> = t(b*a*ab) < |la|*t(b*b) = |lall’||b +
N, zaklju€ujemo ||¢(a)|| < ||all. Lako se vidi da operator ¢(a) ima jedinstveno proSirenje
do omedenog operatora ¢.(a) na H,. Preslikavanje

¢r: A— B(H;), aw ¢(a)

je *-homomorfizam.



POGLAVLIJE 3. IDEALI I POZITIVNI FUNKCIONALI 36

Reprezentacija (H;, ¢;) od A naziva se Gelfand-Naimark-Segalova reprezentacija (ili
GNS reprezentacija) pridruzena T.

Ako je A netrivijalan, univerzalna reprezentacija definira se kao direktna suma repre-
zenracija (H,, ¢;), gdje 7 uzimamo iz S (A).

Teorem 3.4.1 (Gelfand-Naimark). Svaka C*-algebra A ima vjernu reprezentaciju. Speci-
Jjalno, njezina univerzalna reprezentacija je vjerna.

Dokaz. Neka je (H, ¢) univerzalna reprezentacija od A i pretpostavimo da je a € A takav
da ¢(a) = 0. Prema Teoremu [3.3.7] postoji stanje 7 na A takvo da je |la*al| = t(a*a). Sada
za b = (a*a)'/* vrijedi ||a|?* = |la*all = T(a*a) = T(b*) = |le-(b)(b + N,)|* = 0 bududi da je
0-(b*) = ¢(a*a) = 0, pai.(b) = 0. Dakle, a = 0 pa je ¢ injekcija. O

Primijenimo upravo dokazani teorem na algebru kvadratnih matrica.

Neka je A algebrai M, (A) algebra nxn matrica s elementima u A (operacije se definiraju
kao za matrice nad skalarnim poljem). Ako je A x-algebra, tada je i M, (A) =-algebra, s
involucijom (a; j)z i = (aj.i),; i

Za s-homomorfizam ¢: A — B definiramo *-homomorfizam (iste oznake)

¢0: M,(A) - M,(B), (aij) = (‘p(aij))-

Ako je H Hilbertov prostor, ortogoalnu sumu 7 kopija od H ozna¢imo s H™ (norma
na H™ dana je s I(fi, ..., fll = X Ifil)-Za u € M,(B(H)) definiramo ¢(u) € B(H"

izrazom
n n

P)(x1 .. .5 Xn) = Zuu(xj),-..,zunj(xj) ;
=1 =1
za svaki (xi, ..., x,) € H™. Nije te§ko uotiti da je

¢: M, (B(H)) = B(H™), uw~ ¢(u)

x-izomorfizam te ga nazivamo kanonskims-izomorfizmom M,(B(H)) i B(H™), pa ove
dvije algebre poistovjeéujemo. Ako je v operator u B(H™) takav da v = ¢(u), tada u
zovemo matricom operatora v. Normu na M, (B(H)) definiramo jednakoscu ||u|| = |¢(u)||
¢ineci je C*-algebrom. Lako se provjere sljedece nejednakosti za u € M, (B(H)):

n
gl < lell < > oagll, =1,
k=1

Sljedeci teorem navodimo zbog toga Sto se algebra matrica pokazuje bitnom u proucavanju
K-teorije C*-algebri.
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Teorem 3.4.2. ZA C*-algebru A postoji jedinstvena norma na M,(A) uz koju je potonja
C*-algebra.

Dokaz. Za(H, ¢) univerzalnu reprezentaciju od A, s-homomorfizam ¢: M,(A) — M,(B(H))

je injektivan. JednakoScu |la|| = |¢(a)|| definirana je norma na M,(A) uz koju ona postaje
C*-algebra (potpunost slijedi iz gore iskazanih nejednakosti). Jedinstvenost je posljedica
Korolara o

Na kraju navodimo jo$ jednu zanimljivu posljedicu Gelfand-Naimarkove reprezenta-
cije.
Teorem 3.4.3. Neka je a hermitski elemetn C*-algebre A. Tada je a € A" ako i samo ako
7(a) > 0 za sve pozitivne linearne funkcionale T na A.

Dokaz. Jedna implikacija je jasna, pa dokazujemo samo da 7(a) > 0 za sve pozitivne
linearne funkcionale 7 na A povlaci a € A*. Neka je (H, ) univerzalna reprezentacija od
A ineka je x € H. Tada je linearni funkcional

7T:A—>C, b (pD)x,x)

pozitivan, pa vrijedi 7(a) > 0, odnosno {¢(a)x,x) > 0. Buduéi da ovo vrijedi za svaki
x € H, 1bududi da je ¢(a) hermitski, zakljuCujemo da je ¢(a) pozitivan operator na H.
Dakle, p(a) € ¢(A)*, pa je a € A* bududi da je ¢ *-izomorfizam. O
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Sazetak

Banachove algebre s involucijom koje zadovoljavaju ||a*al| = ||al|* za svaki njihov element
a nazivaju se C*-algebrama. U ovom su radu pokazana osnovni rezultati teorije C*-algebri,
a razradi problema pristupljeno je najprije predstavljajuci neke od rezultata teorije Banac-
hovih algebri.

Nakon S§to je pokazano postojanje Gelfandove transformacije na komutativnim Ba-
nachovim algebrama, taj se rezultat proSiruje na komutativne C*-algebre gdje je nave-
deno preslikavanje izometricki *-izomorfizam. Osim toga, pokazana je uska veza zatvo-
renih lijevih ideala i hereditarnih C*-podalgebri koje se, dodatno, u slucaju separabil-
nosti pocetnog prostora, usko povezuju s pozitivnim elementima originalne C*-algebre.
Konacno, u poznatom teoremu Gelfanda i Naimarka pokazano je postojanje vjerne repre-
zentacije svake C*-algebre.



Summary

A Banach algebra supplied with an involution and a norm satisfying the condition ||a*a|| =
llal?, for every element a, is called a C*-algebra. The approach used in this thesis was to
first introduce the main ideas and theorems of the theory of Banach algebras and then to
move on to the theory C*-algebra and presented its important results.

After proving the existence of Gelfand transformation of abelian Banach algebras, this
result has been generalized to abelian C*-algebras, where the said mapping has been pro-
ved to be an isometric *-isomophism. Additionally, we have shown a close relationship
between closed left ideals and hereditary C*-subalgebras, and the latter are, in the case
of separability of the original space, closely related to positive elements of the observed
C*-algebra. Finally, we have presented a famous resut of Gelfand and Naimark stating the
existence of a faithful representation of an arbitrary C*-algebra.
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