Primitivni tetraedri u trodimenzionalnoj cjelobrojnoj
reseci

Marin, Natasa

Master's thesis / Diplomski rad

2015

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:816990

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-20

STE U
o A0

< £,
& %
5':?0 % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
S ey Zagreb
g, N
7 S
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:816990
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5269
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5269
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5269

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Natasa Marin

PRIMITIVNI TETRAEDRI U
TRODIMENZIONALNOJ
CJELOBROJNOJ RESECI

Diplomski rad

Voditelj rada: )
prof. dr. sc. Juraj Siftar

Zagreb, srpanj 2015.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Uvod|

(1 Osnovne definicije|

2 Unimodularna preslikavanjal

13 Primitivni poligoni u reseci 7|

. Primiton I 1 retec 20

il

iii

11

22

32



Uvod

Primitivni politop u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru E" je politop ¢iji vrhovi pri-
padaju cjelobrojnoj reseci Z", ali nema drugih tocaka resetke u unutrasnjosti ili na rubu.

U radu su prikazani neki rezultati o primitivnim tetraedrima u reseci Z>, a posebno prebro-
javanje klasa ekvivalencije primitivnih tetraedara zadanog volumena.

Osim toga, u radu je pokazano da se rezultati koji vrijede u trodimenzionalnoj reSeci bitno
razlikuju od ravninskog sluc¢aja. Primitivan politop u reSeci Z* ima najvie 4 vrha pa iz
Pickovog teorema slijedi da to moZe biti ili trokut povrSine % ili paralelogram povrSine 1.
Dakle, povrsina primitivnih politopa u Z? je ograni¢ena. Za volumen primitivnih politopa
u Z> ne postoji gornja granica pa stoga ne moZzemo poop¢iti Pickov teorem.

Bitnu ulogu u radu ima unimodularno preslikavanje. U ravnini vrijedi da su svaka dva
primitivna trokuta unimodularno ekvivalentna, ali u tri dimenzije odgovarajuca tvrdnja za
tetraedre ne vrijedi. No, za dani volumen primitivnog tetraedra moZemo izracunati broj
klasa ekvivalencije.



Poglavlje 1

Osnovne definicije

Promatrat ¢emo neke posebne skupove tocaka u euklidskom prostoru E", dakle realnom
unitarnom prostoru R" sa standardnom metrikom.

Podskup Z" C R" nazivamo cjelobrojna reSetka u R". Algebarski, to je modul nad prstenom
Z cijelih brojeva.

Definicija 1.1. Neka je m € N proizvoljan prirodan broj i neka su xy, ..., x,, € R". Linearnu

kombinaciju Y, ;x; = A1 x1 + ... + Auxpy, gdje su Ay, ..., 4, > 01 3, A; = 1 zovemo konveksna
i=1 i=1

kombinacija toc¢aka xi, ..., X,

Podsjetimo da se podskup K euklidskog prostora naziva konveksnim skupom ako je za
svake dvije toc¢ke vy, v, € K cijeli segment [vi,v,] = {Av; + (1 =) v, : 1 € [0, 1]} sadrZan
u K. Presjek bilo koje familije konveksnih skupova takoder je konveksan skup.

Ako je S bilo koji podskup euklidskog prostora, skup svih konveksnih kombinacija
toCaka iz S naziva se konveksna ljuska skupa S i1 oznaCava se s conv(S). Konveksna ljuska

je najmanji konveksni podskup koji sadrzi S, to jest to je presjek svih konveksnih podsku-
pova prostora R" koji sadrze S .

Definicija 1.2. Neka je S = {vy,...,v,,} € R" konacan skup. Skup
P = conv(S) = {/llvl Fo AV VL sV €S, Ay ey Ay > O,Z/l,- = 1}
=1

zovemo politop razapet tockama v, ..., v,

Napomena. U skladu s ovom definicijom, promatrat cemo samo konveksne politope.
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Definicija 1.3. Tocka v politopa P je vrh tog politopa ako se ne moZe prikazati kao konvek-
sna kombinacija preostalih tocaka skupa P.

U nasem razmatranju politopa u reSetkama Z? i Z*> moZemo bez gubitka opéenitosti
pretpostaviti da je skup toaka koje razapinju politop upravo skup njegovih vrhova. Zato
¢emo daljnje definicije iskazati uzimajuci tu pretpostavku.

Tocka v = A;vy + ... + 4,v, nalazi se na rubu politopa P ako postoji barem jedan
i€{l,..,m}takavdaje 4; =0, .

OP = {/llvl +o AV VL Vg €2, A4, Ay > O,Z/li =1,4, =0zanekoie {1,...,m}}
=1

Tockav = 4,v; + ... + A,,v, nalazi se u unutraSnjosti politopa P ako je A; > 0 za svako
i € {1,...,m}. Drugim rije¢ima,

int(P) = {/llvl b A AV VLV €7 Ay Ay > 0, ZA,- = 1}

i=1

Definicija 1.4. Za politop P = SAivi + ... + AV Vi, ooy Vi €2, A4y ooy Ay 20, X A = 1}
i=1

kazemo da se nalazi u cjelobrojnoj reSeci. Takav politop je primitivan ako osim vrhova
Vi, -y Vip e sadrZi niti jednu drugu tocku iz Z" niti na rubu niti u unutrasnjosti.

Primjer 1.1. Politopi razapeti s tri i Cetiri tocke u R>.

2
1
(

2 N [

Slika 1.1: Primjeri politopa
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Teorem 1.1. Primitivan politop u R" ima najvise 2" vrhova.

Dokaz. Pretpostavimo da primitivan politop P u R” ima vise od 2" vrhova.
S obzirom da svaku koordinatu n-dimenzionalne to¢ke moZemo izabrati na dva nacina (pa-
ran ili neparan broj) slijedi da postoji to¢no 2" razli¢itih moguénosti za odabir vrha ovisno
o parnosti njegovih koordinata.
Stoga ako primitivan politop ima viSe od 2" vrhova onda postoje vrhovi v = {v,...,v,},
w = {wy,...,w,} takvida je v; + w; = 0 (mod 2) za svako i = 1, ..., n.
No politop P sadrzi tocku %(v + w) koja nije vrh jer se moZe prikazati kao linearna kombi-
nacija dva vrha. Vrijedi %(v + w) € Z" paslijedi da P nije primitivan Sto je kontradikcija.
Dakle, P ima najviSe 2" vrhova.

]

Definicija 1.5. Poligon u R? je unija zatvorene izlomljene linije i njene unutrasnjosti.

Primjer 1.2. Na prvoj slici su prikazani likovi koji su poligoni, a na drugoj nisu poligoni.

q vl

Slika 1.2: Poligoni

w &

Slika 1.3: Nisu poligoni
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Podsjetimo da se skup tocaka {7, T, ...T,,} prostora E" naziva linearno nezavisnim ako

je skup vektora {TOTI, e TOTm} linearno nezavisan u vektorskom prostoru R".

Definicija 1.6. Neka su Ty, T,,...,T,, € R" linearno nezavisne tocke te za svako j = 1,...,m
—
oznacimo sav; = ToT ;. Tada skup

P = P(vl,...,vm) = {To + AVt + AV 0< Al ey Ay < 1}

zovemo m-dimenzionalni paralelotop prostora R" razapet vektorima vy, ..., vy,

Napomena 1.1. n-dimenzionalni paralelotop P C R" je konveksan skup jer se moZe prika-
zati kao presjek zatvorenih poluprostora, koji su konveksni skupovi, pa je i njihov presjek
konveksan.

Definicija 1.7. Neka su Ty, T}, ..., T,, € R" linearno nezavisne tocke. Konveksno zatvorenje
skupa {Ty, Ty, ..., T,,} zovemo m-dimenzionalni simpleks razapet vrhovima Ty, Ty, ..., T,.

Napomena 1.2. n-dimenzionalni simpleks S C R" je konveksan skup jer se moZze prikazati
kao presjek n + 1 zatvorenih poluprostora.

Tetraedar T C R? je konveksno zatvorenje skupa svojih vrhova, dakle zapravo je 3-
simpleks.
(vidi [9], 55 - 59)

Definicija 1.8. Preslikavanje L : R™ — R" je linearno ako za proizvoljne vektore x,y € R"
te za skalar a € R vrijedi L(x + y) = L(x) + L(y) i L(ax) = aL(x).

Linearno preslikavanje nam je poznato i kao linearni operator. Svaki linearni operator
L : R™ — R" u potpunosti je odreden djelovanjem na (bilo kojoj) bazi prostora R™. Iz
toga slijedi da postoji matrica M € M, ,(R) koja u potpunosti odreduje linearan operator
L. Matricu M zovemo matrica operatora.

Definicija 1.9. Preslikavanje A : R" — R” je afino ako postoje linearno preslikavanje
L :R™ — R" ivektor b € R" takvi da za svako x € R" vrijedi A(x) = L(x) + b.
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Afino preslikavanje je kompozicija linearnog preslikavanja i translacije. Ako je
A : R™ — R" afino, onda postoje matrica operatora M koja u potpunosti odreduje linearno
preslikavanje i vektor b € R” takvi da za svako x € R" vrijedi A(x) = Mx + b.



Poglavlje 2

Unimodularna preslikavanja

Volumen paralelotopa P u R" razapetog toCkama vy, ..., v, € R" definiramo s
vol(P) = |det[vy vy ... V]|

pri ¢emu je [v; v, ... v,] kvadratna matrica reda n Cije stupce Cine n-torke koordinata vrhova
paralelotopa.

Ova definicija volumena preko determinante proizlazi iz toga Sto se pokazuje da je de-
terminanta jedinstvena funkcija s R” u R koja ispunjava uobicajena svojstva volumena u
euklidskom prostoru.

Volumen simpleksa jednak je % volumena pripadnog paralelotopa jer se svaki n- dimenzi-
onalni paralelotop moZe rastaviti na % simpleksa.
(vidi [9], 100 - 108)

Ako je g : R" — R", g(u) = Mu linearno preslikavanje odredeno matricom M € M, (R)
tada vrijedi
vol(g(P)) = |detM| - vol(P) (2.1)

Naime, primjenom Binet - Cauchyjevog teorema dobivamo

vol(g(P)) = |det [Mvy Mv, ... Mv,]]| = |det (M - [vi v, ... v,]) | =
= |detM| - |det [vy v, ... v,]| = |detM| - vol(P)

Volumen paralelotopa P bit ¢e jednak volumenu njegove slike pod djelovanjem presli-
kavanja g ako 1 samo ako vrijedi detM = +1, tj.

vol(P) = vol(g(P)) & detM = +1 (2.2)
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Definicija 2.1. Preslikavanje f : R" — R" je unimodularno ako vrijedi

(ul) f je afino
(u2) f cuva volumen

(u3) f(Z") < 2"

Napomena 2.1. Skup M, (Z) svih kvadratnih matrica reda n s cjelobrojnim koeficijentima
asocijativan je grupoid s jedinicom s obzirom na mnoZenje matrica. Podskup svih regular-
nih matrica iz M,,(Z) kojima se i inverz nalazi u M,(Z) ocito je grupa.

NuzZan i dovoljan uvjet da bi za A € M,(Z) postojala inverzna matrica A™" koja se takoder
nalazi u M,(Z) dobivamo pomoéu determinante. Iz det(AA™") = detA - detA™" = 1 i pret-
postavke da A i A™' imaju cjelobrojne koeficijente slijedi da je detA = detA™' € {—1,1}.
Uvjet detA € {—1,1} takoder je dovoljan da bi A~' imala cjelobrojne koeficijente jer
Al = ﬁ;f: +A, a ocito je adjunkta A € My(2).

Dakle, skup {A € M,(Z) : detA € {—1, 1}} je grupa svih cjelobrojnih regularnih matrica ciji
su inverzi takoder cjelobrojne matrice. Tu grupu oznacavat ¢emo s GL,(Z).

Teorem 2.1. Neka je f : R" — R" i neka je P politop u reseci Z"". Tada vrijedi

(i) f je unimodularno ako i samo ako je f(u) = Mu+ v gdje suv € 2" i M € GL,(Z),
tj. M je cjelobrojna n X n matrica i det(M) = +1

(ii) ako je f unimodularno onda je f invertibilno i f~' je unimodularno

(iii) ako je f unimodularno onda su f(P)i f~'(P) politopi u reSeci. Osim toga, f pres-
likava tocke iz unutrasnjosti od P u unutrasnjost od f(P) i vrhove od P u vrhove od

f(P)
(iv) ako je P primitivan politop onda su i f(P)i f~'(P) primitivni

Dokaz. (1) Ako je f afino slijedi f(u) = Mu+v gdjesuu,v e R"1 M € M,(R).
Obratno, ako je f(u) = Mu + v onda je f afino jer je vektor v translacija, a preslika-
vanje u — Mu, M € M,(R) je linearno.
1z definicije preslikavanja f slijedi f(Z") C Z" akoisamo akojev € Z"i M € M, (Z).
Neka je S € R" izmjeriv skupi g : R* — R”, g(u) = Mu linearno preslikavanje
odredeno matricom M € M,(R).

Iz formule (2.2) te zato Sto translacija ne utjeCe na volumen slijedi da preslikavanje
f €uva volumen ako i samo ako je detM = +1.
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(i)

(111)

(iv)

Neka je f unimodularno, f(u) = Mu+v,veZ", M € GL,(Z), detM = +1. Preslika-
vanje f je invertibilno jer je matrica M regularna i vrijedi

F'w) = M~'u—w, gdje jew = M~'v. Dakle, w € Z", detM~' = +1, M~' € GL,(Z)
pa je f~! unimodularno.

Nekaje P = <Qyvi+ . + 4V 2 V1, ooty Vi €27, A4, ooy Ay 2 0, 25 A; = 14 politop u
i=1

reSeci Z" i neka je f : R” — R” unimodularno preslikavanje, f(u) = Mu +v,v € Z",
M e GL,(Z"), detM = +1.
Tada je f(4vi+ ...+ A4pvi) = M(A vy + oo+ V) +Vv = L4(Mvy) + ...+ A (Myy,) +v.
Oznacimo s s; = Mv; € Z".

Tada je f(P) politop S 4181 + o + A4Sy & S15eees S € Z", Ayy ooy Ay 2 0,

R

1l
—_

A = 1} tran-

slatiran za vektor v € Z". Dakle, f(P) je politop u reSeci.

Tocke vy, ..., v,, € Z" su vrhovi politopa P.

Vrijedi f(v;) = Mv;+v =s;+vzasvakoi = 1,..m.

Dakle, f preslikava vrhove politopa P u vrhove politopa f(P).

Neka je z € Z" tocka iz unutraSnjosti politopa P. Tada se z moze prikazati kao line-
arna kombinacija to¢aka vy, ..., vy, tj. 2 = A4;vy + ... + A,V pri Cemu je i =11

i=1

A; > 0zasvakoi = 1,...,m. Vrijedi f(z) = 1(Mvy) + ... + 4,,(Mv,,) + v pri emu

je XA =114 >0zasvakoi = 1,...,m, tj. f(z) se nalazi u unutrasnjosti politopa
i=1

f(P).

Ako je f unimodularno preslikavanje onda iz (ii) slijedi da je i f~' unimodularno pa

stoga vrijedi tvrdnja za f~'.

Neka je P = {/llvl + o+ LV VsV €2 41,000 A4,, >0, 4 = 1} primitivan
i=1

politop i neka je f : R" — R” unimodularno preslikavanje, f(u) = Mu+v,v € Z",

M e GL,(Z), detM = +1.

Iz (i11) slijedi da je f(P) politop 1 pretpostavimo da nije primitivan. Tada postoji

tocka iz cjelobrojne resetke f(z) € f(P) koja nije vrh politopa f(P), tj. f(z) =

AL(Mv)+ ...+ 4,(Mv,)+veZ'0< Ay, ..., 4, <1, 4, =1. Vrijedi M € GL,(Z"),
i=1

veZ'iz Cegaslijediz = vy + ... + A4,v,, € 2", 0 < Ay, ..., 4, < 1, ), A; = 1. Dakle,
i=1
z € Z" je tocka politopa P koja nije vrh, a to je kontradikcija s primitivnoScu politopa
P. Slijedi da je f(P) primitivan politop.
Ako je f unimodularno preslikavanje, iz (ii) slijedi da je f~! unimodularno pa je
f~1(P) primitivan politop.
m]
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Definicija 2.2. Politopi Py, P, C R" su unimodularno ekvivalentni ako postoji unimodu-
larno preslikavanje f : R* — R” takvo da je f(P,) = P,. Ako su P, i P, unimodularno
ekvivalentni pisemo P, = P,.

Primjer 2.1. Neka je P, politop razapet tockama (3,1), (—4,0) i (-1,2) te neka je P,
politop razapet tockama (28, 5), (-39, —-10) i (-4, -2). Tada su P, i P, unimodularno ek-
vivalentni, a unimodularno preslikavanje f takvo da je f(P) = P, dano je sa

F) = (3 ‘1‘) (2) + (j)

PokaZimo da je = relacija ekvivalencije.

e Refleksivnost
Neka je P C R" politop. Identiteta f : R* — R", f(u) = u je unimodularno
preslikavanje pa je P = P.

e Simetri¢nost
Neka su Py, P, C R” politopi takvi da je P; = P,. Tada postoji unimodularno
preslikavanje f : R" — R" takvo da je f(P;) = P,. No, /! je takoder unimodularno
i vrijedi f~!(P,) = P,. Dakle, P, = P,.

e Tranzitivnost
Neka su Py, P,, P; C R” politopi takvi da je P; = P, i P, = P;. Tada postoje
unimodularna preslikavanja f, g : R" — R” takva da je f(P;) = P, i g(P;) = Ps.
Kompozicija unimodularnih preslikavanje je unimodularno preslikavanje pa vrijedi
g(f(Py)) = g(P2) = P;. Dakle, Py = P,.



Poglavlje 3
Primitivni poligoni u reseci 7>

U ovome poglavlju koristeci vidljive tocke u reSeci pokazujemo da su svaka dva primitivna
trokuta unimodularno ekvivalentna. Pomocu tog rezultata dokazat ¢emo Pickov teorem
koji nam daje vrlo elegantan nadin za izraunati povrsinu poligona u reseci Z2. Iz teorema
1.1 slijedi da primitivan politop u ravnini moZe imati najvise 4 vrha, a iz Pickovog teorema
zakljuGujemo da je primitivan politop u reSeci Z? ili trokut povrine % ili paralelogram
povrSine 1. Nakon toga slijede joS neki interesantni rezultati dobiveni prebrojavanjem
toCaka reSetke koje poligon sadrzi na rubu ili u unutraSnjosti.

Definicija 3.1. Pravac u cjelobrojnoj reseci je pravac koji prolazi kroz barem dvije tocke
reSetke. Segment u cjelobrojnoj reseci je segment kojemu su pocetna i krajnja tocka tocke
reSetke.

Definicija 3.2. Neka je dan pravac u cjelobrojnoj reSeci koji prolazi kroz ishodiste. Tocke
reSetke koje se nalaze na danom pravcu i Cija udaljenost od ishodista je minimalna zovemo
vidljive tocke.

Slika 3.1: Tocke A 1 B su vidljive

11
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U dokazima nekoliko sljedecih teorema koristit ¢emo poznatu tvrdnju iz elementarne
teorije brojeva.

Lema 3.1. Neka su m,n € Z i neka je g = m(m,n). Tada postoje s,t € Z takvi da je
g = sm + nt. Posebno, ako su m i n relativno prosti tada vrijedi sm + nt = 1.

Teorem 3.1. Tocka resetke T = (m,n) € Z* je vidljiva ako i samo ako su m i n relativno
prosti.

Dokaz. Pretpostavimo da je T = (m, n) vidljiva tocka. 1z definicije vidljive tocke slijedi da
segment [0, 7'] ne sadrzi niti jednu drugu tocku resetke.

Pretpostavimo da m i n nisu relativno prosti i neka je k > 1 njihova mjera. Slijedi ¢, 7 € Z.
JednadZba pravca koji sadrZi segment [0, T'] jednaka je y = +x pa slijedi da segment [0, T']
sadrzi tocku (7, 7) koja je bliZe ishodiStu od toCke (m, n) Sto je kontradikcija s time da je
(m, n) vidljiva tocka. Dakle, k = 1, tj. m 1 n su relativno prosti.

Obratno, pretpostavimo da su m i n relativno prosti. Neka je 7" = (m’,n’) tocka reSetke
koja se nalazi na segmentu [0, T'] i razlicita je od ishodiSta. Treba pokazatidaje T = 7.

Promatramo tri slucaja:

(1) Nekajem’ =0. Tada [0,7T] lezi na y-osipaje T = (0,n). No, m = 01 n surelativno
prosti pa slijedi n = 1. S obzirom da je toc¢ka 7" razlicita od ishodiSta 1 jer se nalazi
na segmentu [0, 7] slijedi 7 = T".

(i1) Neka je n’ = 0. Tada [0,T] lezi na x-osi paje T = (m,0). Opet, min = 0 su
relativno prosti pa slijedi m = 1. S obzirom da je tocka 7" razlicita od ishodista i jer
se nalazi na segmentu [0, T'] slijedi T = T".

(i11) Neka susadam’,n” # 0. S obzirom da tocke 7" 1 T’ leZe na istom pravcu koji prolazi
kroz ishodiste slijedi - = % paje nm’ = n’m iz Cega zakljuCujemo da m|m’n.
Jer su m i n relativno prosti te m|m’n slijedi m|m’. Na isti naCin dobijemo da n|n’.
Tocka T se nalazi na segmentu [0, T'] pa mora vrijediti [m’| < |m| 1 |n’| < |n|. Slijedi
T=T.

Propozicija 3.1. Povrsina primitivnog paralelograma jednaka je 1.

Dokaz. Neka je dan primitivan paralelogram. Translatiramo ga tako da dobijemo pa-
ralelogram P u prvom kvadrantu ¢iji vrhovi su tocke (0,0), A = (m,n), B = (i, )) i
A+B=m+in+)).

P je primitivan pa je tocka A vidljiva. Iz teorema 3.1 slijedi da su m 1 n relativno prosti.
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Stoga postoje p, g € Z takvi da je mp + ng = 1.
Stavimo da je M = (p q) € My(Z).
-n m

Definiramo f : R? — R2, f(x) = Mx. Vrijedi detM = mp + nq = 1 pa je f unimodularno
preslikavanje.
f preslikava vrhove paralelograma P u tocke (0, 0), (pi + g j, —ni + mj), (1,0) 1
(pi +qj — 1, —ni + mj).
Neka su u = pi + qj, v = —ni + mj. Tada su vrhovi paralelograma f(P) tocke (0, 0), (u, v),
(1,0), (u + 1,v).
Ako je v = 0 onda su vrhovi od f(P) kolinearni pa f(P) nije paralelogram. Dakle, [v| > 1.
Pretpostavimo da je [v| > 11 da je v pozitivan. Tada dvije stranice paralelograma f(P)
sijeku pravac y = 1 u to¢kama p;, p, ¢ Z*. Udaljenost to¢aka p, i p, jednaka je 1. Osim
toga, one leze na pravcu y = 1 pa slijedi da postoji tocka reSetke koja se nalazi na pravcu
y = 1 1izmedu tocaka p; i p,. No, ta tocka reSetke se nalazi u unutrasnjosti paralelograma
f(P) §to je kontradikcija s primitivnoSc¢u paralelograma f(P).
Analognim zakljuc¢ivanjem dobije se kontradikcija ako pretpostavimo |v| > 1, v negativan
(promatramo pravac y = —1).
Dakle, v = 1.
Slijedi da su vrhovi paralelograma f(P) tocke (0, 0), (u, 1), (1,0), (u + 1, 1). Duljina jedne
stranice jednaka je 1, isto kao i duljina visine na tu stranicu pa je povrSina paralelograma
f(P) jednaka 1. Preslikavanje f je unimodularno pa ¢uva volumen.
Dakle, povrSina primitvnog paralelograma P je 1.

O

Propozicija 3.2. Svaka dva primitivna trokuta u reSeci Z*> unimodularno su ekvivalentna.

Dokaz. Dokazat ¢emo da je svaki primitivan trokut unimodularno ekvivalentan trokutu
To.,.¢, Ciji su vrhovi tocke (0, 0), (0, 1), (1, 0) i koji je primitivan.

Neka je dan proizvoljan primitivan trokut i neka je T taj trokut translatiran tako da mu se
jedan vrh nalazi u ishodistu. Neka su tocke (0, 0), (sy, 52), (#1, %) vrhovi trokuta 7.
Neka je f : R? — R?, f(u) = Mu, M € GL,(R) takvo da je f((0,0)) = (0,0), £((0,1)) =
(51, 52), f((1,0)) = (¢1, 12).

Ako stavimo da je M = (? b) tada slijedi b = s1,d = s, 1a = t,c = t,. Dakle, matrica M

d

o8

jedanas M = ( )ia’etM =115 — 1.

Hh §
No, vektori stupci matrice M razapinju paralelogram i povrSina tog paralelograma je jed-
naka detM. Osim toga, taj paralelogram je primitivan pa mu je povrSina jednaka 1, tj.
detM = 1. Slijedi da je f unimodularno preslikavanje.

Dakle, za svaki primitivan trokut 7" vrijedi T = T\, ., pa zbog toga Sto je = relacija ekvi-
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valencije slijedi da su svaka dva primitivna trokuta unimodularno ekvivalentna.
O

Teorem 3.2 (Pick). Neka je P poligon u reseci Z>. Ako P u unutrasnjosti ima I tocaka iz
72, te ako P na rubu ima B to¢aka iz 7?, tada je povrsina poligona P jednaka

1
area(P) =1 + EB -1

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po broju n = I + B, tj. po broju tocaka reSetke koje
poligon P sadrZi.

Baza indukcije: n =1+ B =3

Tadaje B = 3,1 =0, tj. P je primitivan trokut. No, svaki primitivan trokut unimodularno je
ekvivalentan trokutu 7°((0, 0), (1, 0), (0, 1)) ¢ija je povrSina jednaka % Stoga formula vrijedi
zan=3.

Pretpostavka indukcije: pretpostavimo da formula vrijedi za sve B + I < n i dokazimo da
vrijediza B+ I = n.

Promatramo sljedeca dva slucaja:

(i) B>4
(i) B=3,1>1

Neka je B > 4. Tada P mozemo podijeliti na dva poligona.
Neka je d duzina koja spaja dva vrha od P i dijeli ga na poligone Q; i Q,. Primjer takve
podjele prikazan je na sljedecoj slici.

Slika 3.2



POGLAVLIJE 3. PRIMITIVNI POLIGONI U RESECI 7> 15

Oznacimo s area(Q;) povrsinu poligona Q;, s B; broj toCaka reSetke na rubu od Q; te s
I; broj toCaka reSetke u unutrasnjosti od Q;,za j = 1,2.
Za d neka je I, broj tocaka reSetke na duzini te B, = 2.
Za poligone Q; vrijedi B; + I; < n pa po pretpostavci indukcije za j = 1,2 vrijedi

1
area(Qj) :Ij+ EBj—l

Osim toga, vrijedi
I=L+L+1,;

te
B:Bl'i‘Bz—ZId—z

Dakle,

1
area(P) = area(Qy) + area(Qy) =1, + I, + E(Bl +By)-2=
1 1
:I—Id+§(B+21d+2)—2:I—Id+§B+Id+1—2:

1
=/+-B-1
2

pa vrijedi Pickova formula.

Neka je sada B = 3, [ > 1. Odaberemo jednu tocku reSetke iz unutraSnjosti od P te tu
tocku spojimo s tri proizvoljna vrha od P. Na taj nacin pomocu tri duZine koje ozna¢imo s
di, d», d; poligon P podijelimo na poligone Q;, Q> i Qs.Primjer takve podjele prikazan je
na sljedecoj slici.

Slika 3.3
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Ta tri novodobivena poligona sadrZze manje toCaka reSetke od P pa zadovoljavaju pret-
postavku indukcije.
Oznacimo s area(Q;) povrsinu poligona Q;, s B; broj to¢aka resetke na rubu od Q; te s I;
broj toCaka reSetke u unutrasnjosti od Q;, j = 1,2,3. Za d; neka je I;, broj toCaka reSetke
na duZini te By, = 2,j=1,2,3.
Za politope Q; vrijedi B; + I; < n pa po pretpostavci indukcije za j = 1,2, 3 vrijedi

1
area:(Qj):Ij+§Bj—l

Osim toga, vrijedi
I=L+L+L+1+ 1 +1;+1

te
B:Bl+B2+B3—2Id1—21d2—21d3—3—3

Dakle,

1
area(P) = area(Qy) + area(Q,) + area(Qz) =1, + I, + Iz + E(Bl +B,+B3;)-3=
1
:I_Id| _Id2_1d3 —1+§(B+2(Id1 +Id2+1d3)+6)—3 =

1
=l+=-B-1
2

O

Neka je P primitivan politop u Z>. Tada P moZe imati najvise 4 vrha, tj. P je ili trokut
ili paralelogram. Iz Pickovog teorema slijedi da je povrSina primitivnog trokuta jednaka %
(I =0, B = 3), a povrSina primitivnog paralelograma je jednaka 1 (I = 0,B = 4).

Teorem 3.3 (Scott). Neka je P C R? poligon u reseci koji sadrZi I > 1 tocaka reSetke u
unutrasnjosti, te neka je area(P) povrsina tog poligona. Tada vrijedi jedna od sljedece
dvije tvrdnje

(1) P=T(0,0),(3,0),(0,3)) pri cemu je I = 1 te je area(P) = g

(2) area(P) <2(I+ 1)

Dokaz. Akojel =11P =T((0,0),(3,0),(0,3)) tada je B=91iarea(P) = %.
U suprotnom, treba pokazati area(P) <2(I + 1)zal > 1.
Iz Pickove formule imamo I = area(P) — %B + 1 pa je area(P) < 2(I + 1) ekvivalentno s
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B < area(P) + 4.

Poligon P translatiramo tako da bude sadrZzan u pravokutniku s vrhovima (0, 0), (p’,0),
0, p), (p’, p) pri cemu su p, p” € N minimalni.

Zbog I > 1 bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je 2 < p < p’. Primjer
takvog poligona sadrzanog u pravokutniku prikazan je na sljedecoj slici.

Slika 3.4

Oznacimo s g, duljinu presjeka poligona P i donje stranice pravokutnika, te s g, duljinu
presjeka poligona P s gornjom stranicom pravokutnika. Tada vrijedi

B<gq,+q +2p (3.1

+
area(P) > M (3.2)
Ako u Pickovoj formuli area(P) = I + %B — 1 uzmemo u obzir / > 1 dobivamo area(P) >
iB.
Promatramo sljedeca Cetiri slucaja:

O p=qr+q: =3

Tada iz (3.1) slijedi B < 9.

Ako je B < 8 tada je %B < 41 znamo da vrijedi %B < area(P) pa zbrajanjem te dvije
nejednakosti dobivamo B < area(P) + 4.

Pretpostavimo sada da je B = 9. Tada je area(P) > %. Ako je area(P) > 5 onda
odmah slijedi B < area(P) + 4. Ako je area(P) = % onda slijedi da je I = 1.
Do na unimodularno preslikavanje, jedini poligon koji zadovoljava B = 9, I = 1,
P=aq+4q,=3jeT(0,0),(3,0),(0,3)).
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(i)

(iii)

(iv)

p=2ilig,+q, >4
Iz (3.1) 1 (3.2) slijedi

2B - 2area(P) < 2q, + 2q; + 4p — pqy, — pq; =
=2qp+q: =4 +8—plgy + g, —4) =
=Q-p)Ngp+q—4)+38

Ako je p = 2 onda je 2B — 2area(P) < 8 pa vrijedi B < area(P) + 4.
Ako je g, + g, > 4 onda je (2 — p)(g» + ¢ —4) < 0 zbog p > 2 pa opet vrijedi
2B —2area(P) < 8, tj. B < area(P) + 4.

p=3ig,+q, <2
1z (3.1) slijedi B < 8 pa tvrdnja slijedi kao i u (i).

p=24igy,+q, <2

Izaberemo tocke P(x;,0) 1 R(x;, p) koje se nalazi u presjeku poligona i donje, od-
nosno gornje stranice pravokutnika i to tako da je u = |x;, — x;| najmanji moguci.
Promatramo preslikavanje

1 .
fRE SR f((ny) = (0 ’1‘) () = (xr+ky. ), gdie je k € Z.

f je unimodularno preslikavanje.

Slijedi da je povrSina poligona f(P) jednaka area(P), te je broj tocaka resetke koje
se nalaze na rubu poligona f(P) jednak B.

Osim toga, f ne mijenja drugu koordinatu vektora na kojeg djeluje pa sve tocke na
pravcu y = p oblika (x, p) translatira u (x + kp, p), a one na x-osi ostanu iste.

Stoga g5, + g; nakon djelovanja preslikavanja f ostane nepromijenjen.

Moze se desiti da p’ postanje manji od p, ali u tom slu¢aju im zamijenimo uloge.
Dakle, mozemo pretpostaviti da vrijedi

MSP_CII;_%

> (3.3)

(ako ta nejednakost ne vrijedi za poligon P onda postoji k € Z takav da vrijedi za
f(P)).

Sada izaberemo tocke Q 1 S iz presjeku poligona i lijeve, odnosno desne stranice
pravokutnika. Oznacimo s r; visinu iz vrha Q na stranicu PR, s r, visinu iz vrha S
na stranicu PR, te neka je g = |PR|.
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Slika 3.5

Cetverokut PORS je sadrzan u poligonu P i vrijedi

1
area(PORS) = Eq(rl + 1)

Redom koriste¢ida vrijedig > p;u=0=ri+rn =p" =p' —u; p’ > p; te (3.3)
dobivamo

1 1 1
area(P) > area(PQRS) = Eq(rl + 1) > Ep(rl + 1) > Ep(p' —u) >

P—4q —4q:

1
2 )—Zp(p+qb+qz)

1 1
>—p(p—u)>=p(p -
2 5p(p—u) 2 op(p
Vrijedi 4area(P) > p(p + q» + q,) paiz togaiiz (3.1) slijedi

4(b—area(P)) <4(qy +q: +p) —p(p+ qp + q1) =
=p@—-p)+(qp+q)4—-p)<p@B-p)<16
jer je (g» + q;)(4 — p) < 0 zbog pretpostavke, a p(8 — p) < 16 jer je p(8 — p) konkavna
parabola s tjemenom u tocki (4, 16).
Dakle, b < area(P) + 4 $to je i trebalo dokazati.
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Neka je k € N, neka su P i kP = {kx : x € P} poligoni u reSeci 72, te oznadimo s
L(P) = [PNZ?%, L(kP) = |kP N Z?|

Iz Pickovog teorema dobivamo

I(P) = area(P) — %B(P) + 1, I(kP) = area(kP) — %B(kP) +1
pa slijedi

L(P) = area(P) + %B(P) + 1, L(kP) = area(kP) + %B(kP) +1

Pretpostavimo da znamo vrijednosti /(P) i B(P) te Zelimo izraCunati L(P) 1 L(kP).

Ocito je L(P) = I(P) + B(P), ali da bismo izraCunali L(kP) moramo odrediti area(kP) i
B(kP), a to moZze biti poprilicno komplicirano.

No, postoji puno jednostavnije rjeSenje opisanog problema, a ono je dano sljedec¢im teore-
mom. (J. Garbett, Lattice Point Geometry: Pick’s Theorem and Minkowski’s Theorem,
Kenyon College (2010), 28)

Teorem 3.4 (Ehrhartov teorem za dimenziju dva). Neka je P poligon u reseci Z*, k € N i
kP = {kx : x € P}. Ako s L(kP) oznac¢imo broj tocaka resetke sadrZane u poligonu kP tada
je
1
L(kP) = area(P) - k* + 7BP) - ke+1
Primjer 3.1. Neka je P peterokut prikazan na slici i neka je k = 2,3,4. Ovim primjerom

¢emo prikazati nacin racunanja vrijednosti L(kP) tako da odredimo area(kP) i B(kP), te
pomocu teorema 3.4.
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Sa slike lako vidimo da je I(P) = 4 i B(P) =7.
Iz Pickovog teorema slijedi area(P) = 4 + % -1= %

(1) Racunamo L(kP) odredivanjem area(kP) i B(kP). No, da bismo pomocu Pickovog
teorema izracunali povrsSinu poligona kP trebamo odrediti I1(kP), tako da zapravo
L(kP) = I(kP) + B(kP) dobijemo prebrojavanjem tocaka resetke koje poligon kP
sadrZi. Dobiveni rezultati su

L(2P) =34, L(3P) =70, L(4P) =119

(2) Racunamo L(kP) pomocu teorema 3.4. Slijedi L(kP) = %kz + %k + 1. Uvrstavanjem
vrijednosti broja k dobivamo

13 7
L2P)=—-4+=--2+1=34
(2P) > >

13 7
LBP)=—-9+=-3+1=70
(3P) > 5

13 7
L(4P):7-16+§-4+1:119

lako je ovaj primjer poprilicno jednostavan, ipak ilustrira eleganciju racunanja vrijed-
nosti L(kP) dobivenu teoremom 3.4.



Poglavlje 4

Primitivni tetraedri u reseci Z°

U trodimenzionalnoj reSeci promatramo primitivne tetraedre. Na pocetku navodimo nuZan
1 dovoljan uvjet da bi tetraedar bio primitivan. Svaki tetraedar s vrhovima (0, 0, 0), (1,0, 0),
(0,1,0)1 (1, 1,n) je primitivan za svako n € Z \ {0}. Stoga ne postoji gornja granica za vo-
lumen primitivnog tetraedra pa generalizacija Pickovog teorema nije moguca. No, pomocu
unimodularnog preslikavanja, za dani volumen moZemo odrediti broj klasa ekvivalencije
primitvnih tetredara.

U daljnjem tekstu ¢emo s T,;, oznacavati tetraedar ¢iji su vrhovi (0,0,0), (1,0,0),
0,1,0)i(a,b,n) €Z>,n 0.

Teorem 4.1. Tetraedar T je primitivan ako i samo ako vrijedi T = Ty, ili T = Ty, pri
cemujel <b<n,(bn) =1.

S obzirom da unimodularno preslikavanje cuva volumen slijedi da je broj klasa ekviva-
lencija primitivnih tetraedara beskonacan.

Teorem 4.2. Neka su b, b™', n, x € Z takvi da jel < x,b,b7' < n, (byn) = (x,n) =1
i bb™' =1 (mod n). Primitivni tetraedri Ty, i T ., su unimodularno ekvivalentni ako i
samo ako je x € {b,n —b,b~',n—b7'}.

Napomena 4.1. b™! je cijeli broj i ne oznac¢ava multiplikativni inverz broja b u polju Q.

Dokaz. Pretpostavimo da su Ty, 1 T ., unimodularno ekvivalentni. Tada postoji unimo-
dularno preslikavanje koje preslikava T, u T ., te to preslikavanje mozemo promatrati

22
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kao preslikavanje izmedu vrhova ta dva tetraedra. Slijedi da postoji 4! = 24 razlicitih
unimodularnih preslikavanja koja preslikavaju tetraedar 7 4, u T -

(1) Pretpostavimo da vrijedi (0,0,0) +— (1,0,0), (1,0,0) +— (0,0,0), (0,1,0) +—
(0,1,0)1 (1,b,n) — (1, x, n). Tada slijedi da je djelovanje unimodularnog preslika-

vanja na to¢ku (v, v, v3) dano s
Vi 1
Vo |+ 0
V3 0

-1 -1 1+
(0 |
Slijedi b = —1 (mod n) i x — b = 0 (mod n) pa zbog 1 < x < n dobivamo x = b.

S

=
S

—=

0 O

(2) Pretpostavimo da vrijedi (0,0,0) +— (0,1,0), (1,0,0) +— (0,0,0), (0,1,0) +—
(1,x,n)1(1,b,n) — (1,0,0). Tada slijedi da je djelovanje unimodularnog preslika-
vanja na toc¢ku (vy, v, v3) dano s

0 1 ) (0
-1 x-1 @ vl+]1
0 n -b )\v; 0

Slijedi » = 1 (mod n) i b(x — 1) = 0 (mod n) pa zbog 1 < x < n dobivamo x = b,

(3) Pretpostavimo da vrijedi (0,0,0) — (1,0,0), (1,0,0) +— (1, x,n), (0,1,0) —
(0,1,0)1 (1,b,n) — (0,0,0). Tada slijedi da je djelovanje unimodularnog preslika-
vanja na to¢ku (v, v, v3) dano s

0 -1 =L\(v) (1
x 1 _xn_b vol+10
n 0O -1 V3 0

Slijedi b = 1 (mod n) i x + b = 0 (mod n) pa zbog 1 < x < n dobivamo x = n — b.

(4) Pretpostavimo da vrijedi (0,0,0) +— (1,0,0), (1,0,0) +— (0,1,0), (0,1,0) +—
(1,x,n)1(1,b,n) — (0,0,0). Tada slijedi da je djelovanje unimodularnog preslika-
vanja na tocku (v, v, v3) dano s

-1 0 O Vi 1
1 x % v |+1]0
0 n -b)\w 0

Slijedi bx = —1 (mod n) pa zbog 1 < x < n dobivamo x =n — b7\,
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Raspisivanjem preostalih preslikavanja dolazimo do zaklju¢ka da mora vrijediti x € {b,n —

b,b™!

,n—b1).

Obratno, pretpostavimo da vrijedi x € {b,n —b,b™',n — b™'}.

Da bi dokazali da su Ty, i T1,, unimodularno ekvivalentni treba dokazati da postoji
unimodularno preslikavanje koje 7', preslikavau 7' .

Promatramo svaki od etiri moguca slucaja.

o))

2)

3)

4

Neka je x = b. Tada je identiteta trazeno unimodularno preslikavanje te vrijedi
Tipn =T pn-
Nekajex =n—b.

Tada je s

1 0 0Y(v) (O
1 =1 1||{w|+]1
o 0o 1)lvn) o

definirano traZzeno unimodularno preslikavanje i ono redom vrhove (0, 0, 0), (1,0, 0),
(0,1,0), (1, b, n) preslikava u (0, 1,0), (1,0, 0), (0,0,0), (1, x, n).

-1 0 0 V1 1
0 b Hdlnl+f0
0 n -b V3 0

definirano trazeno unimodularno preslikavanje i ono redom vrhove (0, 0, 0), (1,0, 0),
(0, 1,0), (1, b, n) preslikavau (1,0, 0), (0,0,0), (1, x, n), (0, 1, 0).

-1 0 0 u 1
0 n—bt X, 4]0
0 n —b U3 0

definirano trazeno unimodularno preslikavanje i ono redom vrhove (0, 0, 0), (1,0, 0),
(0, 1,0), (1, b, n) preslikavau (1,0, 0), (0,0,0), (1, x, n), (0, 1, 0).

Neka je x = b~'.
Tada je s

Nekajex=n-b".
Tada je s

O

Neka je n € N proizvoljan. Tada iz teorema 4.1 slijedi da je tetraedar 7' 5, primitivan
ako i samo ako je 1 < b < nte (b,n) = 1. Volumen tog tetraedra jednak je .
Primjenom teorema 4.2 za proizvoljan n € N moZemo odrediti broj klasa ekvivalencije
primitivnih tetraedara Ciji volumen je upravo z.
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Primjer 4.1. Za razlicite vrijednost broja n € N, koristeci teorem 4.2, odredimo broj klasa
ekvivalencije primitivnih tetraedara ¢iji volumen je jednak %.

(1)

(2)

(3)

Neka je n = 5.
Slijedi da je b € {1,2,3,4} pa promatramo tetraedre Ty 15, T125, T135, T1.45.

o Ako je b = 1 onda iz uvjeta bb™' = 1 (mod 5)te 1 < b~ < 5 slijedi b™' = 1.
Dakle, x € {1,4).
Dobili smo Ty 15 = T4

o Ako je b =2 onda iz uvjeta bb™' = 1 (mod 5) te 1 < b™' < 5 slijedi b= = 3.
Dakle, x € {2,3).
Dobili smo T,5 = T35

Dakle, postoje dvije klase ekvivalencije primitivnih tetraedara volumena %.

Neka je n = 6.

Slijedi da je b € {1,5} pa promatramo tetraedre T, 16, T156. Ako je b = 1 onda iz
uvjeta bb™' = 1 (mod 6) te 1 < b™' < 6 slijedi b™' = 1.

Dakle, x € {1, 5}.

Dobili smo Ty 16 = T)s5¢. Dakle, postoji samo jedna klasa ekvivalencije primitiv-
nih tetraedara Ciji volumen je jednak 1. Drugim rijecima, svi primitivni tetraedri
volumena 1 su medusobno unimodularno ekvivalentni.

Neka je n = 13.
Slijedi da je b € {1,2, ..., 11, 12} pa promatramo tetraedre T 113, T12.13, --- » T1.12.13-

o Ako je b = 1 onda iz uvjeta bb™' =1 (mod 13) te 1 < b™' < 13 slijedi b™"' = 1.
Dakle, x € {1,12}.
Dobili smo Ty ;13 = T112.13

o Ako je b =2 onda iz uvjeta bb™" = 1 (mod 13) te 1 < b~' < 13 slijedi b™' = 7.
Dakle, x € {2,6,7,11}.
Dobili smo Tip,13 = Ti613 = T17,15 = Tr 11,13

o Ako je b = 3 onda iz uvjeta bb™' = 1 (mod 13) te 1 < b~' < 13 slijedi b=' = 9.
Dakle, x € {3,4,9, 10}.
Dobili smo Ty 313 = Ty 413 = T19,13 = T1,10,13

o Ako je b = 4 onda iz uvjeta bb™" = 1 (mod 13) te 1 < b™" < 13 slijedi b™" = 10.
Dakle, x € {3,4,9, 10}.
Dobili smo Ti313 = T1413 = T10,15 = T11013

e Ako je b =5 onda iz uvjeta bb™' = 1 (mod 13) te 1 < b™' < 13 slijedi b™" = 8.
Dakle, x € {5, 8}.
Dobili smo Ty 513 = T 813
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Dakle, postoje cetiri klase ekvivalencije primitivnih tetraedara volumena %.
(4) Neka je n = 30.
Slijedi da je b € {1,7,11,13,17,19,23,29} pa promatramo tetraedre T} 130, T1730,
T11130 Tha3300 T1.1730, 11,1930, 112330, T1.29.30-
e Ako je b = 1 onda iz uvjeta bb™' = 1 (mod 30) te 1 < b~' < 30 slijedi b™' = 1.
Dakle, x € {1,29}.
Dobili smo T1’1’30 = T1,29’30

o Ako je b =7 onda iz uvjeta bb=' = 1 (mod 30) te 1 < b™' < 30 slijedi b=' = 13.
Dakle, x € {7,13,17,23}.
Dobili smo Ty 730 = Th,1330 = T1,1730 = T1.2330

e Akoje b = 11 onda iz uvjetabb™ = 1(mod30)te 1 < b™' < 30 slijedi b™' = 11.
Dakle, x € {11, 19).
Dobili smo T 1130 = T1.1930

Dakle, postoje tri klase ekvivalencije primitivnih tetraedara volumena 5.

No, sto je n veci to je teZe izracunati broj klasa ekvivalencije, tako da ovaj nacin bas i nije
operativan.

Definicija 4.1. Neka je n € N, n > 1. Eulerova funkcija ¢(n) je broj pozitivnih cijelih
brojeva koji su relativno prosti s n.

Napomena 4.2. Ako je n € N prost, onda je ¢(n) = n — 1.

Teorem 4.3. Eulerova funkcija je multiplikativna, tj. ¢(1) = 1 te za sve a,b € N takve da
je (a,b) = 1 vrijedi ¢(ab) = ¢p(a)p(b).
(vidi [8], 18)

Definicija 4.2. Neka grupa G djeluje na skup X i neka je x € X. Stabilizator elementa x je
skup G, = {g € G : gx = x} € G. Orbita elementa x je skup x° = {gx : g € G} C X.

Korolar 4.1. Neka grupa G djeluje na skup X i neka je x € X. Tada je |x°| - |G,| = |G|.
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Lema 4.1 (Cauchy-Frobenius-Burnside). Neka grupa G djeluje na skup X. Oznacimo s
f(g) = |{x e X : gx = x}| broj tocaka iz X fiksiranih elementom g € G. Broj orbita pri
djelovanju G na X jednak je prosjecnom broju tocaka koje fiksiraju elementi iz G,

éZf(g)

geG

Dokaz. Na dva nacina prebrojimo parove {(g,x) € G X X : gx = x}.
Za fiksni g € G broj parova je f(g) pa je ukupan broj parova , f(g).
geG

Za fiksni x € X broj parova jednak je redu stabilizatora |G,| koji je prema korolaru 4.1
jednak (2
jednak 7.
Ukupan broj parova je stoga |G| ), ﬁ
xeX
Rezultat slijedi izjednacavanjem, ako primijetimo da suma )| ﬁ daje broj orbita pri dje-

xeX
lovanju G na X.

Za svaki x sumiramo recipro¢nu vrijednost veliine orbite kojoj pripada, pa u sumi dobi-
vamo po jednu jedinicu za svaku orbitu.
O

Definicija 4.3. S Z/nZ = {nZ,1 + nZ,2 + nZ, ....,n — 1 + nZZ} oznacavamo prsten ostataka
modulo n.

Definicija 4.4. Neka jen € N i f(x) € (Z/nZ)|x]. Tada s N(f(x) = 0 (mod n)) oznacavamo
broj rjesSenja kongruencije f(x) = 0 (mod n) u Z/n’Z.

U daljnjem radu ¢e nam znacajan biti broj rjeSenja kongruencija f(x) = 0 (mod n) za
f(x) = x> =11 f(x) = x> + 1. Sljedeéi teorem iz teorije brojeva daje nam vrijednosti
N(x* £1 = 0 (mod n)). Osim toga, za primjenu teorema potrebno je samo rastaviti broj
n na proste faktore $to ga ¢ini lako primjenjivim te nam je njegov znacaj samim time jos i
veci. (vidi [10], poglavlja 2 1 3)

Teorem 4.4. Neka je n = 2%m, pri cemujen > 2i(m,2) = 1. Ako jem > 1 onda s py, ..., p,
oznacimo proste faktore od m, a u suprotnom stavimo t = 0. Tada je

2! ,zak=0,1
NG&* —1=0(modn)) =2 zak=2
242 zak >3
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NGE+1 = 0 (mod n) = {2’ ,akojek < 1ip;=1 (mod4)zasvakoiec{l,...,t}

Teorem 4.5. Neka je n € N, n > 2 te oznacimo s T(n) broj razlicitih klasa ekvivalencije
primitivnih tetraedara volumena %. Neka je f(x) € (Z/nZ)[x] i neka je N(f(x) = 0 (mod
n)) broj rjesenja kongruncije f(x) = 0 (mod n) u Z/nZ. Tada je

#(n) + N(x*> — 1 = 0 (mod n)) + N(x*> + 1 = 0 (mod n))

T(n) = 7 4.1)

Ako je n prost, onda je

3 zan=1 (mod4)
L zan=3 (mod4)

Dokaz. Nekaje U ={x:1<x<n,(x,n)=1}1nekaje G = {g1, g, g3, g4} skup bijekcija
na U, gdje su g;(x) = x, g2(x) = n—x, g3(x) = x 1 i g4(x) = n— x~!, pri Cemu je x! takav
daje xx~! = 1 (mod n), za svaki x € U.
Iz definicije funkcije ¢ slijedi |U| = ¢(n).
Po lemi 4.1 slijedi da je T'(n) jednak broju orbita od U pod djelovanjem grupe G.
Nekaje U;={xe U :gi(x)=x},zai=1,2,3,4.
e g je identiteta pa su sve tocke iz U fiksne, tj. vrijedi |U,| = |U| = ¢(n).
e Iz g>(x) = xslijedin — x = x pa je x = 5. Ako je n neparan onda x ¢ N, a ako je n
paran onda je (x,n) # 1. Dakle, funkcija g, nema fiksnih tocaka pa je |U,| = 0.
e Ako je g3(x) = x onda je x! = x pa slijedi x> = xx™' = 1 (mod n). Stoga je
|Us| = N(x*> = 1 = 0 (mod n)).
e MnoZenjem g4(x) = x s x dobivamo x*> = nx —xx' =0 -1 (mod n) paje x> + 1 =
0 (mod n). Dakle, |U4| = N(x> + 1 = 0 (mod n)).

Sada, primjenom leme 4.1 dobivamo T'(n) = é > {xeU:g(x)=x}]4.
gi€G

#(n) + N(x*> — 1 = 0 (mod n)) + N(x> + 1 = 0 (mod n))

T(n) = 1

0 , akoje k > 2 ili postojii € {1, ...,t} takav da je p; =3 (mod 4)



POGLAVLIJE 4. PRIMITIVNI TETRAEDRI U RESECI Z? 29

Posebno, ako je n prost tada je ¢(n) = n—1 te iz teorema 4.3 slijedi N(x*—1 = 0 (mod n)) =
2. Osim toga, takoder iz teorema 4.3 slijedi N(x*+1 = 0 (mod n)) = 2 ako je n = 1 (mod 4)
tj. N(x*> + 1 = 0 (mod n)) = 0 ako je n = 3 (mod 4). Dakle, vrijedi i druga tvrdnja.

O

Primjer 4.2. Koristeci teoreme 4.3 i 4.4 izracunajmo broj klasa ekvivalencije primitivnih
tetraedara Ciji volumen je ¢. Za n € N uzet cemo iste brojeve kao i u primjeru 4.1.

(1) Neka je n = 5. Tada je ¢(5) = 4. Iz teorema 4.3, zak = 0it = 1, slijedi N(x* — 1 =
0 (mod 5)) =2 i N(x* + 1 = 0 (mod 5)) = 2. Iz teorema 4.4 slijedi T (n) = 2.

(2) Neka je n = 6. Tada je ¢p(6) = 2. Iz teorema 4.3, zak = 1it =1, slijedi N(x* — 1 =
0 (mod 6)) =2 i N(x* + 1 = 0 (mod 6)) = 0. Iz teorema 4.4 slijedi T (n) = 1.

(3) Neka je n = 13. Tada je ¢(13) = 12. Iz teorema 4.3, za k = 0it = 1, slijedi
N(x*=1=0(@mod 13)) = 2i N(x* + 1 = 0 (mod 13)) = 2. Iz teorema 4.4 slijedi
T(n) =4

(4) Neka je n = 30. Tada je ¢$(30) = 8. Iz teorema 4.3, za k = 1 it = 2, slijedi
N(x?* =1 = 0 (mod 30)) = 4i N(x* + 1 = 0 (mod 30)) = 0. Iz teorema 4.4 slijedi
T(n) = 3.

(5) Neka je n = 3640. Tada je $(3640) = ¢(8)p(S)p(N(13) = 4-4-6-12 = 1152.
Iz teorema 4.3, za k = 3 it = 3, slijedi N(x> — 1 = 0 (mod 3640)) = 2°> = 32
N(x* + 1 = 0 (mod 3640)) = 0. Iz teorema 4.4 slijedi T(n) = 132320 = 296,

Kao sto vidimo, puno je jednostavnije izracunati broj klasa primitivnih tetraedara koristeci
teoreme 4.3 i 4.4 nego koristeci teorem 4.2. No, ovako smo izracunali samo broj klasa
ekvivalencije, a ne i koji tetraedar se nalazi u kojoj od klasa. Osim sto je ovaj nacin jed-
nostavniji za racunanje, probleme nam ne stvara niti veca vrijednost broja n.

Iako ne moZemo generalizirati Pickov teorem na tetraedre u Z> postoji nacin kako
moZemo povezati volumen tetraedra i broj tocaka reSetke.

Neka je T primitivan tetraedar u trodimenzionalnoj cjelobrojnoj reseci, neka je k € N,
kT = {kx : x € T} te oznalimo s L(kT) = |kT N Z>|. Tada postoje a;, a,,a; € R takvi da je

L(kT) = a3k + apk® + ajk + 1 4.2)
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pri ¢emu je az = vol(T).

Postoji generalizacija formule (4.2) koja se odnosi na politope u d-dimenzionalnoj
resSeci, no mi se u ovome radu neéemo baviti tom tzv. Ehrhartovom teorijom. (J. Kepler,
Counting Lattice Points in Polytopes: The Ehrhart Theory)

Primjer 4.3. Neka je T primitivan tetraedar u trodimenzionalnoj cjelobrojnoj reseci ¢iji
su vrhovi tocke (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1, 1,n). U ovome primjeru odredit cemo koefi-
cijente ay,a,,as € R tako da za tetraedar T vrijedi formula (4.2).

Zak =11k =2, pomocu sljedece slike odredit cemo L(T) i L(2T).

2n

Slika 4.1

Vrijedi
LTY=4=a3+a,+a;+1

LR2T)=9+n=28a;s+4a, +2a, + 1

No, znamo da je a3 = vol(T) = % pa slijedi

4:g+a2+a1+1

8
9+n:€n+4a2+2a1+1
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RjeSavajuci gornji sustav dobivamo ay = 1ia; =2 - ¢.

Dakle, za tetraedar T vrijedi

L(T) = gk3 +k2+(2—g)k+1

31
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Sazetak

U ovome radu promatramo primitivne tetraedre u trodimenzionalnoj cjelobrojnoj reseci.
Tetraedar je primitivan ako su mu vrhovi tocke reSetke, ali se sadrZi niti jednu drugu toc¢ku
reSetke, niti na rubu niti u unutrasnjosti. Koristimo unimodularno preslikavanje kao glavni
alat pomocu kojeg ¢emo dokazati vecCinu rezultata, a narocito je bitno za klasifikaciju pri-
mitivnih tetraedara, koja se temelji na unimodularnoj ekvivalenciji.

Zatim, radi potpunosti i usporedbe s trodimenzionalnim slucajem, razmatramo poligone u
reSeci Z2. Ovdje kljuénu ulogu za karakterizaciju primitivnih poligona ima glasoviti Pic-
kov teorem koji daje vezu izmedu povrSine poligona i broja tocaka reSetke koje taj poligon
sadrZi na rubu, odnosno u unutrasnjosti.

U trodimenzionalnoj reSeci najprije dajemo karakterizaciju primitivnih tetraedara u ter-
minima unimodularne ekvivalencije. S obzirom da volumen primitivnog tetraedra nije
ogranicen, ne moZemo generalizirati Pickov teorem u tri dimenzije, ali moZemo nadéi for-
mulu za prebrojavanje klasa ekvivalencije primitivnih tetraedara danog volumena.



Summary

In this paper we study primitive tetrahedra in a three dimensional integer lattice. A tetra-
hedron is primitive if its vertices are lattice points but it does not contain any other lattice
points in its interior or on its boundary. We use unimodular maps as a main mathematical
tool to prove most of the results, and especially for classification of primitive tetrahedra,
based on unimodular equivalence.

Further, we investigate primitive polygons in Z? so that a comparison could be made with
the three dimensional case. A crucial part in this chapter belongs to the famous Pick’s
theorem, which gives the relationship between the area of a lattice polygon and the number
of lattice points on its boundary and in its interior.

In the three dimensional integer lattice, first of all we state a characterization of primitive
tetrahedra in terms of unimodular equivalence. Considering that there is no boundary on
the volume of a primitive tetrahedron, a generalization of Pick’s theorem to dimension
three is impossible, but there is a simple formula that counts the number of equivalence
classes of primitive tetrahedra of a given volume.
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