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Uvod

Niz je jedan od temeljnih matemati¢kih pojmova. Pod nizom realnih brojeva podrazumije-
vamo funkciju koja svakom prirodnom broju n pridruzuje realni broj a,. Jedno od pitanja
koje postavljamo pri promatranju niza (a,) je Sto se dogada s njegovim ¢lanovima a, za
velike vrijednosti broja n. Tu dolazimo do vaZnih pojmova u matematickoj analizi, a to
su konvergencija i limes niza. Iako su intuitivno jasni, za njihovo ispravno shvacanje po-
trebna je precizna definicija. Nadalje, za razliku od kona¢nih nizova realnih brojeva, Cije
¢lanove znamo zbrajati, zbrajanje svih ¢lanova nekog beskonacnog niza ne mora uvijek
imati smisla. Proces traZenja sume svih ¢lanova nekog beskonacnog niza (a,) dovodi nas
do pojma reda. Uz polazni se niz veZe niz parcijalnih suma (s,), Ciji se n-ti ¢lan dobije
zbrajanjem prvih n ¢lanova niza (a,). U slucaju da niz (s,) konvergira, njegov cemo limes
smatrati sumom reda ;> | a,.

Tema ovog rada su dvostruko indeksirani nizovi i dvostruki redovi. Dvostruko indek-
sirani niz realnih brojeva je funkcija koja svakom uredenom paru (m, n) prirodnih brojeva
pridruzuje realni broj a,,,. Ove realne brojeve mozemo zamisljati kao elemente beskona-
¢ne matrice, pri ¢emu je a,, (m,n)-ti ¢lan te matrice. Sli¢no kao 1 kod nizova realnih
brojeva i ovdje se postavlja pitanje smisla zbrajanja beskona¢no mnogo ¢lanova dvostruko
indeksiranog niza realnih brojeva. U vezi s tim uvodi se pojam dvostrukog reda. Pos-
toji viSe naCina definiranja konvergencije dvostrukog reda }; 3’ ;ax,, ovisno o tome koje
se konac¢ne sume Clanova a;; razmatraju. Mi smo se odlucili za definiciju konvergencije
dvostrukog reda u terminima konvergencije dvostruko indeksiranog niza (A,, ), gdje je A,
zbroj svih Clanova ay; zak = 1,...,m1l =1,...,n. Ovu je definiciju konvergencije uveo
Pringsheim 1897. godine u radu [6]].

Rad je podijeljen na dva poglavlja. U prvom poglavlju se obraduje teorija dvostruko
indeksiranih nizova analogno nacinu obrade nizova. Uvodi se pojam konvergencije dvos-
truko indeksiranog niza. U mnogim primjerima se limes dvostruko indeksiranog niza ne
moZe jednostavno izraCunati te nas samo zanima postoji li limes, a ne koliko limes iznosi.
Stoga je vazno opisati uvjete uz koje ¢e dvostruko indeksirani niz konvergirati. U prvom
se poglavlju takoder obraduju (bi)monotoni dvostruko indeksirani nizovi. Daju se nuzni i
dovoljni uvjeti uz koje monotoni dvostruko indeksirani nizovi konvergiraju.

U drugom poglavlju se uvodi pojam dvostrukog reda. Daju se primjeri dvostrukih re-
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dova: geometrijski, eksponencijalni, harmonijski, alternirajuci i teleskopski dvostruki red.
Vazan dio drugog poglavlja su kriteriji kojima se moZe ustanoviti konvergencija ili diver-
gencija dvostrukog reda. Takoder se proucavaju dvostruki redovi potencija. Zanimljivo je
da dvostruki red potencija moZe imati viSe biradijusa konvergencije za razliku od jedins-
tvenosti radijusa konvergencije reda potencija. Rad zavrSava proucavanjem Taylorovih
dvostrukih redova, koji Cine bitnu klasu unutar dvostrukih redova potencija.



Poglavlje 1

Dvostruko indeksirani nizovi

U ovom poglavlju cilj je razraditi teoriju dvostruko indeksiranih nizova i njihove konver-
gencije. Nacin na koji se to obraduje analogan je nacinu obrade nizova.

1.1 Konvergencija dvostruko indeksiranog niza

Definicija 1.1. Dvostruko indeksirani niz u R je realna funkcija cija je domena skup
N? = {(m, n) : m,n € N} svih parova prirodnih brojeva.

Oznake za dvostruko indeksirane nizove su (@), (byn), itd. ili (A,.,), (Bumn), itd. Vri-
jednost dvostruko indeksiranog niza (a,,,) na (m,n) € N? je Amp 1 zOVe se (m,n)-ti Clan
dvostruko indeksiranog niza.

Za dvostruko indeksirane nizove koristit ¢emo termine "ogranicen odozgo", "ogranicen
odozdo" 1 "ograni¢en" kao Sto se koriste 1 za funkcije dviju varijabli.

Na N? uvodimo relaciju parcijalnog uredaja:

(my,ny) < (my,np) © (my <mying < ny)
za (my,ny), (my, ny) € N2,

Definicija 1.2. KaZemo da dvostruko indeksirani niz (a,,,) konvergira ili teZi k realnom
broju a € R ako za svaki & > 0 postoji (my, ny) € N? takav da vrijedi |am,n - al < & za sve
(m9 n) = (m09 nO)'

Lako se vidi da je realan broj a jedinstven i zove se granicna vrijednost (limes) dvostruko
indeksiranog niza (a,,,) . PiSemo a,,,, — a (kada (my, ny) — (00, o)), odnosno

a= lim a,,.

(m,n)—(c0,00)
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Za dvostruko indeksirani niz koji ne konvergira kazemo da divergira. Posebno, ako
za svaki a € R postoji (mg, ny) € N? takav da je a,,, > @ za sve (m,n) > (mg, ny) onda
kazemo da (a,,,,) divergira k oo i piSemo lim,, ,)—(co.c0) @mn = 0 ili a,,, —> oco. Sli¢no,
(@) divergira k —oo ako za svaki 8 € R postoji (m, ny) € N? takav da je a,,,, < B za sve
(m,n) > (my, ng). Tada piSemo 1im,, n)—(co,c0) A = —0 11 Ay, —> —00.

Primjer 1.1.1. AKo je @y, 1= ——, by, := m+n, ¢y = (=1)™ za (m,n) € N?, onda

ampy — 0, by, — o0, a dvostruko indeksirani niz (c,,,) je ogranicen, ali divergentan.

Znamo da je konvergentan niz ogranicen. Medutim, konvergentan dvostruko indeksi-
rani niz ne mora biti ogranicen.

Primjer 1.1.2. Neka je a,,,, := n, akojem =1, a,,,, := m, akojen = 11a,, = 0 ako je
m # 1in # 1. Onda a,,, — 0 bududi da je a,,,, = 0 za sve (m,n) > (2,2), ali ocito (a,,,)
nije ogranicen.

Primijetimo da se konvergencija dvostruko indeksiranog niza (a,,,) ne mijenja ako se
promijene neki ¢lanovi niza, pod uvjetom da postoji (g, ng) € N? takav da je ili m < my
ili n < ny kad god je (m, n)-ti ¢lan niza promijenjen. Dvostruko indeksirani niz moZe se
shematski zapisati na sljedeéi nacin:

ap an a3
a1 azn as

as | asn ass

Tada neki ili svi a,, ,-ovi zapisani u konacnom broju redaka i/ili stupaca mogu biti promije-
njeni bez utjecaja na konvergenciju dvostruko indeksiranog niza (a,,,). (Uo¢imo da svaki
redak 1 svaki stupac sadrZi beskona¢no mnogo a,, ,-ova.)

Teorem 1.3. (1) Akoje lim(m,n)ﬂ(oo,oo) apn = 4a i lim(mﬂ)ﬁ(oo’w) bm,n = b,
onda je 1imy py—(co.c0) (Amp + bmn) = a + b.

(ll) Ako je lim(m’n)ﬁ(oo’oo) App = a ] lim(m,,,)ﬁ(oo,oo) bm’n = b,
onda je 11y )~ (co.c0) Amnbmn = ab.

(111) Ako je 1img, ) (co.00) Gmn = @ 1 1My 1) —(00.00) Bn = b, pri Cemu je b,,, # 0 za sve

(m,n) eN?ib #0, onda je 1My ) (00,00) Z’”‘"

SR
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Dokaz. (i) Neka je & > 0 proizvoljan. Tada postoji (mg, ng) € N? takav da |am,,, - a| <Zi

|bm,,, - b| < £ za sve (m,n) > (my, ny). 1z toga slijedi

| + Bun — (@ + b)) |ans + byn —a—b|

< |am,,, - a| + |bm,n - b|
< E =+ f =&
202

za sve (m,n) > (my, ny) . Time smo dokazali da je lim, ;) (co.c0) (@mn + Omn) = a + b.

—(la a 2 & Ve .
(ii) Neka je zadano & > 0. Neka je M := —Jdtib+ 2”8(' M Uotimo da je eM? +
(la| + |b)M = 1. Prema pretpostavci za zadani & postoji (m;,n;) € N? takav da za sve
(m,n) > (my,n;) vrijedi |a,,, — a| < Me i postoji (my,n,) € N? takav da za sve (m,n) >

(my, ny) vrijedi |bm,n - b| < Meg. Stavimo mgy = max{m,, m,} 1 ny = max{n, n,}. Tada za sve
(m,n) > (my, ny) vrijedi |am,n - a| < Megi |bm’,, - b| < Me. Takoder, za sve (m, n) > (mgy, ngy)
imamo

|am,,, = |am,,, —a+ a| < |am,,, — a| +lal < Me + |al.
Stoga za sve (m, n) > (mg, ny) vrijedi

|am,nbm,n - ab| = |am,nbm,n — b + Ay b — ab|

IA

|am,nbm,n — Apmab| + |am,nb - ab|
|| |Ban = B] + | — a] 1B]
(Me + |al)Me + Mel|b|

(eM? + (al + b)) M) £

= E&.

A

Time smo dokazali da je 1imy,, ;)—(c0,00) Amnbmn = ab.

. . 2
(iii) Neka je zadano € > 0. Neka je M = m.

N? takav da za sve (m,n) > (my, ng) vrijedi |am,n - a| < Mei |bm,n - b| < Meg. Takoder, za
sve (m,n) > (mgy, np) imamo

Prema pretpostavci postoji (my, ng) €

|Bns

Byn — b+ b| > bl = |y, — b| > bl - Me > 0,
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tj. |hnl1_| < —L—_ Stoga za sve (m, n) > (my, noy) vrijedi

oMz *
Ann a _ |am,nb - abm,nl
bun bl |Dinnl16]
_ |amab —ab + ab — aby,,|
Do nl16]
< |bllan, —al +allb — bl
B Do nl16]
|b|Me + |la|Me
(bl — Me)|b|
= &
Time smo dokazali da je 1im, (o) 72> = . i

Propozicija 1.4. Neka je S C Ri f : S — R neprekidna funkcija u tocki a € S. Ako
dvostruko indeksirani niz (a,,,) u S konvergira prema tocki a, onda dvostruko indeksirani
niz (f(amn,)) konvergira prema tocki f(a).

Dokaz. Neka je zadano € > 0. Kako je funkcija f neprekidna u tocki a, to postoji 6 >
0 takav da za svaki x € § za koji je |x — a| < ¢ vrijedi [f(x) — f(a)] < &. Kako je
1im 1) (00.00) Amn = @, t0 za dani & postoji (myg, ng) € N? takav da za sve (m,n) > (mg, ng)
vrijedi |a,,, — a|l < 6. Stoga za sve (m,n) > (my, ny) vrijedi |f(a,,) — f(a)| < &. Dakle,
lim(m,n)—’(ooy“’) Sflamn) = f(a). o

Korolar 1.5. Ako je lim,, ;)—(co.00) Gmp = @, onda je imy, y)—(co.00) [Amnl = lal.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije bududi da je funkcija x + |x| neprekidna na
R. |

Korolar 1.6. Ako je 1im,, ;) (co.00) Amn = a, pri Cemu je a,,, > 0 za sve (m,n) € N2, onda

Je 1im,, ;) (c0,00) a,lﬂ/, % =a'* za svaki k € N.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije |1.4 buduéi da je za svaki k € N funkcija x +— x!/*

neprekidna na intervalu [0, co). m|

Korolar 1.7. (i) Ako je lim ) (co.c0) mn = @, onda je 1imy p)—(co.c0) (Famn) = ra za bilo
koji r € R.

(i1) Ako je 1im, ) (coco) Amn = @, pri Cemu je a,,, # 0 za sve (m,n) € N* i a # 0, onda je
1 1

M gy (000) 7~ = 5

Dokaz. (i) Tvrdnja slijedi iz teorema [[.3] (ii).



POGLAVLIJE 1. DVOSTRUKO INDEKSIRANI NIZOVI 7

(ii) Tvrdnja slijedi iz teorema [I.3](iii), odnosno iz propozicije [I.4]
O

Teorem 1.8 (Teorem o sendvicu za dvostruko indeksirane nizove). Ako su (an,),(bmn)
i (Cmn) dvostruko indeksirani nizovi takvi da je @, < Cpn < bp, za sve (m,n) € N?
i ako je ¢ € R takav da je 1imy o) mn = € I liMgy)—(c0.00) b = ¢, onda je i
lim(m,,,)_,(w,oo) Cmn = C.

Dokaz. Za proizvoljni & > 0 postoji (mg, ny) € N? takav da za sve (m, n) > (mg, no) vrijedi
|am,,, - c| < e€i |bm,n - c| < &. S obzirom da pretpostavka teorema povlaci a,,, — ¢ <
Con — € < by — ¢ za sve (m,n) € N2, slijedi —¢ < ¢,,,, — ¢ < & za sve (m, n) € N°. Kako je
& > 0 bio proizvoljan slijedi da je lim, ) (co,c0) Cmn = C. m|

Definicija 1.9 (Cauchyjev dvostruko indeksirani niz). KaZemo da je dvostruko indeksirani
niz (ay,) Cauchyjev dvostruko indeksirani niz ako za svaki € > 0 postoji (mg,ng) € N2
takav da vrijedi |am,,, - ap,q| < g zasve (m,n),(p,q) = (mgy, ng).

Sljedeci rezultat nam omogucuje da dokazemo konvergenciju dvostruko indeksiranog
niza bez da unaprijed traZimo njegovu grani¢nu vrijednost.

Propozicija 1.10 (Cauchyjev kriterij za dvostruko indeksirane nizove). Dvostruko indek-
sirani niz je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev dvostruko indeksirani niz.

Dokaz. Lako se vidi da je konvergentan dvostruko indeksirani niz i Cauchyjev dvostruko
indeksirani niz.

S druge strane, neka je (a,,,,) Cauchyjev dvostruko indeksirani niz i razmotrimo dija-
gonalni niz (b,) definiran kao b, := a,, za n € N. Tada je o€ito (b,) Cauchyjev niz te
po Cauchyjevom kriteriju za nizove je (b,) konvergentan niz. Neka je lim,_ b, = b 1

neka je zadan € > 0. Tada postoji ny € N takav da vrijedi |b, — b| < % za sve n > ny.

Bududi da je (a,,,,) Cauchyjev, postoji n; € N takav da je n; > ng i |am,,, - ap,q| < 5 zasve
(m,n),(p,q) = (ny,n;). Stoga je
e €

bnl—b|<§+§:8

za sve (m,n) > (ny,ny) . Tada je lim,, ;1) (co.c0) Gmn = b. O

|am,n - b| < |am,n — Ay | +

Teorem 1.11 (Uzastopni limesi za dvostruko indeksirane nizove). Neka je (a,,,) konver-
gentan dvostruko indeksirani niz i 1im,, ;)—(co.c0) Gmn = Q.

(1) Ako postojilim,_,«, a,,, za svaki m € N, onda uzastopni limes

lim (lim am,n)

m—00 \n—0oo

postoji i jednak je a.
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(11) Ako postoji lim,,_,« Ay, za svaki n € N, onda uzastopni limes

hm(mn%ﬁ
postoji i jednak je a.
(iii) Ako vrijede pretpostavke iz (i) i (ii), onda je dvostruko indeksirani niz (a,,,) ograni-
Cen i vrijedi

nm(mn%m):a:nm(mn%m)

m—o0 \n—oo n—00 \m—oo

Dokaz. (1) Neka je & > 0 proizvoljan. Buduci da je lim,, ;) (co.00) @mn = a, tada postoji
(mg, ng) € N? takav da vrijedi

>
|am,n - a| < 3 za sve (m,n) > (mg, ngp) .

Pretpostavimo da lim,_,« a,,, postoji za svaki m € N i oznacimo ga s b,,. Tada za svaki
fiksni m € N postoji k,, € N takav da je

£
|am,n - bm| < 3 zasven > k.

Zam > my, ako oznacimo s n,, := max {ny, k,,}, imamo

e &€
+|am,nm—a| <zt5=e

|bm - Cll < |bm - am,nm

Tada postoji lim,,—, by, 1 jednak je a.

(i1) Dokaz je analogan dokazu (i).

(iii) Pretpostavimo da vrijede pretpostavke iz (i) i (ii). Buduci da je 1imy,, ;)— (co.c0) [@m.nl =
la|, tada postoji (m,n;) € N takav da vrijedi

|am,,, <1+lal zasve (m,n)=>(my,n;).

Takoder, za svaki fiksni m, 1 < m < my, niz (a,,,) je ograni¢en buduéi da lim,_,. @, ,
postoji. Tako postoji @ > 0 takav da je |am,,,| <azal <m < myin e N. Sli¢no, postoji
B > 0 takav da je |am,n <pPzameNil <n < ny. Stoga je |an,| < max{l +|¢|,a,B}
za sve (m,n) € N2, Prema tome, dvostruko indeksirani niz (a,,,) je ograni¢en. Ostali dio

dokaza (iii) sljjedi iz (1) 1 (i1). O

Sada ¢emo navesti primjere koji pokazuju da ako neka od pretpostavki u prethodnom
teoremu ne vrijedi, onda ne moraju vrijediti zakljucci.
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Primjer 1.1.3. (i) Neka je a,,, := (—1)"" 2 za (m, n) € N*. Bududi da je
|am,n < % + % za (m,n) € N? vidimo da a,,,, — 0. Medutim, lim,_,, a,,, ne postoji

za niti jedan fiksni m € N. Zaista,

= (1) [—(_i)" L&

] zasve (m,n) € N?

ilim, S = 0, dok lim,_,., = ne postoji.

(i) Neka je a,, := -5 za (m,n) € N2. Tada za svaki fiksni m € N, postoji lim,,_,. Am.n
1 jednak je O buduci da je |am,,, < % zasve (m,n) € N.
Sli¢no, za svaki fiksni n € N, lim,,—, @y, postoji 1 jednak je 0. Medutim, dvostruko
indeksirani niz (a,,,) nije konvergentan, budu¢i da je @y, = 3 zam =niay, = % za

m = 2n.

(iii) Neka je @, := - za sve (m,n) € N°. Tada za svaki fiksni m € N vrijedi
lim,, e @y, = 01 za svaki fiksni n € N je lim, e @, = 1. Stoga, imamo da je
lim,,, 0 (M, 500 @ y) = 01 lim,, o (limy,0 @1,) = 1. UoCavamo da dvostruko in-
deksirani niz (a,,,) nije konvergentan budu¢i da je a,,, = % zam=nlay, = % za

m = 2n.

1.2 Monotonost i bimonotonost

Kazemo da je dvostruko indeksirani niz (a,,,) monotono rastuc¢i ako je an, < @pi1, 1
Qpp < Ampe1 za sve (m,n) € N2, Isto tako, kazemo da je (a,,,,) monotono padajuci ako je
Qpn 2 Apsin 1 Aoy = Qppyy 78 SVE (M, 1) € N2,

Uocimo da je dvostruko indeksirani niz (a,,,) monotono rastuéi ako i samo ako vrijedi
Amp < apg za sve (m,n),(p,q) € N? takve da je (m,n) < (p,q). Takoder, dvostruko
indeksirani niz (a,,,) je monotono rastuci ako i samo ako za svaki fiksni m € N je niz dan s
n — a,,, monotono rastuci i za svaki fiksni n € N je niz dan s m — a,,, monotono rastuci.
Sli¢no vrijedi i za monotono padajuce dvostruko indeksirane nizove.

Za dvostruko indeksirani niz kazemo da je monoton ako je monotono rastu¢i ili mono-
tono padajuci.

Vidjeli smo da konvergentan dvostruko indeksirani niz ne mora biti ogranicen i da ogra-
ni¢en dvostruko indeksirani niz ne mora biti konvergentan. Na to nadovezujemo sljedeci
rezultat.

Teorem 1.12. (i) Monotono rastuci dvostruko indeksirani niz (a,, ) je konvergentan ako
i samo ako je ogranicen odozgo. U tom slucaju,

Ay — SUP {am,n :(m,n) € Nz}.



POGLAVLIJE 1. DVOSTRUKO INDEKSIRANI NIZOVI 10

Ako je (a,,) monotono rastudi, ali nije ogranicen odozgo, onda a,,, — .

(i) Monotono padajuéi dvostruko indeksirani niz (a,,,) je konvergentan ako i samo ako
je ogranicen odozdo. U tom slucaju,

Ay — Inf {am,n :(m,n) € NZ}.
Ako je (a,,,,) monotono padajudi, ali nije ogranic¢en odozdo, onda a,,,, — —co.

Dokaz. (i) Neka je (a,,,,) monotono rastuéi dvostruko indeksirani niz. Pretpostavimo da
je ogranicen odozgo i neka je a := sup {am,,, 2 (m,n) € NZ}. Za proizvoljni € > 0 postoji
(mg,ng) € N? takav da je a — & < @0, Stoga vrijedi

a—&<Auyn, <amp<a<a+e zasve (m,n) > (my,ngp).

Tako imamo da a,,, — a.
Obratno, pretpostavimo da je dvostruko indeksirani niz (a,,,) konvergentan i
amn, — a. Tada postoji (mg, ny) € N? takav da vrijedi

amn <a+1 zasve (m,n) > (my,ng).
Sada za svaki (m, n) € N? imamo (m + mg, n + ng) > (m,n) i (m + my, n + ng) > (mo, ny) te
Anp < Amemonrng < @ + 1.

Zakljucujemo da je dvostruko indeksirani niz (a,,,,) ograni¢en odozgo s a + 1.

Ako (a,,,) nije ogranien odozgo, tada za proizvoljni @ € R postoji (my, ny) € N? takav
da je ap, ., > a. Alitada je a,, > an,,, > @ za sve (m,n) > (my,ng). Tako da imamo
Ay — 0.

(i1) Dokaz je analogan dokazu tvrdnje (i). O

Korolar 1.13. Monotoni dvostruko indeksirani niz (a,,,) je konvergentan ako i samo ako
je niz (ap’p) konvergentan. U tom slucaju vrijedi

lim a,,=lima,,.
p—ooo

(m,n)—(c0,00)
Dokaz. Pretpostavimo da je (a,,,,) monotono rastuci niz. Ako za proizvoljni (m,n) € N?
definiramo p := max {m, n}, tada je a,,, < a, ,. To povlaci da je {am,n :(m,n) € Nz} ogra-

nicen odozgo ako i samo ako je {ap,p :pe€ N} ograni¢en odozgo i u tom slucaju vrijedi

sup {amvn :(m,n) € NZ} = sup {ap,p :pE N}. Stoga, po teoremu |1.12{(i) i analogonima za
nizove dobivamo Zeljeni rezultat. Slucaj kada je (a,,,,) monoton padajuci dvostruko indek-
sirani niz se slicno dokazuje. |
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Sada uvodimo pojmove koje cemo koristiti kasnije pri razmatranju uvjetne konvergen-
cije dvostrukog reda.

Kazemo da je dvostruko indeksirani niz (a,,,) bimonotono rastuci ako vrijedi a,, ,+1 +
Aitn < Qup+ami1ne1 zasve (m,n) € N2, Sli¢no, kazemo da je (a,,.,) bimonotono padajuci
ako vrijedi dpus1 + Amiin = Aup + Auiiner za sve (m,n) € N2, Uolimo da za bilo koje
(m,n),(p,q) € N? takve da je (m,n) < (p, q) vrijedi

<
—_

(ai,j + div1 1 — Qi1 — ai+1,j) .

-1 ¢-
Aupn t Apg — g — Qppn =
j=

i

I
3

n

Stoga je dvostruko indeksirani niz (a,,,,) bimonotono rastuci ako i samo ako je
Umg + Qpn S Ay + apq 7a sve (m,n),(p,q) € N’ takve da je (m,n) < (p,q).

Lako se vidi da sli¢na karakterizacija vrijedi i za bimonotone padajuce nizove. Za dvos-
truko indeksirani niz kazemo da je bimonoton ako je bimonotono rastu¢i ili bimonotono
padajudi.

Sljedeca propozicija se Cesto koristi za konstruiranje primjera monotonih i bimonotonih
dvostruko indeksiranih nizova.

Propozicija 1.14. Neka su (a,) i (B,) nizovi realnih brojeva, a (ay,) i (by,) dvostruko
indeksirani nizovi definirani kao

App = Ay + LBui by, = @B, za (m,n) € N2,
Vrijede sljedece tvrdnje.

(1) (amn)je monotono rastuci (odnosno monotono padajuci) ako i samo ako su oba niza
(@) i (B,) monotono rastuca (odnosno monotono padajuca).

(11) Pretpostavimo da su o, > 0i B, > 0 za sve n € N te da je ay, > 0i,, > 0 za
neke my, ny € N. Tada je (b,,,,) monotono rastuci (odnosno monotono padajuci) ako
i samo ako su oba niza (a,) i (8,) monotono rastuca (odnosno monotono padajuca).

(iii) (amn) je uvijek bimonotono rastuci i bimonotono padajuci.

(iv) Ako su (a,) i (8,) monotoni, onda je (b,,,) bimonoton. Preciznije, ako su (a,) i (B,)
oba rastudi ili oba padajudi, onda je (b, ) bimonotono rastudi, a ako je (a,) rastuci
i (B,) padajudi ili obrnuto, onda je (b,,,) bimonotono padajudi.

Dokaz. Dokazi tvrdnji (i) 1 (ii) su neposredna posljedica definicije, a (iii) i (iv) slijede iz
Apg+Qmp = ug+apn1b,g+byy—byg—b,, = (a/,, - am) (ﬁq —,8,,) zasve (m,n),(p,q) €
N2, O
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Primjer 1.2.1. Neka su a,,,, := m + ni b, := mn za (m,n) € N Tada su oba
dvostruko indeksirana niza (a,, ,) i (b,,,,) monotono rastuca kao i bimonotono rastuca.
S druge strane, ako je ¢, := m —n za (m,n) € N°, tada je dvostruko indeksirani niz
(¢n.n) bimonoton, ali nije monoton. Za (m, n) € N? neka je

d -1, akojem=1=n,
e mn, akojem > 1lilin> 1.

Tada je dvostruko indeksirani niz (d,,,,) monotono rastuci, ali nije bimonoton buduéi
daje dl,z + d2,1 =4>3= dl,l + dz,z i d2,3 + d3’2 =12<13 = dz’z + d3,3.



Poglavlje 2

Dvostruki redovi

2.1 Konvergencija dvostrukog reda

Definicija 2.1. Dvostruki red realnih brojeva je uredeni par ((ar;),(An.,)) dvostruko in-
deksiranih nizova realnih brojeva takvih da

n

m
App = Z a; za sve (m,n) € N2,
=1 =1

Jasno je da za sve (m, n) € N? gore navedena kona¢na dvostruka suma ne ovisi o medusob-
nom poretku suma.

Ekvivalentno, dvostruki red je uredeni par ((ax;) , (An..)) dvostruko indeksiranih nizova
realnih brojeva takvih da

)
Ay = Agg — Agg—1 — Ag—1y + Agor -1 zasve (k1) € N7,

gdje je Ao :=0zasvek =0,1,2,...1Ap;:=0zasvel =0,1,2,..., uz dogovor da je
prazna suma jednaka nuli. a; se zove opd¢i ili (k, [)-ti ¢lan dvostrukog reda, a A,,,, se zove
(m, n)-ta parcijalna dvostruka suma dvostrukog reda ((ay,) , (A,.,)). Dva dvostruko indek-
sirana niza (ay;) i (A,.,) jedinstveno odreduju jedan drugoga. Koristit ¢emo neformalnu,
ali sugestivnu notaciju ) > ax; za dvostruki red ((ax;),(An,)). Ponekad je prikladno
koristiti indekse k i [ za vrijednosti k = ko, ko + 1,...11 = ly,ly + 1,... za neki fiksni par
(ko, lp) cijelih brojeva.

Kazemo da je dvostruki red }; 3’ ax; konvergentan ako je dvostruko indeksirani niz
(A,n.) njegovih parcijalnih dvostrukih suma konvergentan. Ako (A,,,) konvergira k A, tada
(Jedinstveni) realni broj A zovemo dvostruka suma dvostrukog reda ] 3, ax; 1 biljezimo
je istim simbolom kao §to biljeZimo dvostruki red. Dakle, kada piSemo

Z Z(k,l)ak’l =4,

13
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mislimo da dvostruki red ] >}, ,ax; konvergira i njegova dvostruka suma je realan broj
A. U ovom slucaju, mozemo reci da »; ) ax; konvergira k A. Za dvostruki red koji ne
konvergira, kazemo da divergira. Posebno, kazemo da dvostruki red divergira k oo ili k
—oo kada dvostruko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda divergira
k oo ili k —oo.

Na konvergenciju dvostrukog reda ne utjeCe ako promijenimo konacan broj njegovih
Clanova, iako se njegova dvostruka suma moZe mijenjati na taj naCin. S druge strane,
ako promijenimo beskonac¢no mnogo njegovih ¢lanova (¢ak i ako pripadaju jednom retku
ili jednom stupcu) moZemo utjecati na konvergenciju dvostrukog reda. Na primjer, ako
je ar; = 0 za sve (k,]) € N?, tada je o€ito Y} Y ar; konvergentan. Ali ako imamo
by == 1zak € Niby; :=0zasve (k,]) > (1,2), tada }; 3’ bk, divergira k co. (Ovo
je suprotnost efektu konvergencije dvostruko indeksiranog niza kada se neki od njegovih
¢lanova promijene.)

Primijetimo da se red }}; @, moZe promatrati kao dvostruki red »; > ax; ako defini-
ramo a;; = a;, zak € Niay, := 0zasve (k,[) > (1,2). U ovom slucaju, A, = 2o, &
za sve (m,n) € N2, Posljedi¢no, primjeri koji se razmatraju u teoriji redova vrijede takoder
za dvostruke redove. Kao i u slucaju redova, brz i koristan nacin za pokazati da je dvos-
truki red divergentan je koristiti sljedeéi rezultat koji daje nuzni uvjet za konvergenciju
dvostrukih redova.

Propozicija 2.2 (Nuzni uvjet konvergencije dvostrukog reda). Ako je ) ., ar; konver-
gentan, onda je lim. ;)0 o) ax; = 0. Drugim rijecima, ako (ay;) ne konvergira k nuli, onda
Jje 2 2k Ak, divergentan.

Dokaz. Neka je 2, > ax; konvergentan dvostruki red. Ako je A, (m,n)-ta parcijalna
dvostruka suma dvostrukog reda i A njegova dvostruka suma, onda imamo

lim a;; = lim A —Axc1y —Agg1 Y A1) =A—-A—-A+A=0.
(khy=(e0,00) (k,[)—)(oo,oo)( ’ ; , i-1)

O

U nastavku ovog rada ¢emo vidjeti da dvostruki redovi }; > % IDIPIT) ﬁ divergi-
raju k oo iako njihov (k, [)-ti €lan tezi u 0 kada (k,[) — (o0, 00). Dakle, tvrdnja o nuZnom
uvjetu konvergencije iz prethodne propozicije ne vrijedi u obrnutom smjeru.

Sljedeci rezultat daje dovoljan uvjet za konvergenciju "produkta redova" i Cesto je ko-
ristan.

Teorem 2.3. Neka su Y, by i Y, c; redovi realnih brojeva i neka je ay; := byc; za (k, 1) € N2,
Tada vrijede sljedece tvrdnje.

(1) Ako suoba reda Y by i Y, c; konvergentna, onda je dvostruki red 3, 3., ax; konver-
gentan i vrijedi 3. Y. axg = (2 bi) (2 ¢r) -
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(i1) Ako oba reda Y by i ), c; divergiraju k oo, onda dvostruki red Y} 3, ar; divergira
k oo.

(iii) Ako X i by konvergirak Bi B # 0, dok )}, ¢, divergira, onda dvostruki red 3’ 3  brc
divergira.

Dokaz. Oznalimo s B,, m-tu parcijalnu sumu reda »; by i s C, n-tu parcijalnu sumu reda
2. ¢ Neka je A, (m,n)-ta parcijalna dvostruka suma dvostrukog reda ) > ar;. Tada
je

App = Zbk Z = B,,C, zasve (m,n) e N>

Posljedicno, ako B,, - B1C, — C zaneke B,C € R, onda A,,,, — BC. Takoder, ako
B, = ©1C, = o,ondaA,,, — . To dokazuje tvrdnje (i) i (i1). Osim toga, ako B,, — B
gdjeje B#0iakoA,, —» A,ondaC, — %. To dokazuje tvrdnju (iii). O

U sljede¢im primjerima i do kraja ovog rada, smatrat ¢emo da je x” = 1 za bilo koji
x € R (ukljucujuéii x = 0).

Primjer 2.1.1. (1) (Geometrijski dvostruki red) Neka su x,y € R. Definiramo a;; :=
x*y! za nenegativne cijele brojeve k i [. Primijetimo da je apo = 1,a;0 = x** i ag; = )’
za k,l € N. Dvostruki red ] 3 ax,, pri Cemu indeks (k, [) prolazi skupom parova
nenegativnih cijelih brojeva, se zove geometrijski dvostruki red. Znamo da geome-
trijski red ), x* konvergira ako i samo ako |x| < 1. Stoga, iz teorema (1) vidimo
da geometrijski dvostruki red konvergira ako je |x| < 11 [y| < 1; StoviSe imamo

1
— kg L .
> Z@,l)“k’l =Y Z(k’l)z(omx Y=oy Ak<tibi<t

Nadalje, ako je [x| > 11 [y| > 1, onda je |x"yl| = x|yl > 1 za sve nenegativne
cijele brojeve k i [. Stoga, iz propozicije 2.2 vidimo da je geometrijski dvostruki red
divergentan. Konacno, buduci da je = razli¢it od 0 kad god je z € R, [z] < 1, slijedi
iz teorema [2.3] (iii) da ako je jedan od brojeva |x| 1 |y| strogo manji od 1, a drugi
veci ili jednak 1, onda je geometrijski dvostruki red divergentan. Dakle, vidimo da
je geometrijski dvostruki red ), Z(k,,)x"yl konvergentan ako i samo ako je |x| < 11
bl < 1.

(ii) (Eksponencijalni dvostruki red) Neka su x,y € R. Definirajmo ay; := 77 ' 7a nenega-
tivne cijele brojeve k i [. Dvostruki red ] 3 ) ax;, gdje indeks (k, [) prolazi skupom
parova nenegativnih cijelih brojeva, se zove eksponencijalni dvostruki red. 1z te-
orema [2.3] (i) lako vidimo da je eksponencijalni dvostruki red uvijek konvergentan i
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vrijedi

Xy — )C+y
= = za eR.
Z Z(k,l) ol Z Z(k 1)>(00)kl [! -ee € i

(iii) (Harmonijski dvostruki red i njegove varijante) Dvostruki redovi )’ Z(k,l)% i

> Z(k’l)k%rl se mogu promatrati kao analogija harmonijskog reda % 1 stoga se bilo
koji od ta dva dvostruka reda moze smatrati harmonijskim dvostrukim redom. 1z
teorije redova znamo da harmonijski red divergira k co. Stoga iz teorema [2.3] (ii)
vidimo da dvostruki red ), Y,z divergira k co. Opcenito, za bilo koji p € R,
znamo da je red ki, konvergentan za p > 1 (u tom slucaju, suma je ocito razlicita
od nule) i divergira k co za p < 1. Dakle, koristeci teorem [2.3 (i), (ii) i (iii), vidimo
da za bilo koji p, g € R vrijedi

Z Z(kl)mje konvergentan & p>1ig> 1.

Druga varijanta harmonijskog reda, odnosno dvostruki red }; Z(k,,)ﬁ takoder diver-
gira k oo, buduci da vrijedi

ZZ% %m Y k_ za sve (m,n) € N2,

Promotrimo sada dvostruki red ), Z(k,l)m- ZaneN,nekajeA,, := X, 2y m
Akojen>31i=2,...,n—1,onda je svaki od i — 1 pribrojnika

1 1 1 1
N+G-DP R2+G-21 "[G-2+2P7 [G(-1)+1]

od A, , Jednak te stoga vrijedi

n—-1 . n—1
l_

An,n = l
I

NI*—‘

i=2 i i=2
Bududi da )}, ! % — oo kada n — oo, vidimo da A,,, — oo kada n — oco. Zaklju-
¢ujemo da dvostruki red }; Z(M)w divergira k co. To ukazuje da prag za konver-

genciju dvostrukog reda ), Z(k’,)(ﬁ)p nije p = 1. Stovise, kasnije éemo pokazati da
dvostruki red }; Z(k,l)m konvergira ako i samo ako je p > 2.
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(iv) (Alternirajuci dvostruki red) 1z teorije redova znamo da je red Z X konvergen—
tan. Stoga iz teorema [2.3] (i) vidimo da je odgovarajuci alternlrajum dvostruki red

k 1
> Z(k ) kl konvergentan Opéenito, neka je p € R. Znamo da je red Zk( )
konvergentan ako i samo ako je p > 0. Osim toga, ako za n € N oznac¢imo s A, n-tu

parcijalnu sumu reda Y, &

Dt
o> lmamo

1 - 1 1
Ayy=(1-=—|+ B, gdieje B, := - ,
2 ( 21’) gaje je ;((Zk— 1)? (2k)p)

i buduéi da je B, > 0 vidimo da je A,, > 1 —277. Ako je p > 0, onda je 3 & >
1 =277 > 0. S obzirom na ovo, iz teorema [2.3] (i) i (iii) te propozicije Slljedl da

za bilo koji p, g € R,

( 1 k+1
Z Z(k T je konvergentan & p >0iqg > 0.

e, Cge e . e e . 1k
Kasnije ¢emo vidjeti da je alternirajuéi dvostruki red ), Z(k’,)% konvergentan ako
i samo ako je p > 0.

Sljedece tvrdnje o konvergenciji dvostrukih redova slijede iz odgovarajucih tvrdnji o ko-
nvergenciji dvostruko indeksiranih nizova.

1. (Granicni teorem) NeKa je 3. >\ pars = A1 D pbry = B. Tada vrijedi

DDy @it b)) =A+Bi Y > (ra) = rA zabilo koji r € R.

Nadalje, ako je ax; < by, za sve (k,[) € N2, onda je A < B.

2. (Teorem o sendvicu) Neka su (ay;) , (br;) 1 (cr;) dvostruko indeksirani nizovi realnih
brojeva takvi da vrijedi a;; < cx; < by, za svaki (k, ) € N? i neka je 3 2k = Al
2 2knbrir = A. Tada je 3, Y e = A.

3. (Cauchyjev kriterij) Dvostruki red }; >, pax; je konvergentan ako i samo ako za
svaki & > 0 postoji (mg, ny) € N? takav da

m m q
Zakl+z E g + E Zak,l <é&
k=p+1 I=q+1 k=1 I=g+1 k=p+1 =1

za sve (m,n) > (p,q) > (mg, ny) .
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Dokaz. Prvatvrdnja je posljedica teorema[l.3] a druga teoremall.8] Za dokaz trece tvrdnje,
dovoljno je uociti da je

m n p n m q
PIDITEDID IR DI
k=p+1 I=g+1 k=1 I=g+1 k=p+1 I=1
za sve (m,n) > (p, q) 1 primijeniti propoziciju|1.10 O

Razmotrimo sada kako se konvergencija dvostrukog reda »; 3’ par, 0dnosi prema ko-
nvergenciji uzastopnih redova Y. (X2 ak) 1 2oy (Xees aks) - U tu svrhu i za kasniju
upotrebu, koristimo sljedecu terminologiju: za svaki fiksni k € N, red }}; a;; se zove redak-
red, a za svaki fiksni / € N se red )}, a;; zove stupac-red (koji odgovaraju dvostrukom redu

)y Z(k,l)ak,l)-

Teorem 2.4 (Fubinijev teorem za dvostruke redove). Pretpostavimo da je ), ) ,ax; ko-
nvergentan dvostruki red i neka je A njegova dvostruka suma.

(i) Ako je za svaki k € N redak-red Y2 ar, konvergentan, onda je odgovarajudi uzas-
topni red Y v (32, ax,) konvergentan i njegova suma je jednaka A.

(ii) Ako je za svaki | € N stupac-red Y., ax, konvergentan, onda je odgovarajuci uzas-
topni red Y12, (Xie ar,) konvergentan i njegova suma je jednaka A.

(iii) Ako je svaki redak-red ), ay; kao i stupac-red }; ay; konvergentan, onda je dvos-
truko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda 3’ 3 par; 0gra-

nicen i vrijedi
) PCH B IR p 3

(o)
k=1 \=1 =1 \k=1

Dokaz. Oznaimo s (A,,,) dvostruko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostru-
kog reda ) 3 pak;. Prema naSoj pretpostavci, (A,,,) konvergira k A.
Pretpostavimo da je svaki redak-red konvergentan. Tada za svaki fiksni m € N,

m n m n m o
lim Ay, = li ag; = [lim > ak,l] =Y [Z ak,,) .
n—oo n—o00 n—oo
k=1 =1 =1 =1 k=1 =1
Stoga, prema teoremu (i), uzastopni limes lim,,_,o (lim,—, A,,,) postoji i jednak je A,

odnosno,
m (o)
lim (Z ak,,] = A.
m—0oo

k=1 \I=1
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Prema tome, uzastopni red Y2, (3,2, ax;) je konvergentan i njegova suma je jednaka A.
Time je dokazano (i). Analogno se dokazuje (ii).

Konacno, pretpostavimo da je svaki redak-red kao i stupac-red konvergentan. Tada za
svaki fiksni m € N postoji lim, . A, 1 Za svaki fiksni n € N postoji lim,,—e A,,,. Stoga,
prema teoremu (iii) je (A,..) ograniCen. Drugi dio tvrdnje (iii) slijedi iz (i) i (ii)). O

Primjer 2.1.2. (i) Cak i ako dvostruki red Y 2.k, konvergira, oba uzastopna reda
mogu divergirati. Na primjer, promatrajmo dvostruko indeksirani niz (ay;) prikazan

shematski:

1 1 1 1

1 -3 -1 -1

1 -1 0 O

I -1 0 O
Tada je Aj, = nzasven € NiA,; = mzasvem € N, dok je A,,,, = 0 za sve
(m, I’l) > (2, 2) . Stoga je Z Z(k,,)ak,, = lim(m’n)ﬁ(oo,oo) Am’n =0. Medutim, Z?:] a,y=n
zasven € Ni Y ,ay = —nzasven > 2,dok je ;. ar; = mzasvem € N
1Y ak, = —mzasve m > 2. Stoga, >0, a1, 1 X5 axy divergiraju k oo, dok
Yoy a1 Xiey ar divergiraju k —oo. OCito, niti jedan uzastopni red ¢ak nije dobro
definiran.

(ii) Cak i ako oba uzastopna reda 3>, (252, ax)) i 250, (252, ar;) konvergiraju i imaju
istu sumu, dvostruki red moze divergirati. Na primjer, promotrimo dvostruko indek-
sirani niz (ay,) prikazan shematski:

Tada imamo daje Yoy = lzak =1ik =2,a >, a,;, = 0zak > 3. Slicno,
Yy =lzal=1il=2,a) a; =0zal > 3. Dakle, imamo Y ;”, (32, axy) =
2 =32, 8 ak). Ali, A,y =4 zasvem > 21iA,,,-1 =3 zasvem > 3, tako da
je dvostruko indeksirani niz (A,,,) divergentan, odnosno, dvostruki red , 3, ax,
divergentan.

(iii) Cak i ako oba uzastopna reda 37, (3%, as) i 3, (252, ar,) konvergiraju, njihove
sume ne moraju biti jednake. Na primjer, promotrimo dvostruko indeksirani niz (ay ;)
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prikazan shematski:

0 1 00
-1 0 1 0O
0 -1 1 0
0 0 -1 01

Tadaimamodaje )0, ax; = 1zak =112, ar; =0zak >2,dok je X;, ax; = —1
zal=11Y2,a, =0zal>2. Stoga, imamo Y,;-, (X2, ary) = 11 202 ey ari) =
—1. Naravno, 2 >}, ax,; divergira, buducidaje A,,,, = 0zasvem e NiA,, -, = -1
zasvem > 2.

2.2 Teleskopski dvostruki red

Teleskopski red je red oblika
Z(bk = by,
k=1

gdje je (by) niz realnih brojeva. UoCimo da je k-ta parcijalna suma s; toga reda jednaka

k
$c= ) (by = by) = by = by,

n=1

Stoga je teleskopski red konvergentan ako i samo ako je niz (b;) konvergentan, i u tom
slucaju je

2 (b= i) = lim 5 = im(by — byar) = by — lim by.
k=1

Ako je (by,;) dvostruko indeksirani niz realnih brojeva, tada se dvostruki red

Z Z(k 1) (biy = brary = bt + bigr 1)

zove teleskopski dvostruki red. Imamo sljedeci rezultat u vezi njegove konvergencije.

Propozicija 2.5. Teleskopski dvostruki red 3, 3 » (b — bisry = bt + biei 141) je konver-
gentan ako i samo ako je dvostruko indeksirani niz (by, + by — by;) konvergentan, i u ovom
slucaju

Z Z (brs = brsrs — brgsr + b)) = b1y —  lim (bry + by —byy).
) ()= (c0,00)
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Dokaz. Neka je (m,n) € N, Tada je

n

Ms

(bkl = bs11 = i1 + brsy 1+1) =b11 = b1 = Dips1 + byt per-
k=1 I=1

Ovo dokazuje Zeljeni rezultat. O

Uocimo da svaki dvostruki red moZze biti zapisan kao teleskopski dvostruki red. U
osnovi, ako je A,,, (m,n)-ta parcijalna dvostruka suma dvostrukog reda }; > ax,, tada
piSemo by := Aj_1-1 za sve (k1) € N? s uobi¢ajnom konvencijom da su Ao, Arp 1 Aoy
jednaki nuli i Zakljuéujemo da Vrijedi Qi) = Ak,l - Ak—l,l - Ak,l—l + Ak—l,l—l = bk+]’1+1 -
bris1 — bisrs + byy za sve (k,1) € N2, Prethodna propozicija je posebno korisna kada je
moguce zapisati ) > @, kao teleskopski dvostruki red bez ukljucivanja njegovih parci-
jalnih dvostrukih suma. Na primjer, promotrimo red }; >}, ar; gdje je

1 1 1 \(1 1
a = = -—- — [ .
T e+ DA+ D \k o k+1J\1 141

Ako je by =  zasve (k,1) € N onda je ax; = byy—bi11— by +bisr 1 zasve (k, 1) € N2,
Buduci da je bl,l =11by + by — by — 0, iz prethodne propozicije slijedi da je dvostruki
red 3 > m konvergentan i njegova dvostruka suma je jednaka 1 — 0 = 1.

2.3 Dvostruki red s nenegativnim ¢lanovima

Slijedi vrlo koristan nuZan i dovoljan uvjet za konvergenciju dvostrukog reda s nenegativ-
nim ¢lanovima.

Teorem 2.6. Neka je (ay;) dvostruko indeksirani niz takav da je ay; > 0 za sve (k, 1) € N2,
Tada dvostruki red Y, 3’ ;) ax,; konvergira ako i samo ako je dvostruko indeksirani niz (A, )
njegovih parcijalnih dvostrukih suma ograniéen odozgo, i u ovom slucaju

Z Z(k Akl sup ma - (M, N) € Nz}.

Ako (A,,,) nije ogranicen odozgo, onda 3’ 3. ar, divergira k oo.

Dokaz. Buduci da je ay; > 0 za sve (k,]) € N2, imamo Apiin = Apn + Qg + -+ +
: o 2
Amitn = Amn 1 Apne1l = Apn + Qrpe1 + 0+ + Qup = A za sve (m,n) € N Stoga,

dvostruko indeksirani niz (A,,,) je monotono rastuci. Iz teorema [I.12] (i) vidimo da je
(An.n) konvergentan ako i samo ako je ogranicen odozgo i vrijedi

2
_ _ : . |
Z Z("’Z)ak’ (k, l)l—>r(2> o) Amn = sup{ mn - (Mm,n) € N }

Ukoliko (A, ,) nije ogranien odozgo, onda A,,,, — oo, odnosno, dvostruki red »; > @,
divergira k co. m|
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S obzirom na gornje rezultate, kada je a; > 0 za sve (k,[) € N2, pisemo 2y Ak <
oo ako je dvostruki red ) 3’ ax; konvergentan i ) 3, ax; = oo ako je dvostruki red
2. 2k Gk, divergentan.

Prethodni teorem pokazuje da ako je dvostruki red 2 ) ax; s nenegativnim Clano-
vima konvergentan i A je njegova dvostruka suma, onda je dvostruko indeksirani niz (ay )
njegovih ¢lanova, kao 1 dvostruko indeksirani niz (4,,,) njegovih parcijalnih dvostrukih
suma, ograni¢en. Ovo slijedi iz toga da je u ovom slucaju 0 < a;; < Ay; < A za sve
(k, 1) € N2,

Sli¢an rezultat prethodnom teoremu vrijedi za dvostruke redove s nenegativnim ¢lano-
vima. Opcenito, kada ¢lanovi a;; imaju isti predznak (osim eventualno kona¢no mnogo
njih), onda je 3 3 ax; konvergentan ako i samo ako je dvostruko indeksirani niz (A, )
njegovih parcijalnih dvostrukih suma ograni¢en. Medutim, ako je beskonacno mnogo ¢la-
nova ay; dvostrukog reda »; ) ax; pozitivno i beskonaCno mnogo ih je negativno, onda
dvostruki red ] 3 ar; moze divergirati Cak i ako je (A,,,) ograniCen. Takoder, (A,,,)
moZe biti neograniCen Cak i ako je dvostruki red ) > ar; konvergentan. Ove dvije pos-
ljednje tvrdnje su redom ilustrirane shematskim prikazima dvostrukih redova:

1 00 1 -1 00
-1 0 0 ... I -1 00
1 00 ... i I -1 00
-1 00 I -1 00

Za dvostruke redove s nenegativnim ¢lanovima, sljedeci rezlutat je poboljSanje Fubini-
jevog teorema za dvostruke redove (teorem [2.4)).

Teorem 2.7 (Tonellijev teorem za dvostruke redove). Neka je (ay;) dvostruko indeksirani
niz takav da je ay; > 0 za sve (k, 1) € N2. Tada su sljedeée tvrdnje ekvivalentne.

(1) Dvostruki red . Y’ ax, je konvergentan.
(ii) Svaki redak-red je konvergentan i uzastopni red Y., (3.2, ax;) je konvergentan.

(i) Svaki stupac-red je konvergentan i uzastopni red Y-, (X1 ar,) je konvergentan.

Ako vrijedi bilo koja od ove tri (ekvivalentne) tvrdnje, onda je

5{80)- 250 S[50)

=1 k=1

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi (i). Ako je A dvostruka sumareda ; 3’ ) ax,, onda prema
teoremu vrijedi Y, ax; < Arn < A za svaki fiksni k € Ni sve n € N. Stoga je svaki
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redak-red red s nenegativnim ¢lanovima ¢ije su parcijalne sume ogranicene, 1 stoga je taj
red konvergentan. Prema Fubinijevom teoremu (teorem [2.4) slijedi da je uzastopni red
Yot (302, ax,) konvergentan i njegova suma je jednaka A.

Pretpostavimo da vrijedi (ii). Tada za svaki (m, n) € N? vrijedi

o 5505 S 5[50

k=1 I1=1 k=1 k=1 \i=1

Odavde, budu¢i da je uzastopni red Y2, (3.2, ax;) konvergentan, prema teoremu vri-
jedi da je dvostruki red ;3 ax; konvergentan. To dokazuje ekvivalenciju tvrdnji (i) 1
(ii).

Dokaz ekvivalencije tvrdnji (i) i (iii) se slicno dokazuje.

Jednakost izmedu dvostruke sume i sume bilo kojeg uzastopnog reda takoder slijedi iz
ekvivalencije tvrdnji (i), (ii), (iii) i teorema[2.4] O

Primjer [2.1.2] pokazuje da nenegativnost ¢lanova dvostrukog reda u teoremu ne
moze biti izostavljena.

Pitanje konvergencije dvostrukog reda }; >’ ak; S nenegativnim Clanovima se moZe
svesti na pitanje konvergencije svakog od sljedea dva reda koji odgovaraju sumiranju
dvostrukog reda ; >’ ar; "po kvadratima" ili "po dijagonalama":

J
1. rede],ngeJebl—aH, ; Za,j+2aj,izajz2,

j=1 i=1 i=1
0 J

2. red Z cj, gdjejec;:= Z Aj_ivl -
j=1 i=1

Uocimo da se c¢; dobiva sumiranjem svih ¢lanova gy, za Cije indekse vrijedi k + 1 = j + 1.
Red 3772, ¢; se ponekad naziva dijagonalan red odgovarajuceg dvostrukog reda 3, 3’ ) .-

Teorem 2.8. Neka je 3. 3 nar; dvostruki red s nenegativnim ¢lanovima, a b, c; su defini-
rani kao prethodno. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne.

(i) (Sumiranje po pravokutnicima) 3, 3’ ,ax, je konvergentan.
(ii) (Sumiranje po kvadratima) ¥.7, b; je konvergentan.

(iii) (Sumiranje po dijagonalama) 3.7, c; je konvergentan.
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Ako vrijedi bilo koja od ove tri (ekvivalentne) tvrdnje, onda je

=1 =1

Dokaz. Za (m,n) € N?, neka je A, := Yj; Yo, ar; i neka je B, := 2i=1bj. Tada se
lako vidi da je B, = A,, za sve n € N. Tako da prema korolaru [I.13] su tvrdnje (i) i (ii)
ekvivalentne i u ovom slucaju

Z Z(k,na"” - Sup {A’"’"  (m,n) € N } =sup{B, :neN} = Z b;.
j=1

Nadalje, za n € N, neka je C, := ! i=1Cj- Znamo da se c; dobiva sumiranjem svih
Clanova ay; za Cije indekse vrijedi k + / = j + 1. UocCimo da ako je (k,]) € N? takav da
vrijedik+/ <n+1,ondaje k <nil <n OvopovlatidajeC, <A,,zasven € N.
Takoder, ako je (k,I) € N?1i (k,]) < (m,n),ondajek+[ <m+n=m+n-1)+1.
Ovo povladi da je A, < Cpin_1 za sve (m,n) € N°. Dakle, vidimo da su tvrdnje (i) i (iii)
ekvivalentne, i u ovom slucaju vrijedi

ZZW) k.l = sup m,,:(m,n)eNz}:sup :n € N} :ic,
j=1

O

Primjer 2.3.1. (i) Neka je p > 01neka je ay; :=
_
-1 G+~ (J+1)”

@y 22 (k1) € N?. Tada je ¢; =

za sve j € N. Bududi da vrijedi
1 J 1
< <
2+ Dt T G+ D2 G+ D!

zasve j € N,

red 3.7, ¢; je konvergentan ako i samo ako je p > 2. Prema teoremu vidimo da
je > Z(k,l)m konvergentan ako i samo ako je p > 2.

(ii) Buduéi da A,,,, — A kada (m,n) — (o0, 00) povlacida A,,, — A kadan — oo, vi-
dimo u teoremu[2.8|da tvrdnja (i) povlaci tvrdnju (ii) bez obzira na predznak ¢lanova
dvostrukog reda. Obrnuto ne vrijedi opcenito, kao $to pokazuje primjer [2.1.2] (ii). U
ovom primjeru, A,,, = 4 za sve n > 2, tako da je Z;‘;l b; = 4. Medutim, A, ;41 = 3
zan > 2, pa dvostruki red ne konvergira.
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(i11) Neka je dvostruko indeksirani niz (ay,) prikazan shematski na sljedeci nacin:

0O 1 1 1 1
1 -2 -1 -1 -1
0O 0 0 0 O
1 -1 0 0 O
0 0 0 0 O
1 -1 0 0 O

Vidimo da je A,,, = 0 za sve (m,n) > (2,2) i stoga je }; >, ,ar; konvergentan i
njegova dvostruka suma je jednaka 0. Medutim, buduéi da je c; = 0, ¢, = 21
c; = (=1) za j > 3, vidimo da je 2.1 ¢; divergentan. S druge strane, primjerm
(ii) pokazuje da 3’ 3, ;ax, moZe biti divergentan dok je 3.7, ¢; konvergentan. U tom
primjeru, imamo da je ¢; = 2ic; = 0 zasve j > 2, tako da je 377, ¢; = 2. Takoder je
moguce dasui ) a1 ) ; c; konvergentni, ali dvostruka suma nije jednaka "sumi
po dijagonalama". Kako bismo ovo ilustrirali, promotrimo dvostruko indeksirani niz
(ax,;) prikazan shematski:

1 1 1 1 1
I -1 -1 -1 -1
I -1 0 0 O
1 -1 0 0 O
1 -1 0 0 O

Ovdje je A, = 2 za (m,n) > (2,2) i dvostruka suma je jednaka 2. Ali, bududi da je
ci=1,c=2,c3=1,¢;=0zasve j>4imamodaje ) ;c; = 4.

2.4 Apsolutna konvergencija i uvjetna konvergencija

Teorem 2.9. Apsolutno konvergentan dvostruki red je konvergentan.

Dokaz. Neka je Y Y par; apsolutno konvergentan dvostruki red. Za svaki (k1) € N
definiramo
o = lakl + ar o = lakl — ar
kil * 2 ’ kil * 2

Neka su (A,,), (A} ), (A,,,) 1 (Am,n) redom oznake za dvostruko indeksirane nizove parci-

mn

jalnih dvostrukih suma dvostrukih redova Z Z(kJ)ak’[, Z Z(k’l)a;l, Z Z(k’l)a,;l 1 Z Z(k’l)lakyll.
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Prema teoremu (Am,n) je ograni¢en. Takoder vrijedi da je 0 < a,:l < ag10 < a;, <
lax,| za sve (k,[) € N? i stoga je

0<A), <A,, i 0<A,, <A,, zasve(kl)eN.

Prema tome, dvostruko indeksirani nizovi (A}, )i (A,,,) su ograniCeni. Prema teoremu
vidimo da su dvostruki redovi ] > pa;, 1 2 X a,, konvergentni. Vrijedi da je ax; =
a;, —ag, zasve (k1) € N2. Stoga je dvostruki red Y, Y ,ax; konvergentan. O

Obrat prethodnog rezultata ne vrijedi, kao Sto to moZemo vidjeti promatrajuci dvostruki
red ), Z(k,,)% za koji smo pokazali da je konvergentan, ali nije apsolutno konvergentan
(v. primjer [2.1.1] (iii), (iv)). Za konvergentan dvostruki red koji nije apsolutno konvergentan
kazemo da je uvjetno konvergentan.

Korisna je sljedeca karakterizacija apsolutne konvergencije.

Teorem 2.10. Dvostruki red 3, 3 ;ax, je apsolutno konvergentan ako i samo ako vrijede
sljedece tvrdnje.

(i) Postoje (ky,ly) € N? i ag > 0 tako da je

m

Z Z lag| < ay za sve (m,n) > (ko, ly).

k=ko I=lp

(i1) Svaki redak-red kao i svaki stupac-red je apsolutno konvergentan.

Dokaz. Pretpostavimo da je dvostruki red ] 3’ ;ax; apsolutno konvergentan. Buduci da
je laxl = 0 za sve (k,I) € N2, teorem [2.6{nam govori da tvrdnja (i) vrijedi s (k, o) := (1, 1),
a prema teoremu [2.7| vrijedi i druga tvrdnja.

Obratno, pretpostavimo da vrijede tvrdnje (i) i (ii). Neka su (ko, ly) 1 @ kao u tvrdnji
(i). Prema (ii) znamo da za svaki fiksni k € N postoji B, > 0 takav da vrijedi ), ax;| < Bk
i za svaki fiksni / € N postoji y; > 0 takav da Y}, |ax,| < y;. Neka je (Am,n) dvostruko
indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda ; > plai,l 1 neka je py :=
max{ko, [p} . Tada vrijedi

P P P P po—1l p po—-1 p
R DINEDIPNEDIDNTEDIPI
k=1 I=1 k=po I=po k=1 I=1 =1 k=po

po—1 po—1

SCY0+Z,31<+ZVI za sve p > po.

k=1 =1
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Ovo povlati da je dijagonalan dvostruko indeksirani niz (A4, ,) ograni¢en i dakle, prema te-
oremu i korolaru monotono rastuéi dvostruko indeksirani niz (4,,,,) je ogranicen.
Prema teoremu (A,..) je konvergentan, to jest, dvostruki red 3 2 (k.))@k, j€ apsolutno
konvergentan. |

Napomena 2.4.1. Obje tvrdnje (i) i (ii) iz prethodnog teorema su nuZne za karakterizaciju
apsolutne konvergencije. Na primjer, ako je ay; = 1 za sve k € N i ay; = 0 za sve
(k,1) > (1,2), onda tvrdnja (i) vrijedi uz ko := 1ily := 2, ali 3, 3, ak; hije (apsolutno)
konvergentan buduci da je A,,, = m za sve (m,n) € N2. S druge strane, ako je ay; = ﬁ
za (k,I) € N? onda tvrdnja (ii) vrijedi, ali Y 2@k nije (apsolutno) konvergentan (v.
primjer [2.1.1(iii)). Ovo takoder pokazuje da niti jedna od tvrdnji (i) i (ii) teorema[2.10|ne
povlaci drugu.

Sada ¢emo vidjeti da neki rezultati o konvergentnim dvostrukim redovima s nene-
gativnim ¢lanovima takoder vrijede i za apsolutno konvergentne dvostruke redove.

Teorem 2.11. Neka je 3. 3. par, apsolutno konvergentan dvostruki red. Tada vrijede slje-
dece tvrdnje.

(1) Dvostruko indeksirani niz (A,,,) parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda
> Yk, je ogranicen.

(i) Svaki redak-red kao i svaki stupac-red je apsolutno konvergentan, i vrijedi

) P2CH E5 3 IS hor!

=1 k=1

(iii) Odgovarajuci dijagonalni red 37, c; je apsolutno konvergentan i vrijedi

c; = ag,.
Z; J ZZ(k,l) kol
J:

Dokaz. Za (m,n) € N>, nekasu A,,, i Am,n redom oznake za (m, n)-te parcijalne dvostruke
sume dvostrukih redova } 3’ paxs 1 2 Xplarl 1 neka su A i A redom oznake za njihove
dvostruke sume.

(1) Buduc¢i da je |A,,,] < Am,n za sve (m,n) € N? to je, prema teoremu dvostruko
indeksirani niz (A,,,) ogranicen.

(ii) Prema teoremu [2.10]je svaki redak-red kao i svaki stupac-red apsolutno konvergen-
tan. Za svaki (k, [) € N? definiramo

v al +ag _ o akl = agy
ki -+ 0 Tk T )
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Sada se kao i u dokazu teoremapokaie da su dvostruki redovi 3’ >\ pa;, 1 2 Xwnty, S
nenegativnim ¢lanovima konvergentni. Stoga prema teoremu [2./] vrijedi

(e8] [e9) [e9)
+ + +
DI EDIPINCEDN DI
k1l ) k1l kl|°

=1 =1 \k=1

ARSI

1 \[=1

NgE

>~
Il

M
M
Eﬁg

>~
Il
~
Il

1 \k=1

Bududi da je ai; = a,:l —a,, zasve (k,I) € N?, odavde slijedi

[oe)

DRI

k=1 =1 \k=1

¢ime je tvrdnja (ii) dokazana.

(iii) Neka su 3}, ¢; i 272, d; oznake za dijagonalne redove koji odgovaraju redom
dvostrukim redovima 3} 3\, pax; 1 2 Dgplar, 1 za n € N, neka su C, i D, oznake za
odgovarajuce n-te parcijalne sume. Prema teoremu slijedi D, — A. Ali buduéi da je
lc;| < djzasve j € Niniz (D,) je ograniCen, vidimo da je niz (Z?zl |Cj|) ogranicen, tako
dared 37, ¢; konvergira apsolutno. Sada se lako pokaze da je |A,, — C, Apn —
sve n € N. Buduéi da 4, — A i takoder D, — A vidimo da nizovi (A,.,) i (C,) imaju isti
limes, tj. vrijedi X272, ¢; = X X gpa- O

<

Primjer [2.1.2] (ii) pokazuje da dvostruki red moZe divergirati ¢ak i ako je odgovarajuci
dijagonalni red apsolutno konvergentan.

2.5 Bezuvjetna konvergencija

Konvergencije dvostrukog reda ovisi o redoslijedu po kojem se ¢lanovi reda sumiraju, ili
preciznije, o nacinu na koji se formiraju njegove parcijalne dvostruke sume (grubo go-
vore¢i, sumirali smo po "pravokutnicima"). U teoremu [2.11] vidjeli smo da za apsolutno
konvergentan red, "sumiranje po dijagonalama" takoder dovodi do iste dvostruke sume.
U nastavku, pojam bezuvjetne konvergencije je definiran kao proSirenje ideje da postoja-
nje dvostruke sume mora biti neovisno o nacinu na koji se formiraju parcijalne dvostruke
sume dvostrukog reda. Vidjet ¢emo da je ovaj naizgled drugaciji pojam zapravo ekvivalent
apsolutnoj konvergenciji.

U tu svrhu kaZemo da niz (S ,,) podskupova od N? iscrpljuje skup N? ako je S, kona¢an,
S, C S, zasvakin € Ni U2, S, = N2 Na primjer, niz skupova S, := {(k,]) € N? :
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k <nil<n},neN,iscrpljuje skup N2. Kazemo da je dvostruki red Y, Y yar; bezuvjetno
konvergentan ako postoji A € R takav da za svaki niz (S ,) koji iscrpljuje N2, limes

330
n—oo k,DeS,

postoji i jednak je A. U ovom slucaju, A zovemo bezuvjetna dvostruka suma od 3’ 3 10k,

Lako se vidi da ako su 2} ¥\ ai: 1 2 Xk brs bezuvjetno konvergentni dvostruki re-
dovi, s A i B kao njihovim bezuvjetnim dvostrukim sumama, onda su »; >} p(ak; + by 1
2 2an(raxy), gdje je r € R, takoder bezuvjetno konvergentni redovi i njihove bezuvjetne
dvostruke sume su redom A + B i rA.

Pokazat éemo da je za dvostruki red s nenegativnim ¢lanovima, pojam konvergencije
ekvivalentan pojmu bezuvjetne konvergencije. Ovaj rezultat se moZe shvatiti kao generali-
zacija teorema [2.8]

Teorem 2.12. Dvostruki red s nenegativnim clanovima je bezuvjetno konvergentan ako i
samo ako je konvergentan. U ovom slucaju, njegova dvostruka suma se podudara s njego-
vom bezuvjetnom dvostrukom sumom.

Dokaz. Neka je . 3’ ax; dvostruki red za koji je ai; > 0 za sve (k,[) € N2, te za (m, n) €
N? neka je A,,, njegova (m, n)-ta parcijalna dvostruka suma.

Pretpostavimo da je ) > nax,; bezuvjetno konvergentan i neka je A njegova bezuvjetna
dvostruka suma. Neka je S, := {(k,)) e N> : k <nil <n}iA,:= Y Yunes,dkizan € N.
Budu¢i da niz (S ,) iscrpljuje skup N2, dobivamo da A, — A kada n —> oo. Stoga, prema
teoremu dvostruki red 3} 3’ ax, je konvergentan i njegova dvostruka suma jednaka je
A.

Obrnuto, pretpostavimo da je 2} >’ ax; konvergentan i A je njegova dvostruka suma.
Po teoremu dvostruko indeksirani niz (A,,,) je ograni¢eni A = sup{A,,, : (m,n) € N?}.
Neka je (S,) bilo koji niz podskupova od N? koji iscrpljuje skup N2, te neka je A, :=
2 2knes, @ za n € N. Tada je niz (A,) monotono rastuci. Uz to, buduci da je svaki S,
konacan, vrijedi da je A, < A, za neki (r, s) € N? i stoga je A, < A za n € N. Posljedi¢no,
(A,) je konvergentan i lim,, ., A, = sup{A,, : p € N} < A. S druge strane, buduci da je (S ,,)
rastui niz skupova i |J,_; S, = N?, to za bilo koji (m,n) € N?, postoji p € N takav da je
(k,l) € S, zasve (k1) e N? takve da je (k,[) < (m,n), pa je stoga A,,, < A,. Odavde slijedi
sup{A, : p € N} = sup{A,,, : (m,n) € N?} = A. Prema tome, Y 2.k, j€ bezuvjetno
konvergentan i njegova bezuvjetna dvostruka suma je jednaka A. O

Da bismo dobili analogon karakterizacije iz prethodnog teorema za dvostruke redove
¢iji su Clanovi razlicitih predznaka, dokazat ¢emo sljedeéi pomoéni rezultat.

Lema 2.13. Neka je }. 3 ar; bezuvjetno konvergentan dvostruki red. Tada postoji a € R
takav da vrijedi

law| < @ za svaki konacan S € N2,
khes'
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Dokaz. Najprije ¢emo pokazati da postoji B € R takav da je [3] X pesaril < B za svaki
konadan S C N2, Pretpostavimo na trenutak da ovo ne vrijedi. Bududéi da je skup N2
prebrojiv, moZemo ga zapisati kao N* = {(k;,/;) : j € N}. Neka je D, := {(k;,1;) : j =
1,...,n}zan € N. Neka je U, := D,. Tada postoji konacan podskup T, C N? takav da je
1> Swner @il = 1+ lag, 4], te za svaki n > 2 postoji konacan podskup T, € N takav da je

apyl =n—+ Z Z a
‘Z Z(k,l)eT,, kot ‘ (k,l)eU,,l kil

gdjeje U, := D,UT,U---UT,_;. Definirajmo S, := T,,U U, za n € N. Tada je lako vidjeti
da niz (S ,) iscrpljuje skup N2. Ako za n € N stavimo V,, := S,\T,, ondaje V, C U, i

‘Z Z(k,l)eSnak’l ' - Z Z(k,l)eTnak’[ + Z Z(k,l)evnak’l‘
- Z Z(k”)g"ak’l' - ‘Z Z(k,l)evnak’l‘
= Z Z(k,l)eT,,ak’l ' N Z Z(k,l)evnlak’ll
= Z Z(k,l)eT,,ak’l' - Z Z(k,l)eUnlak’ll
> n.

Stoga, lim,, . 2’ X’k pes, @k NE POStO]i, a to je kontradikcija. Ovo dokazuje da postoji 8 € R
koji zadovoljava nejednakost postavljenu na pocetku ovog dokaza.
Sada, ako za bilo koji konac¢an podskup S € N? uvedemo oznake S* := {(k,]) € S :

ar; > 041S™ :={(k,]) €S : a;; <0}, onda imamo
Z Z(k,l)eS el = 'Z Z(k,l)eS*ak’l‘ * ‘Z Z(k,l)eS‘ak’l ' < 2B.
Dobivamo Zeljeni rezultat stavljajuéi a := 2. O

Teorem 2.14. Dvostruki red je bezuvjetno konvergentan ako i samo ako je apsolutno ko-
nvergentan.

Dokaz. Pretpostavimo da je )] > ak; bezuvjetno konvergentan dvostruki red. Prema
prethodnoj lemi, dvostruko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda
2. 2uknlaxl je ograniCen i stoga prema teoremu vidimo da je ] 3’ lax| konvergen-
tan, to jest, >} >\ @, j€ apsolutno konvergentan.

Suprotno, pretpostavimo da je )] > ax; apsolutno konvergentan dvostruki red. Za

; 2 v labra - lail-a o -
svaki (k, 1) e N~, neke.l Sudp, = T a4 = T .'Tada SU D Dy 12 2wy
konvergentni dvostruki redovi s nenegativnim ¢lanovima, i dakle prema teoremu[2.12] oba
su bezuvjetno konvergentna. Bududi da je ay; = af, — ai, za sve (k,[) € N?, slijedi da je

2. 2@ bezuvjetno konvergentan. O
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Prema teoremima [2.9] 2.12]i[2.14] vidimo da je bezuvjetno konvergentan dvostruki red
uvijek konvergentan i njegova bezuvjetna dvostruka suma je jednaka njegovoj dvostrukoj
sumi. Medutim, obrat ne vrijedi, jer postoje i uvjetno konvergentni dvostruki redovi (v.

primjer 2.1.1] (iv)).

2.6 Kriteriji konvergencije za dvostruke redove

U ovom dijelu ¢emo govoriti o nekoliko kriterija kojima se mozZe ustanoviti konvergencija
ili divergencija dvostrukog reda. Veé smo prikazali najjednostavniji medu njima, a to je
nuzni uvjet konvergencije dvostrukog reda (propozicija [2.2). Najprije emo promatrati
kriterije za apsolutnu konvergenciju, a zatim kriterije za uvjetnu konvergenciju.

Kriteriji za apsolutnu konvergenciju

Sljedeci jednostavan kriterij za odredivanje apsolutne konvergencije dvostrukog reda se
Cesto koristi.

Teorem 2.15 (Kriterij usporedbe za dvostruke redove). Neka su ay; i by, realni brojevi
takvi da vrijedi |ag)| < by, za sve (k1) € N> Ako je Y, Y,unbri konvergentan, onda je
2 2@k, apsolutno konvergentan i vrijedi

< .
‘Z Z(k,l)ak’l ' - Z Z(k,l}bk’l

Dokaz. Pretpostavimo da je 3, > »br, konvergentan. Za (m,n) € N2, imamo

n

PIPIE

m n
k=1 I=1

<3 Nl <)Y b 2.1)
k=1 I=1

k=1 I=1

Buduci da je by > 0 za sve (k,[) € N2, dvostruko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih
suma dvostrukog reda }} >’ bk je odozgo ograniCen (teorem . Prema drugoj neje-
dnakosti u (2.1), isto vrijedi za 3} 3 jlax,|. Dakle, bududi da je |ay,| > 0 za sve (k,[) € N2,
iz teorema slijedi da je dvostruki red }; 3’ ylax,| konvergentan, to jest, 3 > par j€
apsolutno konvergentan. Prema (2.1) imamo

] S DT ol s 3
‘Z Z(k,l) k’l‘ (k,l)| k’ll (kD) ol

O

Gornji rezultat moZe biti izrecen na sljedeci nacin: Ako je |ay | < by, za sve (k, 1) € N?
1ako 3 plax,l divergira k oo, onda to vrijedi i za dvostruki red 3 > bk Geometrijski
dvostruki red i dvostruki red }; Z(k’,)k#, pP,q € R, su Cesto korisni pri koriStenju kriterija
usporedbe za dvostruke redove.
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Primjer 2.6.1. (i) Zap € Ri(k,[) € N?, nekaje a, :
1 neka je bk’[ =

=5 +lp Pretpostavimo da je p > 2

2(kl),,/2 za (k,I) € N2, Tada je prema nejednakosti izmedu aritmeticke
i geometrijske sredine |ay| < by, za (k,I) € N2, Stoga, prema kriteriju usporedbe,
dvostruki red 3 > @i j€ konvergentan Nadalje, neka je p < 2 i definirajmo by :=
(k+l)2 za (k,1) € N2, Tada je |a,| > k2+12 > by, za (k,I) € N2. Stoga, prema kriteriju
usporedbe, dvostruki red 3} 3’ ,ax,; je divergentan.

(i) Za (k,)) € N? neka je a; := 52 Definirajmo by = (2)'() za (k1) € N2,

K7 4k3 14
Bududi da je kI* < 2¥5'i k* + I* > 0, vidimo da vrijedi

2k5t 4 k5l
37!

Stoga, prema kriteriju usporedbe, dvostruki red ); > ax, je konvergentan.

= 2by,; za sve (k,1) € N7,

Tramiem 2a (k1) € N2, Definirajmo by, = gz za (k1) € N,
Tada je |ay,| < by, za sve (k,[) € N2, Stoga, prema kriteriju usporedbe, dvostruki red

2. 2.k, je konvergentan.

(iii) Neka je ay; :=

Sada ¢emo razmotriti kriterije konvergencije za dvostruke redove: granicni usporedni
kriterij, Cauchyjev kriterij i D’ Alambertov kriterij. Najprije cemo navesti osnovne rezultate
koji vrijede za redove. Dokazi se mogu pronaci npr. u [3].

Teorem 2.16. Neka je (ay) niz realnih brojeva.

(1) Pretpostavimo da je a; > 0 za sve k € N. Neka je (by) niz pozitivnih realnih brojeva
takvih da ”i — rkada k — oo, gdje je r € R, r # 0. Tada je red ), a, konvergentan
ako i samo ako je red ), by konvergentan.

(ii) Ako postojia € R, a < 1,iky € N takav da je |ay|''* < @ za svaki k > ko, onda je

> ax apsolutno konvergentan. Ako je |a;|''* > 1 za beskonacno mnogo k € N, onda
je red Y, a;. divergentan.

(iii)) Ako postoji @ € R, @ < 1,1 ky € N takav da je |ay,1| < alay| za k > ko, onda je red
>k ax apsolutno konvergentan. Ako postoji kg € N tako da je |ay.1| > |ai| > 0 za svaki
k > ko, onda je red }; a; divergentan.

Sljedeci rezultat ¢e nas dovesti do grani¢nog usporednog kriterija konvergencije dvo-
strukog reda koji je Cesto lakSe koristiti nego usporedni kriterij.

Teorem 2.17. Neka su (ay;) i (by;) dvostruko indeksirani nizovi takvi da je by, # 0 za sve
(k,l) € N°. Pretpostavimo da je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgovaraju
redovima Y, Y, q.pais i Y, Yxnbry apsolutno konvergentan i - j — rza(k,l) = (o0, ), gdje
jer € RU {£o0}.
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(1) Ako je by; > 0 za sve (k1) € N2, te ako je dvostruki red Y, 2nbri konvergentan i
r € R, onda je 3, 3 ax, apsolutno konvergentan.

(ii) Ako je ax; > 0 za sve (k,1) € N?, te ako je dvostruki red Y, Y, pax, konvergentan i
r # 0, onda je 3. 3. br; apsolutno konvergentan.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je by; > 0 za sve (k,[) € N? i da je dvostruki red 3 2enbri
Ay,

konvergentan. Neka je r € R takav da B, A (k,I) — (o0, 00). Tada postoji (ko, ly) € N?
takav da za sve (k,[) > (ko, lo) vrijedi

(r — 1)bk,1 < Ay, < (r + l)bk,l i |ak’]| < max{lr — ll, |r + ll}bk,l-

Takoder, prema teoremu postoji B > 0 takav da je Y[-, D1, byy < B zasve (m,n) € N2,
Stoga, za sve (m, n) > (ko, lp), imamo

m m

D> lawl < max{lr =1L Jr+ 11} > by < max{lr = 11 r + 1.

k=ko I=lp k=ko I=lp

Prema teoremu [2.10} dvostruki red 3 3’ a; je apsolutno konvergentan.
by

(i1) Pretpostavimo da je a;; > 0 za sve (k,[) € N2 ir # 0. Tada je 1im g 1) (c0,00) s
jednak % ili 0 ovisno o tome je li r € Rili je r = 0. Zamjenom ay; 1 by; u (1) dobivamo
Zeljeni rezultat. O

Korolar 2.18 (Grani¢ni usporedni kriterij za dvostruke redove). Neka su (ay;) i (by;) dvo-
struko indeksirani nizovi pozitivnih realnih brojeva. Pretpostavimo da je svaki redak-red
kao i svaki stupac-red koji odgovaraju redovima 3. 3’ G i 2 2.k bri konvergentan i

Akl . .
im — =r gdiejereRir=#+0.
(k,[)—(00,00) bk,l

Tada vrijedi:

Z ay, konvergentan <= Z by, konvergentan .
(k) (k1)

Dokaz. Smjer = slijedi iz teorema (ii), dok obratni smjer slijedi iz teorema
(). O

Napomena 2.6.1. U granicnom usporednom kriteriju za dvostruke redove se ne moZe iz-
ostaviti uvjet da je r € Rir # 0. Kako bismo pokazali da r ne moZe biti jednak 0, neka

]é
= —1 iby; = —1 asve (k1) € N?
ag - 1 : Z s .
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Uocimo da je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgovaraju redovima ), . ax,
[ 2 2knbry konvergentan. Medutim, 1im ;) (co,c0) % = 0 i, kao $to je pokazano u pri-
mjeru (iii), dvostruki red 3 3 ax, konvergira, dok dvostruki red 3, 3 nbi, diver-
gira. Zamjenom definicija ay; i by, vidimo da r takoder ne moZe biti co.

Primjer 2.6.2. (i) Neka je a;; := sin kzlj za sve (k,1) € N2, Promotrimo by := kzl7 za
sve (k,[) € N? i uo¢imo da % — 1 za (k,I) — (0o, 0). Buduci da je dvostruki red
>, Y nbrs konvergentan, prethodni korolar pokazuje da je dvostruki red Y, Y pdx,
konvergentan.

(ii) Neka je ay, := sin ﬁ za sve (k, 1) € N2, Promotrimo by := ﬁ za sve (k, ) € N?

1 uo¢imo da % — 1 za (k,]) — (co,00). Buduc¢i da je dvostruki red 3’ 3’ ;b
divergentan, prethodni korolar nam sad pokazuje da je dvostruki red 3 2 eyai di-

vergentan.

Sljedeci rezultat ¢e nas dovesti do Cauchyjevog kriterija konvergencije koji je jedan od
osnovnih kriterija za odredivanje apsolutne konvergencije dvostrukih redova.

U daljnjem tekstu, kad god kaZzemo da odredena tvrdnja vrijedi "za velike k 1 " mislimo
da postoji (ko, ly) € N? tako da tvrdnja vrijedi za sve (k, [) € N? za koje je (k,[) > (ko, l).

Teorem 2.19. Neka je (ay,;) dvostruko indeksirani niz realnih brojeva.

(1) Pretpostavimo da je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgovaraju 3’ 3 G,
apsolutno konvergentan. Ako postoji @ € R, a < 1, takav da |a; |''*" < @ za velike
kil, onda je dvostruki red 3’ 3 ax, apsolutno konvergentan.

(i) Ako za svaki (ko, ly) € N2, postoji (k, 1) € N? tako da je (k,1) > (ko, lp) i |ag,|"/* > 1,
onda je dvostruki red 3, 3 par, divergentan.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da postoje @ € R, a < 1, 1 (ko, lp) € N? takvi da je |a; |''* < o
za sve (k, 1) > (ko, lp). Tada je @ > 01 vrijedi

m

Z i lay| < [i a/kJ [i a/l] < ﬁ za (m,n) > (ko, ly).

k=ko I=lp k=ko I=ly

Stoga, tvrdnja (1) slijedi iz teorema(2.10

(ii) Pretpostavimo da za svaki (ko, ly) € N? postoji (k, [) € N? takav da je (k, ) > (ko, ly)
i lag V%D > 1, to jest, lax| > 1. Stoga, a; -» 0 za (k,[) — (o, 00). Prema propoziciji[2.2}
slijedi da je dvostruki red ] 3’ )ax, divergentan. O
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Korolar 2.20 (Cauchyjev kriterij konvergencije za dvostruke redove). Neka je (ay;) dvo-
struko indeksirani niz realnih brojeva takav da |a;,|"'*" — a za (k,1) — (00, ), gdje je
a € RU{oo}. Ako je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgovaraju dvostrukom redu
2 2@y apsolutno konvergentan i a < 1, onda je 3, 3, ax; apsolutno konvergentan. S
druge strane, ako je a > 1, onda je dvostruki red . 3 nax, divergentan i svi osim konacno
mnogo redak-redova i stupac-redova su takoder divergentni.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz teorema (1) za a := ”T“ Sada pretpostavimo da je

a > 1. Tada postoji (ko,ly) € N? takav da |a;|"* > 1 za sve (k,) > (ko,ly). Tvrdnja
(i1) iz teorema pokazuje da je dvostruki red »; >’ ,ax, divergentan. Takoder, za svaki
fiksni k > ko vidimo da a;; + 0 zal — oo, 1 stoga redak-red )}; a;,; divergira. Sli¢no, za
svaki fiksni [ > [y, stupac-red ) ; a;,; divergira. O

Sljedecéi rezultat nas dovodi do D’ Alambertovog kriterija. To je drugi osnovni kriterij
za odredivanje apsolutne konvergencije dvostrukih redova.

Teorem 2.21. Neka je (ay;) dvostruko indeksirani niz realnih brojeva.

(1) Pretpostavimo da je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgovaraju dvostru-
kom redu ) ) nax, apsolutno konvergentan. Ako postoji a € R, a < 1, takav da je
ili |ag 1| < alay| za velike k i 1, ili |ag1 4| < alay,| za velike k i [, onda je dvostruki
red ), Y. apsolutno konvergentan.

(ii) Ako je min {|ag1l, lagel} = lagl > 0 za velike k i I, onda je 3, 3 pax,; divergentan
i svi osim konacno mnogo redak-redova i stupac-redova su takoder divergentni.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da postoje a € R, a < 1, i (ky, ly) € N? takvi da je lag 1| < alag,|
za sve (k,1) > (ko,lp). MozZemo pretpostaviti da je @ > 0. Imamo |ay,| < alag;1| < -+ <
@ lay,| za sve (k, ) > (ko, lp). Buduéi da je 0 < @ < 1, vidimo da je Y., & < = za sve
n € N. Takoder, budu¢i da je red }}; ax,, apsolutno konvergentan, postoji § > 0 takav da je
Yy laks,| < B za sve m € N. Posljedi¢no,

m n m n m n ol & CY_lOﬁ
I - I
Z Z lag,| < Z Za/ lag,l = a™ Z la s, | ZCY < Z lag | <
11—« &= 1 -«

k=ko I=lp k=ko [=lp k=ko I=ly

za sve (m,n) > (ko, ly). Stoga, prema teoremu 2. 2@k, J€ apsolutno konvergentan.
Sli¢no se pokaZze da tvrdnja vrijedi i u slu¢aju da postoje @ € R, e < 1, i (ko, lp) € N? takvi
daje |ak+1’[| < alak,ll Za sve (k, l) > (k(), l())

(i) Pretpostavimo da postoji (kg, lp) € N? takav da je min {|az 41, lags1il} = lax > 0 za
sve (k, 1) > (ko, lp). Tada je

larl > laki-1l = - > lagg,| = lag-14] = -+ = lag, | >0
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za sve (k, 1) > (ko,lp). Buduci da je ay,;, # 0, uoCavamo da a;; - 0 za (k,[) — (o0, 00), te
za svaki fiksni k > kg, ax; - 0zal — ocoizasvaki fiksni [ > [y, ar; + 0zak — oo. Zeljeni
rezultat sada slijedi iz propozicije [2.2] |

Korolar 2.22 (D’Alambertov kriterij konvergencije za dvostruke redove). Neka je (ay;)

a a
lagi+1l - qili Wl lag+1.4]

dvostruko indeksirani niz realnih brojeva razlicitih od O takvih da ili = ool Tac
za (k, 1) — (o0, 00), pri ¢emu su a,a € R U {co}. Ako je svaki redak-red kao i svaki stupac-
red koji odgovaraju 3, Y., ax apsolutno konvergentania < lilia < 1, onda je 3. 3. ar
apsolutno konvergentan. S druge strane, ako je a > 1, onda je }, 3 ax,; divergentan i
svi osim konacno mnogo redak-redova su takoder divergentni, a ako je a > 1, onda je

2 2@k, divergentan i svi osim konacno mnogo stupac-redova su takoder divergentni.

—a

Dokaz. Prvi rezultat je posljedica teorema 2.21] (1) za a := (1 + @)/2 ili @ := (1 + a)/2
prematomejelia < lilijea < 1.

Sada pretpostavimo da je a > 1. Tada postoje a € R, & > 1, i (ko, lp) € N? takvi da je
lcllzk’:fl > a za sve (k,[) > (ko, lp). Tada imamo

lar)| > alag; | = - = o Plagy,|  zasve (k, 1) > (ko, lo).

Za bilo koji (k;,[;) € N?, neka je k := max {ko, k;}. Bududi da je @ > 1 1 ayy, # 0, moZemo
naci [ > max {lp,[,} takav da je &/ ™|a; ;| > 1. Tada je k > ki,[ > I; i |azy| = 1. Ovo
pokazuje da a;; - 0 za (k,I) — (00, 00), te je stoga dvostruki red ; 3’ ax, divergentan
prema propoziciji Takoder, za svaki fiksni k > ko, imamo |a; | > @' |ay | > lag,| > 0
zasvel > Ilyte ar; - 0zal — oo, §to povlaci da je ), ax,; divergentan. Sli¢ni argumenti
vrijede za a > 1. O

Primjer 2.6.3. (i) Ako je limes a u Cauchyjevom kriteriju (korolar[2.20) jednak 1, onda
dvostruki red )’ ) hax; moze apsolutno konvergirati ili divergirati. Ista tvrdnja vri-
jedi ako su limesi a i @ u D’ Alambertovom kriteriju konvergencije (korolar [2.22)
jedanki 1. Na primjer, neka je a; := # 1 by = m za (k,I) € N?. Tada se
lako vidi je svaki redak-red i svaki stupac-red koji odgovaraju dvostrukim redovima
2 2@t 1 2 2knbra (apsolutno) konvergentan i svi gore spomenuti limesi su jed-
naki 1 u oba slu¢aja. Medutim, kao $to smo vidjeli u primjeru (iii), X Xk
je (apsolutno) konvergentan, ali dvostruki red ] 3’ i, je divergentan.

(ii) Neka je p > 01 za (k,]) € N? neka je a;; := So. Lako se vidi (koristeci
npr. teorem [2.16] (iii)) da je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgova-
raju dvostrukom redu Y} 3 »ax; (apsolutno) konvergentan. Bududi da “Tk ”lll — 1za

(k,1) — (0, 00), prema korolaru [2.22]je 3. ¥’ @ (apsolutno) konvergentan. Alter-

nativno, isti zakljucak slijedi primjeéujuéi da '“"“I’l 1 za (k1) - (co, ).
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(iii) Neka je ar; = G5 za (k,)) € N°. Bududi da 2 — oo za (k,)) — (c0,00),

prema korolaru je 2 Xwnak, divergentan. Alternativno, kako je ai; > % :
% > 1 za (k,l) > (4,7), vidimo da je prema propozicijidvostruki red 3 >k

divergentan.

. . k+1)!
(iv) Nekaje ay, := W

prirodnog logaritma, vidimo da

za (k,1) € N”. Budui da (1+1)" — e zan — oo, gdje je e baza
s
gl

— 1 za(k,I) — (oo, 00). Takoder, za svaki fiksni

Ak+1,1 l

k € N, imamo lim;_, “2”“ = i, te za svaki fiksni / € N, imamo lim;_, =

Bududi da je e > 1, dvostruki red Y} Y ax: je (apsolutno) konvergentan prema
korolaru [2.22]i prema teoremu [2.16| (iii).

(v) Za (k,I) € N, neka je

_ | 50 ako je k + [ paran,
Wl =1 ko je k +1
> ako je k + [ neparan.
4 - lagperl o lagerd o 2k 4 . s lagpl _ lagergl o 3kt
];udum daje ol = Tlae = 3 < 55 ako je k+1 paran broj i ol = TJagl = 2wt 2

¢ ako je k + I neparan broj, D’ Alabmertov kriterij (korolar @) nije primjenjiv
u ovom primjeru. Iz istog razloga, teorem [2.21] nije primjenjiv. Nadalje, buduci
da dvostruko indeksirani niz (|ay|'/**") ne konvergira, nije primjenjiv Cauchyjev
kriterij (korolar . Medutim, buduéi da su |a["’| i lax,|"*| manji ili jednaki § za
sve (k,[) € N2, vidimo da je svaki redak-red kao i svaki stupac-red koji odgovaraju
dvostrukom redu Y, ¥ yax, (apsolutno) konvergentan. Takoder, |a;['/** < 1 <1
za sve (k, [) € N? i stoga je primjenjiv teorem Zakljucujemo da je dvostruki red
2. 2@k, (apsolutno) konvergentan.

Kriteriji za uvjetnu konvergenciju

Sada ¢emo opisati kriterije za uvjetnu konvergenciju. Oni se temelje na sljedeem rezul-
tatu, koji glasi:

n n—1
Z axby = a,B, + Z(ak — Qy+1) By,
=1 k=1

gdje sun € N,n > 2, a; 1 b, realni brojevi, te By = Zle byzak=1,...,n.

Propozicija 2.23 (Formula za parcijalno dvostruko sumiranje). Neka je (m,n) € N? tako
daje (m,n) > (2,2). Zak=1,....mil=1,...,n, neka su ay,; i by, realni brojevi i neka je
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By, = Zle Zé‘:l b; ;. Tada imamo

-1 n-1

m
Z E by = ampBma + (g — A1) — i1 + ies1 141) By
=1 =1 1=

n—1
+ Z(ak,n - ak+l,n)Bk,n + Z(am,l - am,l+1)Bm,l-
k=1 =1

E

>~
Il

Dokaz. Bududi da je bk’[ = Bk’[ - Bk—l,l - Bk,l—l + Bk—l,l—l (S tim daje BO,O = 0, BO,[ =01
Bio = 0 za (k, ) € N?), dobivamo

n n n n

n
Z A ibiy = E A By — Z Ak Bi-1, — Z i Br-1 + E i Bi-1,-1.

I=1 =1 =1 =1 =1
Stoga je

Zm: aribry = Z Z Ay Bry — Z Z Ag+1,Br

k=1 I=1 =1 [=1 k=1 [=1
n—1 n—1

m m—1
g Z Qi1 By + Z Aies1 141 B

k=1 [=1 k=1 I=1

Nakon zapisivanja dvostruke sume »;_, >, ax;Bi; u gornju jednakost kao

m n m—1 n—1 m—1
Zzalekz—amann+ aszk1+Zakann+Zamlez,
k=1 I=1 k=1 =1
i usporedivanjem odgovarajucih ¢lanova, dobivamo Zeljenu jednakost. O

Prisjetimo se Dirichletovog kriterija za konvergenciju redova.

Teorem 2.24 (Dirichletov kriterij za redove). Neka su (ay) i (by) nizovi realnih brojeva
takvi da

(1) (ay) monotono teZi nuli,
(1) niz parcijalnih suma reda ), by je ogranicen.
Tada je red ), aiby konvergentan.

Sada ¢emo navesti vazan kriterij za konvergenciju dvostrukog reda koji je analogon
Dirichletovom kriteriju za redove.



POGLAVLIJE 2. DVOSTRUKI REDOVI 39

Teorem 2.25 (Dirichletov kriterij za dvostruke redove). Neka su (ay;) i (by;) dvostruko
indeksirani nizovi realnih brojeva takvi da

(1) (ax,;) je bimonoton,

(11) za svaki fiksni | € N, niz k — ay; je monoton, i za svaki fiksni k € N, niz | — ay, je
monoton,

(111) limy_eo g g, limy_,oo ay1 i limy_,o a1 postoje i svaki je jednak 0,

(iv) dvostruko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda 3, 3 b, je
ogranicen.

Tada je dvostruki red ), . naxbr, konvergentan i dvostruko indeksirani niz njegovih par-
cijalnih dvostrukih suma je ogranicen.

Dokaz. Najprije ¢emo pokazati da a;; — 0 kada (k,/) — (o0, 0) i da je (ax;) ogranicen.
Neka je € > 0. Prema pretpostavci (iii), postoji ko € N takav da

(k,]) € N*i (k, 1) > (ko, ko) = larsl < &, lax1] < gilayl < &.

Razmotrimo (k, [) € N? s tim da je k > ko i [ < k. Prema pretpostavci (i), ili je a; < ar; <
aryx 1l ary > ax; > agy. Budui da je ag 1, arx € (—¢, ), slijedi a; € (—¢, &). Sli€no, ako
je (k,I) e N*>stimdajel > kyik < [, onda je ar; € {—¢,¢&). Dakle, za sve (k,[) € N*> s
tim da je k > ko ili [ > ky vrijedi |ay,| < €. Budu¢i da je & > 0 proizvoljan, ovo povlaci da
ar; — O0kada (k, 1) — (o0, 00). Takoder, stavimo li € := 1 i @ := max{lay|: 1 <k, < ko},
dobivamo |a; ;| < max {1, @}, Sto pokazuje da je (a;;) ogranicen.

Razmotrimo sada svaki ¢lan na desnoj strani formule za parcijalno dvostruko sumiranje
(propozicija [2.23). Prvi €lan je ay,Bu,, gdje je Bu, = Yy Sy biy za (m,n) € N2,
Budu¢i da je (B,,,) ogranicen prema pretpostavci (iv), to postoji 8 > O takav da je |B,,,| < 8
za sve (m,n) € N?. Bududéi da a,,, — 0 kada (m,n) — (o0, ), slijedi da a,,,B;, — 0
kada (m, n) — (oo, 00).

Sto se ti¢e drugog &lana, uo¢imo da je prema pretpostavci (i), dvostruko indeksirani niz
(ax,;) bimonoton, i stoga za sve (m, n) > (2, 2) vrijedi

m—1 n—1

(s = @rers = Qrier + Qrer i) B

IA

m—1 n—1
B § Z(ak,l = k41 = Akl + ks1g41)
=1 =1

= ﬁ|a1,1 — Q1 — A1+ Ay pl -
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Budu¢i da je dvostruko indeksirani niz (a,,,,) ogranicen, iz teorema[2.6|slijedi da je dvostru-
Kired 3 3@k —ake10— Ak s1 + Arer,141)Big apsolutno konvergentan. Prema teoremu m
(1), dvostruko indeksirani niz njegovih parcijalnih dvostrukih suma je ogranicen, a prema
teoremu [2.9] taj dvostruki red je konvergentan. Neka C oznacava njegovu dvostruku sumu.

Razmotrimo tre¢i ¢lan. Budu¢i da je za svaki fiksni n € N, niz k — a;,, monoton, to za
svaki (m,n) > (2,2) vrijedi

<B

= ﬁ |al,n —Amp| -

m—1
Z (ak,n - ak+1,n)
k=1

Kako a;, — Okadan — o 1a,, — 0kada (m,n) — (co,0c0), zakljuCujemo da |a;, —
amn — 0 te stoga Zk’"z_ll(ak,,, — @s1.0)Brn — 0 kada (m,n) — (o0, 00). Slicno, slijedi da
27;11 (am,l - am,l+1)Bm,l — 0 kada (m’ l’l) - (OO’ OO)

Prema formuli za parcijalno dvostruko sumiranje, dobivamo

m—1
Z (ak,n - ak+l,n) Bk,n
k=1

m n
> @by > 0+C+0+0=C Kada(m,n) = (c0,00),
k=1 =1
Sto pokazuje da je dvostruki red }; 3 ax:br, konvergentan. Takoder, buduci da je svaki
od Cetiri ¢lana na desnoj strani formule za parcijalno dvostruko sumiranje ogranien, to
je dvostruko indeksirani niz parcijalnih dvostrukih suma dvostrukog reda }; >’ ,ax.ibi;
ogranicen. O

Korolar 2.26 (Leibnizov kriterij za dvostruke redove). Neka je (ay;) dvostruko indeksirani
niz realnih brojeva koji zadovoljava pretpostavke (i), (ii) i (iii) dane u teoremu[2.25] Tada
Jje dvostruki red Z(k,l)(—l)k”ak,l konvergentan.

Dokaz. Definiramo by := (—=1)*' za (k,1) € N*i B, := Y-, Y-, bis za (m,n) € N* Tada
m 2 0 ako je m ili n paran,
Bin = [;—1‘( D )(;_1:( 1)] { 1 ako su m 1 n neparni.

Stoga je dvostruko indeksirani niz (B,,,) ograni¢en. Sada teorem [2.25] pokazuje da je
dvostruki red )} Y’ 4., (—=1)**a, konvergentan. O

U sljede¢em korolaru, koristit ¢emo trigonometrijske identitete

B < +1 B
sin 0 Z sin(A + jB) = sin (A + P B) sin p?
=1
i P
B +1 B
sin 5 Z cos(A + jB) = cos (A 4P B) sin %,
=1

gdjesuA,BeRipeN.



POGLAVLIJE 2. DVOSTRUKI REDOVI 41

Korolar 2.27 (Kriterij konvergencije za trigonometrijske dvostruke redove). Neka je (ay;)
dvostruko indeksirani niz realnih brojeva koji zadovoljava pretpostavke (i), (ii) i (iii) te-
orema [2.25] Neka su 6 i ¢ realni brojevi, od kojih niti jedan nije cjelobrojni visekratnik
broja 2n. Tada su dvostruki redovi

DD ausinkO o) i DN aycoskd +lg)

konvergentni.

Dokaz. Za (m,n) € N?, definiramo

n

= i Zn: sin(k@+lp) 1 Cpyp = Zm: cos(k6 + lp).
k=1 I=1 k=1

=1

Buduci da niti jedan od 6 i ¢ nije cjelobrojni visekratnik od 27, to je sin g #01 sin% # 0.
Koristeci gore navedene trigonometrijske identitete, dobivamo

. 1 . . 1 1
[sm (k@ + 2 go) sm—J _ sin Z sm(”* o+ 0) sin %2

sin £ sin §

sin £ )

2

n+l - n n+l m+1
i[cos k9+ zgo)sm?]_smj‘f’ cos(2¢,0+—6)sm—
¢ - . f * ] .
v sin £ sin £ sin §
Slijedi
|Bm,n < |Cm,n S T, Zasve (m,n) € N°.
|s1n sin £ | |sm Zsin %

Stavimo by, := sin(kf + lp) za (k,l) € N?. Tada su ispunjene pretpostavke teorema [2.25]
pa je dvostruki red »; 3’ ax; sin(kf + lp) konvergentan. Slicno, 3, > ak; cos(kf + lp) je
konvergentan. m|

Primijetimo da je korolar [2.26|poseban slucaj korolara[2.27]s 6 = 7 = ¢.

Napomena 2.6.2. Ako su 0 i ¢ cjelobrojni visekratnici broja 2r, onda je sin(kf + lp) =
cos(kf + lp) = 1 za sve (k,1) € N?, pa je svaki ¢lan dvostrukog reda Y. 2@kt SIn(kO + lp)
Jednak nuli, dok je dvostruki red }, . ax; cos(kf + lo) zapravo dvostruki red 3, 3 ak:
koji moZe konvergirati ili divergirati. Nadalje, pretpostavimo da je jedan od 0 i ¢ cje-
lobrojni visekratnik od 2n, a drugi nije. Pretpostavimo da je 0 = 2pn za neki p € Z i
@ # 2qn za bilo koji g € Z. Tada je sin(kf + lp) = sin(lp) i cos(kO + lp) = cos(ly) za sve
(k,1) € N2 Ovisno o izboru dvostruko indeksiranog niza (ay;) (koji zadovoljava pretpos-
tavke (i), (ii) i (iii) teorema i ovisno o izboru ¢, dvostruki redovi 3} 3’ pa; sin(ly) i
2 2@k €os(lp) mogu apsolutno konvergirati, mogu uvjetno konvergirati ili mogu diver-
girati.
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Primjer 2.6.4. Neka je p > 0i a; = ﬁ za (k,I) € N2, Jasno je da (ay,;) zadovo-
ljava pretpostavke (ii) i (iii) teorema [2.25] PokaZimo da (ay,) zadovoljava pretpostavku (i)
teorema[2.25] U tu svrhu uvedimo funkciju

1
f(X) = _p’ X € <0’ OO>
X

Tada je f”(x) = pgf;le) > 0 za svaki x € (0, o), pa je f konveksna funkcija. Stoga je za sve
k,leN,

k+D+k+1+2)

fk+1+1)=f > —f(k+l)+ f(k+l+2)
odnosno
1 < 1 1 N 1 1
k+1+1DP =2 (k+D? 2 (k+1+2)P
Odavde slijedi
N 1 N 1 2
a a =
LT S L k+1+1)p  (k+1+1)P  (k+1+1)r
1 1

G+Dr  k+l+2p

= Qg+ Q1041

za sve (k,]) € N?, pa je dvostruko indeksirani niz (a;;) bimonotono rastudi, ¢ime je zado-
voljena pretpostavka (i) teorema[2.25] Prema Leibnizovom kriteriju, dvostruki red

(_ 1)k+l
Z Z(k,l) (k +Dyr

je konvergentan. Zapravo, prema primjeru [2.3.1] (i), dvostruki red je apsolutno konvergen-
tan za p > 2 i uvjetno konvergentan za 0 < p < 2. S druge strane, propozicija[2.2] pokazuje
da je taj dvostruki red divergentan za p < 0.

Nadalje, ako je p > 0 i ako niti jedan od 6 1 ¢ nije cjelobrojni viSekratnik od 27, onda
korolar pokazuje da su dvostruki redovi

sin(k6 + l(p) cos(kf + lcp)
Z Z(k D (k+1)P Z Z(k D (k+1Dp

konvergenti.
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2.7 Dvostruki red potencija

Za nenegativne cijele brojeve k i [, neka je ¢;; € R. Dvostruki red

k.l . )
Z Z(k,l)z(O,O)Ck’lx Y, gdjeje (x,y) € R,

zovemo dvostruki red potencija (oko (0,0)). Za (k, ) > (0, 0), realni broj ¢ ; se zove (k, [)-ti
koeficijent. Ubuduée, kada budemo promatrali dvostruki red potencija Y} ., crix*y', pret-
postavljat éemo da indeks (k, /) prolazi skupom svih parova nenegativnih cijelih brojeva, te
da su koeficijenti ¢y, realni brojevi. Za (m, n) > (0, 0), (m, n)-ta parcijalna dvostruka suma
dvostrukog reda potencija Y} Y ,cri X'y je

Am,n(X,Y) = i i CkJ)Ckyl.

k=0 [=0

Ako je (x,y) = (0,0) onda je, za bilo koji izbor koeficijenata c;;, dvostruki red potencija
> Z(k’l)ck,lxky’ konvergentan 1 njegova dvostruka suma je jednaka cyy. Takoder, ako je
x € Riy = 0, onda je dvostruki red potencija konvergentan ako i samo ako je red potencija
Yoo croXt konvergentan. Isto tako, ako je x = 01y € R, onda je dvostruki red potencija
konvergentan ako i samo ako je red potencija Y.;° co,y’ konvergentan.

Opéenitije, ako je (xg, yo) € R?, onda dvostruki red

_ k _ [
ZZ(k,l)z(O,O)Ck’l(x X0) (v = yo)

zovemo dvostruki red potencija oko (xy, o). Kriteriji konvergencije ovog dvostrukog reda
dobiju se razmatranjem dvostrukog reda potencija ), Z(k,,)ck,lfckj)l, gdjeje ¥ = x — xp 1
y=y-o.

Tipi¢ni skupovi to¢aka (x,y) € R? za koje je dvostruki red potencija konvergentan
prikazani su u sljede¢im primjerima.

Primjer 2.7.1. (i) Nekaje c;; := k*I' za (k, 1) > (0, 0). Neka je (x,y) € R%. Akoje x # 0
iy # 0, onda je |ck,lxkyl| > 1 za sve (k,I) € N? takve da je k > ﬁ il > Ell Stoga
je prema propoziciji dvostruki red potencija Y} )¢k x*y' divergentan. Sli¢no,
ako je x # 01y = 0, onda je red Y.;2, cxox' divergentan, i ako je x = 0iy # 0 onda
je red Y2 cosy' divergentan. Prema tome, dvostruki red potencija Y, Y ,ceixy' je
konvergentan ako i samo ako je (x,y) = (0,0).

(ii) Neka je ¢y := gy za (k1) > (0,0). Iz primjera[2.1.1] ii) slijedi da je dvostruki red

Il
potencija Y, ¥, ¢k X"y konvergentan za sve (x,y) € R

(iii) Neka su a,b € R\ {0}, te neka je c;; := a*b' za (k,]) > (0,0). Iz primjera
(i) slijedi da je dvostruki red potencija ), Y »ckix*y' (apsolutno) konvergentan ako i
samo ako je ax| < 11 |by| < 1, odnosno, |x| < ﬁ 1yl < ﬁ.
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(iv)

)

(vi)

Za (k,I) > (0,0), neka je

L akoje k =1,
k=10,  akojek # 1.

Za (x,y) € R?, parcijalne dvostruke sume dvostrukog reda potencija Y, Y, crix*y’

su
0, akojem =0, n >0,

Am,n(xa y) = nyl, akOje (m, l’l) > (1, 0)

Posljedi¢no, dvostruki red potencija konvergira apsolutno ako je x = 01ili |y| < 1, dok
divergira ako je x # 01 [y| > 1. Slijedi da je skup svih (x,y) € R? za koje dvostruki
red potencija konvergira jednak skupu R x (-1, 1) zajedno s osi y. Na tom skupu je
konvergencija apsolutna.

Za (k,1) > (0,0), neka je

1, akoje k =1,
=V 0,  akojek # 1L

Za (x,y) € R?, parcijalne dvostruke sume dvostrukog reda potencija ), Y. . crix"y’

su
min{m,n}

Apa(x,y) = D ()’ za(m,n) > (0,0).
p=0

KoristeCi Cinjenicu da je geometrijski red 3., a” apsolutno konvergentan ako je |a| <
1, dok divergira ako je |a| > 1, vidimo da je dvostruki red potencija apsolutno konver-
gentan ako je |xy| < 1, dok divergira ako je |xy| > 1. Tako da je podskup od R? na ko-
jem ovaj dvostruki red potencija konvergira jednak skupu {(x,y) € R? : =1 < xy < 1}

omedenom hiperbolama xy = 11 xy = —1. Na tom skupu konvergencija je apsolutna.
Neka je ¢y : (];:ll,) za (k,1) > (0,0). Neka je (x,y) € R%. Kao u dokazu teorema

(ii1), pokaZze se da je

m+n

S el < 3 Y f{','(x'] 'ky)', = 3 i+ b

k=0 =0 j=0 k=0 =0
za (m,n) > (0,0), a

J n

AN kpy ! \ |x| |)’|J ‘ j
§ E el Iyl = E E (Ix[ + yD
Jj=0

k=0 [=0 Jj=0 k=0



POGLAVLIJE 2. DVOSTRUKI REDOVI 45

zan > 0. S obzirom da geometrijski red ) ;(|x| + ly])/ konvergira apsolutno ako i
samo ako je |x| + |y| < 1, iz gornjih nejednakosti slijedi da i dvostruki red potencija
> YnCrix'y’ konvergira apsolutno ako i samo ako je |x| + [yl < 1.

Za razliku od redova potencija, gdje je podrucje konvergencije reda uvijek jednoc¢lan
skup ili interval u R, gornji primjeri pokazuju da skup svih (x,y) € R? za koje dvostruki red
potencija }; Z(k,l)ck,lxkyl (apsolutno) konvergira moze biti raznolik. U vezi s navedenim,
prisjetit éemo se dvije tvrdnje vezane uz redove potencija.

Lema 2.28 (Abelova lema). Neka je xo € Ric; € Rzak > 0. Ako je skup {ckx’(‘) 1k >0}
ogranicen, onda je red potencija Y-, cix* apsolutno konvergentan za svaki x € R takav
da je |x| < |xol.

Iz prethodne leme proizlazi osnovni rezultat o (apsolutnoj) konvergenciji reda poten-
cija.

Teorem 2.29 (Abelov teorem). Red potencija ., c;x* ili apsolutno konvergira za svaki
x € R, ili postoji nenegativan realan broj r takav da red potencija Y cix* apsolutno
konvergira za svaki x € R za koji je |x| < r i divergira za svaki x € R za koji je |x| > r.

Ako red potencija Y, cxx* apsolutno konvergira za svaki x € R, tada kaZzemo da je
njegov radijus konvergencije jednak co. U protivnom, radijus konvergencije reda potencija
> cxx* definira se kao jedinstveni nenegativni realni broj r, takav da red apsolutno ko-
nvergira na intervalu (—r, r) i divergira na skupu (—oo, —r) U (r, 00). Sada ¢emo pokazati
analogone prethodnih rezultata za dvostruke redove potencija.

Lema 2.30 (Abelova lema za dvostruke redove potencija). Neka je (xo,yo) € R? i neka
je cky € Rza (k,I) > (0,0). Ako je skup {ck,lxgyé 2 (k,I) = (0,0)} ogranicen, onda je
dvostruki red potencija ), Z(k’l)ck,lxkyl apsolutno konvergentan za svaki (x,y) € R? takav
da je x| < lxol i |yl < |yol-

Dokaz. Ako je xo = 0ili yp = 0, nemamo Sto dokazivati. Pretpostavimo da je xo # 01
yo # 0. Neka je @ € R takav da je |cxiyh| < @ za sve (k,1) > (0,0). Uzmimo proizvoljni

(x,y) € R? takav da je |x| < |xo| i |y| < [yo| i stavimo B := bl iy:= % Tada je

|xol
|ck,1xkyl| = |ck,lx’(§y6| By < aBy! za sve (k,1) > (0,0).

Bududidaje B < 1iy < 1, geometrijski dvostruki red ) Y, ,8*y' je konvergentan. Prema
kriteriju usporedbe za dvostruke redove (teorem ) slijedi da je 3} 3’ ., ckiX*y' apsolutno
konvergentan. O
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Teorem 2.31 (Abelov teorem za dvostruke redove potencija). Dvostruki red potencija
> Z(k’,)ck,lxky’ ili apsolutno konvergira za sve (x,y) € R?, ili postoje nenegativni realni
brojevi r i s takvi da red apsolutno konvergira za sve (x,y) € R? za koje vrijedi |x| < r i
y| < s, dok je skup {c;;x*y" : (k,1) > (0,0)} neogranicen za sve (x,y) € R? takve da je
|x| > rilyl > s.

Dokaz. Za (x,y) € R?, neka je C,, := {cp,x*y' 1 (k, ) > (0,0)}. Neka je E := {(x,y) € R*:
C., ograniCen }. Za (x,y) € R?, uo¢imo da je (x,y) € E ako i samo ako je (|, [y]) € E.
Ako je E = R?, onda za bilo koji (x,y) € R* moZemo pronaéi (xy,yy) € E takav da je
Ix| < |xol 1 [yl < [yol- Buduci da je skup C,,,, ograni¢en, prema lemi @ dvostruki red
> Ve xy! je apsolutno konvergentan. Nadalje, pretpostavimo da je E # R*. Skup E je
neprazan buduci da je (0,0) € E. Stoga skup E ima rubnu tocku (x*, y*) € R2. Definirajmo
r = |x*|is := [y*|. Nekaje (x,y) € R% |x| < rily| < s. Prema definiciji rubne tocke,
postoji niz u E koji konvergira k (x*, y*), tako da moZemo pronaci (xy, o) € E takav da je
|x| < |xol 1|y] < |yol.- Stoga, prema lemi > Y ncrix'y' je apsolutno konvergentan. S
druge strane, neka je (x,y) € R? takav da je |x| > r1i[y| > s. Prema definiciji rubne tocke,
postoji niz u R? \ E koji konvergira k (x*,y*), tako da moZemo pronaéi (x;,y;) € R*\ E
takav da je |x;| < |x| 1 [y;] < |yl. Buduci da je skup C,, ,, neograniCen, slijedi da je skup
C., takoder neograni¢en. Ovo dokazuje postojanje nenegativnih realnih brojeva r i s koji
imaju trazena svojstva. O

Ako je dvostruki red potencija Y, 3 ;¢ x*y' apsolutno konvergentan za sve (x, y) € R?,
onda kazemo da je njegov biradijus konvergencije (oo, c0). InaCe, kazemo da je uredeni par
(r, s) nenegativnih realnih brojeva biradijus konvergencije dvostrukog reda potencija, ako
dvostruki red apsolutno konvergira za sve (x,y) € R? stimdaje |x| < rily| < s, dok je skup
C.y = {crix®y' 1 (k, 1) > (0,0)} neogranicen za sve (x,y) € R? takve da je x| > rily| > s.
Prema prethodnom teoremu svaki dvostruki red potencija ima biradijus konvergencije.

Napomena 2.7.1. (i) Zanimljivo je uociti da ako je r radijus konvergencije reda potencija,
onda red potencija divergira za sve x € R takve da je |x| > r, a ako je (r, s) biradijus
konvergencije dvostrukog reda potencija, onda je skup C., := {cix*y' : (k,1) > (0,0)}
neogranicen za sve (x,y) € R* takve da je |x| > r i |yl > s. Neograni¢enost skupa C,,
u teoremu [2.31] se ne moZe zamijeniti s divergencijom dvostrukog reda potencija u (x,y)
kao sto pokazuje sljedeci primjer. Neka je coy = 1,cro = co; = 1 za sve k,l € N,
cry = —lcpy = ¢y 1= —% za sve k,l > 2, icyy = 0zasve (k1) > (2,2). Ako A,,.(x,Y)
oznacava (m,n)-tu parcijalnu dvostruku sumu dvostrukog reda potencija }, Z(k,l)ck,lxkyl,
onda je Ago(x,y) = 1iza (m,n) € N? vrijedi

m

Ano(r,3) = D12, Agu(xy) = )V,
=0

k=0
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Apn(,y) = 1+(1 - %)Zx’w@ —%)Zy’. 2.2)

Jasno je da dvostruki red potencija ), Z(k,l)ck,lxkyl apsolutno konvergira za sve (x,y) € R?
takve da je |x| < 1i|y| < 1. Ako je |x| > 1i|y| > 1, tada je c; o|xI*[y|° = |x* i collx®ly|" = [y
za sve (k, 1) € N2, odakle slijedi limy_,., ¢y olx|*|y|°® = o0 i lim;_q, co |x°ly|' = o0, §to pokazuje
da je skup C., neogranicen. Time smo ujedno pokazali da je uredeni par (1, 1) biradijus
konvergencije dvostrukog reda potencija ), Z(k,l)ck,lxkyl. Medutim, ne postoje nenegativni
realni brojevi r i s takvi da ovaj dvostruki red potencija konvergira apsolutno za sve (x,y) €
R? za koje je |x| < rily| < s i divergira za sve (x,y) € R? za koje je |x| > r i |y| > s. Naime,
kako ¥, ¥, crix’y' konvergira apsolutno za |x| < 1i |yl < 1, te kako prema (2.2)) dvostruki
red potencija 3, Z(k’,)ck,lx"yl divergira k oo za x,y € [1,2),to sur = 1is = 1 jedini
kandidati za brojeve r i s. Medutim, buduci da je A, ,(2,2) = 1 za sve (m,n) € N2, vidimo
da dvostruki red potencija ), Z(k’,)ck,lxky’ konvergirak 1 u (2,2). Stoga brojevir = 1is =1
ne zadovoljavaju traZeni uvjet.

(i1) Radijus konvergencije reda potencija je jedinstven. Dvostruki red potencija moZe
imati nekoliko biradijusa konvergencije. Na primjer, neka je ¢y, := 1 ako jek =1icy; =0
ako je k # 1 za sve (k,1) > (0,0). Tada dvostruki red potencija }, Z(kvl)ck,lxkyl = Yoo X
konvergira apsolutno ako je |xy| < 1. S druge strane, ako je |xy| > 1, onda je skup C,, :=
{(xy* 1 k > 0} neogranicen. Slijedi da je (t,1/t) biradijus konvergencije za svaki pozitivni
realni broj t. Stoga je vazno pronaci sve biradijuse konvergencije, ili ako to ne uspije, onda
barem Sto ih je moguce vise, kako bi se dobila potpunija slika konvergencije dvostrukog
reda potencija.

Ako je r radijus konvergencije reda potencija, onda je interval konvergencije tog reda
potencija jednak (—r,r). To je najveci otvoreni podskup od R u kojemu dvostruki red
apsolutno konvergira. Analogno, domena konvergencije dvostrukog reda potencija definira
se kao skup svih (x,y) € R? takvih da dvostruki red potencija konvergira apsolutno u
svakoj tocki nekog otvorenog kvadrata sa srediStem u (x,y). Uocimo da ako je D do-
mena konvergencije dvostrukog reda potencija, onda je D otvoreni podskup od R? i &ak
Stovise, (x,y) € D ako i samo ako je (|x|,|y]) € D. Prema lemi 1 teoremu slijedi
da (xo,y0) € R* pripada domeni konvergencije od ), Y, ncrixy’ ako i samo ako je skup
{crs X! 2 (k, 1) > (0,0)} ograni&en za svaki (x, y) u nekom otvorenom kvadratu sa sredi§tem
u (xop,yo). Takoder slijedi da je domena konvergencije dvostrukog reda potencija prazan
skup ako 1 samo ako je (0, 0) biradijus konvergencije tog dvostrukog reda potencija.

Neka je »; Z(k,,)ck,,xkyl dvostruki red potencija i neka je D domena njegove konvergen-
cije. Pretpostavimo da je (0,0) € D i D # R?. Pokazat ¢emo kako odrediti D C R%. Za
svaki (x,y) € R?, neka je Cyy := {cex*y' @ (k,1) > (0,0)}). Prema lemi slijedi da za
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svaki 0 € (0, 5) postoji jedinstvena tocka (x(6), y(6)) na zraci
Ly :={(x,y) € R?: x> 0,y > 0, xsinf = ycos 6}

takva da vrijede sljedeca dva uvjeta:

(i) dvostruki red potencija konvergira apsolutno u svakoj tocki (x, y) na otvorenom in-
tervalu izmedu (0, 0) i (x(6), y(9)),

(ii) skup C,, je neograniCen za svaki (x,y) € Ly takav da je x > x(6) iy > y(6).

My
1 L(8y)

/ L(6)
g (%0, ¥

(g ctg 6, yg)
(x(8), y(6))

(xg. xptg 6)

v

X

Slika 2.1:

Pokazat ¢emo da su realne funkcije definirane s 8 — x(6) i 6 — y(6) neprekidne na
intervalu (0, 5). Neka je 6y € (0, 3) 1 (xo, o) := (x(689), y(6p)). Sada dvostruki red potencija
konvergira apsolutno za svaki (x,y) € R* zakojije 0 < x < x9i 0 < y < yo, a skup C,., je
neograni¢en za svaki (x,y) € R? za koji je x > xo iy > yo. Stoga, za bilo koji 8 € (0, Z),
tocka (x(6), y(0)) pripada segmentu koji spaja tocke (xo, xotg 6) i (yoctg 6, yo). Buduéi da su
funkcije tangens i kotangens neprekidne u 6, i bududéi da vrijedi xotg 6y = yo 1 yoctg 6y = Xo,
slijedi limy_,q, X(6) = xo 11imy_,9, y(6) = yo. Ovo dokazuje neprekidnost funkcija 6 — x(6)
16 — y(6) u tocki ). Oznacavajuci domenu konvergencije dvostrukog reda potencija u
prvom kvadrantu dobili smo neprekidnu krivulju. S obzirom na simetriju dobivamo sli¢ne
krivulje u preostala tri kvadranta (iskljucujuci os x i 0s y).

U sljedecoj tablici navedene su domene konvergencije i biradijusi konvergencije dvo-
strukih redova potencija razmatranih u primjeru [2.7.1]
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Dvostruki red potencija ~ Domena konvergencije  Biradijus konvergencije

2 Yapk Ixky 0 (0,0)
)y Z(k,l)ﬁxkyl R? (00, 00)
> Z(k,,)akblxkyl {(x y) ER?: x| < Ial (r, ﬁ) za0<r< lgl‘,
a+0,b#0 i< (&.5) a0<s< 4
x Y2y {(x,y) eR?: |y| < 1} (rn1)za0 < r < oo,
T A (L) eR: i<l (H)za0<r<oo
(k+1)‘ 2.
2 2D 1 () eR* x|+ yl<1}  (1-Hza0<r<1

Ovi primjeri su tipi¢ni i pokazuju raznolikost oblika domene konvergencije dvostrukog
reda potencija. Primjer u predzadnjem redu gornje tablice pokazuje da domena konver-
gencije ne mora biti konveksan podskup od R?. Medutim, prema Fabryjevom rezultatu iz
1902. godine, domena konvergencije svakog dvostrukog reda potencija je log-konveksna,
to jest, otvoren podskup D od R? takav da je {(In|x|,In[y]) : (x,y) € D i xy # 0} konveksan
poskup od R

2.8 Taylorov dvostruki red i Taylorov red

Neka je D C R? otvoren skup, neka je (X, yo) unutarnja tocka od Dinekaje f : D — R
takva da sve parcijalne derivacije od f svakoga reda postoje i neprekidne su na nekom
kvadratu sa srediStem u tocki (xg, yp). Dvostruki red potencija

ZZ k+lf( Yo,y o)(x Xo) - o)

kD OxkOyt Al

se zove Taylorov dvostruki red funkcije f oko tocke (xy,yo). Uocimo da su koeficijenti
ovog dvostrukog reda potencija jednaki

1 8k+l f

KU1 Oxkdy (%0, y0)  za(k, 1) = (0,0).

Ckl =
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Zan=0,1,2,..., ntaparcijalna suma dijagonalnog reda }: ; ¢;(x, y) koji odgovara gornjem
dvostrukom redu je

Seen = DY LS

=0 J=0 k20 120 oy
n J j _ k _ Jj—k
_ ZZ of x )(x X0)” (v = ¥o)
T N T VRO Th

Polinom

n J ' k j—k
(x = x0)" (y = yo)’
Py(x,y) Z axkayj TG00

zove se n-ti Taylorov polznom funkcue f oko tocke (xg, yo), a red

o0

D ciny), ediejeci(xy)i= > > cux—x0) (=0 za j =0,

Jj=0 k>0 1>0 k+i=j

Taylorov red funkcije f oko (xg,yo). Dakle, Taylorov red funkcije dviju varijabli je dijago-
nalan red koji odgovara njenom Taylorovom dvostrukom redu.

Vazno pitanje koje bismo Zeljeli razmotriti je sljedece: je li Taylorov dvostruki red i/ili
Taylorov red funkcije f oko (xo,yo) (apsolutno) konvergentan u danoj to¢ki (x,y) € R?, i
ako je tako, je li odgovarajuca dvostruka suma i/ili odgovaraju¢a suma jednaka f(x, y), pod
uvjetom da je (x,y) € D. Ako je (x,y) := (xg, o), onda je svaka parcijalna dvostruka suma
Taylorovog dvostrukog reda funkcije f oko (xo, yo), kao i svaka parcijalna suma Taylorovog
reda funkcije f oko (xo,yo), oCito jednaka f(xo,yo). Stoga je odgovor na naSe pitanje
potvrdan ako je (x,y) = (xo,y0). Medutim, moguce je da za svaki (x,y) € D \ {(xo,y0)} 1
Taylorov dvostruki red i Taylorov red funkcije f oko (xo, yo) konvergiraju, ali ne k f(x,y).
Na primjer, neka je funkcija f : R> — R definirana s

Flxy) = { e_ﬁ, ako J:e (x,y) # (0,0),
0, ako je (x,y) = (0,0).

Funkcija f moZe se prikazati kao kompozicija funkcijah : R* — Rig : R — R definiranih
S
e_r%, akojer #0,

o= 80 ::{0 ako je 1 = 0

S obzirom da je g (0) = 0 za sve k € N, to je

ak+l f

W(O, 0) =0 zasve (k) >(0,0).
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Prema tome, Taylorov dvostruki red funkcije f oko (0, 0) kao 1 Taylorov red funkcije f oko
(0, 0) su nul-funkcije i zato ne konvergiraju k f(x, y) niti u jednoj tocki (x, y) # (0, 0).

Ako Taylorov dvostruki red funkcije f oko (xo,yo) konvergira apsolutno u (x,y) € R?
onda prema teoremu [2.11] (iii), Taylorov red funkcije f oko (xo, o) takoder konvergira
apsolutno u (x,y). Obrat ne vrijedi, kao §to ¢emo vidjeti u primjeru [2.8.1] (ii).

Za(x,y)€eDin=0,1,2,...,neka je

Rn(-xay) = f(x,Y) - Pn(-x’y)

Primijetimo da Taylorov red funkcije f oko (xy,yy) konvergira k f(x,y) ako i samo ako
R,(x,y) — 0 kada n — oo. Sljedeli rezultat daje dovoljne uvjete za apsolutnu konver-
genciju na R? Taylorovog dvostrukog reda i Taylorovog reda funkcije £, odnosno dovoljne
uvjete uz koje oba reda konvergiraju prema f.

Teorem 2.32. Neka je D otvoren podskup od R? i neka je (xy,yo) € D. Pretpostavimo da
funkcija f : D — R ima neprekidne sve parcijalne derivacije svakog reda na skupu D.
Pretpostavimo da postoje pozitivni realni brojevi My, ay i By takvi da vrijedi

k+1

———(x0,)0)

axkdy! < Mya* By’ za sve (k,1) > (0,0).

Tada Taylorov dvostruki red funkcije f i Taylorov red funkcije f oko (xo,yo) konvergiraju
apsolutno za sve (x,y) € R2. Cak $toviSe, oba reda konvergiraju k f(x,y), pod uvjetom da
duZina L koja spaja (xy, yo) i (x,y) leZi u D, te da postoje pozitivni realni brojevi M, « i 8
takvi da vrijedi

ak+l
Wafyl(x’ y)‘ < Mcd*'B' zasve (%,7) € Lizasve (k,[) > (0,0).

Dokaz. Buduci da eksponencijalni dvostruki red

[ag (x — x0)1* [Bo & — yo)'
Z Z(k,l) k! [

konvergira apsolutno za sve (x,y) € R? (v. primjer (i1)), to prema teoremu m
Taylorov dvostruki red funkcije f oko (x,yo) konvergira apsolutno za sve (x,y) € R2.
Posljedi¢no, prema teoremu (iii), odgovarajuci dijagonalan red, to jest Taylorov red
funkcije f oko (xo,yo), takoder konvergira apsolutno za sve (x,y) € R2.

Nadalje, neka je (x,y) € D takav da duZina L koja spaja (xo, yo) 1 (x,y) leZi u D, te neka
postoje pozitivni realni brojevi M, « i 8 takvi da vrijedi
8k+l f

W(i, )7)‘ < Md*B' zasve (%,7) € Lizasve (k1) > (0,0).
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Tada, prema klasi¢noj verziji Taylorovog teorema, postoji (¢, d) € L takav da

o f (x = x0)* (v = yo)'
(c,d) ,
Axkdy! k! I

Ru(x,y) = f(x,y) = Pulx,y) = Z Z

k20 120 gij=p+1
1 posljedicno,

Z Z ylex - xol)* (Bly = yol)!

IR, (x, y)l T T

IA

k>0 >0 k+l=n+1
n+1

v Z (alx = xo)* Bly — yol) '
- k! (n+1-k)!

n+1

M(alx — xol + Bly = yol)
(n+1)!

Odavde slijedi da R, — 0 kada n — oco. Prema tome, Taylorov red funkcije f oko (xg, yo)
konvergira k f(x,y) u tocki (x,y). Konacno, apsolutna konvergencija Taylorovog dvos-
trukog reda funkcije f oko (xo,yo) u (x,y) povlaci da je njegova dvostruka suma takoder

jednaka f(x,y) (prema teoremu [2.11). |
Primjer 2.8.1. (i) Nekaje D := {(x,y) €e R> : x < liy < l}inekaje f : D - R
definirana s f(x,y) := u—)c)lT—)) Lako se vidi da vrijedi
G f
W(O, 0) =k!! zasve (k,1) > (0,0).

Prema tome, Taylorov dvostruki red funkcije f oko (0, 0) je geometrijski dvostruki
red Y, Y., x*y'. Kao §to smo vidjeli u primjeru (i), taj dvostruki red konvergira
apsolutno za |x|] < 11 |y| < 1, a inace divergira. Osim toga, ako je |x| < 11 [y| < 1,
onda je dvostruka suma jednaka = f(x,y). Taylorov red funkcije f oko
(0,0) je

N S
(1=x)(1-y)

00 J
D ciny),  gdieje ci(xy) = Y Y za(xy) e R

j=0 k=0

Prema teoremu (ii1), taj red konvergira apsolutno za |x| < 11 [y| < 1, 1 tada je
njegova suma jednaka f(x,y). Pokazat cemo da red divergira za |x| > 1ili |[y| > 1.
Pretpostavimo da je |x| > 11 neka je u := . Tada imamo

j
ci(x,y) =szuj”‘ =x'(1+u+--+u) zaj>0.
k=0
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(i)

(iii)

Akojeu =1, onda je [c;(x,y)| = |x[/(j+1) > j+1,aakojeu # 1, onda

It -1 1 _q
eyl = P I W21 s,
lu — 1] e — 1]

Slijedi da cj(x,y) -» 0 kada j — oo. Stoga Taylorov red funkcije f oko (0,0)
divergira za |x| > 1. Sli¢no se pokaZe da red divergira za |y| > 1.

Nekaje D :={(x,y) € R*: x+y < l}inekaje f : D — R definirana s f(x,y) :=
Lako se vidi da vrijedi

1-x—

ak+l f

iy OO = k4Dl 7k l=0,12,...

Stoga je Taylorov dvostruki red funkcije f oko (0, 0) jednak

(k+D!
ZZ(kl) k-:-l' x

Kao $to je pokazano u primjeru (vi), ovaj dvostruki red konvergira apsolutno
ako i samo ako je |x| + [y| < 1. Taylorov red funkcije f oko (0, 0) jednak je

Z(Zk!(] k)v Jk) Z(x+)’)J

=0 \ k=0

Ovaj geometrijski red konvergira ako i samo ako je |x + y| < 1, 1 u ovom slucaju,
konvergencija je apsolutna i suma reda u (x,y) je jednaka m = f(x,y). Dakle,
ako (x,y) € R? zadovoljava |x + y| < 1 < |x| + |y|, onda Taylorov red funkcije f oko
(0, 0) konvergira apsolutno u (x,y), ali ne i Taylorov dvostruki red funkcije f oko
(0, 0). Buduc¢i da je Taylorov red funkcije f oko (0, 0) dijagonalan red koji odgovara
Taylorovom dvostrukom redu funkcije f oko (0, 0), slijedi iz teorema [2.8] da ako za
(x,y) € R? vrijedi |x| + [y| < 1, onda je dvostruka suma Taylorovog dvostrukog reda
funkcije f oko (0,0) u (x,y) jednaka f(x,y). MoZe se pokazati da ovaj Taylorov
dvostruki red konvergira uvjetno u (x,y) € R? ako i samo ako je x € (~1,0)ix+y =
—1 i u tom slucaju je njegova dvostruka suma jednaka %

Neka je D := R?inekaje f : D — R definirana s f(x,y) := sin(x + y). Stavimo li
g(u) :=sinuzau € R, lakose vididazak,[=0,1,2,..., vrijedi

ak+lf
dxky!

0, akoje k+1[ paran broj,
(k+l)
a0 0) = 0) = { (—=1)k*=br2, akoje k+ 1 neparan broj.
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Stoga je Taylorov dvostruki red funkcije f oko (0, 0) jednak

Z Z di 0, ako je k + [ paran broj,
, €j]e = +l- . .
(k.D) cx'y' gdjeje e : = l)r,li 1)/2, ako je k + [ neparan broj.

Taylorov red funkcije f oko (0, 0) jednak je

o0

J
D ey, gdiejeciry) = g0

=0 k=0 1

yj—k (])(())
o

(x+y),

to jest,

NN GRS
;(_1)J Qj+ D

Iz teorema [2.32] slijedi da i Taylorov dvostruki red i Taylorov red funkcije f oko
(0, 0) konvergiraju apsolutno k f(x,y) za sve (x,y) € R,

(iv) Nekaje D := R%*ineka je f : D — R definirana s f(x,y) := ¢**. Tada je

k+lf

gy OO =1 7ki=0.1.2,....

paje

Z Z(kz)km

Taylorov dvostruki red funkcije f oko (0, 0), a

SRSEA (x+yY
IS

=0 k=0

Taylorov red funkcije f oko (0, 0). Prema teoremu[2.32]slijedi da i Taylorov dvostruki
red 1 Taylorov red funkcije f oko (0, 0) konvergiraju apsolutno k f(x,y) za sve (x,y) €
R2.

Napomena 2.8.1. Neka je D otvoren podskup od R? i neka funkcija f : D — R ima
neprekidne sve parcijalne derivacije svakog reda na skupu D. Ako za svaki (xy,yo) € D,
postoje r > 011 s > 0 takvi da Taylorov dvostruki red funkcije f oko (xy,yo) konvergira
apsolutno k f(x,y) za sve (x,y) € D za koje je |x — xo| < rily —yo| < s, onda za f
kaZemo da je realna analiticka funkcija na D. U ovom slucaju, prema teoremu [2.11| (iii),
Taylorov red funkcije f oko (xy,yo) takoder konvergira apsolutno k f(x,y) za sve (x,y) € D
za koje je |x — xo| < rily — yol < s. Ocito, polinomi u dvije varijable su realne analiticke
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funkcije na R*. Koriste¢i teorem vidimo da su funkcije definirane s fi(x,y) := sin(x +
V)i fr(x,y) = e za sve (x,y) € R? realne analiticke funkcije na R*. Zapravo, ako
je D domena konvergencije dvostrukog reda potencija i ako je njegova dvostruka suma
oznacena s f(x,y) za (x,y) € D, onda je funkcija f realna analiticka na skupu D (v. 9.2.2 i
9.3.1u [1)]). S druge strane, funkcija koja ima neprekidne sve parcijalne derivacije svakog
reda na nekom otvorenom podskupu od R* ne mora biti realna analiticka funkcija na tom
podskupu. cho primjer, moZe se uzeti funkcija f : R* — R definirana s £(0,0) := 0 i

f(x,y) :=e o za (x,y) # (0,0).
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Sazetak

Tema ovog rada su dvostruko indeksirani nizovi i dvostruki redovi. U prvom poglavlju pri-
kazujemo neke osnovne rezultate vezane uz konvergenciju te monotonost i bimonotonost
dvostruko indeksiranih nizova. Dvostruke redove i njihovu konvergenciju prou¢avamo u
drugom poglavlju. U tocki [2.1] diskutiramo konvergenciju geometrijskog, eksponencijal-
nog, harmonijskog dvostrukog reda i njegovih varijanti. Konvergenciju dvostrukog reda
povezujemo s konvergencijom odgovarajucih uzastopnih redova (Fubinijev i Tonellijev te-
orem). U tocki [2.4]uvodimo pojam apsolutne i uvjetne konvergencije dvostrukog reda te
dobivamo neke korisne karakterizacije apsolutne konvergencije. Razni testovi za odredi-
vanje apsolutne i uvjetne konvergencije dvostrukog reda dani su u tocki [2.6] Dvostruki
redovi potencija proucavaju se u tocki Dvostruki red potencija moZe imati viSe bira-
dijusa konvergencije. Takoder njegova domena konvegencije moZe poprimiti razne oblike
i ¢ak ne mora biti konveksan podskup od R2. U tocki kao poseban slucaj dvostrukog
reda potencija, proucava se Taylorovi dvostruki red, te odgovarajuéi dijagonalni red nazvan
Taylorovim redom.



Summary

The subject of this work are double sequences and double series. In the first chapter we
present some basic results on double sequences related to convergence, monotonicity and
bimonotonicity. Double series and their convergence is considered in the second chapter.
In Section [2.1] the convergence of geometric, exponential, harmonic double series and its
variants is discussed. We relate the convergence of a double series to the convergence of
the corresponding iterated series (Fubini’s theorem, Tonelli’s theorem). In Section [2.4] we
introduce the concept of absolute and conditional convergence of a double series, and ob-
tain some useful characterizations of absolute convergence. Various tests for determining
absolute and conditional convergence of a double series are given in Section [2.6] Double
power series are considered in Section A double power series may have many biradii
of convergence. Also, its domain of convergence can have a variety of shapes, and it need
not even be a convex subset of R2. In Section Taylor double series is treated as a special
case of a double power series. The corresponding diagonal series, called the Taylor series,
is considered as well.



Zivotopis

Rodena sam 11. rujna 1987. u Vukovaru. Prvih pet razreda osnovne $kole pohadala sam
u Umagu u Osnovnoj Skoli Marija i Lina. Preostala tri razreda zavrSila sam u Osnovnoj
Skoli Antuna Bauera u Vukovaru. 2002. godine upisala sam Gimnaziju Vukovar u kojoj
sam maturirala 2006. godine. Iste godine upisala sam sveuciliSni studij Matematika na
Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Zagrebu. Nakon zavrSenog preddiplomskog stu-
dija, 2012. godine upisala sam na istom fakultetu Diplomski sveucili$ni studij Matematika
i informatika, smjer nastavnicki.



	Sadržaj
	Uvod
	Dvostruko indeksirani nizovi
	Konvergencija dvostruko indeksiranog niza
	Monotonost i bimonotonost

	Dvostruki redovi
	Konvergencija dvostrukog reda
	Teleskopski dvostruki red
	Dvostruki red s nenegativnim clanovima
	Apsolutna konvergencija i uvjetna konvergencija
	Bezuvjetna konvergencija
	Kriteriji konvergencije za dvostruke redove
	Dvostruki red potencija
	Taylorov dvostruki red i Taylorov red

	Bibliografija

