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1 Uvod

Poznato nam je da rjesavanje matematickih problema dovodi do nastanka
novih matematickih disciplina. Sjetimo se Fermatovog problema u teoriji
brojeva, kojeg su brojni matematicari rjesavali dugi niz godina. Jedan mate-
maticki problem, objavljen 1850. kao nagradno pitanje u engleskom ¢asopisu
The Lady’s and Gentleman’s Diary, glasi: petnaest ucenica Seta svaki dan,
u pet redova po tri ucenice. Mogu li se ucenice svrstati tako da se u se-
dam dana svake dvije uc¢enice nadu zajedno u istom redu tocno jedanput?
Problem je objavio velecasni Thomas Penyngton Kirkman, pa govorimo o
Kirkmanovu problemu 15 ucenica. Taj problem postao je karakteristi¢ni pri-
mjer rastavljivog dizajna. Rastavljivi dizajn je matematicka struktura kojom
¢emo se baviti u ovom diplomskom radu. No, kako bismo rijesili postavljeni
problem ako ne znamo nista o dizajnima. Neka nam slova A,B,C,....M,N,O
predstavljaju ucenice. Prikazimo rjesenje problema pomocu tablice.

ponedjeljak | ABC | DEF | GHI | JKL | MNO
utorak ADH | BEK | CIO | FLN | GJM
srijeda AEM | BHN | CGK | DIL | FJO

cetvrtak AFI | BLO | CHJ | DKM | EGN
petak AGL | BDJ | CFM | EHO | IKN

subota AJN | BIM | CEL | DOG | FHK
nedjelja AKO | BFG | CDN | EIJ HLM

Iz tablice vidimo da se ucenice mogu svrstati na trazeni nacin. Ispisivanje
Setnji koje zadovoljavaju trazene uvjete je dosta komplicirano. Svaka dva
slova smiju biti zajedno samo jedanput, svako slovo mora biti u trojkama
sa svima preostalim slovima i u svakom retku tablice moramo imati zastup-
ljena sva slova. Postoji li jednostavniji nac¢in prikazivanja rjesenja? RjeSenje
problema mozemo prikazati i graficki. Neka je ABC...MNQO petnaesterokut.
Ako nacrtamo dijagonale tada su nam svake dvije tocke medusobno spojene.
Svake tri tocke su vrhovi trokuta. Znamo da iz svakog vrha izlazi 12 dijago-
nala, pa je ukupan broj dijagonala 90 (svaku dijagonalu smo brojali 2 puta).
Kako imamo 15 stranica petnaesterokuta, to je ukupno 105 spojnica dviju
tocaka. Kako vidimo na grafu sa slike 1 vrhovi nam predstavljaju ucenice,
boje dane i trokuti redove Setnje. Trokuti iste boje sadrze svaki vrh to¢no
jednom. Particionirali smo cijeli skup od 105 bridova grafa na 7 takvih sku-
pova od 5 disjunktnih trokuta (obojanih istom bojom).



Slika 1: Vizualizacija Kirkmanova problema

Pokazat ¢emo jos jednu interpretaciju Kirkmanova problema kada se upoz-
namo s rastavljivim dizajnima.



2 Dizajni

Proucavati ¢emo konacne pravilne matematicke strukture. Za pocetak neka
su nam dani kona¢ni skupovi 7 i B. Elemente skupa 7T nazivamo tockama,
a elemente skupa B blokovima. Relaciju I C T x B nazivamo relacijom inci-
dencije. Uredena trojka (T, B, 1) je konaéna incidencijska struktura. Ako za
x €T iB € B vrijedi (z, B) € I zapisujemo zIB i kazemo da tocka z lezi
na bloku B ili blok B prolazi tockom x.

Definicija 2.1. Dizajn s parametrima (v, k, \) je konacna incidencijska struk-
tura sa svojstvima:

1. ukupan broj tocaka je v,

2. na svakom bloku lezi tocno k tocaka,

3. kroz svake dvije tocke prolazi toéno \ blokova.

Primjer 2.2. Nekaje T ={1,2,3,4,5,6,7}, a B={{1,2,3},{3,4,5},{1,5,6},
{1,4,7},{2,5,7},{3,6,7},{2,4,6}}. Ukupan broj tocaka je 7, na svakom
bloku leze 3 tocke i kroz svake dvije tocke prolazi jedan blok. Prema tome
imamo dizajn s parametrima (7,3,1) koji nazivamo Fanovom ravninom.

5 4 3

Slika 2: Fanova ravnina

Propozicija 2.3. Kroz svaku tocku (v, k, \) dizajna prolazi tocno
/l] —

r=\- - blokova.

Dokaz. Neka je xy tocka, ozna¢imo broj blokova kroz zy s r. Promotrimo
sljededi skup
{(z,B)|lx € T,B € B,z # xo,x, 29[ B}.

Elemente skupa mozemo prebrojiti na dva na¢ina. Tocku x mozemo odabrati
na v—1 nacina i kroz tocke x i zq prolazi A blokova, pa imamo (v—1)-\ parova.
Blok B kroz tocku xy mozemo izabrati na r nacina, a na svakom bloku lezi



k — 1 tocaka x razlicitih od zo. U ovom slucaju broj parova je r - (k — 1).

-1
Kada izjednacimo broj parova u oba slucaja dobivamo r = \ - Z T
v(v—1)

Propozicija 2.4. Ukupan broj blokova (v, k, \) dizajna je b = X Rh—1)
Dokaz. Sve incidentne parove (x, B) mozemo prebrojati na dva nacina. Kroz
svaku od v tocaka prolazi r blokova, pa imamo v - r incidentnih parova.
Na svakom od b blokova lezi k£ tocaka, te imamo b - k incidentnih parova.
Izjednacimo oba slucaja v - r = b - k. Uvrstimo r iz prethodne propozicije i
v(v—1)

— O

dobivamo b = X\ - Rl — 1).

Ponekad se r i b navode kao parametri dizajna, tj. imamo (v, b, 7, k, \)
dizajn. Dizajne mozemo reprezentirati matricama.

Definicija 2.5. Neka je D = (T,B) konacna incidencijska struktura gdje
je T =A{x1,...,x,} i B ={By,..., By}. Incidencijska matrica od D je v x b
matrica A = |a;j| definirana s

, ako je x;1B;,
aij = 0 inaé
, inace.

S I ozna¢imo jedini¢nu matricu reda v, a J matricu popunjenu jedinicama
reda v is j,, J jednoretcane matrice popunjene jedinicama koje imaju v i b
stupaca.

Teorem 2.6. Neka je A matrica tipa v X b popunjena nulama i jedinicama.
Matrica A je incidencijska matrica dizajna s parametrima (v,b,r, k, \) ako i
samo ako vrijedi j, - A=kjy i A- AT = (r — NI+ \J.

Dokaz. Mnozenjem matrica j, i A dobivamo sume stupaca matrice A. Zato
je jednakost j, - A = kj, ekvivalentna ¢injenici da u incidencijskoj strukturi
koju predstavlja matrica A na svakom bloku lezi to¢no k tocaka. U matrici
A- A" na mjestu (i, j) nalazi se skalarni produkt i-tog i j-tog retka matrice A.
On predstavlja broj blokova koji prolaze kroz i-tu i j-tu tocku incidencijske
strukture. Ako je i = j, tada predstavlja broj blokova kroz i-tu tocku. Ma-
trica (r—A)I+\J ima brojeve r na dijagonali i A izvan dijagonale. Jednakost
A- A" = (r —A)I + \J vrijedi ako i samo ako kroz svaku tocku incidencijske
strukture prolazi tocno r blokova, a kroz svake dvije tocke prolazi tocno A
blokova. Ove dvije jednakosti zadovoljavaju definiciju 2.1 i propoziciju 2.3.
Prema tome, incidencijska struktura koju predstavlja matrica A je 2-dizajn
s parametrima (v, b, r, k, \). O



U sljedecoj lemi ¢emo odrediti determinantu matrice iz prethodnog te-
orema.

Lema 2.7. Determinanta matrice (r — \)I + \J jednaka je (r — X\)*~'(r +
(v —1)A).

Dokaz. Matrica (r — A)I + AJ ima brojeve r na dijagonali i A izvan dijago-
nale. U prvom koraku izracunavanja determinante svim retcima od drugog
do zadnjeg oduzmemo prvi redak:

A A A r A A A
A TroA e A—71 r—A\ 0 0
AA 71 o AN =|A=—1r 0 r—A .- 0
AA A - A—7r 0 0 N .

Zbroj drugog do zadnjeg stupca dodamo prvom stupcu:

r+(v—DA A A A
0 r—=XA 0 - 0
0 0 r—XA - 0
0 0 0 -« r—2A

[zluc¢imo r — X iz svih redaka osim prvog:

r+w—1DA A A - A
0 10 --- 0
(7" o )\)'u—l 0 0 1 0 .
0 00 --- 1
Razvijemo determinantu po prvom stupcu:
10 0
) 0 1 0
(r=AN"r+@=-DN]. . . .|
00 --- 1

Determinanta jedini¢ne matrice jednaka je 1, pa je konac¢ni rezultat (r —
A Hr 4 (v —1)A). O



Prema propoziciji 2.3, AN(v — 1) = r(k — 1). Odatle slijedi r + (v — 1)\ =
rk. Prema tome determinanta iz prethodne leme jednaka je rk(r — \)V~1.
Dakle, determinanta je razlicita od nule. Iz propozicija 2.3 i 2.4 slijedi da
za postojanje dizajna s parametrima (v,b,r, k, \) mora vrijediti k£ — 1 dijeli
AMv—1)1k(k—1) dijeli Av(v —1). Sljedeéi teorem daje jos jedan nuzdan
uvjet za postojanje dizajna.

Teorem 2.8. (Fisherova nejednakost). Ako postoji dizajn s parametrima
(v,b,7,k, \), onda je v <b.

Dokaz. Neka je A incidencijska matrica dizajna s parametrima (v, b, r, k, A).
Kako je determinanta matrice A - A” razlic¢ita od nule, bilo koja dva retka
(stupca) nisu proporcionalna i bilo koji redak (stupac) nije jednak linearnoj
kombinaciji preostalih redaka (stupaca). Tada je matrica A-A” punog ranga
v. Rang od A je v jer kod mnozenja matrica rang se ne povecava. Kako je
rang manji ili jednak od broja stupaca matrice A, vrijedi v < b. O

Kasnije ¢emo pokazati i opéenitiji teorem. Za parametre (16,6, 1) imamo
b = 8. Prema Fisherovoj nejednakosti ne postoji dizajn s tim parametrima.
Posebno ¢e nam biti zanimljivi dizajni za koje vrijedi jednakost u Fisherovoj
nejednakosti.

Definicija 2.9. Dizajni koji imaju jednako mnogo tocaka i blokova nazivaju
se simetricni dizajni.

Za primjer imamo ve¢ spomenutu Fanovu ravninu koja ima 7 tocaka i 7
blokova. Kod simetri¢nih dizajna svaka dva bloka sijeku se toéno u A tocaka.

Teorem 2.10. Neka je D simetricni (v, k, \) dizajn sa skupom blokova B =
{Bi, ..., B,}. Tada za svaka dva bloka B; # B; vrijedi |B; N Bj| = .

Dokaz. Neka je A incidencijska matrica simetricnog dizajna D. Tada je A
kvadratna matrica reda v. Kako je A ranga v, slijedi da je regularna matrica,
tj. postoji inverzna matrica A~!. Kako je D simetri¢ni dizajn, r = k. Sada
jednakost A - A™ = (k — A\)I + A\J pomnozimo s lijeva matricom A~1:

A" = (k— NA + A AL (1)

Sume redaka od A jednake su ki A je matrica reda v, pa vrijedi AJ = kJ. Tu
jednakost pomnozimo s lijeva s A~! i dobivamo A~'J = %J . Uvrstavanjem
u (1) slijedi

A" = (k- M)A+ %J. (2)



Sume stupaca od A su k, pa je JA = kJ. Pomnozimo s A zdesna (2) i
uvrstimo JA, pa dobivamo

A A= (k= NI+ (3)

Na mjestu (4, j) u matrici A”- A nalazi se skalarni produkt i-tog i j-tog stupca
matrice A. Ako je i # j, skalarni produkt predstavlja broj tocaka koje sadrze
i-ti i j-ti blok od D. Prema (3) u matrici A™ - A na svim mjestima izvan
dijagonale nalaze se brojevi A. To znac¢i da je kardinalnost presjeka svaka
dva razlic¢ita bloka simetri¢nog dizajna D jednaka A. O

Upoznat ¢emo dvije konstrukcije koje od simetricnog dizajna prave nesi-
metri¢ni dizajn.

Propozicija 2.11. Neka je D simetricni (v, k,\) dizajn s X\ > 2 i B bilo
koji njegov blok. Incidencijska struktura dobivena uklanjanjem bloka B i
uzimangem svih tocaka incidentnih s njim je nesimetricni (k,\, \—1) dizajn.

Dokaz. Ukupan broj tocaka jednak je kardinalnosti bloka B, tj. k. U preos-
talim blokovima imamo samo tocke koje leze na bloku B, pa zbog teorema
2.10 kardinalnost tih blokova je A. Tada kroz svake dvije tocke prolazi jedan
blok manje nego u D. Prema tome imamo 2-(k, A, A — 1) dizajn. O

Taj nesimetri¢ni dizajn nazivamo derivirani dizajn od D u bloku B i
oznacavamo sa Dpg.

Propozicija 2.12. Neka je D simetricni (v, k, \) dizajn s k > A+2 1 B bilo
kojgi njegov blok. Incidencijska struktura dobivena uklanjanjem bloka B 1 svih
tocaka incidentnih s njim je nesimetricni (v — k, k — X\, A) dizajn.

Dokaz. Kako je k kardinalnost svakog bloka od D, ukupan broj tocaka je
v — k. Svake dvije tocke su sadrzane u A blokova (uklonjene su tocke koje
su lezale na bloku B). Kako je D simetri¢ni dizajn, svaka dva razlicita bloka
od D sijeku se u A tocaka. Tada je iz preostalih blokova uklonjeno A tocaka.
Dobivena struktura je (v — k, k — A\, \) dizajn. O

Dizajn dobiven u prethodnoj propoziciji nazivamo rezidualni dizajn od D
u bloku B i oznacavamo sa D®. Dizajne mozemo i generalizirati.

Definicija 2.13. Neka je t > 0. Dizajn s parametrima t-(v, k, \) je konacna
incidencijska struktura sa svojstvima:

1. ukupan broj tocaka je v,

2. na svakom bloku leZi tocno k tocaka,

3. svaki t-clani skup tocaka sadrZan je u tocno \ blokova.
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Dizajn iz definicije 2.1 zapravo je 2-dizajn, tj. dizajn s ¢t = 2. Kada
govorimo o t-dizajnima prvenstveno mislimo na dizajne za t > 2.

Primjer 2.14. Nekaje T ={1,2,3,4,5,6,7,8}, a B = {{1,2,4,5},{2,1, 3,6},
{3,2,4,7},{4,1,3,8},{5,1,6,8},{6,2,5,7},{7,3,6,8},{8,4,5,7},{1,2,8, 7},
{3,4,6,5},{2,3,5,8},{1,4,6,7},{1,5,3,7},{2,6,4,8}}. Graficki tocke mozemo
prikazati kao vrhove kocke. Prvih 8 blokova sastoje se od vrha kocke i tri
njemu susjedna vrha. Preostalih 6 blokova sastoje se od vrhova na dva nasu-
protna brida kocke. Bilo koja tri vrha kocke sadrZana su u jednom bloku, tj.
imamo 3-(8,4,1) dizajn.

Slika 3: 3-(8,4,1) dizajn

Sljedeci teorem je generalizacija propozicija 2.3 i 2.4 na t-dizajne.

Teorem 2.15. Neka je incidencijska struktura D = (T,B,1) dizajn s pa-
rametrima t-(v, k,\). Tada je D wujedno s-(v,k,Ns) dizajn, za svaki s €

{0,...,t} i za
(=)
t—s
As = Ao —— L,
k—s
(=)

Dokaz. Neka je S C T proizvoljan s-clani skup tocaka. Ozna¢imo s A(S)
broj blokova koji ga sadrze. Promotrimo skup

{(T,B)|SCTCBI|T|=tBeB}.

. .. .. V— 8§ ..
Elemente skupa mozemo prebrojati na dva nacina. Na ; nacina
— s

mozemo izabrati skup T koji sadrzi skup S, a blok B koji sadrzi skup T



v—s
t—s
S mozemo izabrati na A(S) nacina, a skup 7" koji je sadrzan u skupu S na

<It€:j) nac¢ina. Imamo A(S) - (lz:j) elemenata. Kada izjednacimo oba

nacina prebrojavanja dobivamo

(:=2)
t—s
AS) = —— 7%
(5) I
t—s
Kako A(S) ovisi o broju elemenata s, a ne ovisi o izboru skupa S ozna¢avamo
ga s . O

na A nacina. To je ukupno A elemenata. Blok B koji sadrzi skup

Zat=21s=11imamo broj blokova kroz proizvoljnu tocku, t;j.

(")
1
A=A
k—1
()
v(v—=1)

Zat = 21is = 0imamo broj blokova koji sadrze prazan skup, \g = A- =
b. Sad ¢emo definirati jos jednu generalizaciju dizajna, kod koje blokovi ne
moraju biti jednake veli¢ine.

v—l_
k—1

T.

Definicija 2.16. Neka je \ pozitivan cijeli broj. U parovima balansirani
dizajn (skraéeno PBD) indeksa X je incidencijska struktura D = (T,B, 1)
tako da je T # 0, svaki x € T je incidentan s vise od X blokova i za sve
razlicite x,y € T postoji tocno X blokova koji su incidentni s x i y.

Mozemo primijetiti da u parovima balansirani dizajn nije nuzno dizajn,
jer ne mora zadovoljavati drugo svojstvo u definiciji 2.1. To je struktura na
kojoj ¢emo definirati pojam rastavljivosti.

Primjer 2.17. Incidencijska struktura (T,B) gdje je T ={1,2,3} i
B = {{1}, {2}, {3}, {L.2}. {13}, {2.3}} ji PBD indeksa 1.

Sada ¢emo se upoznati s incidencijskom strukturom koja je bliska nasem
poimanju geometrije ravnine.

Definicija 2.18. Incidencijska struktura A = (T,B,1) naziva se afinom
ravninom, ako su zadovoljeni aksiomsi:
(1) za svake dvije tocke x,y postoji tocéno jedan pravac B tako da vrijedi xI B

9



1yl B

(2) za svaki pravac L i svaku tocku a koja nije incidentna s L postoji toéno
jedan pravac M takav da je al M i M nema zajednickih tocaka s L

(8) postoje tri razlicite nekolinearne tocke.

Kod afine ravnine za blok koristimo naziv pravac. Na skupu pravaca B
zadajemo relaciju paralelnosti || tako da je L||M ako i samo ako je L = M
ili L' i M nemaju zajednickih tocaka.

Primjer 2.19. Iz aksioma slijedi da afina ravnina na svakom pravcu ima ba-
rem dvije tocke, a ukupno ima barem 4 tocke i barem 6 pravaca. To moZemo
prikazati u obliku paralelograma s dijagonalama koje nemaju presjecnu tocku.
Prema tome dijagonale su paralelni pravci. Vidimo da je zadovoljena defini-
cija dizajna, pa je to primjer 2-(4,2,1) dizajna.

Slika 4: Afina ravnina reda 2
Veé smo spomenuli da na skupu B imamo relaciju paralelnosti.

Propozicija 2.20. Relacija paralelnosti na skupu pravaca B afine ravnine
A je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refieksivnost: (VB € B) B||B jer je B = B.

Simetricnost: ako je Bi||By tada B; i By nemaju zajednickih tocaka. Slijedi
da By i By nemaju zajednickih, pa je Bs||Bj.

Tranzitivnost: iz Bi||By 1 Bs||Bs 1 primjenom simetri¢nosti imamo da Bs
nema zajednickih tocaka s By i Bs. Po aksiomu (2) iz definicije afine ravnine
svaka tocka koja nije incidentna s B, je incidentna samo s jednim pravcem
koji nema zajednickih tocaka s By. Prema tome By i B3 nemaju zajednickih
tocaka, tj. Bi||Bs. O

Klase ekvivalencije su klase paralelnih pravaca. U prethodnom primjeru
imamo tri para paralelnih pravaca, tj. tri paralelne klase s po 2 pravca.
Ovo svojstvo ¢e nam biti vazno kada se upoznamo s rastavljivim dizajnima.

10



Recimo i to da je afina ravnina 2-dizajn s parametrima (n?,n, 1) gdje je n red
dizajna (red dizajna je broj n = r — A). Tako je primjer 2.19 afina ravnina
reda 2. Prema propoziciji 2.12 afina ravnina je rezidualni dizajn simetri¢nog
(n* +n+ 1,n + 1,1) dizajna koji nazivamo projektivnom ravninom reda n.
Fanova ravnina je projektivna ravnina reda 2. Tada je afina ravnina reda 2
rezidualni dizajn Fanove ravnine.
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3 O pojmu rastavljivosti dizajna

Blok incidentan sa svim tockama dizajna nazivamo potpuni blok. U definiciji
pojma rastavljivosti takve blokove tretiramo posebno.

Definicija 3.1. Neka je D = (T,B,1) PBD indeksa X\ i neka je C podskup
skupa svih blokova B. Skup C naziva se klasa rastavljivosti ako vrijedi:

(i) skup C sadrzi samo nepotpune blokove i postoji pozitivni cijeli broj o(C)
tako da je svaka tocka sadrZana u toéno o(C) blokova skupa C, ili

(i1) skup C se sastoji od jednog potpunog bloka. U tom slucaju je a(C) = 1.
Particija skupa svih blokova B u klase rastavljivosti naziva se rastav dizajna
D.

Definicija 3.2. Ako kroz svaku tocku PBD-a indeksa A\ prolazi konstantan
broj blokova r, nazivamo ga (r, \)-dizajn.

Propozicija 3.3. PBD indeksa A dopusta rastav ako i samo ako je (r,\)-
dizajn.

Dokaz. Ako PBD indeksa A dopusta rastav R, tada kroz svaku njegovu tocku
prolazi r = ) .. a(C) blokova. Po prethodnoj definiciji, PBD je (r, A)-
dizajn. Obratno, ako je PBD (r, \)-dizajn, svaka njegova tocka sadrzana je
u r blokova iz B. Prema tome svaki (r, \)-dizajn dopusta rastav koji sadrzi
jednu klasu rastavljivosti, tj. C = B. n

Definicija 3.4. Klasa rastavijivosti C u parovima balansiranog dizajna D
naziva se klasa paralelnosti ako je a(C) = 1. Particija skupa svih blokova
dizajna D u klase paralelnosti naziva se paralelizam dizajna D . Dizajn koji
dopusta paralelizam naziva se rastavljivi dizajn.

Incidencijska struktura iz primjera 2.17 je rastavljivi PBD indeksa 1.
Svaka klasa paralelnosti sadrzi jednoclani podskup i njegov komplement u
skupu 7. U nastavku ¢emo prouciti rastavljive 2-dizajne, tj. 2-dizajne koji
dopustaju paralelizam. Kao primjer rastavljivog 2-dizajna imamo ve¢ spo-
menute afine ravnine.

Propozicija 3.5. Svaka afina ravnina je rastavljivi 2-(n?,n, 1) dizajn za neki
neN, n>2.

Dokaz. Veé¢ smo istaknuli da je afina ravnina 2-(n? n, 1) dizajn gdje je n red
dizajna. Kako je n =r — A, a r broj blokova kroz svaku tocku afine ravnine
i A broj blokova koji sadrze svake dvije tocke, n je prirodan broj. Rekli
smo da afina ravnina ima barem 4 tocke. Kroz svake dvije tocke prolazi
jedan pravac, pa kroz svaku tocku prolaze barem 3 pravca, tj. n > 2. U
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propoziciji 2.20 dokazali smo da je relacija paralelnosti na skupu pravaca
relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije su klase paralelnih pravaca. Svaka
tocka pripada tocno jednom pravcu iz svake klase. Prema tome svaka afina
ravnina dopusta paralelizam, pa je rastavljivi 2-(n?,n, 1) dizajn. H

Jos jedan primjer je incidencijska struktura (7, B) gdje je T skup kar-
dinalnosti 2k i B skup svih k-¢lanih podskupova skupa 7. Primijetimo da

za k = 2 imamo afinu ravninu reda 2. Opéenito, ovo je 2-(2k, k, <2kk__22))

dizajn.

Propozicija 3.6. Sve klase paralelnosti rastavljivog 2-(v, k, ) dizajna imaju
istu kardinalnost v /k.

Dokaz. Svaka tocka je sadrzana u jednom bloku iz svake klase paralelnosti.
Prema tome jedna klasa paralelnosti sadrzi sve tocke. Kako svi blokovi imaju
istu kardinalnost k, slijedi da sve klase imaju kardinalnost v/k. O]

Mozemo se uvjeriti na primjeru afine ravnine reda 2 tj. 2-(4,2, 1) dizajna.
Na pocetku smo rekli da u svakoj klasi paralelnosti ima dva pravca, a to slijedi
izv=41ik=2.

Propozicija 3.7. Ako postoji rastavljivi 2-(v, k, \) dizajn, tada je \(v—1) =
0(mod k — 1) i v = 0(mod k).

Dokaz. Prvi dio uvjeta slijedi iz identiteta A(v — 1) = r(k — 1) . Drugi dio
uvjeta slijedi iz propozicije 3.6. O]

Sljedeca propozicija pokazuje da su za k = 2 uvjeti propozicije 3.7 dovoljni
za postojanje rastavljivog 2-dizajna. U dokazu ¢e nam trebati jos jedan
pojam koji do sada nismo definirali.

Definicija 3.8. Latinski kvadrat reda n je n X n matrica popunjena ele-

mentima n-clanog skupa X takva da je svaki redak i stupac permutacija od
X.

Lema 3.9. Za svaki parni n postojgi simetricni latinski kvadrat L reda n takav
da je za svaki i,j, L(i,7) = L(j,7) i L(i,i) = n.

Dokaz. Neka je n paran pozitivan cijeli broj. Definiramo latinski kvadrat A
redan—1s A(i,j) =r akoisamo akoi+j=r(modn—1)il <r<n-—1
Zbog komutativnosti zbrajanja A je simetrican. Za it =7, 1 <i,5 < n—1,
1+ su parni brojevi koji pri dijeljenju s n — 1 daju n — 1 razlicitih ostataka.

13



Prema tome, A na dijagonali ima sve razlicite brojeve. Sada definiramo
latinski kvadrat L reda n na sljede¢i nacin:

A(i,j) ako i # jii#n,j #n,
A(j,7) akoi=n,j#n,
A(i,i) akoi#n,j=n,

n ako 1 = j.

L(Z7]) =

Kako je A simetri¢an i na dijagonali ima razli¢ite brojeve, ovako definiran L
je simetric¢ni latinski kvadrat s brojevima n na dijagonali. ]

Propozicija 3.10. Za svaki parniv i svaki A > 1 postoji rastavljivi 2-(v, 2, \)
dizajn.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da postoji rastavljivi 2-(v,2,1) dizajn. Ako
je A > 1, uzmemo A kopija rastavljivog 2-(v,2,1) dizajna i tako dobijemo
rastavljivi 2-(v,2, A) dizajn. Neka je v paran, |T| = {1,2,...,0} i B skup
svih dvoélanih podskupova od T. Incidencijska struktura D = (7, B) je
2-(v,2,1) dizajn. Jo$ trebamo pokazati da je D rastavljivi dizajn. Neka
je L simetricni latinski kvadrat reda v gdje je L(i,i) = v zai = 1,2,...,v.
Prema prethodnoj lemi postoji takav latinski kvadrat. Za k =1,2,...,v — 1,
neka je G, = {{i,j} € B : L(i,j) = k}. Za svaki {i,j} € B, L(i,j) =
L(j,1) # v, pa je skup Ci dobro definiran. Svi podskupovi {i, j} od Cj imaju
medusobno razlicite elemente, zato Sto kod latinskog kvadrata svi retci i
stupci nemaju ponavljanja elemenata. U podskupovima {7, j} su sadrzani
svi elementi skupa 7, pa su skupovi Cy klase paralelnosti dizajna D. Dakle,
D dopusta paralelizam Cy,Cs, ...,C,_1, pa je rastavljivi dizajn. H

Primjer rastavljivog 2-(v, 2, 1) dizajna moze se naéi gotovo na svim sport-
skim natjecanjima gdje u skupini igra paran broj ekipa (npr. svjetsko prvens-
tvo u nogometu). Ekipe predstavljaju tocke dizajna, dvije ekipe koje igraju
medusobno predstavljaju 2-¢lani blok. Paralelne klase opisuju kola (runde)
natjecanja. U svakom kolu svaka ekipa igra jednu utakmicu. Razmotrimo
sada postojanje rastavljivog 2-(v,3,1) dizajna. Prisjetimo se Kirkmanova
problema:

Petnaest ucenica Seta svaki dan, u pet redova po tri ucenice. Mogu li se
ucenice svrstati tako da se u sedam dana svake dvije ucenice nadu zajedno u
istom redu tocno jedanput?

Uocavamo da trazimo rastavljivi 2-(15,3,1) dizajn. Ucenice predstavljaju
tocke dizajna, redovi u kojima Setaju predstavljaju blokove dizajna, a dani
Setnje predstavljaju klase paralelnosti. Svaka klasa paralelnosti ima 5 blo-
kova.
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Iz propozicije 3.7 slijedi da ako postoji 2-(v, 3, 1) dizajn, tada je v = 1(mod 2)
iv =0(mod 3). Ova dva uvjeta nam daju nuzan uvjet za postojanje rastav-
ljivog 2-(v, 3,1) dizajna, v = 3(mod 6). Prema sljede¢em teoremu, taj uvjet
je ujedno dovoljan.

Teorem 3.11. Ako jev = 3(mod 6), tada postoji rastavljivi 2-(v, 3, 1) dizajn.

Dokaz ovog teorema je izvan dosega nasih dosadasnjih razmatranja, pa
¢emo ga izostaviti. Rastavljive 2-(v, 3, 1) dizajne nazivamo Kirkmanovi sus-
tavi trogki. Zakljucujemo da je moguca Setnja iz Kirkmanova problema.
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4 Fisherova i Boseova nejednakost

Teorem 4.1. (Neuniformna Fisherova nejednakost). Neka je T neprazan
konacan skup i B familija podskupova od T takva da presjek bilo koja dva
razlicita skupa od B ima istu kardinalnost. Tada je |B| < |T].

Dokaz. Neka je A pozitivni cijeli broj takav da |[AN B| = A, za A # B u B.
Tada jeza A € B, |A| > A\. Ako je |A| = A, tada je presjek svaka dva razlicita
skupa u familiji B skup A. Ako skupovima u B oduzmemo skup A, dobi-
vamo familiju u parovima disjunktnih podskupova skupa 7\ A. Kardinalnost
te familije ne prelazi [T\A| + 1, tj. |[B| < |T\A|+1=|T|-A+1<|T|.

Sada pretpostavimo da je |A| > A za svaki A € B. U ovom dijelu dokaza ko-
ristit ¢emo linearnu algebru. Kako je B konac¢na familija podskupova od T,
odabrat ¢emo odgovarajuci konacnodimenzionalni vektorski prostor i elemen-
tima familije B pridruziti vektore iz tog prostora. Neka je T = {1,2,...,v}.
Svaki podskup X od T zamijenimo uredenom v-torkom (xy,zs, ..., z,) gdje
jex; = lakojei € X iz; =0 akoi ¢ X. Sada definiramo vektorski
prostor V nad Q linearnih polinoma ag + a1x1 + asxs + ... + a,x,. Svakom
podskupu A od B pridruzimo linearni polinom f4 = >, , z; — A. Tada je
JaX) = icanx 1 = A=[ANX|-Aza X CT. Zasvaki A, B € B vrijedi:

0, ako je B # A,

4
|B| — A, akoje B=A. )

fa(B) = {

Skup {fa : A € B} je podskup vektorskog prostora V. Pokazat ¢emo da
je linearno neovisan. Primijenimo obje strane jednakosti ), saafa = 0
u proizvoljnom B € B i koristeéi (4) dobivamo ag(|B] — A) = 0. Kako je
|B| > X\ za svaki B € B, ag = 0. Svi skalari @y, A € B su jednaki nuli,
pa je skup {f4 : A € B} linearno neovisan. Pretpostavimo da se konstantan
polinom 1 moze prikazati kao linearna kombinacija polinoma f4, A € B, tj.

da vrijedi:
1= Z aA.an (5)

AeB

za neke koeficijente a4. Primijenimo obje strane jednakosti (5) u B € B i

koristedi (4), dobivamo ag(|B| —\) = 1. Odatle je vy = |A|1_)\. Uvrstimo a4
u (5) 1 imamo
1
1= —— f..
Z |A] — )\fA
AeB

Prethodnu jednakost primijenimo u praznom skupu. Kako je fa(0) = |A N
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f| — A = =\, dobivamo

—A
1:2—.
AcB Al =X

To ne moze vrijediti, jer je desna strana jednakosti negativna. Prema tome
skup {fa : A € B}U{1} je linearno neovisan. Kako je skup {f4 : A € B}U{1}
podskup od V idimV = |T|+1slijedi daje |B|+1 < [T|+1,tj. |B| < |T]. O

Da bismo neuniformnu Fisherovu nejednakost primijenili na PBD-ove
upoznat ¢emo se s jos jednim pojmom.

Definicija 4.2. Dual incidencijske strukture D = (T,B,1) je incidencijska
struktura D™ = (B, T,1I7) koju dobijemo zamjenom uloge toc¢aka i blokova.
Pritom je I" = {(B, z)|(x, B) € I}.

Dual PBD-a je incidencijska struktura kod koje se bilo koja dva razli¢ita

bloka sijeku u to¢no A tocaka. Ta incidencijska struktura zadovoljava neuni-
formnu Fisherovu nejednakost. Tada za PBD-ove vrijedi Fisherova nejed-
nakost (generalizacija teorema 2.8): broj tocaka ne prelazi broj blokova, tj.
|B| > |T|. Ako PBD dopusta rastav, tada vrijedi i poboljsanje Fisherove
nejednakosti poznato kao Boseova nejednakost. Da bismo dobili Boseovu ne-
jednakost, opet ¢emo koristiti linearnu algebru.
Neka je D = (7,B,1) PBD indeksa A koji dopusta skup u parovima di-
sjunktnih klasa rastavljivosti R. Svakom bloku B € B pridruzimo varija-
blu zp. Dizajnu D pridruzimo vektorski prostor Pol(D) linearnih polinoma
s racionalnim koeficijentima u varijablama xpg. Za svaki linearni polinom
[ =2 pgepaprp + ¢ definiramo djelovanje na skupu tocaka 7 sa:

f(z) = ZaB + ¢, zasvaki x € T. (6)

B>z

Za svaku tocku x € T definiramo polinom f, € Pol(D) s
fo=> =X\ (7)

Tada za sve tocke z,y € T vrijedi

~J0 ako x #£ y,
fely) = {r(x) — A akox=y. (®)

Prema (6) imamo f.(y) = > p5,,1 — A. Po definiciji PBD-a svake dvije
tocke su sadrzane u A blokova, pa je f.(y) = A — A = 0. Kako je r(x) broj
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blokova iz B koji sadrze tocku x, iz (6) slijedi f(z) = Y 5, 1 =X =r(x) =\
Za svaku klasu rastavljivosti C € R, definiramo polinom g¢ € Pol(D):

ge =Y a5 —al(C). (9)

BeC

Tada je ge(x) = 0 zasvakix € T, jer iz (6) slijedi ge(x) = >, cpee 1 —a(C) =
a(C) —a(C) = 0.

Propozicija 4.3. Skup polinoma S = {f, : * € T} U{ge : C € R} je
linearno neovisan.

Dokaz. Pretpostavimo da je

Zaxfx + Z bege =0, ag,be € Q.

€T CeER

Na obe strane jednakosti djelujemo u tocki y € T, te koristeéi (8) i ge(y) =
0 dobivamo a,(r(y) — A) = 0. Kako je po definiciji PBD-a svaka tocka
incidentna s vise od A blokova, slijedi a, = 0 za svaki y € 7. Sada imamo

Z bege = 0.

CeR

Ako je B € C, tada je koeficijent na lijevoj strani ove jednakosti uz g jednak
be. To znaci da je be = 0 za svaki C € R. Prema tome svi skalari su jednaki
nuli, pa je skup S linearno neovisan. O

Teorem 4.4. (Boseova nejednakost). Neka je D = (T,B,I) PBD indeksa
kojgi dopusta skup R u parovima disjunktnih klasa rastavljivosti. Tada vrijedsi
Bl = |T|+[R[—1.

Dokaz. 1z definicije vektorskog prostora Pol(D) slijedi dimPol(D) = |B|+1,
jer je dimenzija vektorskog prostora jednaka broju elemenata u bazi vektor-
skog prostora. Zbog linearne neovisnosti skup {f, : © € T}U{gc : C € R} ge-
nerira potprostor vektorskog prostora Pol(D) dimenzije [{f, : x € T}U{gc :
C € R} = |T|+|R|. Dimenzija potprostora vektorskog prostora je manja ili
jednaka dimenziji vektorskog prostora, tj. | 7|+ |R| < |[B|+ 1. Odatle slijedi
1B| > |T|+ |R|— 1. O

Kako svaki (r,\) dizajn dopusta rastav koji sadrzi jednu klasu rastavlji-
vosti, iz Boseove nejednakosti slijedi Fisherova nejednakost za (r, \) dizajne.
Kod afine ravnine imamo |7| = n?, |B| = n? + n. Znamo da je svaka tocka
sadrzana u jednom bloku iz svake klase paralelnosti, a kroz svaku tocku pro-
lazi n + 1 blokova tj. imamo n + 1 klasa paralelnosti. Tako je |R| =n + 1.
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Uocavamo da za afinu ravninu imamo jednakost u Boseovoj nejednakosti.
Kako bismo dobili nuzan i dovoljan uvjet jednakosti u Boseovoj nejednakosti
upoznat ¢emo pojam afinog rastava.

Definicija 4.5. Neka je D = (T,B,I) PBD indeksa \. Rastav R dizajna
D naziva se afinim ako kardinalnost svakog bloka i kardinalnost presjeka bilo
koja dva razlicita bloka zavise samo o klasama rastavljivosti kojima ti blokovi
pripadajiu.

Teorem 4.6. Ako je R afini rastav u parovima balansiranog dizajna D =

(T,B, 1), tada je |B] = |T|+ |R| — 1.
Dokaz. Nekaje D = (T,B,I) PBD koji dopusta afini rastav R = {Cy,Ca, ...,C; }.

Ako D ima jedan ili vise potpunih blokova, tada uklanjanjem njih smanjuju
se |B| i |R| za istu vrijednost. Stoga ¢emo pretpostaviti da D nema potpuni
blok. Neka je |B| = k; za svaki blok B € C; i |[AN B| = m,; za svaka dva
razli¢ita bloka A € C; i B € C;. Neka je (S) potprostor vektorskog prostora
Pol(D) generiran polinomima f,,z € T i ¢; = gci, 1 < i < t. Prema propozi-
ciji 4.3 ti polinomi su linearno neovisni, tako je dim(S) = |T|+|R|. Dovoljno
je dokazati da je (S) = Pol(D), jer je dimPol(D) = |B| + 1. Promotrimo

polinom
t
h=) fe= kg (10)
z€T i=1
Zapisimo h u obliku h = )" gapxp +c¢. Nekaje A € C;,1 < j <t. Iz (10)
slijedi ay = |A| — k;. Kako je A € C; imamo |A| = k;, §to znac¢i ay =01ih
je konstanta. Kako su polinomi f,, g; linearno neovisni, h # 0, i stoga su svi
konstantni polinomi u potprostoru (S). Neka je A € C;i1 < j <t. Sada

promotrimo polinom
t

hA:fo—Zmijgi. (11)
z€A i=1

Neka je ha =Y papzrp+c. 1z (11) slijedi ax = |A| —mj; = kj —mj;. Ako je
k; —m;; = 0, tada je |A| = |B| = |AN B| za svaka dva bloka A1 B u C;. To
je kontradikcija s pretpostavkom da D nema potpuni blok. Dakle, a4 # 0.
Neka je B € Cj, razlicit od A. Tada iz (11) vrijedi ap = |[AN B| —my; = 0.
Sada imamo hs = az4 + ¢. Konstanta ¢ je u (S) i asq # 0, pa je x4 € (S).
To vrijedi za svaki blok A, tj. (S) = Pol(D). O

Lema 4.7. Neka je D = (T,B,I) PBD indeksa A\ i R skup u parovima
disjunktnih klasa rastavljivosti od D. Ako je |B| = |T|+|R|— 1, tada je R
rastav od D.
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Dokaz. Neka je |[B| = |T|+|R|—1. Skup S ={fr:2 € T}U{gc:C € R}
je baza vektorskog prostora Pol(D), jer svaki linearno neovisan skup ¢iji je
broj elemenata jednak dimenziji vektorskog prostora je baza. Svaki linearni
polinom iz Pol(D) ima jedinstven prikaz u bazi {f, : z € T}U{gc : C € R}.
Za A € B prikazimo x4 u toj bazi:

xA:Za?fx+ZbégC- (12)

€T CeR

Obje strane jednakosti (12) primijenimo u tocki y € 7 i dobivamo

_1
A e ,akoy € A, (13)
Y 0 ,ako y & A.

Sada (13) uvrstimo u (12)

‘TA:ZT(Q;{—I_)\_’_ZbégC' (14)

r€A CeER

Pretpostavimo da skup R nije particija skupa svih blokova B. Neka blok B
ne pripada ni jednoj klasi rastavljivosti u R i neka je blok A razlicit od B.
Usporedujuéi koeficijente uz xp na obe strane jednakosti (14) dobivamo

0= > 7“(1:);—)\ (15)

r€ANB

Kako je r(x) — A > 0 za svaku tocku x € T, (15) implicira da je AN B = 0,
za svaki blok A razlicit od B. To je nemoguce, jer kroz svaku tocku od D
prolaze barem dva bloka. Dakle, blok B pripada nekoj klasi rastavljivosti

u R. Prema tome skup R je particija skupa svih blokova B, tj. rastav od
D. [

Ovu ¢emo lemu iskoristiti da dobijemo dovoljan uvjet da je familija sku-
pova s konstantnom veli¢inom presjeka skup blokova simetri¢nog dizajna.

Propozicija 4.8. Neka su v i A pozitivni cijeli brojevi i neka je B familija
od v podskupova skupa T kojeg je kardinalnost v tako da je |[AN B| = X za
razlicite A, B € B i |B| > X\ za svaki B € B. Pretpostavimo jos da postoji i
neprazni podskup Z skupa T i pozitivni cijeli broj k takav da je |BNZ| =k
za svaki B € B. Tada je Z =T i (T,B) je simetricni (v, k, ) dizajn.
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Dokaz. Neka je D dualna incidencijska struktura od (7, B). Kako je |B| > A
za svaki B € B, D je PBD indeksa A. Oznacimo s A, blok od D koji
korespondira tocki z € 7. Tada je A, = {B € B : z € B}. Kako je
|BN Z| = k za svaki B € B, svaka tocka u D sadrzana je u k blokova iz
skupa C = {A, : x € Z}. Tada je C klasa rastavljivosti u D. Kako D
ima v + |R| — 1 blokova gdje R sadrzi jedan potpuni blok {C}, iz prethodne
leme slijedi da je R rastav od D. Tada {C} sadrzi sve blokove A, od D, sto
korespondira svim tockama skupa 7. Stoga je Z = T, sto dalje implicira
da svi skupovi u familiji B imaju kardinalnost k. Prema tome (T, B) je
simetricni (v, k, \) dizajn. O

Sljedeci teorem karakterizira dizajne koji dostizu jednakost u Boseovoj
nejednakosti.

Teorem 4.9. Neka je D = (T,B,1) PBD indeksa A i v = |T|. Neka je R
rastav od D takav da je |B| = v+ |R|—1 i neka je r broj blokova koji prolaze
kroz svaku tocku x € T. Tada vrijedi:

(1) R je afini rastav od D;

(11) za svaka dva razli¢ita bloka A i B u klasi rastavljivosti C € R, |[ANB| =
E(C) —r+ A, gdje je k(C) kardinalnost svakog bloka u C;

(i1i) za svaka dva bloka A i B u razlicitim klasama rastavljivosti Cy i Cy,
|AN B| = k(C)k(Ca)/v;

(iv) za svaku klasu rastavljivosti C € R, k(C)|C| = va(C);

(v) dualna incidencijska struktura svakoj klasi rastavljivosti C € R je 2-
(ICl, a(C), k(C) — r + \) dizajn;

(vi) R je jedinstveni afini rastav od D.

Dokaz. Kako je |B] = v + |R| — 1, isto kao u lemi 4.7 skup {f, : = €
T}UA{ge : C € R} je baza vektorskog prostora Pol(D). Prema propoziciji
3.3, D je (r, A)-dizajn. Iz jednakosti (14) slijedi

= Nea=3 =S bge. (16)

T€EA CeR

Za svaki blok B neka je C(B) klasa rastavljivosti koja sadrzi blok B. Usporedujuci
koeficijente uz x4 na obe strane jednakosti (16) dobivamo

Neka su A i B dva razlicita bloka. Usporedujuéi koeficijente uz xg na obje
strane jednakosti (16) dobivamo
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Ako je C(A) = C(B), tada iz (17) i (18) slijedi
Al —r+AX=]|ANB|. (19)

Zamjenom A i B dobivamo |B| —r+ A = |AN B|, pa je |A| = |B|. Time
smo dokazali da bilo koja dva bloka u istoj klasi rastavljivosti imaju istu
kardinalnost. Sada nam (19) implicira (ii). Kako je svaka tocka sadrzana
u «(C) blokova od C i prema (ii) presjek svaka dva razlicita bloka u C je
k(C) —r 4+ A, vrijedi tvrdnja (v).

Neka su C; i Cy dvije razlicite klase rastavljivosti. Fiksiramo blok A € C; i
prebrojavamo na dva nacina parove (z, B) gdje je B € Cyix € AN B. Kroz
svaku tocku koja lezi na bloku A prolazi a(Cs) blokova iz Cy. S druge strane
iz (18) imamo da svaki blok B € C, presjeca blok A u istom broju tocaka
koji je jednak bé‘z( B) Sada dobivamo

k(C)a(Cy) = |G| - [AN B. (20)

Prebrojimo na dva nacina parove (B, z) gdje je B € C,z € B. Kardinalnost
svakog bloka u C je k(C) i u C imamo |C| blokova. S druge strane svaka
tocka je sadrzana u «(C) blokova od C i ukupan broj tocaka je v. Prema
tome k(C)|C| = a(C)v, tj. vrijedi tvrdnja (iv). Tvrdnja (iii) slijedi iz (iv)
i jednakosti (20). Kako svi blokovi iz iste klase rastavljivosti imaju istu
kardinalnost i prema (ii) i (iii) zadovoljena je definicija afinog rastava, pa
vrijedi tvrdnja (i). Jos nam preostaje dokazati tvrdnju (vi).

Pretpostavimo da postoji jos jedan afini rastav R’ od D koji je razlicit od R.
Neka blokovi B; i By pripadaju istoj klasi rastavljivosti C € R i razlic¢itim
klasama rastavljivosti C; i Co u R'. Prema (ii) vrijedi |ByNBsy| = k—r+\ gdje
je k =k(C) (B1 i By su dva razlicita bloka u C). Kako je k(Cy) = k(Cy) = k,
tada prema (iii) slijedi |B; N By| = k%/v (B; i By su blokovi u razli¢itim
klasama rastavljivosti C; i C3). Sada imamo

kQ

k— A=—. 21
A== 1)

Formirajmo particiju R” skupa B zamjenom klasa rastavljivosti C; i Co u R’
s C' = Cy UCy. Pokazat ¢emo da je R” takoder afini rastav od D. Neka su
A1 B dva razlicita bloka u B. Ako A, B € C; ili A, B € C; tada prema (ii),
|ANB|=k—r+ X\ Akoje A€ (i B € Cy, prema (iii), |AN B| = k*/v.
Koristeéi (21) zakljucujemo, |[ANB| =k —r+ XA zasve A # B u (. Ako
je Ae C'iB ¢ (', prema (iii), |A N B| = k|B|/v. Znaci kardinalnost
presjeka bilo koja dva razli¢ita bloka u B zavisi samo o njihovim klasama
rastavljivosti u R”. Po definiciji 4.5, R” je afini rastav od D. Iz teorema 4.6
slijedi |R"| = |R’|, sto je kontradikcija s nac¢inom na koji smo formirali skup
R". O
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5 Afino a-rastavljivi dizajni

Definicija 5.1. Neka je a pozitivni cijeli broj. Afino a-rastavljivi u parovima
balansirani dizajn je PBD koji dopusta afini rastav R takav da je a(C) = «
za sve C € R.

Sljedeci teorem nam daje nuzne uvjete za parametre afino a-rastavljivog
PBD-a.

Teorem 5.2. Neka je D = (T,B) afino a-rastavljivi PBD indeksa A\ i R
njegov afini rastav. Ako je a« =1 i D nema potpuni blok, tada je D 2-dizajn.
Ako D nije 2-dizagn, tada postoje pozitivni cijeli brojevi u, m, cy i co takvi da
vrijeds:

(i) r— X =ma iv=mu;

(ii) svaka klasa rastavljivosti u R ima kardinalnost ¢y ili co;

(i1i) c1 + co =u+1 i creo = ua;

(iv) svi blokovi svake klase rastavljivosti kardinalnosti ¢, imaju kardinalnost
k1 = mcy 1 sui blokovi svake klase rastavljivosti kardinalnosti co tmaju kardi-
nalnost ko = mcy.

Dokaz. Nekaje D = (T, B) afino a-rastavljivi PBD indeksa A i R njegov afini
rastav. Po teoremu 4.9(v), za svaki C € R, dualna incidencijska struktura
je 2-(|C|,a, k(C) — r + A) dizajn. Za taj dizajn kroz svaku tocku prolazi
k(C) blokova, jer je k(C) kardinalnost svakog bloka u C. Iz propozicije 2.3
imamo da za 2-(v, k, A) dizajn vrijedi AM(v — 1) = r(k — 1). Ako primjenimo
tu jednakost za 2-(|C|, a, k(C) — r + A) dizajn, dobivamo

(E(C) —r+XN)(C]—-1) =k(C)(a—1).
Koristedi teorem 4.9(iv) pojednostavimo prethodnu jednakost
(r = NIC]* = (aw +r = N)[C|] + a*v = 0. (22)

Ako je v = 1, tada prema (22), |C| = v/(r — A) ili |C| = 1. Kako D nema
potpuni blok, |C| = v/(r — A) za svaku klasu rastavljivosti C. Teorem 4.9(iv)
implicira da svaki blok u C ima kardinalnost » — A, a to znaci i svaki blok u
D. Stoga, D je 2-dizajn.

Pretpostavimo da D nije 2-dizajn. Tada (22) ima dva razli¢ita rjeSenja ¢y i co.
Prema Vieteovim formulama, ¢;4c; = (av+r—X)/(r—\)icico = a?v/(r—\).
Kako je D PBD indeksa A, r — A > 0. Prema tome, c; i ¢5 su pozitivni cijeli
brojevi. Ako je |C| = ¢;,i = 1,2, tada prema 4.9(iv) svaki blok iz C ima
kardinalnost k; = av/c;. Tada je ki + ko = av(ci +¢2)/(c1c2) = v+ (r—N)/a.
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Odatle slijedi da je m = (r — A)/a pozitivan cijeli broj. Uvrstimo m u (22)
i dobivamo
m|C|? — (v +m)|C| + av = 0. (23)

Po Vieteovim formulama iz (23), ¢; + co = (v + m)/m. Kako su ¢; i ¢
pozitivni cijeli brojevi, to znac¢i m dijeli v. Zapisemo v u obliku v = mu, gdje
je u pozitivni cijeli broj i uvrstimo u (23)

IC|> — (u+1)|C| + au = 0. (24)

Primjenimo Vieteove formule u (24) i dobivamo tvrdnju (iii). Dokazimo i
tvrdnju (iv). Primjenom teorema 4.9(iv), ky = av/c; = amu/c; = meyca/cy =
mcy. Analogno dobivamo ke = mc;. O

Napomena 5.3. Za svaki a i u = 2(2a— 1) kvadratna jednadzba u (24) ima
rjesenja |C] = ¢4 = 2a i |C| = ¢o = 2a — 1. Za svaki parni m, dobivamo
dopustiv skup parametara afino a-rastavljivog PBD-a indeksa ma koji ima
v = 2m(2a — 1) tocaka, 2m — 1 klasa rastavljivosti koje sadrie 2a blokova
kardinalnosti m(2a — 1), i jednu klasu rastavljivosti koja sadrzi 2a — 1 blo-
kova kardinalnosti 2ma. Prema tome takav PBD ima 4ma — 1 blokova. U
sljedecem primgeru imamo PBD za o« =2 i m = 2.

Primjer 5.4. Promotrimo incidencijsku strukturu D = (T, B) gdje je
T ={1,2,...,12} i B sadrzi sljedece blokove:

{1,2,5,6,9,10}  {1,2,7,8,9,11} {1,3,5,7,9,12}  {1,2,3,4,5,6,7,8}
{1,4,5,8,11,12} {1,3,6,8,10,12} {1,4,6,7,10,11} {1,2,3,4,9,10,11,12}
{2,3,6,7,11,12} {2,4,5,7,10,12} {2,3,5,8,10,11} {5,6,7,8,9,10,11,12}
{3,4,7,8,9,10}  {3,4,5,6,9,11} {2,4,6,8,9,12}

Napisali smo th tako da blokovi u svakom stupcu pripadaju istoj klasi rastav-
lyivosti. Svaka tocka iz T sadrZana je u dva bloka svake klase rastavljivosti,
pa je o = 2. Svake dvije tocke sadrZane su u 4 bloka iz B, tj. A = 4. Znaci
D je afino 2-rastavljivi PBD indeksa 4. Da D nije 2-dizajn vidimo na prui
pogled, zato sto ima blokove razlicitih velicina.

Nama ¢e biti najzanimljiviji PBD-ovi koji dopustaju afini rastav za a = 1.
Po teoremu 5.2 ako takav PBD nema potpuni blok, tada je 2-dizajn. Takve
dizajne nazivamo afino rastavljivi dizajni. Sljedeta propozicija nam pokazuje
kako parametri afino rastavljivog dizajna mogu biti izrazeni u ovisnosti o dva
povezana parametra.

Propozicija 5.5. Neka je D afino rastavljivi (v,b,r, k, \) dizajn. Neka je s
kardinalnost klase paralelnosti i p kardinalnost presjeka dva bloka 1z razlicitih
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klasa paralelnosti. Tada s — 1 dijeli p—1 ¢

2 -1 2 -1 _
v:s2,u,bzs(su ),r:S'u ,k:su,)\zs'u )
s—1 s—1 s—1

(25)

Dokaz. Prema propoziciji 3.6, v = sk. Iz teorema 4.9(iii), k* = pv. Te
dvije jednakosti daju v = s?u i k = su. Kako je dizajn D afino rastavljiv,
b=v+r—1, paje bk =vk+rk— k. Prema propoziciji 2.4, bk = vr i sada
imamo
(v—Dk s*u—1
v—Fk s—1"~

r(k —1) i stoga vrijedi

T =

Prema propoziciji 2.3, A(v — 1)

Air(k—l)is,u—l
ov—1  s—1°

Kada imamo poznate v i » mozemo odrediti i b:

s(s?u—1)
s—1

b:

Iz predzadnje jednakosti imamo sy —1 = A(s — 1), tj. s — 1 dijeli sp — 1.
Mozemo zapisati sy — 1 = s(u—1)+s— 1. Kako s —1 ne dijeli s, tada s — 1
dijeli p1 — 1. O

Veé¢ smo uvjerili da je afina ravnina dizajn koji dostize Boseovu nejed-
nakost, pa je primjer afino rastavljivog dizajna. Sada ¢emo se upoznati s
generalizacijom afine ravnine, n-dimenzionalnom afinom geometrijom.

Primjer 5.6. Za n-dimenzionalnu afinu geometriju koristimo oznaku AG(n, q).
To je konacna geometrija, pa je pripadni vektorski prostor konacnodimenzionalan
i definiran je nad poljem F, reda q, gdje je g prim potencija. Nama je od inte-
resa da unutar te geometrije postoje dizajni. Te dizajne ¢ine tocke i d-ravnine
(vektori i translati d-dimenzionalnih potprostora n-dimenzionalnog vektorskog
prostora nad F,). Takve dizajne oznacavamo s AG4(n,q). Njihovi parametri

-1 . . . . .
su (¢, ¢, [Z B 1] ), gdje B} oznacava broj d-dimenzionalnih potprostora
q

q
n-dimenzionalnog vektorskog prostora nad F, 1 jednak je

Rl B at)

d (¢4 =1)(g*t=1)---(¢—1)

U n-dimenzionalnom vektorskom prostoru nad F, ukupan broj vektora je
q" 1 translati d-dimenzionalnih potprostora sadrze isti broj vektora kao d-
dimezionalni potprostori, q¢%. Ako translatiramo d-dimenzionalni potprostor
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za vektor x, tada su vektori x iy translatirant vektori od nulvektora iy — x.
Prema tome broj translata d-dimenzionalnih potprostora koji sadrZe vektore
x 1y jednak je broju d-dimenzionalnih potprostora koji sadrze vektor y — x.
Takvi d-dimenzionalni potprostori generirani su s d linearno neovisnih vek-
tora medu kojima je 1 y — x. U n-dimenzionalnom vektorskom prostoru uku-
pan broj takvih d-torki vektora je (¢"—q)(¢"—q*) - - (¢"—q%"1). Pruvi vektor je
y—x, za drugi vektor mozZemo odabrati q" — q vektora koji nisu proporcionalns
sy —x, za treéi vektor mozemo odabrati ¢" — ¢* vektora koji nisu u potpros-
toru generiranom s prethodna dva vektora itd. Na isti nacin mozZemo odrediti
ukupan broj tih d-tork: vektora u d-dimenzionalnom potprostoru, gdje je uku-
pan broj vektora q?. Tada je taj broj jednak (¢* — q)(q¢? — ¢*) - -+ (¢* — ¢@71).
Sada je ukupan broj d-dimenzionalnih potprostora koji sadrie vektor y — x
jednak

@ - —¢) (" —¢"") (" =D -1 @ -1) {n - 1}
(¢ = q)(q? —¢*) - (¢* — ¢?71) (¢t =12 =1)---(¢—1) d—1],

Zakljucujemo da je broj translata d-dimenzionalnih potprostora koji sadrze
n—1
d—1
ciju paralelnosti (kao Sto smo napravili za d = 1 kod afine ravnine). Sada
su nam paralelne d-ravnine translati istog d-dimenzionalnog potprostora. Ta
relacija je relacija ekvivalencije i particionira skup d-ravnina u klase paralel-
nosti. Stoga su dizajni unutar n-dimenzionalne afine geometrije rastavljivi
dizajni. Nama je posebno zanimljiv dizajn AG,_1(n,q), kojeg ¢ine tocke i
(n — 1)-ravnine (hiperravnine). To je afino rastavljivi dizajn. Svake dvije
neparalelne hiperravnine syjeku se u ravnini dimenzije n — 2. Klase paralel-
nosti u AG,_1(n,q) su skupovi od q paralelnih hiperravnina. Parametri tog

NP n n—1 ¢""'-1
dizajna su (q", ¢" ', =

vektore x 1y jednak [ ] . Na skupu d-ravnina moZemo zadati rela-
q

). Za n =2 imamo afinu ravninu reda q.
Sada ¢emo konstruirati simetricni dizajn koristeci afino rastavljivi dizajn.

Teorem 5.7. Ako postoji afino rastavljivi (v,b,r, k,\) dizajn, tada postoji
simetricni (v(r+1), kr, kX) dizajn koji dopusta simetricnu incidencijsku ma-
tricu.

Dokaz. Neka je D afino rastavljivi (v, b, r, k, A) dizajn sa skupom tocaka T =
{z1,...,x,} i klasama paralelnosti Cy,...,C.. Za h = 1,2,...,r, neka je M,
(0, 1)-matrica reda v takva da se na mjestu (i, j) nalazi 1 ako i samo ako su
tocke x; 1 x; u istom bloku klase paralelnosti Cj. Matrice M}, su simetricne,
jer ako su z; i x; u istom bloku klase paralelnosti C}, tada su z; i ; u
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istom bloku. Ako je u kardinalnost presjeka dva bloka u D iz razlicitih klasa
paralelnosti, tada za h,l =1, ...;r vrijedi

i, ako [ # h,

(26)
kMy, akol=h.

U svakom retku matrice M, ako su u j-tim stupcima jedinice, tocke z; su
sadrzane u jednom bloku iz klase paralelnosti h. Isto vrijedi i za matricu M;.
Ako je l # h, u matrici M, M] na mjestu (7, j) nalazi se skalarni produkt i-tog
retka matrice M}, i j-tog retka matrice M;. Tada skalarni produkt predstavlja
presjek dva bloka iz klasa paralelnosti i i [, pa je M, M] = pJ. Broj jedinica
u svakom retku matrica M), predstavlja broj tocaka koje sadrze blokovi u
klasama paralelnosti Cj,. Svi blokovi imaju kardinalnost k. Ako je l = h, u
matrici M, M na mjestu (i, j) nalazi se skalarni produkt i-tog i j-tog retka
matrice M. Ako su ti retci jednaki na mjestu (7, j) nalazi se broj k, a ako su
razliciti broj 0 (u klasi paralelnosti svaka tocka je sadrzana u jednom bloku).
Prema tome, M, M] = kM. Ako je A incidencijska matrica dizajna D, tada
po teoremu 2.6 vrijedi

A-AT = (r— NI+ M. (27)

Prema tome matrica A - A™ ima brojeve r na dijagonali i brojeve A izvan
dijagonale. Kada zbrojimo sve matrice M), na dijagonali imamo broj klasa
paralelnosti r, kako su svake dvije tocke sadrzane u A blokova iz svih klasa
paralelnosti, izvan dijagonale imamo brojeve A. Tada vrijedi

A-AT :ZMh~ (28)
h=1
Iz jednakosti (27) i (28) slijedi
> My =(r—XNI+\J. (29)

h=1

Neka je M,,; nul matrica reda v i L simetri¢ni latinski kvadrat reda r +
1. Tablica zbrajanja u grupi (Z/nZ,+), tzv. grupi ostataka modulo n je
simetricni latinski kvadrat reda n, jer je to konacna abelova grupa. Prema
tome postoji simetri¢ni latinski kvadrat za svaki n € N. Definiramo blok
matricu N = [N;;] reda v(r + 1) na sljede¢i nacin:

N;; = M, ako i samo ako L(i,7) = h.
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Tada za j = 1,2, ..., + 1, koristeéi jednakosti (26) i (29) dobivamo

r+1 r+1 r4+1
S ONuNp, =Y kM, =k> M, = (kr — kA +kX\J.
h=1 h=1 h=1

Dakle, podmatrice reda v koje se nalaze na dijagonali blok matrice N - N7
imaju brojeve kr na dijagonali i k) izvan dijagonale. Zbog latinskog kvadrata
u svakom retku i stupcu blok matrice N imamo jednu nul podmatricu. Prema
tome za razli¢ite ¢, j € {1,2,...,7+1} u skalarnom produktu i-tog i j-tog retka
blok matrice N sumiramo i dvije nul podmatrice. Tada koriste¢i jednakost
(26) imamo

r+1

Z NipNj, = (r = pd.

1z propozicije 5.5, (r—1)u = (%—1);1 = sp(*=) = kX. Stoga podmatrice

koje se ne nalaze na dijagonali blok matrice N - N " imaju na svim mjestima
brojeve kA. Tada matrica N - N™ ima brojeve kr na dijagonali i kA izvan
dijagonale. Kako matrice M} u svakom stupcu imaju k jedinica, matrica N
u svakom stupcu ima kr jedinica. Koristeé¢i teorem 2.6 zakljucujemo da je
N incidencijska matrica simetri¢nog (v(r + 1), kr, kA) dizajna. Kako su M,
simetricne matrice i latinski kvadrat je simetrican, N je simetri¢cna matrica.

O

sp—1

Primjer 5.8. [lustriraymo primgjerom kako smo konstruirali simetricni di-

zajn u prethodnom teoremu. Koristiti ¢emo veé poznati primger (4,6,3,2,1)
dizajna (afinu ravninu reda 2). To je afino rastavljivi dizajn. Neka je skup
tocaka T = {x1,x9, 23, 24}. Tada imamo klase paralelnosti Cy = {{x1, x2}, {3, x4}},
Co = {{x1, 23}, {xo, x4} } @ C3 = {{z1, 24}, {22, 23}}. Sada ispisimo matrice

My za h=1,2,3,

Mlz 7M3:

S O = =
S O = =
_ = O O
SO = O =
_— 0 = O
O = O =
_ o = O
==
O = = O
O = = O
_ o O

Matrica M, 1, tj. u nasem primjeru My je nul matrica

M, =

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
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Simetricni latinski kvadrat je reda 4 1 moZe izgledati ovako:

1 2 3 4

2 3 41

L= 341 2

4 1 2 3

Mozemo ispisati matricu N

(1 1001010100100 0 O]
1100010101 1O0O0O0O0O0
00111010011O0O0O0O00O0
001101011001O0O0O00O0
10101001000O01T1O00
0101011000O0O0T1T1TO00
101001100O0O0O0O0O0T1T1
N — 0101100100O00O0O0T1T1
100100001 10O01O010
011 0000011O0O0O01O0T1
01 1000000O0O11T1TO0T10
10010000O0O0O1T1O0T1OQO01
00001100101 O01O0O0T1
0000110001O01O0110
0o0000O0OI1110100110
0 0000011010110 0 1]

Na mjestu (i,1) u blok matrici N - N nalazi se skalarni produkt i-tog retka
sa samim sobom blok matrice N. Odredimo mjesto (1,1). Imamo Ny =
Ml, N12 = MQ, N13 = M3 1 N14 = M4. Koristect (26) dobivamo

2200 2020 [2002] [0000 6 2 2 2
2200/ (0202 {0220 0000 |2622
00222020 o220 o000/ |226 2
0022 o202 2002 o000 2 2 2 6

Zbog latinskog kvadrata u svakom retku blok matrice N pojavljuju se sve pod-
matrice My. Tada na svim mjestima na dijagonali blok matrice N-NT imamo

6 2 2 2
. 2 6 2 2
podmatrice 9 2 6 2|
2 2 26
Odredimo mjesto (1,2) u blok matrici N - N™. Na mjestu (1,2) nalazi se
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skalarni produkt prvog i drugog retka blok matrice N. Kardinalnost pre-

sjeka svaka dva bloka iz razlicitih klasa paralelnosti jednaka je 1. Imamo
N21 = Mg, NQQ = M3, N23 = M47N24 = M1 1 koristedi (26)

11
11
11 + +
11

NN DN
NN DN DN
NN DN DN
NN DN DN

0000 0000
0000 0000
0000 0000
0000 0000

[ G VR S S—y

1111 1
11 1| |1
11 1]
11 1| |1

— = = =

U svakom retku i stupcu blok matrice N nalazi se po jedna nul podmatrica.

Prema tome na svim mjestima izvan dijagonale blok matrice N - N™ imamo
2 2 2 2

podmatrice

N DN DO
N DN DO
N DN DO
(NI \CR ]

Tada matrica N - N™ ima brojeve 6 na dijagonali i 2 izvan dijagonale. Kako
matrice My u svakom stupcu imaju 2 jedinice, matrica N u svakom stupcu
ima 6 jedinica. Dimenzija matrice N je 16 x16. Tada je N incidencijska ma-
trica simetricnog (16,6,2) dizajna. Vidimo da je latinski kvadrat simetrican
1 matrice My, su simetricne, pa je N simetricna matrica.
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6 Rastavljivi dizajni i ekvidistantni kodovi

Na kraju naseg proucavanja rastavljivih dizajna istrazit ¢emo njihovu pove-
zanost s ekvidistantnim kodovima. Kod za ispravljanje pogresaka je pojam
iz teorije kodiranja koja se bavi problemom prijenosa informacija. Neka je
(@ konacan skup od ¢ elemenata. Elemente skupa () zovemo simbolima, a
skup @ abecedom. Uredene n-torke elemenata iz () zovemo vektorima, iako
Q" nije uvijek vektorski prostor. Neka su z = (z1,...,2,) i ¥y = (Y1, -, Yn)
vektori iz Q™. Hammingovu udaljenost vektora definiramo s

d(z,y) = [{ilx: # yi}.
Sada mozemo definirati kod.

Definicija 6.1. Kod s parametrima (n,m,d, q) je podskup C C Q™. Pritom
je n duljina koda, m = |C| je broj kodnih rijeci, d = min{d(z,y)|z,y €
C,z # y} je minimalna udaljenost koda, a g = |Q| je broj simbola.

Kod mozemo identificirati s m x n matricom ¢iji su retci kodne rijec¢i. Tu
matricu ¢emo oznacavati istim slovom C'.

Definicija 6.2. Ekvidistanti kod je kod c¢ije su svake dvije rijeci na mini-
malnoj udaljenosti.

Ekvidistantne kodove mozemo povezati s {1, —1}-matricima kod kojih je
skalarni produkt svaka dva retka i stupca jednak nuli.

Definicija 6.3. Hadamardova matrica reda n je kvadratna matrica H s uno-
sima iz skupa {1, —1} takva da je H - H™ = nl,.

Ako postoji Hadamardova matrica reda n > 2, onda je n djeljiv s 4
(vidi [4, str. 24]). Za Hadamardove matrice koje u prvom retku i stupcu
imaju samo jedinice kazemo da su u standardnom obliku. Kod identificiran
s Hadamardovom matricom ima simbole —1 i 1. Ako —1 zamijenimo s 0, to
je binarni kod nad abecedom {0, 1}. Parametri binarnog koda zadovoljavaju
sljede¢u nejednakost.

Propozicija 6.4. (Plotkinova ocjena.) Ako postoji binarni (n,m,d,2) kod
C sd> 3, onda vrijed
<2 d
m :
~ |2d—n
Dokaz ove propozicije je u skripti [4, str. 78]. Iz Hadamardovih ma-

trica dobivamo ekvidistantne kodove koji dostizu nejednakost u prethodnoj
propoziciji.
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Teorem 6.5. Ako postoji Hadamardova matrica reda n > 4, onda postoje
ekvidistantni binarni kodovi s parametrima (n —1,n,%,2) i (n —2,%,%,2)
koji dostizu Plotkinovu ocjenu.

Dokaz. Kako je skalarni produkt bilo koja dva retka Hadamardove matrice
jednak 0, broj jednakih unosa isti je kao broj razli¢itih unosa. Tada je Ham-
mingova udaljenost jednaka § za svaka dva retka. Prema tome iz Hadamar-
dove matrice dobivamo ekvidistantni (n,n, 5, 2) kod. Kako je d = %, za ta]
kod ne vrijedi Plotkinova ocjena. Ako iz Hadamardove matrice u standard-
nom obliku izbacimo prvi stupac, dobivamo ekvidistantni (n—1,n, §,2) kod.
Prema propoziciji 6.4 taj kod dostize Plotkinovu ocjenu. Njegova identifi-
ciraju¢a matrica ima jednak broj jedinica i minus jedinica u prvom stupcu.
Ako fiksiramo jedan od simbola u prvom stupcu i izbacimo taj stupac, a retke
proglasimo kodnim rije¢ima (postupak skraéivanja koda), dobivamo ekvidis-

tantni (n — 2, %, %,2) kod. Taj kod takoder dostize Plotkinovu ocjenu. O
Ekvidistantne kodove mozemo dobiti i iz rastavljivih dizajna. Za to nam
je potreban jos jedan pomo¢ni rezultat.

Definicija 6.6. Ako je C (n,m,d,q) kod, tada
- 1
d=—-— ) dzy)

(ZL> z,yeC
nazivamo srednja udaljenost koda C'.
Lema 6.7. Srednja udaljenost d (n,m,d,q) koda C zadovoljava nejednakost
mn(q —1)
(m—1)g "

a jednakost vrijedi ako i samo ako se svaki element abecede pojavijuje m/q
puta u svakom stupcu matrice C'.

d<

Dokaz. Neka su simboli ¢ = 0,1,...,¢q — 1. Za j = 1,2,...,n oznac¢imo s a;;
broj pojavljivanja simbola ¢ u j-tom stupcu matrice C'. Tada sumu svih
Hammingovih udaljenosti koda C' mozemo dobiti tako da za matricu C =
[ckj] brojimo elemente skupova S; = {(k,1) : ¢xj # ¢j,1 < k <1 < m} za
j=1,2,..,n. Mozemo odrediti broj elemenata skupova S’ = {(k,l) : c; =
c;, 1 <k <1 <m}, jer za simbol ¢ broj pojavljvanja u j-tom stupcu je a;;,

pa je |Si| = - (azij). Kako je za svaki j = 1,2,...,n, [S;] + 5| = (73),

jzi;|sj| :Z:j ((ZL) - 0 (3”)) ‘

1=

tada vrijedi
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Kako je lijeva strana prethodne jednakosti suma svih Hammingovih udaljed-
nosti koda C, imamo

> e =3((1)-5 (%))

Primijetimo da je f o @ij = m 1 izraCunamo sume koje mozemo

nm(m —1) L m nq12
> d(x,y) = — = az;. (30)

2
z,yeC j 1 =0

Za vektore a,b € R? vrijedi nejednakost Schwarz-Cauchy-Bunjakovskog:
2 2
a0 < [lall” - [Ib]".

Za d = ng primijenimo prethodnu nejednakost na vektore (a1, . .., Gin, 21, . . ., Ggn),
(1,...,1) i dobivamo

n q—1 n q—1 2
E 2
a’zg Z a’U
]:1 =0 ] 1 =0

Pomnozimo obje strane nejednakosti s 1/ng:
n q—1 ( n q—1 ) 2
Wiz (R Xsw) () e
nq 7j=1 =0 gy

Uvrstimo (31) u (30) i dobivamo

Iskoristimo definiciju 6.6 i dobijemo trazenu nejednakost

_ 1
g< e 1)
(m —1)q
U (31) vrijedi jednakost ako i samo ako je a;; konstanta. Tada je a;; = m/q
zasve 1t =0,1,....q—11i75 = 1,2,....,n. Iz toga zakljucujemo da se svaki
element abecede u svakom stupcu matrice C' pojavljuje m/q puta. O
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Definicija 6.8. Ekvidistantni (n,m,d,q) kod naziva se maksimalni ako je

~ mn(qg—1)
A P

Teorem 6.9. Maksimalni ekvidistantni (n,m,d,q) kod postoji ako i samo
ako postoji rastavljivi (m,nq,n,m/q,n —d) dizajn.

Dokaz. Neka je N = [Ny Ny ... N,] incidencijska matrica rastavljivog
(m,ng,n,m/q,n — d) dizajna D, gdje su Ny, Ny, ..., N,, podmatrice koje ko-
respondiraju razlicitim klasama paralelnosti u D. Prema propoziciji 3.6 sve
klase paralelnosti od D imaju kardinalnost ¢q. Tada svaka podmatrica N;
ima ¢ stupaca. Indeksirat ¢emo ih s 0,1, ..., — 1. Sada definiramo matricu
C = [¢ij] nad abecedom A ={0,1,...,¢ — 1} s

¢;; = | ako i samo ako je na mjestu (4,1) jedinica u matrici Nj;.

Tada je [ € {0,1,...,¢ — 1}. Primijetimo da matrica C' ima m redaka (broj
tocaka od D) i n stupaca (broj klasa paralelnosti u D). Ako kodne rijeci z iy
korespondiraju s i-tim i h-tim retcima matrice C' (i # h), tada je n — d(x,y)
broj stupaca od C' koji imaju jednak simbol u ¢-tim i h-tim retcima. Ako je
ci; = cp; =1, tada je (4,1) = 11 (h,l) = 1 u podmatrici N;. Prema tome,
n —d(x,y) je i broj stupaca u matrici N koji imaju jedinice u i-tim i h-tim
retcima. Kako je to broj blokova od D koji sadrze tocke koje korespondiraju
kodnim rije¢ima z i y, broj n — d(z,y) je jednak za sve razlicite x i y, tj.
d(z,y) = d. Vidimo da je C ekvidistantni (n,m,d,q) kod. Svi blokovi od
D sadrze m/q tocaka. Stoga u svim stupcima matrica N;, j = 1,2,...,n
imamo m/q jedinica. Indeks svakog stupca od N; je jedan simbol abecede
A. Zakljuéujemo da se svaki simbol od A pojavljuje m/q puta u svakom
stupcu od C, pa je kod C' maksimalan.

Obratno, pretpostavimo da imamo maksimalni ekvidistantni (n, m, d, q) kod
C' s matricom C' = [¢;;] nad abecedom A= {0,1,...,¢q—1}. Zaj=1,2,...,n
definiramo (0, 1)-matricu N; dimenzije m X ¢ (sa stupcima indeksiranim s
0,1,...,¢ — 1), u kojoj je na mjestu (4,1) jedinica ako i samo ako je ¢;; = [.
Formiramo matricu N = [N; Ny ... N,|. Tada matrica N ima m redaka i
ng stupaca. Kako je kod C' maksimalan, svaki [ pojavljuje se m/q puta u
svakom stupcu matrice C. Prema tome u podmatrici N;, j = 1,2,...,n u
svakom stupcu imamo m/q jedinica, tj. u matrici N svaki stupac sadrzi m/q
jedinica. U svakom retku podmatrice /N; imamo jednu jedinicu u stupcu [,
Sto znaci da u matrici N u svakom retku imamo n jedinica. Kako je kod
ekvidistantan, svaka dva retka matrice C' imaju jednake simbole u n — d
stupaca. Tada svaka dva retka u matrici N imaju jedinice u n — d stupaca.
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Konacno zakljucujemo da je matrica N incidencijska matrica rastavljivog
(m,ng,n,m/q,n — d) dizajna ¢ije podmatrice N; korespondiraju razli¢itim
klasama paralelnosti. O

Primjer 6.10. Znamo da postoji rastavljivi (4,6,3,2,1) dizajn. U primjeru

5.8 ispisali smo klase paralelnosti: C; = {{x1,x2}, {3, 24}}, Co = {{x1, 23}, {22, x4} },
Cs = {{z1, x4}, {wa, x3}}. Sada ée nam klasama C;, j = 1,2, 3 korespondirati

matrice Nj:

10 10 10
10 01 01
Me=to 1| M= 11 o= |0 1
01 0 1 10
MoZemo ispisati matricu
101010
100101
N = 01 1001
01 0110

Kao u prethodnom teoremu iz matrica N; formiramo matricu

— = O O
—_ O = O
O~ = O

Matrica C' ima 4 retka i 3 stupca. Prema tome kod C' sadrzi 4 kodne rijeci
duljine 3. Imamo dva simbola: 0 ¢ 1. Uocavamo da je Hammingova udalje-
nost svake dvije kodne rijeci jednaka 2. U svakom stupcu 0 i 1 se pojavijuju
po 2 puta. Dakle, matricu C' identificiramo s maksimalnim ekvidistantnim
(3,4,2,2) kodom. Kako je kod binaran, mozemo ga dobiti i iz Hadamardove
matrice reda 4.
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Sazetak

Motivacija za pisanje diplomskog rada bila je Kirkmanov problem 15 ucenica.
Jedna od interpretacija tog problema je rastavljivi dizajn. Na pocetku smo
se upoznali s dizajnima i iznijeli osnovne rezultate koji vrijede za dizajne.
Generalizacija dizajna je u parovima balansirani dizajn (PBD). Na toj inci-
dencijskoj strukturi definiramo pojam rastavljivosti. Jedan nuzdan uvjet za
postojanje dizajna je Fisherova nejednakost. Dizajni koji dostizu Fisherovu
nejednakost su simetriéni dizajni. Za rastavljive dizajne vrijedi poboljsanje
te nejednakosti, Boseova nejednakost. Nama su posebno zanimljivi dizajni
koji dostizu Boseovu nejednakost. To su afino rastavljivi dizajni. Koristeci
afino rastavljive dizajne mozemo konstruirati simetri¢cne dizajne. Na kraju
diplomskog rada povezali smo rastavljive dizajne s jos jednom zanimljivom
strukturom, ekvidistantnim kodovima.
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Summary

Kirkman’s schoolgirl problem motivated the writing of this graduate work.
It is a famous example of a resolvable design. At the beginning we made an
introduction to designs and gave some basic results that apply to designs.
The incidence structure on which we define the notion of resolution is pairwise
balanced design (PBD). One necessary condition for the existence of a design
is Fisher’s inequality. Designs that attain the equality in Fisher’s inequality
are symmetric designs. If a PBD admits a resolution, a stronger result known
as Bose’s inequality holds. We are interested in designs attaining the equality
in Bose’s inequality. These are affine resolvable designs. We can construct
symmetric designs using affine resolvable designs. In the end we explored the
connections between equidistant codes and resolvable designs.
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