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Uvod

U ovom radu ¢emo promatrati Padéove aproksimante i1 diofantske aproksimacije. U prvom
poglavlju dokazat éemo da su brojevi oblika Vd te brojevi e i  iracionalni, kao i vrijednosti
Tschakaloffovih funkcija. Kroz Cetiri dokaza otkrit éemo pojam diofanskih aproksimacija
1 povezati ih s problemima iracionalnosti.

U drugom poglavlju definirat éemo Padéove aproksimante analiticke funkcije u okolini
nule, pozvat ¢emo se na svojstva Gaussove hipergeometrijske funkcije, Sto nam dozvo-
ljava da raunamo Padéove tablice binomne funkcije f(x) = (1 — x)*, @ € Z. Odavde
dobivamo Padéove aproksimante eksponencijalne funkcije putem konfluentnih hiperge-
ometrijskih funkcija. Na kraju drugog poglavlja, pokazat ¢emo kako Padéovi aproksimanti
doprinose dobroj diofantskoj aproksimaciji i rezultatima o iracionalnosti.

U trecem poglavlju, poopcit ¢emo pojam racionalnih i kvadratnih brojeva defininirajuéi
algebarske brojeve. Zatim ¢emo pokazati osnovna svojstva algebarskih cijelih brojeva.
Treéi odjeljak treceg poglavlja je posveéen dokazu slavnog Liouvilleovog teorema, koji
istice postojanje transcendentnih brojeva. Zapravo, Liouvilleov teorem osigurava tako-
zvane mjere iracionalnosti za svaki algebarski broj. Proucavat ¢emo ovaj pojam mnogo
detaljnije u odjeljku 3.4 i pokazat da dobra diofantska aproksimacija omogucava dobijanje
mjere iracionalnosti za specifi¢ne brojeve, na primjer za broj e. U odjeljku 3.5, objas-
nit ¢emo kako poznavanje mjere iracionalnosti od Vd omogucava rjeSavanje diofantske
jedndzbe x" — dy" = k (n > 3). Na kraju, iskazat ¢emo bez dokaza Thueov i Rothov
teorem, koji poboljSavaju Liouvilleov teorem.



Poglavlje 1

Iracionalnost 1 diofantske aproksimacije

U ovom poglavlju, dokazat ¢emo da su brojevi oblika Vd, e i r iracionalni, kao i vrijed-
nosti Tschakaloffovih funkcija. Sljedeca Cetiri dokaza dopustaju nam da otkrijemo pojam
diofanskih aproksimacija i da ih poveZemo s problemima iracionalnosti.

1.1 Iracionalnost od Vd

Teorem 1.1. Neka je d € N. Pretpostavimo da d nije potpun kvadrat. Tada je Vd iraci-
onalan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da je Vd racionalan broj. Tada je Vd = a/b, gdje suaib
relativno prosti. Kvadriranjem jednakosti dobivamo b*’d = a*. Ako d nije potpun kvadrat,
tada postoji prost broj p i cijeli broj k takav da je d = p**15, uz p ¥ 6. Tada p**!|a® i
stoga p**!la, pa je a = p**'a. Otuda b?6 = pa?. Prosti broj p dijeli 5?6, ali ne dijeli 6.
Stoga p|b?, odakle slijedi p|b. Vidimo da pla i p|b, $to je kontradikcija jer su brojevi a i b
relativno prosti brojevi. Time je teorem dokazan. O

Korolar 1.2. Ako d € N nije potpun kvadrat, brojevi 1 i Vd su linearno nezavisni na Q.

Drugim rije¢ima, ako su p,q € Qi p+qVd =0, tadaje p = q = 0.

Dokaz. Ako je g razli¢it od nule, jednadzba p + ¢ Vd = 0 bi podrazumijevala da je Vd =
—-p/q € Q, imamo kontradikciju sa teoremom 1.1. Stogag =01 p = 0. O
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1.2 Iracionalnost od ¢

Teorem 1.3. e je iracionalan.

Dokaz. Za svaki prirodni broj n, moZemo pisati

n +
e = — +R,, uz R, =
k=0 ° k=n+1""

8

| =

Jasno je da je R, > 0. Stovise,

R, = ! + : + ! +

T+ D) m+2)! n+3) 7
1 . 1 s 1 . 1 N
"_(n+1)! n+2 m+2)n+3) +2)n+3)n+4)

R, < ! 1+1+12+13+ = 2
"+ 1) 2|2 2) T T m+ Y

Stoga (1.1) povlaci

1 2
O<nle-n!) — .
smemn kzz(;k! S )l

(1.1)

(1.2)

Pretpostavimo suprotno, neka je e = a/b, gdje su a i b prirodni brojevi. Ozna¢imo «, =
n

2b
n+1

1
n! E —. Tada @, € N i (1.2) povlace 0 < nla — ba,, <
k:O k!

Sto implicira da cijeli broj 8, = nla — ba, nije nula i is¢ezava kad n teZi ka beskona¢nosti.
Ovo je nemoguce, jer apsolutna vrijednost ne nul cijelog broja uvijek je veca ili jednaka 1.

Ovim je teorem dokazan.

O



POGLAVLIJE 1. IRACIONALNOST I DIOFANTSKE APROKSIMACIJE 4

1.3 Iracionalnost od 7

Teorem 1.4. r je iracionalan.

Dokaz. Neka je P(x) bilo koji polinom stupnja 2n. Stavimo
F(x) = P(x) = P"(x) + PY(x) = -+ + (=1)"P*"(x).

Uocavamo da je P(x)sin x = (F’(x)sinx — F(x) cos x)". Sto daje Hermitovu formulu:

f P(x)sinxdx = F(0) + F(m). (1.3)
0
Pretpostavimo da je 7 = %, a,b € N, te primijenimo Hermitovu formulu s

P(x) = %x"(a — bx)".

Oznac¢imo [, = f P(x) sin x dx.

0
Tada I, > 0 zato jer je P(x)sinx neprekidna, nenegativna i razli¢ita od nul funkcije na

v 1 2\"
intervalu [0, 7r]. Stovise, x(a — bx) < a*/4b na [0, rr], odakle I, < 7 (Z—b) .
n!

Stoga lim,,_, ;o I, = O.

Napomena 1.5. Vrijedi P(0) = P'(0) =...= P"D(0)=0te F(0) € Zi F(n) € Z.

Dokaz. Budu¢i da je 0 viSestruka nultocka kratnosti n od P, imamo P(0) = P'(0) = ... =

k!
P"Y(0) = 0. Za k > n, konstantan &lan od PP (x) je P (0) = _‘(k " )azn_k(—b)k_", Sto
n'\k—n

je jednako k-toj derivaciji ¢lana stupnja k od P(x), Sto je dano razvojem od
(a — bx)". Bududi da je k > n, n!/k!, odakle P®(0) € Z za svaki k > n. Stoga je F(0) € Z
za svaki n € N. Sli¢no, F(rr) € Z i F(0) + F(r) je cijeli broj. O

Prema tome [, € Z, za svaki n € N. Stoga pozitivan niz cijelih brojeva I, is¢ezava u
beskonacnosti, Sto je nemoguce. Dakle n je iracionalan. O
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1.4 Iracionalnost vrijednosti Tschakaloffove funkcije

Neka je g € C, g > 1. Tschakaloffova funkcija je definirana s

+00

T,(x)= X vxec (1.4)

n(n+1) ?

n=0 4 ?

Ona zadovoljava funkcionalnu jednadzbu
T, (gx) = 1+ xTy(x). (1.5)
Dokazat ¢emo sljedeci rezultat.

Teorem 1.6. Neka je g € Z, |q| > 2. Tada je T,(x) iracionalan za svaki x € Q".

Trebamo sljedecu lemu, koja ¢e takoder biti potrebna u proucavanju Padéovih aproksi-
macija.
+00
Lema 1.7. Neka je K bilo koje potpolje od C, i neka je f(x) = Z a,x", uz a, € K za svaki

n=0
n € N i radijus konvergencije R > 0. Pretpostavimo da su p, q i r tri prirodna br0]a koja

zadovoljavaju p < r < p + q + 1. Tada postoje P,Q € K[x],Q # 0, i red g(x) = Z b,x",

n=0
|x| < R, takav da je degP < p, degQ < q i

Q) f(x) + P(x) = x"g(x). (1.6)

q P

Dokaz. Trazimo da su O(x) = Za,.x" i P(x) = Z Bix'. Razvijemo O(x)f(x) + P(x) i
i=0 i=0

poredamo ih prema potencijama od x. Buduci da ¢lanovi stupnja 0, 1,...,r — 1 trebaju

isCeznuti, vidimo da a-e i 8-e moraju zadovoljiti sustav

apg +ﬁ0 =0

apo + apa +ﬁ1 =0

a,_1ag+a,a;+...=0

Ovo je sustav s p + ¢ + 2 nepoznanice i r jednadzbi. Budu¢i da je p + g + 2 > r, sustav
ima ne-nul rjeSenje (ao, ai, ...ay, Po, Pi--., Bp). Ako bi svi @; bili jednaki nula, imali bi
P # 01 P(x) = x"g(x), Sto je nemoguce jer je r > p. Stoga Q # 0 kao Sto smo i tvrdili. O
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Sada éemo dokazati teorem 1.6.
Neka je x = /B, (a,8) € Z*. Pretpostavimo da je T,(x) = p/v,(u,v) € Z*. Jednos-
tavnom matematickom indukcijom, koriste¢i funkcijsku jednadzbu (1.5) pokazuje se da je

A,
Tq(i = —zasvaklneN gdjeje A, € Z.

" va"
Nekz je p fiksni cijeli broj, takav da |a/q¢”| < 1.
Upotrebljavamo lemu 1.6 uz K = Q, f(x) = Ty(x), p = q = 2p, r = 3p. Tada poli-
nomi P i Q imaju racionalne koeficijente. Medutim, ako pomnoZimo (1.6) sa najmanjim
zajedni¢kim viSekratnikom ovih koeficijenata, vidimo da moZemo pretpostaviti da P 1 Q

imaju cjelobrojne koeficijente. Dakle, moZemo pisati

()T (x) + P(x) = x*g(x), (1.7)

gdje su P, Q € Z[x], degQ < 2p, degP < 2p, Q # 0.

Ali g nije jednak nuli; kad bi to bio slucaj, T, bi bio racionalni razlomak zbog (1.7), i stoga
je polinom jer je definiran na C, $to je nemoguce uzevsi u obzir Taylorov razvoj (1.4).
Stoga barem jedan Taylorov koeficijent od g nije nula. Dakle, postoji cijeli broj oo > 0 i
funkcija h takva da je

O()Ty(x) + P(x) = P h(x), h(0) # 0. (1.8)

Zamjenimo x = «/f sa x/q" u (1.8), pomnoZimo sa va""8% ¢*" i ozna¢imo s B,, zajednicku
vrijednost obiju strana jednadzbi

NI
L ﬁpﬂr gr+e ﬁqn

20 2pn T 20 2pnP a ))
(ﬁ Q(ﬁq ))(m (ﬁq ))”“ (ﬁ ! (ﬂq

Zato §to su (,BZPqZ””P (,Biq”)) va'T, (,8(;”)’ i (ﬁ2”q2""Q (,Biq”)) € Z, vidimo da je B, € Z.

(1.9)

Va,3p+(r a

+0 +0
0 qp

Stovise, B, h(0), Sto implicira da je lim, ., B, = 0 jer je |a/q¢’| < 1

te takoder B, # 0 kaoi @ # 0 te h(0) # 0. Ponovno, konstruirali smo niz ne nul cijelih
brojeva koji isCezavaju u beskonacnosti. Time je dokazan teorem 1.6.
1.5 Diofantske aproksimacije

Konstruirati diofantsku aproksimaciju za zadani realni broj @ znaci pronaci niz racionalnih
brojeva P, /Q, 1 funkciju f koja tezi u beskonacnost, tako da vrijedi

a— —
n

“| < £(O), Vn e N. (1.10)
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Napomenimo da smo dokazali iracionalnost brojeva e i T, (a/p) koristeci diofantske aprok-
simacije.
Zaista, u slucaju broja e, mozemo pisati (1.2) kao
P, 2 2
O<e—— —

<—= <=, (1.11)
0, (m+DQ, 0,

n

1
. _aNL.H
gdje je P, = n! kio o 10, =nl
U slucaju T, (a, ) nije tako jasno. Moramo uociti da je

a k, a l,
T (ﬁqn) S (5) iz

gdje su (k,, £,) € Z* (indukcija pomoéu (1.5)). Stoga (1.9) povlaci

Tq(g)+ﬂ§i( c ) << (1.12)
B) O Ou\gF™” On

uz 0, = k¥ 0 (@/Bq"), Py ="B¥G*"P(@/Bq") + £,Qulks,
ic=max,awa@ B h (a/ﬁ_lq_”).

Razlika izmedu e 1 T, (@/B) je u Cinjenici da je diofantska aproksimacija dana jednadZbom
(1.11) je eksplicitna (mogu se raCunati eksplicitno P, i Q, kao funkcije u n) dok ona dana
u (1.12) nije. U zadnjem slucaju, P, i Q, su izraZzene pomocu polinoma P i Q, a lema 1.7
tvrdi postojanje ovih polinoma, ali ne daje nacin izraCunavanja.

Medutim, u oba slucaja, dobivamo iracionalni rezultat, jer nakon mnozenja sa Q,,, produkt
0,.f(Q,) tezi u beskonacnost. Kazemo da smo dobili dobru diofantsku aproksimaciju i
mozemo iskazati sljedeci rezultat.

Teorem 1.8. Neka je « € R. Pretpostavimo da postoji niz P,/ Q, racionalnih brojeva koji
zadovoljava

e(n)

n

, uz lim &(n) =0.

n—+oo

Yn €N, 0<‘a——

Tada je « iracionalan.

Dokaz. Pretpostavimo daje @ = a/b,uza € Z, b € Z. Tada
0< |a' - pn/CInl < 8(”)/Qn = 0< |aCIn - bpn| < bg(n)

Stoga lim,_,, lag, — bp,| = 0. Medutim, |ag, — bp,| € N, a niz pozitivnih cijelih brojeva
ne moze teziti ka 0, buduci da nije manji od 1. Ovo dokazuje da je « iracionalan. m|
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Sljedeci teorem je dokazao Dirichlet (1805-1859). Pokazuje da, za dani iracionalni broj
a, postoje dobre diofantske aproksimacije.

Teorem 1.9. Neka je a € R. Pretpostavimo da je « iracionalan. Tada postoji beskonacan

niz racionalnih brojeva P, | Q, koji zadovoljava
P, 1
a——| < @,

On

Za dokaz teorema trebat ¢e nam sljedeca lema.

0< Yn € N.

Lema 1.10. Pretpostavimo da je « iracionalan. Tada za svaki cijeli broj Q > 1, moZemo

naci p/q € Qtakavdal <g< Qi0<|ga - p| < é
Dokaz Leme 1.10. Oznacimo sa [«@] cijeli dio od @ 1 promotrimo Q + 1 brojeva

0,1, a—[a],2a-]a], ..., Q-Da-[(0Q-1al.

Svi ovi brojevi pripradaju intervalu [0, 1], 1 svi su oblika aa + b, a i b su cijeli brojevi,
0 < a < Q- 1. Sada ¢emo koristiti Dirichletov princip. Dijelimo interval [0, 1] u Q
podintervala, dakle [0,1/Q], [1/0,2/0], ..., [(Q—-1)/Q,1]. Tada barem dva od gore
Q0+ 1 brojeva pripadaju istom podintervalu ( pokuSajmo staviti O+ 1 brojeva u Q intervala).
Ozna¢imo ova dva brojasa é; = aja + b1 1 & = aa +by,uz 0 <a; < Q0-1,0 <

a, < Q—-1tea # ap (zato §to a; = a, implicira a; = a, = 0 §to daje & = 01
& = 1, sto je nemoguce). Mozemo pretpostaviti da je a; > a,. Prema izboru & 1 &,
&1 — &l =1ar —a)a+by —by) <1/Q0,uz0 < a; —a, < Q — 1, Sto dokazuje lemu. |

Sada dokazujemo teorem 1.9 matematickom indukcijom. Izaberemo proizvoljan cijeli
broj Q > 1. Prema prethodnoj lemi moZemo nadi racionalni broj P,/Q; takav da 0 <
lo = P1/Qi1 <1/QQ1i1 < Q) <Q.Stogal < |a—Pi/0 < 1/07.

Sada opet koristimo lemu odabiruéi Q takav da Q7' < |a — P,/ Q|

Mozemo pronacdi racionalni broj P,/Q; koji zadovoljava 1 < O, < Q i 0 < |a — P,/ Q5| <
1/00, < 1/ Q2. Stovise,
ool 5l|

O O 0} O
postoje la — P1/Qil > 1/Q 1 @ — P,/Qr| < 1/Q0, < 1/0.

Indukcijom dobivamo beskonacan niz racionalnih brojeva P,/ Q, koji zadovoljavaju |a — P,/ Q,| <
1/Q2, §to dokazuje teorem.

P

%0

Napomena 1.11. Teorem 1.9 tvrdi postojanje niza P,/ Q,, ali ne daje nacin kako ga izracunati.

Teorija veriznih razlomaka (formula ‘ao — a" < @ ) omogucit ¢e nam eksplicitni rezul-
n n

tat.



Poglavlje 2

Padéovi aproksimanti

U uvodnom odjeljku definirat éemo Padéove aproksimante analiticke funkcije u okolini
nule i dokazat ¢emo lemu 2.1 koja je temeljna za diofantske aproksimacije. U drugom
odjeljku pozvat ¢emo se na svojstva Gaussove hipergeometrijske funkcije, Sto nam dozvo-
ljava da raCunamo Padéove tablice binomne funkcije f(x) = (1 — x)*, a ¢ Z. Odavde do-
bivamo Padéove aproksimante eksponencijalne funkcije putem konfluentnih hipergeome-
trijskih funkcija (trei odjeljak). Na kraju, u cetvrtom odjeljku pokazat éemo kako Padéovi
aproksimanti doprinose dobroj diofantskoj aproksimaciji i rezultatima o iracionalnosti.

2.1 Uvod

+00

Definicija 2.1. Neka je f(x) = Z aix* (x| < R) analiti¢ka u okolini od 0. Neka (m,n) €
k=0
N2. Kazemo da je uredena trojka (Q,,, P,, R, ) je [m/n] Padéov aproksimant od f ako

(a) Qi P, supolinomi koji zadovoljavaju degQ,, < m, degP, < n.

+00
(b) Ryu(x)= Z bixk (x] < R) je analiticka u okolini od 0.
k=0

(¢) Om(x)f(x) + Py(x) = X""™IR,, ,(x) (Ix| < R).

Postojanje Padéovih aproksimanata ja jednostavna posljedica leme 1.7. Treba napome-

nuti da parcijalna suma reda n od f, §,(x) = Z apx~, je [0/n] Padeov aproksimant od f,
k=0
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jer je

+00

) = $a(0) = 2 )" g .

k=0
Nadalje, ako (Q,, Py, Rin) je [m/n] Padéov aproksimant od f, isto vrijedi za (1Q,,, AP,,, AR, ,)
zasvaki A € C.
U teoriji brojeva, uglavnom ¢emo Koristiti dijagonalne Padéove aproksimante (n = m). U
ovom slucaju ozna¢avamo R,,,, = R,,. Sljede¢i rezultat je fundamentalan.

Lema 2.2. Neka je (Q,, P,, R,) niz dijagonalnih Padéovih aproksimanata od f. Pretposta-
vimo da je Q,(0) # 01 R,(0) # 0 za svaki n € N.Tada za svaki n € N vrijedi

Ou(x)  Pyu(x)
Qn+1(-x) Pn+1(x)

Dokaz. Imamo da je Q,(x)f(x) + P,(x) = x***'R,(x) odakle

Ou(x)  Pu(x) On(x)  Pu(0) + Ou(x)f(x)
Qn+1(x) Pn+1(x) QrH—l(-x) Pn+1(x) + Qn+1(-x)f(x)

=c, x> uz e, #0.

0u(x)  XIR, (%)

O,1(x) X21+3R () = ! (_Q"“(x)R”(x) + szn(X)Rn+1(x)) .

Stoga
On(x)  Py(x)
Qn+1(-x) Pn+1(x)

Sada, lijeva strana od (2.1) je polinom stupnja < 2n + 1, odakle b, = 0 za svaki k > 1, 1
¢n = —Qn+1(0)R,(0) # 0. o

= x"! [—Qn+1<0>Rn<0) + Z bkxf‘). (2.1)
k=1

2.2 Gaussova hipergeometrijska funkcija i Padéovi
aproksimanti binomne funkcije

Za svaki kompleksni broj a, oznatavamo
=1
(@)o 2.2)
(@p,=aa+1)...(a+n-1) zan>1
te definiramo, za |x| < 1, hipergeometrijsku funkciju ,F, s

JF) (“’b x) =N @B

|
Zi () n!

(2.3)
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Primjer 2.3. Za a = b = ¢ = 1, dobivamo geometrijski red:

1’1 +00 . 1
zFl( 1 lx)—Zx “1-x

n=0

Primjer 2.4. Za a = —a, b = ¢, dobivamo binomni red:
-a,b
2 F ( b

Napomena 2.5. Jasno je da moramo pretpostaviti da je c # 0,—1,-2...u (2.3). Medutim,

xX'=(01-x)".

n!

x) _ i (—a)(—a+1)...(~a+n-1)
n=0

ako je a € Z_, tada je »F, (a,cb

x) polinom stupnja —a. U ovom slucaju, ¢ moZe biti
negativni cijeli broj, pod pretpostavkom da je ¢ < a. Zaista, u ovom slucaju (c), iscezava

bl ) .
nakon (a),. Otuda, ako su a i c negativni cijeli brojevi, uz ¢ < a, tada ,F, (ac x) je
x) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

polinom stupnja —a.

Teorem 2.6. Hipogeometrijska funkcija ,F; (a,cb

x(1 =x)y" +(c—(a+b+ 1x)y —aby =0. (2.4)
Stovise, ako ¢ ¢ Z, opce rjesenje od (2.4) na 10, 1[ je

bx)+Bx1_CzF1(a_c+l’b_C+l

a,
)’—A2F1(c ’_ ¢

x) . (2.5)

Teorem ne¢emo dokazivati.

Iz teorema 2.6 izvodimo zakljucak
a,b atbec c—a,c—b
F, ( i x) (1 —x)" ¢ =, F, ( i |x) . (2.6)

Slijedeéi samog Padéa (1900), upotrijebit ¢emo ovu relaciju da nademo Padéove aprok-
simante binomne funkcije f(x) = (1 — x)“.

Teorem 2.7. Za svaki @ ¢ Z, (m,n) € N2, |x| < 1,

-m,—n+«a —n,—m-—q
o Fy
-m-n

x)(l—x)“—zFl( x)
(_l)m(_m - a’)m+n+l (l’l +1l-a,m+1
(m+")(m+n+1)! m+n+2

m

-m-—-n

— xm+n+1




POGLAVLIE 2. PADEOVI APROKSIMANTI 12

Dokaz. Neka je & € |-4,4|. U relaciji (2.6) uzimamo a = —m, b = —(n + &) + o i
¢ = —m— (n+ ¢&). Dobivamo
-m,—(n+¢e)+a o —-(n+¢g),-m-a
2F1( —m—(n+s) X)(l X) —2F1( —Wl—(l’l+8) X). (27)

Hipergeometrijski red na lijevoj strani jednadzbe u (2.7) je polinom stupnja m. Kadae — 0,
-m,-n+a )
x).
-m-n
S druge strane, hipergeometrijski red na desnoj strani se moZe zapisati

on teZi ka » F; (

m+n

x) _ kz(; (—( (n+ &) (m—a) ; Z (4 &) m =)

—(n+e),-m—-«a
2F1( -m—(n+¢)

-m—(n+e¢)) - k! o Em—(n+ &)y - k!

v ey (m-a)
+k:;+1 Cm—(ten k-

(2.8)

—-n,-m+a«a

Kada € — 0, prva suma tezi ka , F ( x) . Nadalje, druga suma tezi prema nuli,

dok (-n — &)y = (-n—&)(-n— &+ 1)...(—n — &€ + k — 1) sadrZi jedan faktor £ kada
n+1<k<m+n.

Neka g(x) bude treca suma. Najprije ¢emo promatrati

(—n—e)p=[(-n—-¢)...(-&)] xX[(—e+1)...(—e + m)]

X[(=e+m+1)...(~e+m+1+k-m-n-1)-1)],
(—-m—-n—-¢gy=[(-m-n—-g)...(-n—1-¢g)]xX[(-n—-¢)...(-¢&)]

X[(=e+1)...(~e+1+tk-m—-n-1)-1)],

(-m—-a) =[(-m-a)...(n - )]

X[n+l-a)..m+1-a+k-m-n—-1)-1)],
Kl'=(m+n+D![(m+n+2)..m+n+2+(k—-m—-n—-1)—1)]. Ali u svakom ¢lanu
od g(x), moZemo pojednostaviti (—n — &), / (-m —n — &), uz
[(—&)(—& —1)...(—& — n)]. Faktorizacijom i stavljanjem 7 = k — m — n — 1 dobivamo

— (—e+m+1),(n+1-a),
(—e+1),(m+n+2),

=g+ D...(ce+m)]X[(-m—-a)...(n—a)]
C [(-m-n-g)...(-n—1-8)]x(m+n+1)

m+n+1

g(x)

h=0

Za fiksni |x| < 1, niz konvergira uniformno za € € [—%, %] Stoga imamo

 (m+ Dp(n+1-a),
hl(m+n+2),

m'(-—m-a)...n—a)
(-m-n)...(—n—=1)-(m+n+1)!

m+n+1

lim g(x) =
e—0 s

Prema tome, kada pustimo £ — 0 u (2.8), dobivamo teorem 2.7. O
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2.3 Konfluentne hipergeometrijske funkcije i Padéovi
aproksimanti eksponencijalne funkcije

Neka je x e Cineka je b € R, uz b > |x|. Tada je

a,b|x _+O° (a), 1 2 n—1\x"

C
n=0

Za fiksni x, niz konvergira uniformno za b €]2 |x|, +oo[, odakle

{) _ X @y
0

lim 2F1 (a’ b

b—+0 C

b

Ovu cijelu funkciju zovemo konfluentna hipergeometrijska funkcija i oznacavamo je
+00 n
a), X
F () = S @ (2.9)
c[’) T Lo

Napomena 2.8. Opcenitije, opca hipergeometrijska funkcija je definirana za ¢ > p — 1 sa

F (al,az,...,ap x) _ o (al)n(GZ)n---(ap)nx_n
PA\b1, b, .. by L (b1)u(bo)n - - - (by)a !

(2.10)

Ovo objasnjava zapis za F 1, F).
Teorem 2.9. Konfluentna hipergeometrijska funkcija zadovoljava diferencijalnu jednadZbu
xy”" +(c—x)y —ay=0. (2.11)
Stovise, ako ¢ ¢ Z, opce rjesenje od (2.11) na 10, +oo[ je

a—c+1
2—-c

y=AF (‘cl x)+Bx1_C lFl( x). (2.12)

Kada je a negativan cijeli broj, | F (Ccl x) je polinom koji se moZe koristiti za iskazivanje
Padéovih aproksimacija za eksponencijalnu funkciju.

Teorem 2.10. Za svaki (m,n) € N? i svaki x € C,

—-m N -n (_1)mxm+n+l m+ 1
Fol 0 =xfet = Fy | x| = 1F1
m-—n m-—n (m+”)(m+n+ D! n+m+?2

m
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Dokaz. U teoremu 2.7, zamijenimo x sa —x/a. Prvo, znamo da je lim,_, ., (1 + x/@)® = e*.
S druge strane,
_g)
a
+00

lima—>+oo 2Fl (_m,_n+a/

_ C k1) (=) -
= lim Zﬂ(l—z)...(l—n i )(X) =1F1( "
a—+o0 £ (=m — n); a a k! -m-n
—-n,—m—«
—m-—n

—m-—-n

.

Sli¢no lim,_, o 2F} (

n+l-am+1

Ilim,, 0 2F1( mAn+?

Time je teorem dokazan.

2.4 Aritmeticka primjena
U ovom odjeljku dokazat ¢emo sljedeci rezultat.
Teorem 2.11. Neka je K = Q (i \/c_i) imaginarno kvadratno polje. Neka je a € K*. Tada
e ¢ K
Posebno, ako je @ € QF, tada je e iracionalan. Druga zanimljiva posljedica teorema

2.11 je sljedeci korolar.

Korolar 2.12. Neka je k € N*. Tada je n Vk iracionalan.

Dokaz. Zaista, zapisimo Vk = mVd, gdje je d kvadratno slobodan i pretpostavimo da je
nVk € Q. Tada @ = (7r \/l;)l\/% € Q(i \/3), te stoga teorem 2.11 povladi e? = €* =
(-1)* ¢ Q(i Vd), §to je kontradikcija. O

Dokaz teorema 2.11 pocet ¢emo od dijagonalnih Padéovih aproksimanata od e*. Dobi-
vamo ih tako $to ¢emo uzeti m = n u teoremu 2.10:

-n . -n (=1)"x?! n+1
1F] (—2]’1 —x)e - 1F] (_znx) = (— F]

1
Man+ 1 \2nt2
Trebamo Cetiri leme:

x) : (2.13)
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Lema 2.13. Neka je Ay prsten cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja K = Q(i Vd).
Neka je (a), niz elemenata iz Ax koji zadovoljavaju lim,_, ,a, = 0. Tada je a, = 0 za svaki
veliki n.

Dokaz. U Ag, imamo N(a,) = |an|2 € Z. Stoga lim,,a, =0 = N(a,) =01a, =0 za
svaki veliki n. O

Napomena 2.14. Lema 2.13 omogucava nam upotrebu diofantskih aproksimacija u A kao
u skupu Z.. Treba primjetiti da ovo nije moguce ako je K realno kvadratno polje. Na primjer,

V2| < 10,
odakle lim, .., (P, = 0, V2) = 0. Medutim P, — Q, V2

ako su P,/ Q, konvergente razvoja u verizni razlomak od 2, tada

P,
ay — E QZ’

nije nikad nula, jer je 2 iracionalan.

prema formuli

Lema 2.15. Zaa, ceR, ¢ >a >0,

a F(C) xt a 1 c—a—1
‘F‘( x) r(a)r(c—a)f (1 =07 dr.

c
Lemu ne¢emo dokazivati.

Lema 2.16. Zaa € C, a,ceR,c>a >0,
a
i)

Dokaz. Prema lemi 2.15 dobivamo

I'(0)

< Max(l, eRe") m.

a
Fi| |a] <
Sada |e‘”| = ™, Stoga, e < 1 ako je Re @ < 0 'R < eR¢ @ ako je Re @ > 0. Ovim
je dokazana lema. O

I'(c)
I'@)I'(c — a)
0

at

e\ dt.

Lema 2.17. Za svakin € Z i svakik € N, kl|(n), odakle klln(n—1)...(n—k +1).

Dokaz. Akojen=—-k+1, —-k+2,...,—1, 0, tada (n), = 0 pa je rezultat ocit.
. (m _nn+1)...n+k-1) (n+k-1
Ako jen > 0, T T —( ' )GN.

Akojen < -k, T = (- 1>’<_”(_”_1)',;}(_n_k+1)=<—1>"(_kn)ez

Napokon, n(n - 1) .(n=k+1)=(=1D(-n. O
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Sada ¢emo nastaviti dokazivati teorem 2.11.

Neka je o € Q(i Vd). PiSemo a = (a+ibVd) /6 = B/6, uz (a,b,6) € Z*,p € Ax .
Kazemo da je ¢ nazivnik od a.

_ " (—n)
Kako je |F ( x) = (=1 —, znamo prema lemi 2.17 da su p, i g, definirani sa
-2n e (=2n); k!
= Fi| Da|x Dy gn=1 Fi| 1 |-a|x D, gdie j
pn - 1141 _zna' ns qn =1 1 _2n a n’g _]e]e
2n)!
D, =QmQ2n—1)...(n+ 1é" = @5’1, (2.14)
n!
o @ (=) 2n-k)!
pripadaju Ag. Zaista Py X okl - K=
Zamjenom x sa @ u (2.13) i mnoZenjem s D, dobivamo
(=1)"Dya*"! (n +1 )
Gne” = pp =1y = ————— | F) al. (2.15)
(X)@n+ 1 \2n+2
Kako je I'(m + 1) = m! za svaki prirodni broj m, lema 2.16 daje
ot 2n+1
7l < Max (1, ") Pl (2.16)
n!

Stoga lim,,_, ;o 1, = 0.

Sada pretpostavimo da je ¢* € Q(iVd) tj. daje e® = y/6’ uzy € Ag, & € N. Tada
(2.15) postaje g,y — ¢’ p, = d'r,, odakle je a, = q,y — 8’ p, € Ag. Ali lim,,_,,, 7, =0 =
lim,_, . a, = 01 zbog toga je a, = 0 za svaki veliki n prema lemi 2.13. Otuda, za svaki n
dovoljno velik, r, = g,e* = p, =01 ry1 = gur1€® — pus1 = 0.

Stoga sustav jednadzbi {qnx Py =0
Gn+1X + Pnr1y =0
ima netrivijalno rjeSenje, naime x = ¢, y = —1 i determinantu A, koja je jednaka nuli.
Medutim,
Az| @ Pof__| DuQn(@) D, P,(@)
" dn+1  Dn+1 Dn+lQn+1(a') Dn+1Pn+l(a') ’

uz notaciju iz uvoda 2.1 za Padéove aproksimante P,, Q,. Sada, A, = =D, D, c,a**' # 0.
Ova kontradikcija dokazuje teorem 2.11.



Poglavlje 3

Algebarski brojevi i mjere iracionalnosti

U odjeljku 3.1, poopéit ¢emo pojam racionalnih i kvadratnih brojeva definirajuci algebar-
ske brojeve. U odjeljku 3.2, pokazat ¢emo osnovna svojstva algebarskih cijelih brojeva.
Ovo je uvod u algebarsku teoriju brojeva. Odjeljak 3.3 je posvecen dokazu slavnog Li-
ouvilleovog teorema, koji pokazuje postojanje transcendentnih (koji nisu algebarski) bro-
jeva. Zapravo, Liouvilleov teorem osigurava mjeru iracionalnosti za svaki algebarski broj.
Proucavat ¢emo ovaj pojam mnogo detaljnije u odjeljku 3.4 i pokazati da dobra diofantska
aproksimacija omogucava dobijanje mjere iracionalnosti za specifi¢ne brojeve, na primjer
za e. U odjeljku 3.5, objasnit éemo kako poznavanje mjere iracionalnosti od Vd omoguéava
rjeSavanje diofantske jedndzbe x" — dy" = k (n > 3). Na kraju, iskazat cemo bez dokaza
Thueov 1 Rothov teorem, koji poboljSavaju Liouvilleov teorem.

3.1 Algebarski brojevi

Definicija 3.1. Neka je « € C. KaZemo da je a algebarski ako postoji ne nul polinom
P € Z[x] takav da je P(a) = 0.

Na primjer, @ = 1/ V2 je algebarski posto je 2e2 — 1 = 01 8 = 1 + V5 je algebarski jer
je(B-1°-5=p-38+38-6=0.
Neka je a bilo koji algebarski broj, 1 neka je P € Z[x], P # 0, takavda P(a@) =01 P je
najmanjeg stupnja. Podijelimo li P s njegovim vodecim koeficijentom dobivamo normirani
polinom P, € Q[x], koji zadovoljava P, () = 0, P, najmanjeg stupnja. Takav polinom je
jedinstven (primjer 3.2) i zove se minimalni polinom od «.

Primjer 3.2. Pretpostavimo da algebarski broj a ima dva minimalna polinoma P, i Q,.
Tada P, # 0, Q, # 0, P,(@) = 0, Q.(@) = 01i kako P, i Q, imaju minimalan stupanj,

17
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degP, < degQ, i degQ, < degP,, sto implicira da je degP, = degQ,. Stavimo P,(x) =
Xd + ad_lxd_l +---+agi Qa(x) = Xd + bd_lxd‘l U o b().

Tada R(x) = (ag-1 — ba_1) 7' + .-+ + (ap — by) nije nula jer je P, # Q, i R(e) = 0 te
degR < degP,. Kontradikcija.

Teorem 3.3. Neka je P € Q[x] normirani polinom koji zadovoljava P(a) = 0. Tada je P
minimalni polinom od a ako i samo ako je P ireducibilan u Q[x], tj. ako P(x) = P1(x)P,(x),
uz Py i P, € Q[x] sto poviaci Py(x) € Q ili P>(x) € Q.

Primjer 3.4. Neka jea = (a+b \/3) /c kvadratni iracionalni broj, sto znaci da su a, b, c, d
racionalni cijeli brojevi i d nije kvadrat. Tada je a korijen od P(x) = (x — a)(x — a*) gdje
je a* = (a — bVd)/c konjugat od . Stoga je a nultocka od

2_ 12
P(x)=x2—2—ax+ @ —db
c

2

Ovaj polinom je ireducibilan u Q[x]. Zaista, ako je reducibilan, moZemo ga zapisati kao
P(x) = (x+nr(x+7), uz r, ¥ € Q Stoga njegovi korijeni e biti racionalni, sto nisu.
Prema tome P je minimalni polinom od «.

Definicija 3.5. Stupanj minimalnog polinoma P, algebarskog broja a naziva se stupanj
od a i zapisujemo ga s deg(a).

Prema tome, ako je « racionalan, « je algebarski stupnja 1. Ako je a kvadratno iraci-
onalan, « ja algebarski stupnja 2 (primjer 3.4).
p-ti korijen jedinice w = €**/7, p prost, povezan s Fermatovom jednadZzbom x” + y? = z”
pruza drugi zanimljiv primjer. Kako bi se to proucilo, trebamo sljedeéi rezultat, koji je
poznat kao Einsteinov kriterij.

Lema 3.6. Neka je P(x) = X" + a,_ X" ' + ...+ a\x +ay, uz ao, ai, ..., dp_) € Z.
Neka je p prost. Pretpostavimo da p dijeli aq, ai, ..., a,-1, dok p* ne dijeli ay. Tada je P
ireducibilan u Q[x].

U dokazu koristimo sljedecu lemu.

Lema 3.7. Neka je P € Z[x]. Pretpostavimo da je P ireducibilan u Q[x), slijedi da je P
reducibilan u Z|[ x].

Dokaz. Pretpostavimo da je P(x) = Q(x)R(x), uz Q,R € Q[x], degQ > 1, degR > 1.
Stavimo da je d =degP i

’

Q(x):gx"+..., R(x):%xd_"+....
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Tada aa’ /(bb") € Z 1 zato moZemo pisati P(x) = Qy(x)Ry(x), uz

’

aa
b
Sto znaci da su vodeci koeficijenti od Qp 1 Ry racionalni cijeli brojevi. Neka su ay,...,a,
nultocke od Qp u C, a @y41,...,a, 0d Ry. Tada su ay,...,a, korijeni od P(x), stoga su

94 ..., Ro(x)=x"9+ ...,

Qo(x) =

oni cijeli algebarski brojevi. Dakle, koeficijenti od Q(x) = ZZ,
algebarski cijeli brojevi prema teoremu 3.13. PoSto su oni takoder racionalni, imamo da je

0o € Z[x]. Sli¢no, R, € Z[x]. O

(x—aj)...(x —a,) su

Dokaz Leme 3.6. Pretpostavimo da je P reducibilan u Q[x]. Prema lemi 3.7, postoje O, R €
Z|x] takvi da je P(x) = Q(x)R(x) uz degQ > 1, degR > 1. ZapiSimo s 7 klasu ostataka od
n modulo p, O(x) =dy+dix+...+x71R(x) = bo+bix+ ...+ x*.

Nadalje x/ = Q(x)R(x) u prstenu F,[x] polinoma nad poljem F,. Ovo povlaci da su
O(x) = x4, R(x) = x*9. Stoga ayp = by = 0 (mod p), apby je visekratnik od p?, imamo
kontradikciju. O

Upotrijebili smo pojam algebarskih cijelih brojeva i teorem 3.13. Kao primjer, razmo-
trit éemo B = 1 + V5. Znamo da je P(8) = 0, uz P(x) = x* — 3x% + 3x — 6. Otuda, prema
Einsteinovom kriteriju, P je ireducibilan u Q[x] (uzmimo p = 3). Stoga, P je minimalni
polinom od S (teorem 3.3) i deg(8) = 3.

Sada se vratimo na w = €**”, p je prost.

Teorem 3.8. Neka je w = €*™, a p prost. Tada je w algebarski stupnja p — 1. Njegov
minimalni polinom je P,(x) = x*~' + xP2 + .- + x + 1.

Definicija 3.9. Za prosti broj p, P,(x) = x*~' + xP™2 + -+ + x + 1 zovemo ciklic¢ki polinom
reda p.

Dokaz Teorema 3.7. Jasno je da
WOt wt+ = (0 -1/ (w-1)=0.

Ostaje nam provjeriti da je P, ireducibilan u Q[x] (teorem 3.8). Ali P, je ireducibilan ako
1 samo ako je Q(x) = P,(x + 1) ireducibilan. Imamo

k

k=1

)4
0w = ((x+1 =D/ ((x+ D=1 =" (”)xk—l.

p

k
da je ap = p, Q je ireducibilan na Q[x] prema Einsteinovom kriteriju, 1 P,, takoder. O

Zak=1,2,...,p—1, p|(’;)jerje( ):p(p—l)...(p—k+1)/k! i pne dijeli k!. Buduéi
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3.2 Algebarski cijeli brojevi

Kazemo da je a algebarski cijeli broj ako je algebarski i ako njegov minimalni polinom
P, ima cjelobrojne koeficijente. Drugim rijeCima, ako postoje ag,a, . ..,a,-1 € Z takvi da
a+ag 2 + -+ aa+ay = 0.

Na primjer, V2, V5, e su algebarki cijeli brojevi. Racionalni cijeli brojevi su algebar-
ski cijeli brojevi stupnja 1. Kvadratni iracionalni cijeli brojevi su algebarski cijeli brojevi
stupnja 2.

Teorem 3.10. Neka je a algebarski broj. Tada postoji k € N takav da je B = ka algebarski
cijeli broj.

Dokaz. Neka Py(x) = x*+ay_1x* ' +---ay (uz ay, ..., a;—; € Q) bude minimalni polinom
od a.
Neka je k € N takav da je kay = by, kay = by, ..., ka1 = by € Z. Tada

Kot + kK by + -+ Kby = 0.

Dakle, (ka)? + by_(ka)*™' + kby_r(ka)?™ + -+ + k%'by = 0,1 B = ka je algebarski cijeli
broj. |

Najmanji prirodni broj k, takav da je ka algebarski cijeli broj, zovemo nazivnik od a 1
oznacavamo ga sa den(«). Na primjer, ako je @ = p/q ireducibilni racionalni broj uz g > 0,
minimalni polinom od « je P,(x) = x — p/q, i den(@) = ¢, ocekivano.

Normalno je da se zapitamo je li suma i produkt dvaju algebarskih cijelih brojeva takoder
algebarski cijeli broj. Odgovor je pozitivan (sljedeci teorem). Kako bi se to pokazalo,
trebat ¢e nam lema, koja potje¢e od Newtona, o simetricnim polinomima. KaZemo da je

polinom od n nepoznanica P(x;, x,,..., X,), s koeficijentima u domeni A, simetrican, ako
je P(Xr1ys Xr2)s « -+ 5 Xzm)) = P(x1, X2, ..., Xx,) za bilo koju permutaciju rindeksa 1, 2, ..., n
(to jest za svaku permutaciju nepoznanica xi, X, ..., X,). Sljedeéi polinom, na primjer, je
simetrican:
P(X1, Xoy ..y X)) = X0+ 20 + 20+ 2X105 + 22025 + 2X3X3 + S5X X3,
Lema 3.11. Neka je P € A[xy, X2, ..., Xx,] simetrican. Neka je
OL=X1+Xp+ -+ X, =D Xi
02 = Dic jXiXj
03 = Dicjek XiXjX (3.1)

Oy, = X1 X2...X,
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Tada P(x,, x3, ..., X,) moZemo zapisati kao polinom od n nepoznanica oy, 0, ...0p, S
koeficijentima u A.

Dokaz. Neka je a; najveca potencija koja se pojavljuje uz x; u P. Medu clanovima
koji sadrZe x{", neka je @, najveca potencija koja se pojavljuje uz x,. Medu ¢lanovima
@) @)

koji sadrze x|'x,’, neka je a3 najveca potencija koja se pojavljuje uz xs, i tako dalje.

Navedeni proces definira vodeci ¢lan, oblika ax{'x3>...x,". Zato $to je P simetrican,

@ > ay > ... > @, (zaista, P isto sadrZi Clan axJ'x{* ... x;", odakle je @, < «; i tako
dalje).

Nadalje, uo¢imo da vodeci Clan od o' c3>™™ ... .o/ ™0y je x{'x5*...x,". Stoga,
racunajuci P(xi, X, ..., x,)—ac|' "oy @ .. o0 "oy, eliminiramo sve ¢lanove oblika
axf(ll), xf(zz), e, xfgn) te lema 3.11 slijedi indukcijom. O

Napomena 3.12. Ovaj dokaz je konstruktivan. Omogucuje transformaciju, u praksi, P €
Alxy, x2, ..., x,Ju P € Aloy, 02, ..., 0,].

Na primjer, neka je P(x1, X2, X3) = X3 + X3 + X3 + 2x7x5 + 2X505 + 2X7X5 + 5x1%,X3. Prvo
vidimo da vodeci ¢lan odgovara ay = 3, a; =0, az = 0, odakle je

3 3
P(x1, x2, x3) — 0] = P(x1, X2, x3) — (X1 + X2 + X3)
= 2x705 + 2053 + 20043 — 3% 40 — 3x145
- 3x§X3 - 3xzx§ - 3x%x3 - 3x1x§ — X1X2X3.
Novi vodeci ¢lan odgovara a; =2, a, =2, a3 =0 i

P(x1, X3, X3) — 03 — 2(X12 + X2X3 + X1 X3)°

3 2
P(x1, x2, x3) — 0 — 2075
= —4xfx2x3 - 4x1x§x3 - 4x1x2x§ — 3x%x2 - 3x1x§

- 3x§X3 — 3xzx§ — 3x%x3 — 3x1x§ — X1X2X3.
Sadaay =2, ar =1, az =1, otud

P(xy, xp, x3) — 0'? - 20'% + 40073

= —Bxfxz - 3x1x§ - 3x§x3 - 3x2x§ - 3x%x3 - 3x1x§ — X1X2X3.
Napokon, imamo a, =2, a; = 1, az = 0, Sto povlaci
P(x1, x0, x3) — a’f - 20'% + 40,03 + 3010, = 8x1x2%3.
Dakle P(x), x;, x3) = 0 + 2073 — 407103 — 307102 + 8073.

Teorem 3.13. Neka su a i 8 dva algebarska cijela broja. Tada su a + i a8 algebarski
cijeli brojevi.
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Dokaz. Neka su P, i Pg minimalni polinomi od « 1 8, stupnja d, odnosno n. Neka je
x; =p,axy, ..., x, nultocke od Pgu C.

Znamo da Pg(x) = X" — o X" + 0ox" 2 + -+ (=1)"0, gdje su oy, 02, ..., 07, definirani
u (3.1). Stoga oy, 02, ..., 0, € Z. Jer je x; = B, polinom Q(x) = P,(x — x1)Py(x —
x2) ... Py(x — x,) zadovoljava Q(a + B) = 0. Njegovi koeficijenti su simetri¢ni polinomi u
X1, X2, ..., X, S koeficijentima u Z. Nadalje, prema lemi 3.11, Q € Z[x], Sto dokazuje da
je a + 8 algebarski. O

Dokaz za umnozak af je sliCan. Samo treba zamijeniti Q(x) sa

R(X) = (x1%...%,)'P, (xi) P, (ﬁ) P, (i) .

1 X2 n

Korolar 3.14. Ako su « i B algebarski brojevi, onda su a + B i af3 takoder algebarski
brojevi. Preciznije, skup Q algebarskih brojeva je potpolje od C.

Dokaz. 1. Nekasuaibnazivniciod @if tenekaje m = nzv(a,b). Tada ma = m’(aa)
1 mB = m”(ba) su algebarski cijeli brojevi prema teoremu 3.13 (produkt algebarskih
cijelih brojeva). Stoga m(a + ) je algebarski cijeli broj (suma algebarskih cijelih
brojeva), Sto pokazuje da je a + S algebarski. Sli¢no, abag je algebarski cijeli broj i
af je algebarski.

2. Ako su a1 algebarski brojevi, @+ 1 af3 su takoder algebarski brojevi. Nadalje, —a
je algebarski broj jer je ag+aja+- - -+aga® = 0 = ay—a;(—a)+---+(=1)4a,(-a)? =
0.
Naposlijetku, ako je & # 0, tada 1/« je algebarski broj jer je ao(1/@)’ + a;(1/a)*" +
---+ay, = 0. Prema tome Q je potpolje od C.

3.3 'Transcedentni brojevi i Liouvilleov teorem

Definicija 3.15. Kompleksni broj a je transcendentan ako nije algebarski, tj. ako je P(x) #
0 za svaki P € Z[x], P # 0.

Iako je jednostavno dati primjere algebarskih brojeva, daleko je od ocitog izloziti tran-
scendentne brojeve. Prvi transcendentni broj u povijesti je konstruirao Joseph Liouville
(1844), koristeci sljedeéi rezultat, koji je poznat kao Liouvilleov teorem.
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Teorem 3.16. Neka je a algebarski broj stupnja d > 2. Neka je k € N takav da je P =
kP, € Z[x]. Definiramo C' = maX[e_1,q+11 1P (X)| i C = min(1,1/C"). Tada, za svaki
racionalni broj p/q uz q > 0,vrijedi

(3.2)

Dokaz. Za svaki p/q € Q, broj ¢*P(p/q) je cijeli broj jer je P € Z[x]te je razliit od nule
jer je deg(@) > 2. Zaista, kad bi bio nula, P, bi imao racionalni korijen, $to je nemoguce
zato jer je ireducibilan na Q[x]. Stoga |qd (P(a) - P(p/q))| = |qu(p/q)| > 1.

Sada, teorem srednje vrijednosti povla¢i max |P’(x)||a@ — Pl —
q

a.p/q g

Ako je |a — p/q| > 1, tada je o€igledno | — p/q| > ¢~?. Inate, moZemo pisati

[msz] |P’(x)| < C’istoga|a— p/q|l > qg¢/C’, $to dokazuje Liouvilleov teorem. O
@.p/q

Napomena 3.17. Liouvilleov teorem je eksplicitan. Dozvoljava nam izracunati C kada je
a zadan. Na primjer, neka je @ = V17. Tada o® — 17 = 0i P(x) = x> — 17 je minimalni
polinom od «, jer je P ireducibilan na Q[x] prema Einsteinovom kriteriju uz p = 17.
Nadalje,

max [P'(9)] =3 (V17 + 1)2 - C,

[a—1,a+1
odakle C = 1/C" > 0.026. Stoga, za svaki p/q € Q uz g > 0, vrijedi
3 0.026
V17 - 3‘ > . (3.3)
q q

Definicija 3.18. Neka je a € R iracionalni broj. KaZemo da je a Liouvilleov broj ako, za
svaki veliki n € N, postoji racionalni broj p/q, uz q > 2 koji zadovoljava

‘a—g‘ <L (3.4)
q q
Primjer 3.19. Slijedeci Liouvillea, promotrimo Engelov red
<« 1
= kZ; o (3.5)

Decimalni razvoj od a je a = 1, 1100010000000000000000100.... Za n > 1, imamo

5o - 1 1 11
-y — =) —<——[1+ =+ =+
“ kzz(;mk! kz:;mk!—m(nﬂﬂ( 10 " 102 )

1 1 10 1
< e
(10")" 10" 9~ (10m)"
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. p - 1 |
Definiramo — = —. g =10".
q ; 10%

Sad je jasno da (3.4) vrijedi za n > 11 da je « Liouvilleov broj.

Teorem 3.20. Svaki Liouvilleov broj je transcendentan.

Dokaz. Neka je a Liouvilleov broj. Pretpostavimo da je « algebarski broj. Tada je d =dega >
2, jer je a iracionalan. Za svaki veliki n, postoji p/q € Q, uz g > 2, koji zadovoljava (3.4).

Prema Liouvilleovom teoremu 3.15, — < |- p < —. Kontradikcija kadan — +co. 0O

q qi q

3.4 Mjere iracionalnosti

Definicija 3.21. Neka je a € R iracionalni broj. Kazemo da je u > 0 mjera iracionalnosti
od a ako postoji konstanta C > 0 takva da, za svaki racionalni p/q uz g > 0, vrijedi
C
'oz - 3‘ > = (3.6)
ql g"

Liouvilleov teorem 3.15 implicira da je d mjera iracionalnosti za svaki algebarski broj
stupnja d. S druge strane, Liouvilleov broj nema mjeru iracionalnosti (primjer 3.22). Ako
a ima mjeru iracionalnost, donja ograda svih mjera iracionalnosti se zove najbolja mjera
iracionalnosti od a, u zapisu u(a). Mozemo dokazati da je u(a) > 2 (primjer 3.23). Kada
je a Liouvilleov broj, uzimamo u(a) = +oo.

Primjer 3.22. Pretpostavimo da a ima mjeru iracionalnosti p i da je Liouvilleov broj. Za
svaki n dovoljno velik, postoji p/q € Quz g>2i

1
ié‘a—g < —.
q" ql 4"

Ovo povlacida je 0 < C < g'™". Imamo kontradikciju kada n — +co.

Primjer 3.23. Pretpostavimo da je u(a) < 2. Fiksiramo u € Ju(a),?2[. Jer je u(a) donja
ograda za sve mjere iracionalnosti od «, imamo |a — d 2 —, gdje je C konstanta. Uz-
q

mimo da je p = P,, q = Q, gdje je P,/ Q, n-ta konvergenta razvoja u verizni razlomak od

a. Tada je

C P, 1
— < =1 < 73
Qi’ll Ql’l Qn

Dakle, 0 < C < Q’,:_z. Alin—-2<0iQ, — +oo, sto je kontradikcija.

a —
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Teorem u nastavku omogudit ¢e nam da nademo mjeru iracionalnosti upotrebom niza
dobrih diofantskih aproksimacija, kao Sto su one koje dobijemo pomocéu Padéovih aprok-
simanata (odjeljak 2.4).

Teorem 3.24. Neka je @ € R. Pretpostavimo da postoje konstante a > 0, b > 0, k > 0, £ >
%, h > 1, rastuca funkcija g : N — R i niz p,/q, diofantskih aproksimacija od « koji
zadovoljavaju

VYn € N’ 4nPn+1 — Gn+1Pn * 0, (37)
Yn €N, |g.| < k (g(n))*, (3.8)
Vn e N, lgna — pul < €/g(n), (3.9
g0)=1i lim gn) = +oo, (3.10)
n—+co
Vn €N, g(n+1) < b(gn))". (3.11)
Tada je «a iracionalan i za svaki racionalni p/q uz q > 0, vrijedi
a-P|sC (3.12)
ql  q"
gdje je C = i p=ah®+1.

Zkb“(”+1)(25)“h2

Dokaz. Neka je (p,q) € Z x N* zadan. Neka je v najmanji cijeli broj koji zadovoljava
qt/g(v) < 1/2. Jasno je da v postoji jer je lim,_,, g(n) = +00. Postojeg > 1, g(0) =11
¢ > 1/2,imamo v > 1. Zatim, g{/g(v — 1) > 1/2, odakle imamo g(v — 1) < 2¢¢. 1z (3.11)
zakljuCujemo da je g(v) < b(2g¢)". Upotrebom (3.11) opet dobivamo

g < g(v+ 1) < b (2q0)". (3.13)
Promotrimo determinantu
A= P
qv+1 pv+l

Iz (3.7) znamo da je A, # 0. Ovo znad&i da vektori (g, p,) i (¢y+1, Py+1) Cine bazu od R?. Za
posljedicu imamo da je barem jedna od dvije determinante

qv Dy
q p

dv+1  Pv+1
q p

ili

razli¢ita od nule. Neka je m = vili v + 1, tako da 6,, = |7 P"| 2 0.

Kako je 6,, € Z, ovo implicira da je |9,,| > 1, odakle je |pg,, — gpm| = 1. Stoga
1¢(@m@ — pm) — gu(qa — p)| > 1 i prema nejednakosti trokuta,

qlgma — puwl +1gnllga — p| > 1.
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Sada, upotrijebimo (3.9) i definiciju od v i m, pa imamo

qt gt 1 1
|ma/_ mlS_S_<_aOdakle|m||Q/_ |>_-
A= ) = g0 " 2 TP
Nadalje, prema (3.8) i (3.13), |gm| < k(g(m))* < kb*™D(2¢€) i naposlijetku dobijemo
1 1
lga: — pl >

2kba(h+1)(2€)ah2 qah2 :
O

Primjer 3.25. Izracunajmo mjeru iracionalnosti od e. Prema (2.14), (2.15), (2.16), (2.17),
(2.18), znamo da

VneN, lge-pl< =, (3.14)
n!
_ (2n)! -n _ (2n)! -n
pl’l - n! lF] _2n1 ) n n! ]F] _2n_1 (3.15)
GnPn+1 = Pnn+1 F 0. (316)

Primjenimo teorem 3.24 uz g(n) = n!, sto zadovoljava (vidi primjer 3.26)
VneN,  (n+1)!<3(n)3. (3.17)

Sada pogledajmo gornju ogradu za |q,|. Imamo

- X -D...(n—k+1 <L
lFl(_Z” —1)‘s 5 "2(” 1) (; - ik' <y o=e
n £ 2n(2n - )...2n—k+ k! “ k!
2n)! 2
i stoga |q,| < e( n‘) = e( n)n!. Koristeci gornju ogradu
n! n
2
VneN, ( ”) <4, (3.18)
n
zakljucujemo (primjer 3.27) da
VneN, g, <30(n!). (3.19)

Sada primijenimo teorem 3.23 uza = 2, b = 3, k = 30, £ = e, h = 3/2 i vidimo da, za
racionalni p/q uz q > 0, vrijedi

> —. (3.20)

Zbog toga, e nije Liouvilleov broj.
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Napomena 3.26. Mjera iracionalnosti u = 5.5 ovdje dobivena je daleko od najbolje
moguce. Poboljsanjem procjene (3.17) i (3.19), moZe se dokazati da za svaki € > 0 postoji
C takav da za svaki p/q € Quz g > 0, |e — p/q| = C/¢**®.
Ovo znaci da najbolja mjera iracionalnosti od e zadovoljava u(e) < 2. Medutim, najbolja
mjera iracionalnosti za bilo koji realan broj a zadovoljava u(e) > 2 (primjer 3.23). Stoga
je

ue) = 2. (3.21)

Primjer 3.27. Pokazat ¢emo da n + 1 < 3 Vn! vrijedi za svaki n € N. Zaista, ovo vrijedi
zan = 0. Pretpostavimo da n + 1 < 3 Vn! vrijedi za neki n > 1, tada

n+2<3Vnl+1<4vVn! < \/I%\/(n+1)!s%\/(n+l)!s3\/(n+1)!,

Sto dokazuje tvrdnju po principu matematicke indukcije.

2n 2n
2 2
Primjer 3.28. Buduéi da je (1 + X" = § ( k”)xk, imamo Z( :) = 22 = 4" Kao
k=0

k=0
2 2

posljedicu imamo da je ( n) < 4". Sada, jer je |q,| < e ( n)n!, imamo da je |q,| < e-4"n! i
n n

ostaje za dokazati da 4" e < 30 - n! vrijedi za svaki n € N. Ovo vrijedizan =0, 1, 2, 3. Za
n >3, imamo da je 4"*'e <4-4"<4-30-n! < (n+1)-30n! <30(n+ 1)\, sto indukcijom
dokazuje Zeljeni rezultat.

3.5 Diofantske jednadZzbe i mjere iracionalnosti

Teorem 3.29. Neka jek € Z, d €e N\ {0,1}in € N\ {0, 1,2}, uz Vd ¢ Q. Pretpostavimo da
postoje C > 0 i u < n takvi da, za svaki racionalni p/q uz g > 0, vrijedi

. C
Wd - 13‘ > —. (3.22)
q q"
Tada diofantska jednadZba
X'—dy" =k (3.23)

ima samo konac¢no mnogo rjeSenja (x,y) € Z>. Preciznije, neka je (x,y) rjesenje za (3.23),
takvo da je x > 0, y > 0, x iy relativno prosti. Tada, ili je y < 2|k| ili x = P,, y = Q,, gdje

1
n . . k o
je P,/ Q, konvergenta razvoja u verizni razlomak od Vd koja zadovoljava Q, < (%) .
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Dokaz. Ako je n paran, moZzemo se ograniCiti na slu¢aj kad je x > 0, y > 0. Ako je n
neparan i ako su xiy razli€itih predznaka, (3.23) zapisujemo x”" +dy” = k', x’ >0, y > 0,
Sto ima samo kona¢no mnogo rjeSenja te ponovno samo trebamo uzeti u obzir slucaj gdje
su x > 0, y > 0. Naposlijetku, moZemo pretpostaviti da su x i y relativno prosti (inace bi
podijelili jednadzbu s n-tom potencijom od najveceg zajednickog djelitelja (x,y). Uz ove
pretpostavke, imamo

X" —dy'| = ‘x - \/Ey‘ (x”_l + x”_z\"/Ey + -+ (\"/c_iy)n_l)
ﬂw%@

n

yl > 'x/y —Vd

Y.
Dakle, ako je (x,y) rjeSenje od (3.23), tada je
. kl k1
f—@suzu_r
y ' yy

Prema tome, ako je y > 2lk|, x/y je konvergenta razvoja u veriZni razlomak od Vd. U
ovom slucaju, upotrebom (3.22), vidimo da |k|/y* > C/y*, odakle je y"™* < |k|/C. Prema
pretpostavci, n — u > 0, pa stogaje y < (k|/C )ﬁ . Teorem 3.28 je time dokazan. O

Napomena 3.30. Treba naglasiti da Liouvilleov teorem 3.16 ne omogucuje dobivanje
(3.22) svaki put kad znamo poboljsanje Liouvilleovog eksponenta n. PoboljSanjem me-
tode iz odjeljka 3.4, moguce je dobiti poboljsanje u specijalnim slucajevima. Na primjer,
tablica 3.1, od Benneta iz 1997, daje eksplicitne mjere iracionalnosti za neke brojeve oblika

Vd, n > 3.
Primjer 3.31. Razmotrimo diofantsku jednadZbu

X -6y’ =1. (3.24)

Ako je x > 01y < 0, imamo jedno rjeSenje, x = 1, y = 0. Akoje x < 01y > 0 onda
nema rjeSenja. Dakle, moramo rijesiti jednadzbu x* — 6y* = +1,uzx >0, y > 0, xiysu
relativno prosti te se teorem 3.29 moZe primjeniti. Ako je y < 2|k| = 2, tada nema rjeSenja
jer 7149 nisu kubovi.

Stoga x = P, 1y = Q,, gdje je P,/Q, konvergenta razvoja u verizni razlomak od Vo koja
zadovoljava Q, < (1/C )ﬁ . Uporabom vrijednosti od C i u dane u tablici 3.1, dobivamo
y=0,<1193.

Racunamo prvi ¢lan od razvoja u verizni razlomak od @ = V6. Prvo@® -6 =0ia =
1 + 1/ay, odakle je (1+1/a;)’ =6 = 0,1 5a3 — 3a? — 3e; — 1 = 0 §to povladi da je
a; = 1 + 1/a,. Zamjena povlai 23 — 605 — 1205 =5 = 0ia, = 4 + 1/a;. Sada a3
zadovoljava 21a/§ — 36a§ —18a3-2=01a3 =2+ 1/a4 1tako dalje. Naposlijetku imamo
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V6 = [1,1,4,2,7,3,511,1,2,...]. Prve konvergente se mogu izraCunati po rekurzijama
Py = ap, Py = apay + 1, P, = a,Ppy + Pua, Qo = 1, Q1 = a1, @y = a4,Q0p1 + Ona,
paimamoPozl, Q():l, P1:2, lel, P2:9, Q2:5P3:20, Q3:11P4:
149, Q4 = 82 Ps = 467, Qs = 257 Pg = 238786, Q¢ = 131409. Samo prvih Sest moze
povlaciti rjeSenje od (3.24) jer je y = O, < 1193. Sada je jednostavno provjeriti na nijedan
od parova x = P;, y = Q;,uz 0 < i < 5, nije rjeSenje od (3.24). Dakle (3.24) nema drugo
rjeSenje osimx =1, y = 0.

3.6 Thueovi Rothov teorem

Mnogo je istrazivanja provedeno u svrhu poboljSanja Liouvilleovog eksponenta u opéem
sluc¢aju. Prvi uspjeh u ovom smjeru bio je Thueov teorem (1908):

Teorem 3.32. Neka je a algebarski broj stupnja d > 2. Tada postoji konstanta C > 0 takva
da za svaki p/q € Q uz g > 0, vrijedi

‘ p
a__

q

2

Teorem 3.32 daje za d > 3 ne eksplicitno poboljSanje Liouvilleovog eksponenta. Zaista,
konstantu C ne moZemo izracunati u odnosu na . Dokaz Thueovog teorema koristi metode
teorije transcendentnih brojeva, pa to neCemo dokazivati.

Korolar 3.33. Neka je P(X) = ay + a1 X + - -+ + azX? € Z[X] ireducibilan u Q[x] stupnja
d > 3. Tada homogena diofantska jednadzba

d
> ady =k (3.25)
i=0

ima samo konacno mnogo rjeSenja (x,y) € Z X Z.

Dokaz nec¢emo provoditi.
Opcenito, nije poznato kako dobiti gornju ogradu za rjeSenja (x, y) u (3.25) kao funkciju od
a;-ova (suprotno teoremu 3.29). Prema tome kololar 3.33 ne daje nam metodu ucinkovitog
rjeSavanja jednadzbe (3.25).
Najbolji rezultat u diofantskim aproksimacijama algebarskih brojeva je Rothov teorem
(1955):

Teorem 3.34. Neka je a algebarski broj stupnja d > 2. Tada, za svaki € > 0, postoji
konstanta C > 0 takva da je |a — p/q| > C/q**¢ za svaki racionalni broj p/q uz q > 0.

Drugim rije¢ima, najbolja mjera iracionalnosti bilo kojeg algebarskog broja « stupnja
d > 2 je u(a) = 2. Rothov teorem, kao 1 Thueov teorem nije eksplicitan.



POGLAVLIJE 3. ALGEBARSKI BROJEVI I MJERE IRACIONALNOSTI

Tablica 3.1: Eksplicitne mjere iracionalnosti |\"/c_i - p/q| >Cl/qg™*

Vd C u d C u Vd C u
V2 025 247 | V62 004 250 VI8 021 4.29
V3 039 276 V63 0.02 243| V22 0.14 491
V5 029 280 V65 0.02 243| V28 0.05 3.41
V6 001 235| V66 004 250 V30 0.02 3.04
V7 008 270 | V67 0.06 256| V31 0.01 2.83
V10 0.15 245 V68 008 2.60| V33 001 2.82
Vi1 022 291 | V70 0.12 268 | V34 0.02 3.02
Vi2 028 295| V76 0.10 254 | V37 0.05 3.48
V13 035 286 | V78 0.03 260 | V39 0.08 291
V15 0.19 254 | V83 0.10 272 | V40 0.09 3.90
V17 001 222 | V84 037 292| V42 0.11 4.19
V19 0.02 230 v90 0.09 2.41

V20 0.01 223 | +vO1 001 229|+V5 025 443
V22 0.08 231 J10 038 5.19
V26 003 2535 003 277| Vil 040 334
V28 0.03 252 | V14 006 3.78| V12 042 3.88
V30 0.10 2.72| V15 0.03 327 | V13 044 491
V31 0.14 297 | V17 003 324 | V17 0.03 5.20
V37 001 227 | V18 0.05 3.67| V23 043 6.03
V39 0.09 221 |37 033 334| V45 027 5.10
V42 0.13 246 | V39 0.005 2.52

V43 0.01 232 V48 0.42 5.05
Va4 022 287 | V3 024 3.61

V52 026 297 | v6 043 333| N6 0.14 422
V58 0.12 271 | V10 041 3.92| %20 025 5.87
V60 0.08 2.61 | Vi1 038 4.23

V61 0.06 256 | V15 028 427 | V50 025 6.96
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Sazetak

U ovom radu dan je uvod u temu Padéovih aproksimanata i diofantskih aproksimacija. Opi-
sana je problematika iracionalnosti i diofantskih aproksimacija, te Padéovi aproksimanti
analitickih funkcija, ¢ije tablice za binomne funkcije f(x) = (1 — x)%, @ € Z rjeSavamo
pomocu Gaussove hipergeometrijske funkcije. Obradeni su pojam algebarskih brojeva te
mjere iracionalnosti. Dokazan je Liouvilleov teorem.



Summary

Padé approximants and diophantine approximations

In this thesis, an introduction to the Padé approximants and diophantine approximations
is given. We describe the problem of irrationality and diophantine approximation, and
Padé approximants of analytical function, whose table for binomial function is computed
by Gauss hypergeometric functions. The notions of algebraic numbers and irrationality
measures are studied. The proof of the Liouville theorem is presented.
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